TD 2 - CHAMPS DE VECTEURS ET LIGNES DE CHAMP

Exercice 4 — Changement de coordonnées pour les champs de vecteurs
Exprimer les champs vectoriels suivants en coordonnées polaires (dans le plan) ou bien cylindriques et
sphériques (dans l’espace) :

a) Viey) =7+7 o) Viz,y2)=xi+y]
b) 7(, Yy=yil—x7 d) V(x,y,z)zxﬂjty*wtzg
Corrigé

a) Viey) =7+7]
V(p,cp)z(cosgoe;—singae;)—i-(singoe_,} + cospey)
= (cosp +sinp) €, + (cosp —siny) e, .
b) V(g,g)=yi-2a]

‘_/)(p,gp)zpsingo(cosgoe_;,—sincpefo)—pcosgp(singoe_,} + cospey)
= p(sin g cos ¢ — cos psinp) €, — p (sin® ¢ + cos® ¢) €,
=—peéy.

o) V(z,y,2) =27 +y7
P, P,2) = pcosp(cospe, —sinpe, )+ psinp(sinpe, +cospe

v > —sinpe) + psing (sinp e o
= p(cos® ¢ +sin® p) €, + p (— cos psin @ + sin @ cos p) €,
=Pep,

7(1“, ©,0) =rsinf (sinf e, + cosfep).

-

d) V(z,y,2) =aT+y7+ 2k =(xT+y7) + 2k
Vip,0,2) = pé, + zFk,

V(r,,0) = rsinf (sinfé, +cosféy) +r cost (cosf e, —sinbep)
= 7 (sin? 0 + cos® @) €. + r (sin @ cos§ — cos fsin f) &

=re,.

Exercice 5 — Lignes de champ
Trouver les lignes de champ des champs vectoriels suivants :

a) V(ey) =7+] d) V(ey) =yi+z]
b) V(z,y,2) =T+27 +k a M
o) Vizg,y)=@+1)7+y7 e) G(r) = a3 €, (champ gravitationnel)

Une ligne de champ pour le champ V' défini sur D < R3 est une courbe paramétrée t — y(t) € D <
R3 telle que

(%) V(y(t)) = #(t) pour tout t.




Il y a une infinité de lignes de champ, qui différent par le point de passage a un instant donné (par
exemple, pour t = 0, le point (0)). On cherche «(¢) dans la paramétrisation cartésienne, cylindrique
ou sphérique selon comment est présenté le champ V.

a) 7(:6,1/) = 7 4+ 7 est un champ plan en coordonnées cartésiennes, avec domaine D = R?, donc on
cherche ses lignes de champ paramétrées comme courbes planes en coordonnées cartésiennes :

v(t) = (z(t),y(), teR
La vitesse d'une telle courbe est (t) = (2(t),y(t)) = #(t)7 + y(t) 7, donc, pour tout ¢t € R, y(t) est
une solution du systéme

¥(t) = 20T +51)7 2 V@), y®) =7 +7

z(t) =1 z(t)=t+a
j(t) = 1 y(t) =t +b

> ()= ({t+a,t+b)=(a,b)+t(1,1),

ou on voit que (a,b) = (0) est le point par ou passe la courbe v au temps t = 0.

Cette paramétrisation est celle d'une droite passant par (a,b) et paralléle au vecteur (1,1), c’est-a-
dire dirigée par le vecteur (1,1). En effet, dans 'expression de x et y comme fonctions de ¢ on peut
calculer ¢ & partir d’une équation et le remplacer dans la deuxiéme : on obtient ’équation cartésienne
de la courbe 7,

r=t+a =r—a )
— — y=x+(b—a) éq.dune droite.

y=t+b y=(zx—a)+b
Conclusion : les lignes de champ du champ V sont les droites
v(t) = (t+a,t+0b) ou y=z+ (b—a) pour tout choix de a,b € R,

et le point (a,b) représente le point de passage de v au temps ¢t = 0.
Autrement dit, pour tout point (a,b) du plan il y a exactement une ligne de champ ~ de % passant
par (a,b), c’est la droite y(t) = (t + a,t + b).

b) 7(3:, y,2) =7+ 27 + k est un champ de R3 en coordonnées cartésiennes, défini sur tout R?, donc on
cherche ses lignes de champ comme courbes paramétrées en coordonnées cartésiennes :

V() = (x(t),y(8),2(t),  teR.

La vitesse d’une telle courbe est () = ((t),9(t),2(t)) = &(t)7 + y(t)7 + 2(t) k, donc pour tout
t € R I'égalité (*) donne le systéme

z(t) =1 z(t)=t+a
4 D V@), ), 2() = { g =2 = { y)=2u+b
z2(t) =1 z(t) =t+c

— ()= (t+a,2t+bt+c)=(a,bc)+t(1,2,1),

ou on voit que (a, b, c) = v(0) est le point par ou passe la courbe v au temps t = 0.




Comme dans le plan, cette paramétrisation est celle d’une droite (dans 'espace 3D cette fois) passant
par (a, b, c) et dirigée par le vecteur (1,2, 1). L’équation cartésienne d’une telle droite consiste de deux
équations :

r=t+a t=xr—a : )
y=2x+ (b—2a 6q. d’ droit
y=2t+0b = y=2x—a)+b —_— Zq ‘[Er?»le roite
z=x+(c—a) AL T
z=t+c z=(x—a)+c

Conclusion : les lignes de champ du champ V sont les droites

y =2z + (b—2a) .
v(t) = (t +a,2t + b,t +c) ou pour tout choix de a,b,c € R,
z=z+ (c—a)

et le point (a,b, c) représente le point de passage de v au temps ¢t = 0.

7(:6, y) = (x+1) 7+ 1y 7 est un champ de R? en coordonnées cartésiennes, défini sur tout R?, donc
on cherche ses lignes de champ comme courbes paramétrées en coordonnées cartésiennes :

V() = (2(t),y(t),  teR.

Ceci est un systéme d’équations différentielles en deux inconnues z(t), y(t), avec deux équations
séparées, du ler ordre, linéaires et a coefficients constants.

Les solutions de 1’éq. (1) sont les fonctions z(t) = zo(t) + z,(t) on
— 1m0 est la solution générale de 1'éq. homogene (t) = z(t), donc xo(t) = Ae' pour tout A € R,

— et x, est une solution particuliere de I’équation compléte : puisque le terme inohomgéne est
la constante 1, on cherche une solution particuliére z,(t) = ¢ constante, et (1) impose que
&p(t) =0 =c+ 1, dou suit ¢ = —1.

En somme, on a z(t) = Ae! — 1.
Pour 1'éq. (2), qui est homogéne, on a y(t) = yo(t) = pe!, quelconque soit p € R.

Au final, les lignes de champ de V sont les courbes paramétrées
v(t) = (Aet —1,peh), pour t € R et quelconque soient A, pu € R,

ou A et u fixent le point de passage & ¢t = 0 : y(0) = (A — 1, u). Pour trouver I’équation cartesienne
de ces courbes, on se débarasse du paramétre ¢ :

x=Xet —1 puel = px+p ) )
— = Ay=pur+u éq. d’une droite.

y = pet Ay = A\pet

Conclusion : les lignes de champ du champ V sont des droites d’éq. cartésienne px — Ay +p =0
paramétrées de fagon différente que celle linéaire de 'exercice a).




d) V(x,y) =y 7+ 2 7 est un champ de R? en coordonnées cartésiennes, défini sur tout R?, donc on
cherche ses lignes de champ comme courbes paramétrées en coordonnées cartésiennes

V() = (z(t),y(t), teR,
avec vitesse Y(t) = (t)7 + y(t) 7. Donc, pour tout ¢t € R, ~(¢t) vérifie
x(t) = y(t) (1)
y(t) = z(t) (2)

Ceci est un systéme d’équations différentielles en deux inconnues z(t), y(t), avec deux équations (non
séparées) du ler ordre, linéaires et a coefficients constants, qui peuvent se représenter par un systéme
matriciel

(1) €V (a(t), y(2)

(1) 0 1\ ()

y(t) 1 0/ \y()
Puisque les deux inconnues ne sont pas sousmises a deux équations séparées, on ne peut pas les
calcules par intégration comme dans l’exemple c). En fait, pour I'instant on ne sait pas trouver une
paramétrisation des lignes de champ (la résolution du systéme (3) sera donnée dans le cours Math3),
mais on sait trouver I’équation cartésienne des lignes de champ, avec une astuce : on multiplie (1)
par z(t) et (2) par y(t), alors on obtient

o(t)e) =@yl () 508 — u() L ldE®) _1du®?)
y() y(t) = z(t) y(¢) O =y 2 2
da(t)’ dy(t)®
— J Fr dt = J - dt
— ()2 =yt) +c quelconque soit ¢ € R.

Les lignes de champ sont donc les courbes

C={t)=(),y®) [teR}={(z,9) | 2* —y’ =c}

qui dépendent du choix de la constante c :

2 2
. , x Yy
— si ¢ > 0 alors C est une hyperbole d’éq. ( — | —==) =1 (en bleu),
Ve Ve

— si ¢ =0 alors C est I'union de deux droites y = +x (en rouge),

2 2
— si ¢ < 0 alors C est une hyperbole d’éq. ( Y > — (}) =1 (en vert).
—c

Y
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e) On cherche les lignes de champs en coordonnées sphériques sous la forme ~(t) = r(t) € :
A(t) =) & +1(t) & =i (t) & +rt) (0 + ¢ sinde,)

L’équation caractéristique de ces lignes de champ est

A(t) = ?(r(t)) < r(t)ée + r(t)(ée_é + ¢ sin@e;) = —7% ér
r(t)2r(t) = -GM r(t)2r(t) = -GM
< r(t) =0 < 0=0
r(t) ¢ sinf = 0 =0 ou sinf=0

Conclusion : les lignes de champ sont des droites passant par 'origine car ¢ = const. et § = const.
La solution générale de I’équation différentielle ci-dessus pour r(t) est
o dr t

71
P =-GM < r*dr=-GMdt < f r’dr=—| GMdt
Clt T0 tO

= T?—T[%:SGM(to—tl) = T1=\3/7’8+3GM(t0—t1) ,

ol on a paramétré une ligne de champ qui part d'un point a distance r, de l'origine a l'instant tg
pour arriver & la distance r; a l'instant ¢;. Comme r; > 0, on doit avoir

3
"o

3GM ’

t1 <to+

ce qui montre que la ligne de champ se termine dés qu’elle atteint ’origine a I'instant ¢ + 7“8 3GM).
En posant tg = 0, t; =t et r; = r(t), les lignes de champ s’expriment sous la forme

3

v(t) = /r§ —3GMt € avec t < 32’0M :

ot la direction de €; est déterminée par le choix de ¢ € [0, 27| et 6 € [0, 7].

Exercice 6 — Lignes de champ [Exercices supplémentaires d’entrainement]
Trouver les lignes de champ des champs vectoriels suivants :

a) 7(3:, y) =227 +y7 (trouver la courbe paramétrée par le temps ¢ et son équation cartésienne)

b) 7(:(;, y) =227 +7 (trouver la courbe paramétrée par le temps t et son équation cartésienne)

c) V(x, y) =227 +9y%7 (trouver la courbe paramétrée par le temps ¢ et son équation cartésienne)
d) V(z,y) =42 7+227 (trouver seulement 'équation cartésienne de la courbe)

¢) V(z,y) =927 —2%7 (trouver seulement I'équation cartésienne de la courbe)

) V(z,y) =3y27+2x7 (trouver seulement 'équation cartésienne de la courbe)

g) V(x, Y) i 7+ 21/ 7 (trouver la courbe paramétrée par le temps ¢ et son équation cartésienne)
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Exercice 7 — Gradient et Laplacien en coordonnées polaires [Facultatif]
Soit f : R? — R une fonction C? donnée en coordonnées cartesiennes et soit f (p, ) = f(x,y) son expression
en coordonnées polaires, ol z = pcosp et y = psin .

Trouver 'expression en coordonnées polaires du gradient V et du Laplacien A, définis par les identitées

~ ~

a) Vflpp)=Viy) et b Af(pe)=Af(x,y).
Corrigé
Pour le changement de coordonnées
(z,y) = hp, ) = (2(p, ), y(p, ) = (p cosp, p sinp)

posons f(p,¢) = f(h(p,¢) = f(z,y).

a) Raisonnement : Pour exprimer Vf(z,y) en coordonnées polaires, c’est-a dire Iécrire comme
Vf(p, ), il faut exprimer en coordonnées polaires chaque composante de

fo of
Vilz,y) =7+ =17,
f@y) =57+ 5,
c’est-a-dire
(i) exprimer % et % en termes de ZTJ; et g—i (calcul a faire), et

(ii) exprimer 7 et j en termes de €, et €, (voir le formulaire).

Pour (i), vu que les fonctions = = x(p, ¢) et y = y(p, ¢) sont définies globalement (pour tout p et ¢),
alors que la composante ¢ = ¢(z,y) de leur réciproque ne s’exprime que par des formules partielles

selon la position de (z,y) dans le plan, ce qu’on sait calculer se sont les dérivées partielles % et STJ; en

termes de % et g—i, et non le contraire. A priori, il faut donc partir de ce calcul et invérser le systéme
pour obtenir (i).

Cela dit, en pratique on n’a pas besoin d’invérser le systéme pour exprimer V f(z,y) en coordonnées
polaires, car les dérivées se regroupent en des termes qu’on reconnait sans les calcules (i).

a) Calculs : Calculons les dérivées de la fonction composée f avec la regle de la chaine :

of _arew orey_ of o
Q) op  dx dp Oy (9,0_008('0030 > (’an
1
pdp  p\ox dp Oy dp) ¥ o s003/
Alors :
~ - of . of
Vip, ) =Vi(z,y) e
of o, Of -
=%(coscpep—smgoeip)—i-afy(51n<pep+cosgoeg,)
(b G L af L ofY
= (coscpax —l—smcpay) €p —i—( s1ngoax +cosgoay €y
_of . of
_(9p6p+p8<p%
: ~: of . 19f .| . |o_ .0 .12
Conclusion : |Vf=—¢€, +—- —¢€ ie. V=€, —+€, — — |
I= 90 % 5 3p " op p Op
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A noter qu’en inversant le systéme (1) on trouve

a—f = cosp =— —sin ! a—f

or e op X p Op

(2) N .

AN SR

oy sin ¢ 2 coS  — 0 00

donc (1) et (2) donnent les formules “compactes”
E = coS i—i—sin i i = oS d — sin li
op S08:1: Spﬁy or <pa (Pp&p
M et (2)

li = —sin i+Cos i i = sin EJrcos Lo
pop e Spﬁy oy spﬁ Y o O0p

b) Raisonnement : Pour exprimer Af(z,y) en coordonnées polaires, c’est-a dire I’écrire comme

A , ), il faut exprimer en coordonnées polaires chaque composante de
P2f  0*f
Af(x T =5
fl@y) =573 B

i 2f 2f &F 2F
c’est-a-dire exprimer 5.2 €t 32 on termes de % opdg et =% , y
A noter que, puisque f est de classe C2, par le Théoréme de Schwarz on a aapa]:p = % et également

2 2

gcafy = aaya]; , donc on a trois dérivées secondes indépendantes & considérer, quelconques soient les

coordonnées qu’on choisit.

Comme en a), ce qu’on peut calculer facilement est plutot expression de ;}; , aia’;, et g%’; en termes

de £f, 2L et 2f

: il faut donc écrire un systéme & trois équations et inverser celui-ci.

Contrairement a a), cette fois il n’y a pas d’astuce particuliére pour éviter de faire le calcul complet.
Mais on peut simplifier les calculs si en coordonnées polaires on choisit comme dérivées secondes

indépendantes les dérivées
@f 2 (1o 17
02’ dp\pdp |’ p?op?

ol la deuxiéme dérivée seconde s’exprime en termes de la dérivée mixte mais avec une dérivée premiére
ajoutée qui est non homogéne (en degré) et qu’on a envie de cacher dans nos calculs :

o (10F\_ _1af 1 &
op \ p oy p2dp  pOpdp

b) Calculs : Vu que f = f o h est une fonction composée, ses dérivées partielles g—i et g—f le sont
aussi, et leur expression comme fonctions composées sont données par le systéme (1). Par exemple, la
premiére équation, pour (z,y) = h(p, ), signifie

of d d
a];(p, ) = cosp a%: (h(p,p)) +sing 6‘5 (h(p,9))-

Alors, a partir du systéme (1), on calcule les dérivées secondes de f en utilisant la regle de la chaine
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a chaque fois qu’on a une fonction composée :
ﬁ = i a—f = i cos a—f + sin a—f
op2 op\op|  op ¥ o e Oy

= COs Y ap P sm @ ap ay

= cos a2—f&£+a2f@ + sin 82]’573:4_827]“@
— OP \ or2 op  Oxdy Op v oyox op  0y? Op

2 2 2 2
= Cos (é’f cos ¢ + J sincp) +sinp ( o/ cosgo—i—a—f sincp)

ox? 00y 0yox 0y?
o%f ?2f o%f
= cos” ¢ 322 + 2cosy sinp B0y + sin“ @ P

et de méme pour
o (refy o L@F_ 10 (10f
op \ pdp p2op?  pdp \pdp )’

Au final, on obtient le systéme

PF o, o .
(97)2 = Cos gow—i-Zcosgo smcpaxay + sin @Tyg
- 9 2
(3) 3 jp </1)2£> = —cosp sinwg;; + (cos? p — sin’ p) (jxgy - EeE (P Sin‘pgg
1 2f 16f i Pf oo lF
— - J - g — —2 i )
WY SO G T ECS P S gy TS PGy

Inverser ce systéme est compliqué, mais on n’en a pas besoin pour conclure notre calcul : on remarque
d’un coté que

P2f 1f 10f 2 .2y Of
87,02_’_?87@24_;67,0:((308 QD'FSIH g@)@
: N I 2 Of
+ (2cos p sin g — 2 cos p sin @) é):]Uayjt(sm  + cos gp) 573/2
52 2
L P
ox?  0y?

et de 'autre coté que

10 ( af)_lﬁpﬁf p >f

pop \"p) o pop?
10f &%f
19 P
pdp  0p?
Finalement, on a donc
X 3 *f  f
Af—Af—ﬁ—i-&—y2

2f 10f 1 &2f
T o P

_to (of\ 1F
“pap \"ap) T 2o
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c’est-a-dire
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