TD 3 - CHAMPS CONSERVATIFS

Exercice 8 — Rotationnel
Calculer le rotationnel des champs de vecteurs suivants :

a) E(x,y, 2) = xy? T+ 20%yz 7 + 3y2? k d) E’)(az,y, 2) =xyz T
b) E(z,y,z) = sin(zyz) 7 + cos(zyz) T ¢) E(p,¢,2) = psing € + 222+ 1) €, + p? k
c) E‘)(fn,y,z) =yzT+xz7] + 1y k f) E‘)(r, 0,0) =r’sinp & + 12 ¢ +r’sinf €,

Remarque : si Z(l‘, y) = Ay(x,y) 7+ Ay(z,y) 7 est un champ sur R?, c’est-a-dire qu’il ne dépend pas de z et
n’a pas de composante en direction ﬁ, alors le champ de vecteurs rot A nwa qu’une composante en direction

E et il est de la forme o4, 6A
A )k
ot A(w,y) = ( =* &) F

La preuve est un simple calcul direct a partir de la formule générale de ot A.

Pour calculer le rotationnel, on utilise la formule du “pseudo-déterminant” en coordonnées cartesiennes
et les formules du formulaire en coordonnées cylindriques et sphériques.

a) F(l’, y,2) = zy? 7 + 2x2yz 7 + 3y2? k

ot E =7 (a (3yz?) — ai(zﬂ;,@) —7 (6‘1(33,22) - ;Z(xy2)> +k (j(Zx yz) — ;y(xy ))

— (322 — 22%y)7 — (0 — 0)7 + (4zyz — 2ay) k

b) E)(x,y,z) = sin(zyz) 7 + cos(zyz) 7
ot E =7 £.0) — - (costan)) =7 500 = 5 einGoy)) )
+k (ai(cos(acyz)) — ;y(sm(xyz))>
— xy sin(zyz) T + xy cos(zyz) ] + (—yz sin(xyz) — xz cos(zyz)) k
c) E)(m,y,z) —yzT+zz]+ayk

B =7 (2 - 220) -7 (S - 209) +F (262 - 202))

—(—2)T—(y—y)T+(z—2)k=0

e) ﬁ(p, @,z) = p’sing €, + p2(z2 + 1) €, + p? k
(20 2 e o (Litame - L)
BE = (2 ) - 22+ ) & + (£ 6sing) - 209 &
1 a 3, 2 a 2 . )"
+- (= 224+ 1)) — —(p~sin k
> (S04 0) - £ (Psing)
2\ = - Lo o 2 7
=(0-2p z)ep+(0—2p)e¢+;(3p (22 +1) —p“cosy) k
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f) E)(’I”,Q,QD) = TQSinQO 6_1: ‘|‘7‘2 e_é +’I°2 sin 0 6_(:0

Cos ¢
sin 6

2rcosfe,. +r (

rotﬁ—m <00(r sin? ) — —
1 (0,4
—i—; (ar(r) (r?sin o
_ ! (2r? cosfsin® — 0) €. +
= g (2 cos sin €

)
-):

inf
—3sin0) €y + 3rey

(7’20084,0 3r sm9> €y + —
s r

0, 0, 5
- (smH a()@(r Sln@)—g( sm9)> €p

1,
(3r7) €5

Exercice 9 — Champs de gradient

Un champ de vecteurs V est un champ de gradient si V= grad (f) pour une fonction f qui s’appelle potentiel
scalaire de V. Dire si les champs suivants sont des champs de gradient (en utilisant le Lemme de Poincaré),

et si c’est le cas déterminer un potentiel scalaire.

a) V(z,y) = (y.2)

b) V(z,y) = (z+y,z—y)
c) 7($,y) = ye™ 7 — xe™ j
d) V(x,y) cosx T +siny 7
o) Viz,y) = (y+ L+l

£) V(z,y) = B3a2y+22+y3)7 + (23+3zy>—2y)]
g) Viz,yz) =27

x

mv—‘
el

7=

@\'—'

h) V(z,y,2) =
) Viz,y,2) =

Yz, —2T, TY

( )
( (

22 —y2)7 + y2—zx)j+(22—xy)z

Corrigé

simplement connexe, on a 1’équivalence

On utilise ce théoréme de deux facons :

domaine de de définition.

de définition de V.

a) Pour le champ de vecteurs V(z,y) =

ot V = (ax( =

f:R2 SR

Le Lemme de Poincaré dit que sur tout sous-ensemble D du domaine de définition de % qui est

V admet un potentiel sur D si et seulement si rot V = 0.

— Sitot V = 0, alors V admet un potentiel sur tout sous-ensemble simplement connexe D de son
— SitotV # 0, alors V n’admet pas de potentiel, sur n’'importe quel sous-ensemble du domaine

On rappelle aussi que avoir un potentiel sur D et étre un champ conservatif sur D sont
——
synonymes, et signifient tous les deux qu’il existe une fonction réelle f telle que V= grad f.

N.B. En physique, cela signifie plutét qu’il existe un champ scalaire ¢ tel que V=
pas de vérifier dans quel sens est utilisé le mot potentiel.

Si V' admet un potentiel f, pour le trouver il faut intégrer 1’équation V= grad f.

(y,) = y7 + 27 sur R?, on a (cf. la Remarque plus haut) :

0

Puisque le domaine de définition de V est tout le plan R?, qui est simplement connexe, par le Lemme
de Poincaré on conclut que V est conservatif sur R2, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire

aﬁ@)%—u—n%—a

—grad ¢. N’oubliez
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Cherchons un potentiel f tel que V= grad f, c’est-a-dire

0
l = (1)
-, .- OfL Of oz
Yyr+x)=——1+ 7] —
or 0 of
—=z (2)
%y
On intégre (1) dans la seule variable z et on obtient la primitive de ﬁ = y par rapport a x, qui est

détérminée & moins d’une valeur constante en x, c’est-a-dire, ici, une fonctlon de la seule variable vy :

f(z,y) = fydx=xy+g<y),

d’ou, par dérivation, on déduit que

o ot gy 3

Si on identifie les deux expressions (3) = (2) de % on a alors
r+g(y)=2 = gy =0 = g(y) = const.

Finalement, on peut choisir comme potentiel de V la fonction f(x,y) = xy, obtenue en prenant
g(y) = const = 0, et tous les potentiels de V sont de la forme

flz,y) = zy + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque.

Pour le champ de vecteurs V (z,y) = (z +y,2 —y) = (x +y)7 + (z — y) 7 sur RZ, on a :

ot V = (ax(x—y)—az(:ﬂ%—y)) F=(1-1)k=0.

Puisque le domaine de définition de V est tout le plan R?, qui est simplement connexe, par le Lemme
de Poincaré on conclut que V est conservatif sur R?, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire
f:R2 SR

Cherchons un potentiel f tel que V = gi%?i f, c’est-a-dire

of
} _of. of. %ZfﬂﬁLy (1)
(z+y)i+(x—y)T= P (—7] — of
@Zfﬁ—y (2)

On integre (1) en « :

1
2% +zy + g(y)

fow) = [+ ydo =3

et on dérive par rapport a y :

o 1
6‘§=x+g(y)(=)fv—y = Jy=-y = g(y)=—fydy=—2y2+c

Finalement, on peut choisir comme potentiel de V la fonction fx,y) = %xQ +ay — %yQ, et tous les
potentiels de V sont de la forme

1 1
flx,y) = 3 2+ zy — 3 v’ +c, avec ¢ € R une constante quelconque.
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)

Pour le champ de vecteurs V(:L’, y) = ye*¥ 7 — xe®™ 7 sur R?, on a :
— 0 0 -
17 = (2 ooy - L igemy)
1o <0x( ze®) % (ye )>
— (—e™ — zye™ — ™ — zye™) k # 0.

Puisque le rotationnel de V nlest pas identiquement nul, par le Lemme de Poincaré on conclut que
V nest pas conservatif, il n’admet pas de potentiel scalaire.

Pour le champ de vecteurs 7(:6, y) = cosx 7 +siny 7 sur R? on a :

rot V = (aax(siny) — jy(cosx)) k=(0-0)k=0.

Puisque le domaine de définition de V est tout le plan R?, qui est simplement connexe, par le Lemme
de Poincaré on conclut que V est conservatif sur R?, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire

f:R2 SR
Cherchons un potentiel f tel que V= grad f, c’est-a-dire

of

L af. of. Pl A
cosx? +sinyy = —7+ =] —
o %y a—f—sin (2)
oy g

On integre (1) en z :
f(z,y) = Jcos:cdx =sinz + g(y)

et on dérive par rapport a y :

Zj; — g’(y) @ siny = g(y) = Jsinydy = —cosy + c.

Finalement, on peut choisir comme potentiel de V la fonction f(x,y) = sinx — cosy, et tous les
potentiels de V sont de la forme

f(z,y) =sinz — cosy + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque.

1 1
Pour le champ de vecteurs V(m, y) = (y + ) 7+ (:L’ + ) 7 sur R on a:
T Y

ﬁ7=<£<x+;>—5y<y+i>> k=(1-1)k =0.

Cette fois, le domaine de définition de V nest pas tout le plan R?, parce que les sous-ensembles ot
x = 0 ou bien y = 0 ne sont pas admis. Puisque ces deux sous-ensembles de R? correspondent aux
deux axes, respectivement Oy et Oz, le domaine de définition de V est Uunion disjointe (c’est-a-dire
I'union d’ensembles qui ont intersection nulle) des quatre quadrants

Y
Dy = {(z,y) |z >0, y > 0} = =
D2:{($7y)|$<07y>0} z
D3={(az,y)|$<0, y<0}
Dy = {(z,y) [ 2>0, y <0} Ds Ds
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Le domaine D = D; u Dy u D3 u D4 n’est pas simplement connexe, car il n’est pas connexe. Mais
chaque sous-ensemble D;, avec ¢ = 1,2, 3,4, est simplement connexe. Par le Lemme de Poincaré on
conclut que V est conservatif sur chaque domaine D;, c¢’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire
fi: D; —> R pour tout z = 1, ..., 4.

Cherchons f; tel que V= gﬁ)i fi sur D;, c’est-a-dire une fonction telle que pour tout (z,y) € D; on

a
ofi 1
( 1)6 ( 1)6 of . ofi @ oty W
y+—Jr+lx+—)J= A —
x y ox oy %=x+1 @)
0y y

On intégre (1) en x :
1
fi(z,y) = J (y + a:) dx = zy + In|z| + g;(y)

et on dérive par rapport a y :
(2) 1 1 1
) @o+s — G-y — s [ d=lplve

Finalement, sur chaque D; on peut choisir comme potentiel de V la fonction
filz,y) =xy +In|z|+In|y| + ¢ = zy + In|zy| + ¢

pour tout choix de ¢; € R. Selon le domaine D; choisi, ce qui varie d’une fonction a ’autre sont les
valeurs absolues |z| et |y| et aussi la constante, qui n’a aucune raison d’étre la méme d’un domaine
a lautre :

Dy ={(z,y) | x >0, y > 0} — filz,y) = 2y + In(zy) + &1
Dy = {(z,y) | x <0, y > 0} — fo(z,y) = zy + In(—zy) + c2
Dy ={(z,y) |2 <0, y<0} = fi(z,y) =2y+In(zy) +c3
Dy={(z,y) | z>0, y <0} - falz,y) = xy + In(—zy) + ¢4

Pour le champ de vecteurs V(:E, y) = Bz?y + 22+ 9y 7T+ (22 + 32y —2y) Fsur R%, on a :

otV = ( x(m +3my —2y)—§(3x y+2x+y)>E
— (322 +3y% — 322 - 32 k =

Puisque le domaine de définition de V est tout le plan R?, qui est simplement connexe, par le Lemme
de Poincaré on conclut que V est conservatif sur R2, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire
f:R2 SR

Cherchons un potentiel f tel que V = gr—ac)lf, c’est-a-dire

0
of . of Doy vt ()
(Bz?y + 2z +y )T+ (23 + 30y —2y)T = =7+ =7 —
ox oy of srd? 2 )
fay—:rntxy—y (2)

On intégre (1) en x :

flz,y) = J(3z2y + 2z + y3) de = 23y + 22 + 23 + g(y)
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et on dérive par rapport a y :

of

©))
oy ) =

= +3r + g (y) S+ -2y = Jy)=-2y = gly)= _Py dy = —y° +ec.

Finalement, les potentiels de V sont de la forme

f(x, y) = J:?’y + :L‘y3 + 2% — y2 + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque.

—

k urR?’ ona:

|

Pour le champ de vecteurs 7(:13, Y, z2) =—7+

- (C)-EC) ()£ (0-50):

=0-0)7—(0—-0)7+(

2 1
a %

Cette fois, le domaine de définition de V nlest pas tout 'espace R3, parce que les sous-ensembles oil
x =0,y = 0 ou bien z = 0 ne sont pas admis. Puisque ces trois sous-ensembles de R? correspondent
aux trois plans contenant les axes a deux & deux, respectivement les plans yOz, xOz et xQOy, le
domaine de définition de V est I'union disjointe des huit quadrants

Dy = {(z,y,2) | >0, y >0, 2> 0} Ds p Dy
Dy ={(z,y,2) |2 <0, y>0, z> 0}

D3 = {(z,y,2) |z <0, y<0, z>0}

Dy={(z,y,2) |z>0, y<0, z>0}

Ds = {(z,y,2) |2>0, y>0, z <0}

D¢ = {(z,y,2) |2 <0, y>0, z <0}

Dy = {(z,y,2) |z <0, y <0, z<0}

Dg = {(z,y,2) | >0, y <0, z <0} Ds

Le domaine D = U?:l D; n’est pas simplement connexe, car il n’est pas connexe. Mais chaque sous-
ensemble D;, avec i = 1,2,...,8, est simplement connexe. Par le Lemme de Poincaré on conclut que
V est conservatif sur chaque domaine D;, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire f; : D; — R
pour tout 2 =1, ..., 8.

Cherchons f; tel que V= grad f; sur D;, c’est-a~dire une fonction telle que pour tout (z,y,z) € D;

on a
(Ofi

oz
ofi
oz " oy PP a_y
ofi
0z

RXI= 8N

IS

On intégre (1) en x :
2
fow2) = | 2do=2mnlal + gi(0,2)
et on dérive par rapport a y :

1 Jl
= - = gi(y,2) = | —dy =1Inly| + hi(?).
oo N D @ :2) = | dy =Tyl + b2
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Donc
fi(z,y,2) = 21n|z| + In|y| + hi(2)

et on dérive par rapport a z :

0fi _ iy ®_1 . _J LA D .
(%*hi(z)* — @) = . dz = —1In|z| + ¢;.

z

Finalement, sur chaque D; on peut choisir comme potentiel de V la fonction

J,'Qy

fi(z,y,2) =2In|z|+In|y| —In|z| + ¢; = In + ¢

pour tout choix de ¢; € R. Selon le domaine D; choisi, ce qui varie d’une fonction a ’autre sont les
valeurs absolues |z| et |y| et aussi la constante c¢;.

h) Pour le champ de vecteurs V(:): Y,2) =yzi—zxrj +xy k sur R3, on a :
— 0 0 0 0 -
tV =(— - — 7 —(—zz) — — k
BtV = (£ Ga) ) ~ (@ - 209) 7+ (50 - 22)
=(z+2)7 (y Y7+ (—z—2)k #0.

Puisque le rotationnel de V nest pas identiquement nul, par le Lemme de Poincaré on conclut que
V nlest pas conservatif, il n’admet pas de potentiel scalaire.

i) Pour le champ de vecteurs V (z,y,2) = (#2 —y2) 7+ (42 — 22) 7+ (22 —xy) k sur R? on a :

otV = ( » (2* — zy) — ;Z(yQ —Zl’)> 7— (;C(ZZ—xy) - ;;(xZ—yz)) 7

a4

0 9 0 2
+ 5 —zzr) — —(x° —yz
(507 - 20 - 2 -3
=(—z+2)T+(—y+y)T+(—2+2)k =0.

Puisque le domaine de définition de V est tout R3, qui est simplement connexe, par le Lemme
de Poincaré on conclut que V est conservatif sur R?, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire
f:R3 >R
Cherchons un potentiel f tel que V= grad f, c’est-a-dire

f@f 9
o =% TYE (1)
o - > Of . f 5f~ of
2 2 2 _ — 2 _
(22 —y2) T+ (W —22) T+ (* —zy) k o0t 2y +=-k — <ay—y zz (2)
0
(= ®

On intégre (1) en z :
1
fow2) = [(@* = v2)do = 35° —ayz + 900, 2

et on dérive par rapport a y :

of 9(y:2) @ o 99(y,2) _ 9 _J 2, _ 1 3
2y Tz + s =yt — 2z = p» =y = g(y,2)= |y dy—3y + h(2).
Donc

1 1
f(z,y,%) :§x3—xyz+§y3+h(z)
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et on dérive par rapport a z :

1
Zf = —zy + h'(2) @ 2 zy —> hi2)= JZZ dz = 523 + ¢;.
2

Finalement, les potentiels de V sont de la forme

3 3 3
x° + + z
f(a:, y) = + — Yz + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque.

Exercice 10 — Champ central
Un champ central dans R? est un champ de la forme

V(xl,mg,wg) =f(r) &

ol
T=x17+2x97 + 23 k= (1,2, 23) est le vecteur position,
r=|Z| = /2% + 23 + 23 est la distance du point de 'origine, et
f:Rt >R est une application dérivable.

Montrer qu'un champ central est toujours un champ de gradient et calculer son potentiel quand f(r) = e”.

Un champ central s’exprime bien en coordonnées sphériques : le vecteur position est £ = r ¢, donc
V(r,6,0) =V (r)=f(r)reé.

Son rotationnel est nul, car

1 arf(r) . 1ot f(r) . =
1Rv_rsim@ o @ = ;Te@_o'

Le domaine de définition de V est tout R3, car il est bien défini en dehors de Iorigine (quand r # 0),
et dans 'origine, méme si €, n’est pas défini, le champ V est défini car il vaut zéro, puisque r = 0.
Alors, par le Lemme de Poincaré, le champ V est un champ de gradient.

Un potentiel de V est un champ scalaire g(r, 6, p) tel que V= grad ¢, c’est-a-dire

rag_
Yors) )
- _09. ,1dg . 1 09 . 1ag _
Tf(r)er_8r6T+T80€0+Tsin98g06¢ = i 7’(99_0 (2)
1 dg
k’f’SinH%_O 3)

Les équations (2) et (3) disent que la fonction g ne dépend pas de ¢ et de 0, donc g(r,0,¢) = g(r)
s’obtient en intégrant I’équation (1).

Si f(r) =¢", on a a—g =re" et I'éq. (1) s’intégre par parties :
r

g(r) = fre’"dr :reT—Jerdrzrer—er =(r—-1)€",

4 moins d’une constante.
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Exercice 11 — Rotationnel [Facultatif]
Soit f : R? — R une fonction différentiable, a € R et l_f), V deux champs de vecteurs différentiables définis
sur R3. Montrer les relations suivantes :

(1) ot (T+V)=10tU +10t V

2) tot(aV)=arotV

(3) 1ot (f V) =gradf AV + f 1ot V

(4) rtot(gradf) =0  si f est de classe C2.

Corrigé
Posons U = U, 7 + Uy7 + UketV =V,7+ VyT + V. k. Alors :
(1) La somme des champs de vectors est donnée par la somme des vecteurs en tout point, c’est-a-dire

T+V =Ue+ V)T + Uy + V)T + (U, + V1) ,

et on calcule séparément les composantes du rotationnel
1ot (T + V) = (ﬁ(ﬁ+7)) 74 (ﬁ(ﬁ@?)) 7+ (r—’ot(U’JrV’)) 3
Y z
La premiére composante est

(IR (7 n v)>x _ &(Uz + Vz) . 5(Uy + V;J)

T

- (@), + (V)

9
x

et également pour les autres on a
(EE (T + 7))

y

(ﬁ (T + 7))

donc rot (U + V) =1t U + 10t V.

(2) Si a € R est un nombre, on a

(r—of U’))y + (r—ofv’))y
(@), + (=7)

= )
z z

aV :aVzi’—l—aVyj’—i-aV;/;,

et le rotationnel
ot (a V) = (BE mv))x 7+ (EE (av’))y 7+ (B& (aV’))Z F

a composantes

(r_o‘E (o 7))36 _ oaV;)  d(aVy)

oy 0z
_dv, oV
Oy 0z

et également

donc rot (a V) = atot V.
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(3) Si f:R3 — R est une fonction, le produit de f par V est calculé en tout point et s’écrit
FV = fVeT+ [V T+ f VL E,

et son rotationnel s’écrit
w0t (f V) = (0t (f V) 7+ (Rt (7)) 7+ (0H(rV)) R
az Y z
Ses composantes se calculent en applicant la régle de Leibniz a la dérivée d’un produit de fonctions :

v, - 24524

O o Ve _OF W
oy © oy 0z Y 0z

=Z£VZ—Z£V@,H (7)) .

et également

(@u?) - Lv-Lv.+s (@7))

0z ox y
(r—of(fv’))z - Z%—vaw (5%7))2,

donc

oz
+ (gﬁvx—gfvzw (r‘oEV’))y) 7
<afv - a’ye Vi + f (r—ofv))z) P

ot (f V) = ( = Ay iy (0t 7)) >

0

_(of of N\ . [of of \ . [of of
-(Fr-gn) e (FR-gw) i (Bn-gw) omy.

Or, le produit vectoriel de grad f= ax 7+ ggj 7+ % FetV=V,7+ Wi+ Ve k vaut exactement

. _(of of of , _of of of v\ 7
gradf/\V—(aszan) (62 av) (&C%ayvx>k,

doncﬁ(f?)zgrq):lf/\v+f5f7.

(4) Puisque
. of. . -
gradf—axz+ayj+azk,

les composantes de

rot (rad f) = (xot (arad f)) 7+ (1of (grad /) 7+ (rol (axad f))
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sont

— o (of o (of
(@), -5 () -% (%)
_0*f > f _0
~ Oyoz B 020y
— — o [of o (of
(rot (gradf))y =2 (6_x> ~ (—2)
_ 2f 2f _0
T 020z 0xdz
- 0 (0 0 (0
@) - 5 (5) -5 (%)
_*f 2 f _0
~ Oxdy B dyoxr

si la fonction f est de classe C2, par le Théoréme de Schwarz.
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