TD 4 - CHAMPS INCOMPRESSIBLES

Exercice 12 — Divergence
Calculer la divergence des champs de vecteurs suivants :

a) Viw,y)=7+7 ¢) Vip,p) =6 +pé;

b) Viz,y)=(z+1)7+yJ ) V(wyz)=7+27+k
o) Viey)=yi+a] o) Vig,y,2) =T+y7+Fk
d) V(P»@):Pe_’ h) 7(7“,9,(,0):7"69 + 7€y

Corrigé

On utilise les formules de div 4 du formulaire, en choisissant celle adaptée aux coordonnées :

a) V(x,y) =7+7

divv(x,y) = 6@(;) ~I—aa(;) =0.
b) Viz,y)=(x+1)T+y7
divV(:c,y) = de+1) i o) — =

ox oy

M_i_@:(H-O:O.

div V (z,y) = . o
d) Vip,9)=pep
div V(p, ) = 18(2’0) 1aa(p) =0+0=0.
p 0p p Op
e) Vip,p) =6 +pe
10(p-1) 1 1 1
din(p,sO)=a([(; ) aa(p)=+0=.
p 0p pop p p

) Vizg,y,2) =7+27+k

divV (z,y,2) = a(i) ), a(? —0+0+0=0.

g) V(z,y,2)=7+yj+k

o(1)  dy) , o) »
5w T oy T g T0rlro-L

divV(z,y,2) =

h) V(r,0,0) =1 & +7 ¢
lag-ty, 1 deméep), 1 80, rem0 o o

d1v7(fr, ©,0) = 2 + g 20 rSing 0o rsin @

27



Exercice 13 — Divergence
Pour quelle fonction f: R — R a-t-on div V=0 pour les champs de vecteurs V suivants :
D) Vieyz) =227 +y] +(f(z) —2/2)k
i) V(z,y,2) = 2f ()7~ f)7
i) V(x,y,2) = af(2)7 — y7 — 2f(2) k

i) Pour V(z,y,2) = 227 + y7 + (f(2) — 22/2) k on a

Tz z) — 22
divV(z,y,z) = a(ax) + aéz) + o )62 /2) =z+1+fl(2)—2=f(2) +1,

alors

divV =0 < fl(2)+1=0 < f(z)=-1

< f(2) = —z+a pour tout a € R.
ii) Pour V' (z,y,2) = 2f(y)7 — f(y)7 on a

vV (a,y,2) = LL W) _ g o,

alors

divV =0 «— f'(y)=fly) <= f(y) =0beY pour tout beR.
iii) Pour 7(x,y,z) —zf(z)7 —yvj — zf(x) k on a

vV (a,y2) = LLD W AD) 1) 1 o) - 1 - (@) = of (@) - 1

alors

divV =0 zf'(z)—1=0 < f(z)=

1
x
< f(z) =In|z|+ ¢ pour tout ceR.

Exercice 14 — Divergence
Pour les champs de vecteurs E suivants, définis sur R2\{(0,0)}, calculer la divergence en fonction de p =
|IOM|| ot M = (z,y) € R2.

a) B (M) = %

b) E (M) = |0l1] - Ot
o) E(M) = (12421) . ol

|oM|

Corrigé

Cela revient a écrire le champ E en coordonnées polaires p = [OM]|, qui donne la distance de M au
centre, et ¢ I’angle de rotation. Le vecteur position est alors OM = x7 +yJ = pe, et on a :

5 pPE, . ) 1o(p-1) 1

a) E)(M)zﬁz—’):ep,donc divE(p) = - =—.

P p op P
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o) 10 3

b) E(M) = |OM|-OM = 2 ¢ . donc divE = = 3p.
) B(M) = [031]- 031 = 2 () =325 2 sy
- 2
_(loM241 iy PTEL L -
¢) E(M) = < oM ) OM = P pé, = (p°+1)¢€,, donc

_10p(p2+1) _18p3+p _3p7+1

div E =
v Ep) p  0Op pop p

Exercice 15 — Champs a potentiel vectoriel

Un champ de vecteurs B admet un potentiel vectoriel s’il existe un champ vectoriel A tel que B =10t A.
Dire si les champs suivants admettent un potentiel vectoriel (utiliser le Lemme de Poincaré), et si c’est le
cas en trouver un.

a‘) E’(xvyvz):_z—’_j_l;
b) E)(x,y,z)zmi'—kyzj’—x/_f'
) Bw,y,2) =2zy27—y*2 ]

Corrigé

Soit B un champ de vecteurs avec domaine de définition D§ c R3. Pour résoudre cet exercice on
utilise deux résultats de cours :

1) Le Lemme de Poincaré (version II) dit que si div B = 0, alors pour tout sous-ensemble D c D§>

contractile il existe un champ de vecteurs A défini sur D tel que B =10t A. Donc 4 est un potentiel
vectoriel de B.

2) Sitot A = B sur D, alors on a aussi rot (4 + grad¢) = B pour tout champ scalaire ¢ défini sur
D.
De plus, tous les potentiels vectoriels de B sur D sont de la forme A + grad ¢.

a) Pour ﬁ(m,y,z) = —7+7— konadvB = 0. Donc, par le Lemme de Poincaré II, B admet
un potentiel vectoriel A deéfini sur tout sous-ensemble contractile du domaine de définition de B.
Puisque DT;’ = RR3 est lui-méme contractile, on déduit qu’il existe un potentiel vectoriel A défini sur

RS
Cherchons-le : un champ de vecteurs de R? inconnu s’écrit sous la forme

A(x,y,2) = f(2,9,2)7 + g(z,y,2) ] + h(=z,y,2) F,

ou f, g, h sont trois fonctions inconnues, et on a

A (O _9%9\_(%h_0f\., (% _9f);
rOtZ_(é’y 82)2 <8:L" 82>]+(é’x ﬁy) .

Pour le champ ?(:L‘,y, z)=—7+7 —k, on a donc

oh 0g
R

ot A=1 — i_ﬁ:_1 2) (%) .
GG
or 0Oy

Il existe une infinité de fonctions f, g et h qui vérifient ce systéme, il nous suffit d’en trouver trois.
Puisque chaque fonction est déterminée par ses trois dérivées partielles, il nous faudrait 3 x 3 = 9
informations pour les déterminer complétement (4 moins d’une constante), alors qu’on n’a que 3
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contraintes dans le systéme (*). On a donc 9 — 3 = 6 choiz possibles pour déterminer trois fonctions
—

f, g et h qui décrivent un potentiel vectoriel de 5. Ces 6 choix sont arbitraires, chacun peut choisir

les conditions qu’il veut, pourvu qu’elles soient compatibles avec le systéme ().

Par exemple, choisissons (ce qui fixe 3 choix), plus % =0 S—Z =0]et 2795 = 0| Il nous reste
a calculer f et g telles que

dg of af _

1 (3).
Puisqu’on a assumé que g ne dépend pas de x et de y, on a

OREFORS PR

et puisqu’on a assumé que f ne dépend pas de x on a

(2) f@&%=f®+PhH=Z+F@%

ou F(y) est une fonction inconnue telle que

3) Wg”=F@%ﬂ — ﬂw=f@=%

et qui donne donc f(y,z) = z + y. Au final, les potentiels vectoriels de B sur R3 sont donnés par
A(x,y,2) = (y+2)7 + 27 + grad 6(z, y, 2)

pour tout champ scalaire ¢ : R? — R.

Pour P)(aj,y,z)zx?jtyzj'—xzona

. ox d(yz) Oz
B_%= _
div ox * oy 0z

Puisque divB # 0, par le Lemme de Poincaré II le champ B n’admet pas de potentiel vectoriel,
méme pas sur un sous-enemble contractile de son domaine de définition.

Pour §(w,y, z) =2zy2 T —y?z7,on a

2
aivE = 22 _ 22

= 2yz — 2yz = 0.
02xyz oy LIS et

Donc, par le Lemme de Poincaré II, B admet un potentiel vectoriel A défini sur tout sous-ensemble
contractile du domaine de définition de B. Puisque Dﬁ = R3 est lui-méme contractile, on déduit

qu’il existe un potentiel vectoriel A défini sur R3.
Cherchons-le sous la forme

A(z,y,2) = f(2,9,2)7 + g(2,9,2) T + h(=z,y,2) ,

ou f, g, h vérifient alors le systéme

oh dg
g— - ? =2zyz (1)
WA-B — R U_p
N
g _
or oy 0 (3)
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Si on choisit , on obtient le systéme

99 of _ _ 2 09 0y

Cette fois, on ne peut pas choisir % = 0 comme condition de choix, car cela voudrait dire que g ne

dépend pas de y alors que sa dérivée g—g dépend bien de y d’apreés (1). Ne sachant pas quelle condition
imposer & g, on reposse a plus tard le choix. Pour I'instant, on a donc

1) gzy,2) = - J%yz dz + G(z,y) = —wyz* + G(z,y),

ott G(z,y) est une fonction inconnue. Par contre, le choix | 52 = 0| et bien compatible avec (2) et (3)

et on a

@) f2) = |Prde+ o) = 3072 + Flo),

ot F'(y) est une fonction inconnue. Pour fixer les deux fonctions G(z, y) et F(y), on a encore 1’équation
(3) et deux choix a faire : puisque

ag o 22 + aG($7y) al _ _y22 + F’(y) GG(:C,y)

Y9 _ — /
(3) ox g ox oy D 0T F(y),

on peut choisir la condition | F'(y) = 0| (compatible avec tout), qui donne d’un coté

1
F(y) = constante au choix, par ex. 0 = fly,2) = —59222,
et de l'autre
(3) 6G(g:z‘,y) =0 <= G(z,y)=G(y) ne dépend pas de x.
x

Enfin, il nous reste un choix : pour simplifier, on peut prendre | G(y) = 0, ce qui donne

g(@,y,2) = —xy2*.
Au final, les potentiels vectoriels de B sur R3 sont donnés par

1 .,
A(z,y,2) = —521222 7 — zyz*7 + grad ¢(z,y, 2)

pour tout champ scalaire ¢ : R3 — R.

Exercice 16 — Divergence [Facultatif]
Soit f : R? — R une fonction différentiable, o € R et (_J), V deux champs de vecteurs différentiables définis
sur R3. Montrer les relations suivantes :

(1) div(U+V)=divU +divV
(2) div(« V)zadivv

(3) div(f V)=gradf -V + fdivV
(4) div(rot V) =0



Posons U = Uz T+ Uy7 + Uzl_é et V = Ve? + V7 + Vzl_é Alors :
(1) La somme des champs de vectors est donnée par la somme des vecteurs en tout point, c’est-a-dire
U+V =Ua+Va)T+ Uy + V)T + (U, + Vo) |,

donc on a

div(T+ V)= —(U, + Vo) + a(Uy+Vy)+£(UZ+VZ)

oy 0z
0

0 0 0 0
U, + 0$Vx+a—yUy+6—yVy+£Uz+%Vz

= dlvﬁ + div ‘7

0
oz
0
T ox

(2) Si @ € R est un nombre, on a
aV =aVyT+aVy7+aV,k,

donc

div (o V) = a(aa;/x) N (9(62;@) N 8(0:9;&)
« Ve @ % + « oV

or oy 0z
= adivV.

(3) Si f:R3 — R est une fonction, le produit de f par V est calculé en tout point et s’écrit
FV=fVi+fV7+ vk,

donc

oafVe) AV  af Vi
le(fV)Z (.];x )_,’_ (éyy)_i_ (-gz)
af af of oV,
~ s ay%+f7y+<7v+faz

= gradf : V+fd1vV.
A AN A
ox oz )7 oxr 0y ’

. —= 0 OV, OV, o (oV, oV, 0 (oV, OV
div (rot 7) Oz ( oy 0z ) oy ( oz 0z ) * 0z ( ox oy

- 0%V, B 02V, B %V, N 0%V, N %V, B >V,
~ Ozdy 0x0z Oydxr Oydz 0z0x 020y

B 62‘/2_82‘/; N 62Vy_52Vy N 02VZ_62V35
- \ozdy Oyox 0z0x  0x0z 0yoz  0z0y

(4) Puisque

otV = <@ Z)Z

on a

=0
si le champ V est de classe C?, c’est-a-dire ses coefficients V7, Vy, V. sont des fonctions réelles de
02 02
classe C2, car d’aprés le Théoréme de Schwarz on a / = / pour toute fonction f de classe
oxdy  Oyox

c2.
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