TD 5 - CHAMPS DE VECTEURS PERIODIQUES ET SYMETRIQUES

Exercice 17 — Champ périodique [Facultatif]
Considérons le champ de vecteurs

V(z,y) = cos(x) sin(y) 7 + sin(z) cos(y) 7.

a) Trouver le domaine de définition du champ V' et montrer que V est continu et méme lisse.

b) Montrer que les valeurs de V sur le carré D = [0,27] x [0, 27] donnent les valeurs de V. sur tout son

domaine de définition (c’est-a-dire que V est périodique et D est un domaine de périodicité)

c¢) Dessiner les vecteurs 7(w, y) pour

S

T = Oa ) ifﬁ T, 47 9 4

m™
2 t =0, -, -.
™ € Yy ) 47 9

N

T
Z?
Compléter le dessin des vecteurs de V sur D en sachant que V est périodique et continu.

d) En suivant les fleches, dessiner les lignes de champs qui partent des points (0,7/4), (7/2,0) et (w,7/4).
Que se passe-t-il au point (7/2,7/2) 7 Que se passe-t-il si on démarre au point (37/2,7/2)?
e) Le champ V est-il conservatif ? S'il I’est, calculer un potentiel scalaire.

f) Le champ V est-il incompressible 7 S’il I’est, calculer un potentiel vectoriel.

Corrigé

a) Le domaine de définition de V est I'ensemble des points du plan (z,y) € R? qui appartiennent au
domaine de définition des deux fonctions

Va(z,y) = cos(x) sin(y) et Vy(z,y) = sin(x) cos(y),

donc D= = R2. Le champ V est continu [respectivement différentiable]| si les deux fonctions V, et

Vy le sont. Or, ces deux fonctions sont continues et méme lisses, c’est-a-dire différentiables autant de
fois qu’on veut, donc V lest aussi.

b) Les fonctions cos et sin sont périodiques de période 2, c’est-a-dire que pour tout t € R on a
cos(t + 2mk) = cost et sin(t+ 2mk) =sint pour tout k € Z,

ou, de fagon équivalente, pour tout ¢ € R il existe tg € [0, 27| tel que cost = costy et sint = sinty

, sin £o sin t I~ cost
/ sint
3 t

COS COS

Donc, pour tout (z,y) € R? il existe (z9,yo) € [0,27] x [0,27] tel que
(cosz,sinz) = (cos xp, sin zg) et (cosy,siny) = (cosyo, sin yo)
et donc V(I,y) = V(xo,yo) car
cos T siny = cos xg sin yg et sinx cosy = sin zg cos yg.

Donc V est périodique, avec domaine de périodicité D = [0, 2] x [0, 27].

¢) D’abord on calcule la valeur du champ V dans les points demandés :
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7(907?!) y=0 |y=mn/4 y=7/2 |y=3r/4 |y=m
x=0 siny 7 0 V2/27 7 V2/27 0
x =m/4 g(sinyi'—i-cosyj’) gj' 1T +7) @i’ 1@ -7) —gj‘
x=m/2 | cosyj 7 ¥y 0 ~¥3 —7
x =3m/4 g(—sinyi”rcosyj') @j’ F(=T+7) —?7 $(=7-7) féj
rT=m —siny 7 0 —/2/27 | -7 —2/27 |0
x = bm/4 ?(—sinyi’—cosyj’) —gj’ 2(=7-7) —gi’ 2(=7+7) gj’
x=3m/2 | —cosyJ -7 *@j 0 V27 7
z = Tm/4 g(sinyf—cosyj’) —@j’ 3(T-7) gi’ s(T+7) gj'

Ensuite on dessine ces vecteurs sur le carré [0,27] x [0,27] et on compléte en tenant compte de la
périodicité et de la continuité des fleches :

Y
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d) Les lignes de champs qui partent des points (0,7/4), (7/2,0) et (m,7/4) se dessinent en suivant
les fleches, qui aménent toutes au point (7/2,7/2). Ce point “attire” les autres : c¢’est un point ou
arrivent toutes les lignes de champ de son entourage (point d’équilibre stable), tout comme le point
(37/2,3m/2).

Au contraire, le point (37/2,7/2) “repousse” les lignes de champ : si on est pile dans ce point on ne
bouge pas, mais si on s’écarte un tout petit peu de ce point, on tombe sur une ligne de champ qui
nous amene trés loin dans une diréction qui dépend de notre écart initial (point d’équilibre instable).
Le point (7/2,37/2) a la méme propriété.

Enfin, le point (7, 7) est Parrivée d’exactement deux lignes (venant de (37/2,7/2) et de (7/2,37/2))
et le départ de deux autres (allant vers (7/2,7/2) et (37/2,3m/2)). Toutes les autres lignes de son
entourage 1’évitent. Les points (0,0), (7,0) et (0,7) ont la méme propriété.

e) Pour savoir si le champ V est conservatif, on calcule son rotationnel :

— (st 0 i - Sl
ot V(z,y) = ( (sm;‘;os y) (coséfrysm y)) k = (cosxzcosy — cosxcosy) k = 0.

Alors, par le Lemme de Poincaré, V est conservatif sur R?, qui est simplement connexe.
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Cherchons un potentiel f : R? — R tel que V= grad f, c’est-a-dire tel que
of

(1) P cosxsiny et (2) Fvie sin x cos y.

On integre (1) en z :
f(z,y) W fcosxsinydx =sinzsiny + g(y),

on dérive par rapport a y et on identifie & (2) :
o ’ @2 .
a—y =sinzcosy + ¢'(y) = sinx cosy

et on déduit que ¢'(y) = 0, i.e. g(y) = ¢ est constante. Donc

f(z,y) =sinzsiny + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque.

Remarque : Le potentiel “physique” du champ V, c’est-a-dire le champ scalaire ¢ : R3 — R tel que
—
V = —grad ¢, est 'opposé de f,
¢(z,y) = —sinzsiny.

Cette fonction a huit point critiques (les points bleu du dessin des lignes de champ qui ont des
propriétés particuliéres), dont deux maxima locaux, deux minima locaux et quatre points cols.

En effet, les points critiques de ¢ sont les points qui annullent grad ¢ = -V
—cosxsiny =0 cosx =0 siny =0
— (a) ou (b)
—sinzcosy =0 cosy =0 sinz =0

c’est-a-dire :

(a) (w/2,7/2), (7/2,37/2), (3n/2,7/2), (37w/2,37/2),
(b) (0,0), (0,7), (m,0), (7).

La matrice Hessienne de ¢ est

sinxsiny  —cosxcosy
Hy(z,y) = o
—coszcosy sinxsiny

et son déterminant vaut, dans les points de type (a) et dans ceux de type (b),

— & et o =
(a) det Hg, o010, cosy=o = SN~ Lsin"y =1>0 = extrema locaux,

(b) det Hy g v—0, siny=0 = — cos?zcos’y =—1<0 = points cols.

Les points de type (a) sont des maxima ou des minima locaux selon le signe de sinzsiny = +1 :
— aux points (7/2,7/2) et (37/2,37/2) on a sinxsiny = +1, ce sont des minima locaux,

— aux points (7/2,37/2) et (37/2,7/2) on a sinxsiny = —1, ce sont des maxima locaux.

Pour savoir si le champ V est incompressible, on calcule sa divergence :

0 i O(si o
div V (z,y) = (cosﬁxsmy) + (sm;:cosy) = —sinzsiny — sinzsiny # 0.
T Y

Puisque divV # 0, ce champ n’est pas incompressible et n’admet pas de potentiel vectoriel.
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Exe

rcice 18 — Champ périodique et symétrique [Facultatif]

Considérons le champ de vecteurs

cosr _, sinzx _

Z_
Y y?

v(Qj>y) =

Trouver le domaine de définition du champ V et montrer que V est continu (et lisse).

Montrer que V est périodique dans la variable = et que la bande D = [0,27] x R* est un domaine de
périodicité.

En sachant que la fonction sinx est impaire et que la fonction cosx est paire, montrer qu’il suffit de
connaitre les valeurs de V. pour y > 0, car les valeurs en —y < 0 se trouvent alors comme

‘_/)(x7 _y) = _7(_$7 y)'

(C’est-a-dire que V est symétrique par rapport & une symétrie centrale, ou rotation d’angle 7).
Dessiner les vecteurs V(x, y) pour
37 ot 3m Tw

_O7T7T
.’L‘—,4,2,4,7T,4,2,4,

21 et y=1,2, 1/2.

Compléter le dessin des vecteurs de V sur D en sachant que V est périodique et continu.

En suivant les fleches, dessiner les lignes de champs qui partent des points (0,1), (7/2,1), (m,1),
(5m/4,1) et (3w/2,1).
Le champ V est-il conservatif ? S'il I’est, calculer un potentiel scalaire.

Le champ V est-il incompressible 7 S’il I’est, calculer un potentiel vectoriel.

a)

Le domaine de définition de V est I'ensemble des points du plan (z,y) € R? qui appartiennent au
domaine de définition des deux fonctions
cos T sin x

et V(l‘ay) =T 5 >
Y y2

Vm(xvy) =

donc, si on indique R* = R\{0} = | — o0,0[ u ]0,00[ , on a

Dy ={(z,y) R |y#0} i
+
— R x R* [ D
T
=D"uD™ D~

avec DT = {(x,y) | y >0} et D™ = {(z,y) | y < 0}.

Le champ V est continu [respectivement différentiable] si les deux fonctions V;, et Vj, le sont. Or, ces
deux fonctions sont continues et méme lisses, c¢’est-a-dire différentiables autant de fois qu’on veut,
chacune sur son domaine de définition. Donc V l'est aussi.

Les fonctions cos z et sin z sont périodiques de période 27, donc pour tout x € R il existe zq € [0, 27]
tel que
cosT =cosxy et sinz = sinxzg.

Donc, pour tout (z,y) € R x R* il existe (zg,y) € [0,27] x R* tel que 7(1:,3;) = V(a:o,y), car

COST  COS Ty sinx sin xq
Y Y Y Y

36



Y
Donc V est périodique en z, avec }
domaine de périodicité donné par la

T t ™ =t T
bande verticale D = [0, 27r] x Rx. —rﬂ —%T ? 2% 4’7,

La fonction cos x est paire et la fonction sin z est impaire, c¢’est-a-dire que pour tout z € R on a

cos(—x) = cosx

et

V(z,—y) = —7— 7 Y
-y (-y)? \
cosxr _, sinx_
=— ——J (—Sﬂ,y)‘""””””"‘xt(w,y)
y Yy | l
_ _ cos(—x) - —sing—x) . : 3 .
Y Yy | ;
cos(—x) sin(—x) _,) 1 !
= — — ] (—CIZ'7 _y) 777777777777777777 (x> _y)
( y y? ™~ \
Evidemment cette identité s’applique aussi si on part du point (—z,—y) et donne
V(-z,~y) = —V ().
Finalement, pour le champ 7(3:, y) = 08T 7 g 7, il est suffisant de connaitre la valeur dans le

Y Y
domaine [0, 27]x]0, o], car, si z € [0,27] et y < 0, on a

v(x,y) = —V(—l', _y) = _V(_x + 277-7 _y)v
ou —y > 0 et —x + 27 € [0, 27] vu que —x € [—27,0].

Remarque : La propriété 7(—:6, —y) = —V(:):,y) signifie que V est symétrique par rapport a une
symétrie centrale, ou rotation d’angle 7.
Si T : R? — R? est une transformation linéaire des vecteurs du plan, qu’on applique aussi aux points
P = (z,y) par T(P) = T((TD)), on dit qu'un champ de vecteurs V est symétrique par rapport a
T, si

T(Y_/)(x,y)) = V(T(x,y)) pour tout (z,y).

37




En particulier, la rotation d’angle 7 est la transformation donnée par la matrice

s 1 0
Rot, = cos(m) —sin(m) _
sin(w)  cos(m) 0 -1

)

qui donne Rot,(x,y) = (—z, —y), autrement dit Rotw(V) — —V pour tout vecteur V.

d) D’abord on calcule la valeur du champ V dans les points demandés :

V(z,y) y=1/2 y=1 y=2
z=0 57 27 7 17
c=mja | L (37-47) | Lei-4n | L0-D [ £L(G7-19)
r=m/2 | —%7 —47 —7 —=7
w=3r/t | R (47 47) | F (27-47) | £ (7D | £ (47 -17)
T=T —50 —27 ~7 —17
z=5m/a | R (<174 %7) | R (-27+47) | R (—7+7) | B (-37+17)
z=31/2 | 57 47 7 17
s=tr/d | E (37+47) | R ei+47) | @+ | £ (F7+17)

Ensuite on dessine ces vecteurs sur le carré [0,27] x [0,27] et on compléte en tenant compte de la
périodicité et de la continuité des fleches :

=\ \\
3/2 +—= \ <—\

e) Les lignes de champs se dessinent en suivant les fléches. Pour ce champ, il n’y a pas de points qui
“attirent” ou “repoussent” tous les autres, mais il y a deux lignes verticales droites : celles & x = 7/2
(orientée vers le bas) et celle & © = 37w/2 (orientée vers le haut). Les autres lignes de champ sont
asymptotiques & ces deux droites, c’est-a-dire, elles s’y approchent pour des temps infinis négatifs et
positifs, sans jamais les toucher.
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f) Pour savoir si le champ V est conservatif, on calcule son rotationnel

— 0 sin z 0 [cosx =
oLV (2,9) = <0w (_ 2 >_5y( y )) '
COST COST\ - =~

:<_ R )kzo'

Alors, par le Lemme de Poincaré, V est conservatif sur R?, qui est simplement connexe
Cherchons un potentiel f : R? — R tel que V= grad f, c’est-a-dire tel que

(1) of _ oSz ot @) of _ _sin:n‘

ox y oy y?

On intégre (1) en x :
(1) [ cos x sin z
Y
on dérive par rapport a y et on identifie a (2 )
of sin x ;.\ (2 sinz
—ct + -

et on déduit que ¢'(y) = 0, i.e. g(y) = ¢ est constante. Donc

sinx

+ ¢, avec ¢ € R une constante quelconque

Remarque : Le potentiel “physique” du champ 7, c’est-a-dire le champ scalaire ¢ : R? — R tel que
e
i% —grad ¢, est 'opposé de f,

ola,y) = — 22,

Yy
. . —
Les points critiques de ¢ sont les points qui annullent grad ¢ =

v

CoS T
0 cosx =0
7 —
sinz — .
5 = sinz =0
Y

ce qui est impossible. Ce potentiel n’a pas de points critiques, donc il n’a pas de points d’équilibre
stable ou instable (les extrema locaux), comme le montre le dessin des lignes de champ

Pour savoir si le champ V est incompressible, on calcule sa divergence

. 0 [cosx 0 sin x sinx 2sinz
- (5 §() -

I =— 7 0.
Y ) Y

Puisque divV #0, ce champ n’est pas incompressible et n’admet pas de potentiel vectoriel
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