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Objectifs du cours

Etude de fonctions

Équations différentielles

Bases du calcul vectoriel

Symétries

Outils : nombres complexes, graphes, dérivées, primitives, vecteurs, matrices, géométrie
cartésienne...

Programme du cours

Partie I : Fonctions et équations différentielles
Ch. 1 – Nombres complexes, polynômes complexes
Ch. 2 – Fonctions, graphes, réciproques
Ch. 3 – Dérivées, extrema locaux, développements limités
Ch. 4 – Primitives, intégrales, calcul d’aires
Ch. 5 – Équations différentielles

Partie II : Vecteurs, transformations linéaires et géométrie
Ch. 6 – Systèmes linéaires et matrices
Ch. 7 – Éléments succincts d’algèbre linéaire
Ch. 8 – Géométrie euclidienne dans R2 et R3



TMB – Chapitre 1
Nombres complexes

Dans ce chapitre :

1.1 Définition, premières propriétés

1.2 Changement de coordonnées, exponentielle complexe

1.3 Racines d’un nombre complexe, polynômes complexes
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1.1 – Définition, premières propriétés

Dans cette section :

‚ Définition des nombres complexes : forme algébrique

‚ Plan complexe, coordonnées cartésiennes

‚ Partie réelle, partie imaginaire, conjugué

‚ Module, argument, coordonnées polaires
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Définition des nombres complexes : forme algébrique

L’ensemble des nombres complexes, noté C, est une extension de l’ensemble R des
nombres réels (R Ă C). Dans C, il existe un nombre i tel que i2 “ ´1. (i P C mais i R R)

Définition : Un nombre complexe est un nombre qui s’écrit sous la forme z “ x` iy ,
où x P R et y P R. On écrit z P C pour exprimer le fait que z est un nombre complexe.

Exemples : 3 ` 2i, 0 “ 0 ` 0i (zéro), 1 “ 1 ` 0i (un), i “ 0 ` 1i.

‚ On écrit C “ tz “ x ` iy | x, y P Ru l’ensemble des nombres complexes. Il
contient deux sous-ensembles remarquables :

¨ les nombres réels : R “ tx “ x ` 0i | x P Ru ;

¨ les nombres imaginaires purs : iR “ tiy “ 0 ` iy | y P Ru .

‚ L’expression z “ x` iy s’appelle la forme algébrique (ou cartésienne) du nombre
complexe z.

‚ L’ensemble C se représente comme un plan (voir page suivante).
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Plan complexe, coordonnées cartésiennes

À tout point Mpx, yq du plan cartésien pO, ı⃗ , ȷ⃗ q on associe le nombre complexe
z “ x` iy (et inversement). De cette manière, on identifie l’ensemble C avec le plan
(noté aussi R2) muni du repère cartésien pO, ı⃗ , ȷ⃗ q.
Le complexe z est appelé affixe de M (ou, de manière équivalente, affixe du vecteur
ÝÝÑ
OM “ x⃗ı ` yȷ⃗ ), px, yq sont appelées les coordonnées cartésiennes de z

1

1
M(x, y)

x

y

O

ı⃗

ȷ⃗

Plan cartésien :
`

R2, pO, ı⃗ , ȷ⃗ q
˘

1

i

x

iy
z = x + iy

Plan complexe : C

Attention : i ‰ ı⃗ : ı⃗ est un vecteur unitaire du plan alors que i P C est tel que i2 “ ´1.

Exemples :
‚ z “ 2 ` 3i est l’affixe du point Mp2, 3q (ou du vecteur ÝÝÑ

OM “ 2⃗ı ` 3ȷ⃗ )

‚ z “ i est l’affixe du point Mp0, 1q (ou du vecteur ÝÝÑ
OM “ 0⃗ı ` 1ȷ⃗ “ ȷ⃗ )

‚ z “ 1 est l’affixe du point Mp1, 0q (ou du vecteur ÝÝÑ
OM “ 1⃗ı ` 0ȷ⃗ “ ı⃗ )

‚ Les nombres réels forment l’axe des abscisses. On les note z “ x, où x P R.

‚ Les nombres imaginaires purs forment l’axe des ordonnées. On les note
z “ iy, où y P R
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Opérations élémentaires sur les nombres complexes I
Soit z “ x` iy et z1 “ x1 ` iy1 deux nombres complexes

Définition : On a l’égalité z “ z1 si est seulement leurs coordonnées cartésiennes sont
égales, c’est-à-dire si et seulement si x “ x1 et y “ y1.

Définition : On additionne les deux nombres complexes z et z1 à l’aide de leurs
coordonnées cartésiennes de la manière suivante :

z ` z1 “ px ` x1q ` ipy ` y1q

On a de même z ´ z1
“ px ´ x1

q ` ipy ´ y1
q.

Exercice (règle du parallélogramme) : représenter dans le plan cartésien z “ 1 ` 2i, z1
“ 2 ` i,

z2
“ z ` z1. Que pensez-vous du quadrilatère dont les affixes des sommets sont O, z, z2 et z1 ?

Définition : On multiplie le nombre complexe z par λ P R de la manière suivante :

λz “ λx ` iλy

Propriétés : Si M et M 1 sont deux points du plan d’affixes respectives z et z1, alors

‚ le vecteur
ÝÝÝÑ
MM 1 a pour affixe z1 ´ z,

‚ le milieu du segment rMM 1s a pour affixe
z ` z1

2
,

‚ le vecteur ÝÝÑ
OM `

ÝÝÝÑ
OM 1 a pour affixe z ` z1,

‚ le vecteur λÝÝÑ
OM , λ P R a pour affixe λz.
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Partie réelle, partie imaginaire, conjugué

Définition : Pour un nombre complexe z “ x ` iy, où x P R et y P R,

‚ x est la partie réelle de z et on écrit x “ Repzq

‚ y est la partie imaginaire de z et on écrit y “ Impzq

Exemple : Pour z “ 3 ´ 2i, on a Repzq “ 3, Impzq “ ´2 et p3, ´2q sont les coordonnées
cartésiennes de z.

Définition : le nombre complexe conjugué de z est défini par z “ x´ iy .
z est donc le point symétrique de z par rapport à l’axe des abscisses.

z = x + iy

z = x − iy

Exemple : Pour z “ 2 ` i, on a z “ 2 ´ i. Que vaut le conjugué de z ?

Propriétés :
‚ le conjugué d’un nombre réel est lui-même (exemple : z “

?
2, z̄ “

?
2),

‚ le conjugué d’un nombre imaginaire pur est son opposé (exemple : z “ 5i, z̄ “ ´5i).
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Opérations élémentaires sur les nombres complexes II
Soit z “ x` iy et z1 “ x1 ` iy1 deux nombres complexes (x, x1, y, y1 P R)

Définition : On multiplie les deux nombres complexes z et z1 à l’aide de leurs
coordonnées cartésiennes de la manière suivante :

zz1 “ pxx1 ´ yy1q ` ipxy1 ` yx1q

En effet,

zz
1

“ px ` iyqpx
1

` iy
1
q

“ xx
1

` xpiy
1
q ` piyqx

1
` piyqpiy

1
q

“ xx
1

` xpiy
1
q ` piyqx

1
` i

2
yy

1

“ xx
1

` ixy
1

` iyx
1

´ yy
1 (car i2 “ ´1)

“ pxx
1

´ yy
1
q ` ipxy

1
` yx

1
q

Application : Exprimer la rapport
z

z1
en coordonnées cartésiennes.

Idée : On multiplie le numérateur et le dénominateur par z̄1 pour utiliser le fait que z1z̄1

est un nombre réel. On obtient :

z

z1
“

zz̄1

z1z̄1
“

px ` iyqpx1 ´ iy1q

px1 ` iy1qpx1 ´ iy1q
“
xx1 ` yy1

x12 ` y12
` i

yx1 ´ xy1

x12 ` y12

Exemple :
2

2 ´ i
“

2p2 ` iq

p2 ´ iqp2 ` iq
“

4 ` 2i

22 ` 12
“

4

5
`

2

5
i
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Propriétés des opérations élémentaires

Soient z “ x` iy et z1 “ x1 ` iy1 deux nombres complexes (x, x1, y, y1 P R). Alors :

‚ Ğz ` z1 “ z̄ ` z̄1

‚ Ěz z1 “ z̄ sz1 et
Ğ

´ z

z1

¯

“
z̄
sz1

si z1 ‰ 0

‚ ¯̄z “ z

‚ Repzq “
z ` z̄

2
“ x et Impzq “

z ´ z̄

2i
“ y

‚ Pour tout n P N, Ďzn “ szn et, si z ‰ 0, Ěz´n “
Ě1

zn
“

1

z̄n
“ z̄´n

‚ z P R ðñ z “ z̄ et z P iR ðñ z “ ´z̄

‚ zz̄ P R` (En effet, zz̄ “ px ` iyqpx ´ iyq “ x2
´ xpiyq ` piyqx ´ piyq

2
“ x2

` y2 qui est
un nombre réel positif.)
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Exemples : opérations en coordonnées cartésiennes

Soient z “ 2 p3 ` 2iq et z1 “ 5 ´ i. Alors :

z ` z1 “ p6 ` 4iq ` p5 ´ iq “ 11 ` 3i

z ´ z1 “ p6 ` 4iq ´ p5 ´ iq “ 1 ` 5i

zz1 “ 2 p3 ` 2iqp5 ´ iq

“ 2 p15 ´ 3i ` 10i ´ 2i2q

“ 2
`

p15 ` 2q ` p´3 ` 10qi
˘

“ 2 p17 ` 7iq “ 34 ` 14i

z

z1
“

2 p3 ` 2iq

5 ´ i
“

2 p3 ` 2iqp5 ` iq

25 ` 1

“
2 p15 ´ 2 ` 10i ` 3iq

26

“
13

13
`

13

13
i “ 1 ` i
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Module, argument, coordonnées polaires

Outre les coordonnées cartésiennes px, yq, on peut identifier un nombre complexe z à
l’aide de coordonnées polaires pρ, θq comme suit.

Définition :
‚ Le module de z est la distance de z à l’origine, notée ρ “ |z| .

Nota - Si M désigne le point du plan cartésien d’affixe z, on a ρ “ distancepO,Mq “ }
ÝÝÑ
OM}.

‚ Un argument de z est un angle 1 θ formé par la demi-droite rOxq et la demi-droite rOzq.

[Ox)
O

z
[Oz)

ρ =
|z|

θ = arg(z)

‚ L’argument principal de z est l’unique argument de z appartenant à s ´ π, πs.

On note θ “ argpzq Ps ´ π, πs .

‚ pρ, θq P R`ˆs ´ π, πs sont appelées les coordonnées polaires de z.

Exemple : pour z “ i, |i| “ 1, argpiq “ π{2 et θ “ 5π{2 est un autre argument de i.

Exercice : trouver tous les arguments de z “ 0.

1. orienté dans le sens trigonométrique 14



Propriétés du module

Soit z “ x` iy P C. D’après le théorème de Pythagore, le module de z est donné par

|z|2 “ x2 ` y2 .

Propriétés :
‚ |z| ě 0 et |z| “ 0 si et seulement si z “ 0

‚ si z “ x P R, alors |z| “ |x| est la valeur absolue du réel x.

‚ zz “ |z|2

‚ |z1z2| “ |z1||z2|

‚ |z1 ` z2| ď |z1| ` |z2|

et |z1 ` z2| “ |z1| ` |z2| si et seulement si z1 “ λ z2 ou λ P R`
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1.2 – Changement de coordonnées, exponentielle complexe

Dans cette section :

‚ Changement de coordonnées

‚ Exponentielle complexe, cercle unité

‚ Applications géométriques et trigonométriques
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Changement de coordonnées : cartésiennes Ø polaires

Soit z un nombre complexe.

O

z = x + iy

ρ

θ

x

y

Propriété (polaires Ñ cartésiennes) :
Par définition 2 du cosinus et du sinus, on a x “ ρ cos θ et y “ ρ sin θ .

Propriété (cartésiennes Ñ polaires) : On suppose que z ‰ 0. On a (Pythagore)

ρ “
a

x2 ` y2

Une fois connu ρ, on détermine un argument θ de z à l’aide des relations

cos θ “
x

ρ
et sin θ “

y

ρ

Nota : ces équations donnent θ de manière implicite, il faut encore les résoudre.

2. cos θ “
côté adjacent
hypoténuse “ x

ρ
, sin θ “

côté opposé
hypoténuse “

y
ρ 17

Exponentielle complexe, cercle unité
Définition : L’exponentielle complexe d’argument θ est le nombre complexe défini par

eiθ “ cos θ ` i sin θ

Exemples : ei0 “ ei2π “ 1, ei
π
2 “ i, eiπ “ ´1, ei

3π
2 “ ´i.

Définition : Le cercle unité (ou trigonométrique) est le cercle de centre O est de rayon 1.

O 1

z = eiθ

ρ

θ

cos θ

sin θ

Propriétés :
‚ Le cercle unité a pour équation polaire ρ “ 1 et pour équation cartésienne x2 ` y2 “ 1.

‚ Le cercle unité est composé des nombres z “ eiθ “ cos θ ` i sin θ , où θ P R

‚ eiθ est périodique de période 2π, i.e. eipθ`2kπq “ eiθ pour tout k P Z.

‚ eiθ est un nombre complexe unitaire, i.e.
ˇ

ˇeiθ
ˇ

ˇ

2
“ cos2 θ ` sin2 θ “ 1

18



Propriétés de l’exponentielle complexe

‚ eiθeiθ
1

“ eipθ`θ1q,
1

eiθ
“ e´iθ, Ěeiθ “ e´iθ, pour tous θ, θ1 P R

Démonstration : Pour la première formule, on a

e
iθ
e
iθ1

“ pcos θ ` i sin θqpcos θ
1

` i sin θ
1
q (par définition de l’exponentielle complexe)

“ cos θ cos θ
1

` cos θpi sin θ
1
q ` pi sin θq cos θ

1
` pi sin θqpi sin θ

1
q

“ pcos θ cos θ
1

´ sin θ sin θ
1
q ` ipcos θ sin θ

1
` sin θ cos θ

1
q (car i2 “ ´1)

“ cospθ ` θ
1
q ` i sinpθ ` θ

1
q (d’après les formules de trigo !)

“ e
ipθ`θ1q (par définition de l’exponentielle complexe)

Les autres formules se démontrent de manière similaire.

‚ Formule de Moivre : peiθqn “ einθ pour tout n P Z, donc

pcos θ ` i sin θqn “ cospnθq ` i sinpnθq

‚ Formules d’Euler : cos θ “
eiθ ` e´iθ

2
et sin θ “

eiθ ´ e´iθ

2i

Exercice : Vérifiez l’identité d’Euler e
iπ

` 1 “ 0
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Forme polaire d’un complexe

Théorème : Tout nombre complexe z ‰ 0 s’écrit sous la forme polaire z “ ρeiθ , où
ρ “ |z| et θ “ argpzq.

Démonstration : Pour tout nombre complexe z “ x ` iy non nul, on peut écrire

x ` iy “
a

x2 ` y2

ˆ

x?
x2`y2

` i y?
x2`y2

˙

et puisque
´

x?
x2`y2

¯2
`

´

y?
x2`y2

¯2
“ 1, il

existe θ Ps ´ π, πs tel que cos θ “ x?
x2`y2

et sin θ “
y?

x2`y2
. En posant, ρ “ |z| et en se

souvenant de la définition de l’exponentielle complexe (et du module), on obtient alors
z “

a

x2 ` y2pcos θ ` i sin θq “ ρpcos θ ` i sin θq “ ρeiθ.

L’écriture exponentielle (polaire) des nombres complexes permet de réaliser beaucoup de
calculs de manière plus simples qu’avec l’écriture cartésienne.

‚ Multiplication des deux nombres complexes z “ ρeiθ et z1 “ ρ1eiθ
1

zz1 “ ρeiθρ1eiθ
1

“ ρρ1eipθ`θ1q

‚ Calcul des puissances de z “ ρeiθ

¨ puissance entière positive : zn “ pρeiθqn “ ρneinθ , où n P N

¨ puissance entière négative :
1

zn
“ z´n “ ρ´ne´inθ “

1

ρn
e´inθ si ρ ‰ 0,

20



Exemples : conversion coordonnées Ø polaires
Exemple de conversion en coordonnées cartésiennes :

2e
iπ{4

“ 2 cospπ{4q ` 2i sinpπ{4q “
?
2 ` i

?
2

Exemple de conversion en coordonnées polaires :

‚ Si z “
?
2 ` i

?
2, alors module vérifie |z|

2
“ ρ2

“ p
?
2q

2
` p

?
2q

2
“ 4 d’où ρ “

?
4 “ 2 et un

argument est un angle θ tel que

cos θ “

?
2

2
et sin θ “

?
2

2

Ainsi, θ “ π{4 est un argument de z et donc z “ ρeiθ “ 2eiπ{4.

‚ Si z “ ´1 ´ i, alors ρ “
a

p´1q2 ` p´1q2 “
?
2. D’où

cos θ “
´1
?
2

et sin θ “
´1
?
2
.

Ainsi, θ “ 5π{4 est un argument de z. Et z “
?
2ei5π{4

‚ Si z “ 5 ´ 3i, alors ρ “
?
52 ` 32 “

?
34. D’où

cos θ “
5

?
34

et sin θ “
´3

?
34

.

De cet angle on peut dire (sans calculatrice) que tan θ “ ´3{5 et z “
?
34eiθ .

Exercice :
- vérifier graphiquement que z̄ “ ρe´iθ

- à l’aide des coordonnées polaires, vérifier que si z1
‰ 0, alors z{z1 “ z{z1.

- montrer que z “ ´z si et seulement si z est imaginaire pur.
21

Applications géométriques et trigonométriques
‚ Soient z1, z2 deux nombres complexes. La distance de z1 à z2 vaut |z1 ´ z2| .

‚ Un cercle de rayon R ą 0 est formé des points se trouvant à une distance R de son
centre z0 P C. Il a donc pour équation |z ´ z0| “ R

‚ Soient z1, z2 deux nombres complexes. La médiatrice du segment rz1z2s est formée des
points se trouvant à égale distance de z1 et z2. Elle a donc pour équation
|z ´ z1| “ |z ´ z2| .

‚ Soient ρ ą 0 et θ P R. Si z “ ρeiθ, alors eiψz “ ρeipθ`ψq. Autrement dit, eiψz est
l’image de z par la rotation d’angle ψ autour de l’origine.

‚ En développant la relation eipa`bq “ eiaeib en coordonnées cartésiennes, on trouve les
formules de trigonométrie

#

cospa ` bq “ cos a cos b´ sin a sin b

sinpa ` bq “ sin a cos b` sin b cos a

‚ Dans le cas particulier où a “ b, on déduit

#

cosp2aq “ cos2 a ´ sin2 a “ 2 cos2 a´ 1 “ 1 ´ 2 sin2paq

sinp2aq “ 2 sin a cos a
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1.3 – Racines n-ièmes d’un complexe, polynômes complexes

Dans cette section :

‚ Racines deuxièmes, troisièmes et n-ièmes d’un nombre complexe

‚ Polynômes complexes (racines, factorisation)
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Racines deuxièmes, troisièmes et n-ièmes d’un nombre complexe

Définition : On appelle racine deuxième du nombre complexe z tout nombre complexe

w tel que w2 “ z .

Exemple : Soit z “ ´1.
Comme ´1 “ eiπ ,

w1 “ e
iπ{2

“ i est racine deuxième de z “ ´1.

Comme ´1 “ eipπ`2πq
“ ei3π ,

w2 “ e
i3π{2

“ ´i est aussi racine deuxième de z “ ´1.

Exercice : Dans le cas particulier où z “ x P R`, les racines deuxièmes de z sont la racine carrée
de x : w1 “

?
x et son opposée w2 “ ´

?
x. Que sont les racines deuxièmes de z “ x P R´ ?

Définition : On appelle racine troisième du nombre complexe z tout nombre comple w

tel que w3 “ z .

Exercice : Vérifier que w1 “ eiπ{3, w2 “ eiπ “ ´1 et w3 “ ei5π{3 sont racines troisièmes de
z “ ´1.

Définition : De manière générale, on appelle racine n-ième (n P Nzt0u) du nombre
complexe z tout nombre complexe w tel que wn “ z .

24



Racines deuxièmes, troisièmes et n-ièmes d’un nombre complexe
Théorème :

‚ Un nombre complexe z “ ρeiθ non nul a exactement deux
racines deuxièmes w1 et w2. Comme ρeiθ “ ρeipθ`2πq, les
racines deuxièmes de z sont

w1 “ ρ
1
2 ei

θ
2 et w2 “ ρ

1
2 eip

θ
2

`πq “ ´w1

Les racines deuxièmes sont opposées.

√
ρ

z

w1

w2

θ
2

θ

‚ Un nombre complexe z “ ρeiθ non nul a exactement trois
racines troisièmes w1, w2 et w3 :

w1 “ ρ
1
3 ei

θ
3 , w2 “ ρ

1
3 eip

θ
3

` 2π
3 q et w3 “ ρ

1
3 eip

θ
3

` 4π
3 q

¨ Les racines troisièmes forment un triangle équilatéral inscrit sur le
cercle de centre O et de rayon 3

?
ρ.

¨ Si une racine troisième est réelle, les deux autres sont complexes
conjuguées.

3
√
ρ

z

w1

w2

w3

θ
3

θ

‚ Un nombre complexe ρeiθ non nul a exactement n racines n-ièmes w0, w1, . . . , wn´1 :

wk “ ρ1{neip
θ
n

` 2kπ
n q, k P t0, 1, . . . , n ´ 1u

Les racines n-ièmes forment un polygone régulier à n côtés inscrit sur le cercle de centre O et de
rayon n

?
ρ.
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Exercice : racines deuxièmes de nombres complexes
Calculer les racines deuxièmes des complexes suivants :

‚ z “ 1 ` i
?
3

Solution : On écrit z en coordonnées polaires : z “ 1 ` i
?
3 “ 2ei

π
3 . Alors,

w1 “
?
2 ei

π
6 “

?
2

2
p
?
3 ` iq

w2 “
?
2 eip

π
6

`πq “ ´

?
2

2
p
?
3 ` iq

‚ z “ 15 ´ 8i

Solution : Comme on ne connait pas la forme polaire de z, on revient à la définition
d’une racine deuxième en cherchant w “ x ` iy tel que w2 “ z. Soit

px` iyq2 “ px2 ´ y2q ` 2xyi “ 15 ´ 8i

Astuce : pour résoudre on commence par calculer |w|2 “ |z|.
ˇ

ˇw2
ˇ

ˇ “ x2 ` y2 “ |z| “
?
225 ` 64 “ 17.

De sorte que
$

&

%

x2 ´ y2 “ 15
2xy “ ´8
x2 ` y2 “ 17

ô

"

y2 “ 1
x “ ´ 4

y
ô

"

y “ 1
x “ ´4

ou
"

y “ ´1
x “ 4

On a donc w1 “ ´4 ` i et w2 “ 4 ´ i.
26



Polynômes complexes et racines : définition

Définition : Un polynôme complexe est une expression de la forme

P pzq “ anz
n ` an´1z

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1z ` a0,

où les nombres a0, a1, ..., an sont des paramètres complexes et z est une variable
complexe.

Le degré de P pzq est le plus grand entier k tel que ak ‰ 0.

Exemple : z3
` p5 ´ iqz est un polynôme de degré 3

Définition : Une racine d’un polynôme complexe P pzq est un nombre complexe z tel que

P pzq “ 0

Exemple : z “ i et z “ ´i sont racines de P pzq “ z2
`1.
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Polynômes complexes et racines : propriétés

Lemme : Si z1 est une racine de P pzq, alors il existe un entier m1 ě 1 et un polynôme
Qpzq tels que

P pzq “ pz ´ z1qm1Qpzq et Qpz1q ‰ 0.

On appelle m1 la multiplicité de la racine z1.

Théorème de d’Alembert-Gauss : Tout polynôme complexe P pzq de degré n peut
s’écrire sous la forme

P pzq “ anpz ´ z1qm1 ¨ ¨ ¨ pz ´ zkqmk

où an P Czt0u, z1, ..., zk sont les racines distinctes de P pzq et où m1 ` ¨ ¨ ¨ ` mk “ n.

Par conséquent, tout polynôme complexe de degré n admet n racines (qui ne sont pas
forcément distinctes).

Exemple : Le polynôme P pzq “ z2 ` 1 a pour racines z1 “ i et z2 “ ´i. P est de degré
2, ce qui force m1 “ m2 “ 1. Enfin, par définition de P pzq, a2 “ 1. Par le théorème, on
conclut que

z2 ` 1 “ pz ´ iqpz ` iq
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Racines d’un polynôme complexe de degré 2

Proposition : Les solutions de l’équation az2 ` bz ` c “ 0 à coefficients complexes
sont

z “
´b˘ δ

2a
P C

où ˘δ P C sont les racines deuxièmes du discriminant ∆ “ b2 ´ 4ac P C, c’est-à-dire que
δ est un nombre complexe tel que δ2 “ ∆.

Par conséquent, le polynôme P pzq “ az2 ` bz ` c possède

‚ une racine double z “ ´
b

2a
si ∆ “ 0,

‚ deux racines distinctes z1 “
´b ` δ

2a
et z2 “

´b ´ δ

2a
si ∆ ‰ 0.
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Exercice : équation complexe de degré 2

Résoudre l’équation z2 ´ p1 ` iqz ` 6 ´ 2i “ 0.

Réponse : Les solutions de cette équation sont z “
1 ` i˘ δ

2
, où il faut trouver

δ “ x` iy tel que δ2 “ ∆ et
ˇ

ˇδ2
ˇ

ˇ “ |∆|,
c’est-à-dire :

px2 ´ y2q ` i 2xy “ p1 ` iq2 ´ 4p6 ´ 2iq

“ 1 ` 2i ´ 1 ´ 24 ` 8i “ ´24 ` 10i

x2 ` y2 “ 2 |´12 ` 5i| “ 2
?
144 ` 25 “ 2 ˆ 13 “ 26

On a alors
$

&

%

x2 ´ y2 “ ´24
2xy “ 10
x2 ` y2 “ 26

ô

"

2x2 “ 2
xy “ 5

ô

"

x “ ˘1
y “ 5{x “ ˘5

et par conséquent δ “ ˘p1 ` 5iq.
On a donc

z1 “
1 ` i ` p1 ` 5iq

2
“

2 ` 6i

2
“ 1 ` 3i

z2 “
1 ` i ´ p1 ` 5iq

2
“

0 ´ 4i

2
“ ´2i
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Racines complexes d’un polynôme réel

Proposition : Si P pzq est un polynôme à coefficients réels, et z1 P C est une racine
complexe de P pzq de multiplicité m1, alors sa conjuguée z2 “ z1 est aussi une racine de
P pzq, de même multiplicité m2 “ m1.

Exemple : Le polynôme à coefficients réels P pzq “ z2
` 1 a pour racines z1 “ i et z2 “ ´i.

Puisque z “ z si seulement si z P R,

‚ Tout polynôme réel de degré 2 tel que ∆ ă 0 admet deux racines complexes conjuguées
z1 et z2 “ z1.

‚ Tout polynôme réel de degré 3 admet au moins une racine réelle.

Exemple : Le polynôme P pzq “ z2
´ 4z ` 5 est tel que ∆ “ 16 ´ 20 ă 0. Il a deux racines

complexes z1 “ 2`i et z2 “ 2´i “ 2`i.
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TMB – Chapitre 2
Fonctions d’une variable réelle

Dans ce chapitre :

2.1 Graphes de fonctions, opérations sur les graphes de fonctions

2.2 De la fonction au graphe : symétries, sens de variation, convexité

2.3 Fonctions usuelles

2.4 Composition des fonctions et fonctions réciproques
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2.1 – Graphe de fonction

Définition : Une partie G du plan cartésien est un graphe de fonction si toute droite
verticale coupe G en au plus un point.

Exemples : ci-dessous,

- une parabole est un graphe de fonction car toute droite verticale coupe G en
exactement un point

- une hyperbole est aussi un graphe de fonction car toute droite verticale coupe G en
exactement un point, sauf une (la droite d’abscisse x “ 0 ici), qui ne coupe G en aucun
point

- un cercle n’est pas un graphe de fonction car au moins une droite verticale le coupe en
deux points.

•
G

•
G

•

33

Du graphe à la fonction

Définition : Soit G un graphe de fonction. La fonction réelle f que représente G est
définie par

-son domaine de définition Df , constitué des abscisses x de toutes les droites verticales
qui coupent G

-une relation, notée y “ fpxq, qui à chaque abscisse x P Df associe l’ordonnée y du
point d’intersection.

On note

f :

#

Df Ñ R
x ÞÑ y “ fpxq

Exemples :
-la parabole représente la fonction carré, définie par Df “ R et fpxq “ x2

-l’hyperbole représente la fonction inverse, définie par Df “ Rzt0u et fpxq “ 1{x

•

x

f(x) = x2 •

x

f(x) = 1/x
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Graphes à connaître par cœur I

Fonctions dont le domaine est R :
•

x

f(x) = x •

x

f(x) = x2 •

x

f(x) = x3 •

x

f(x) = |x|

Fonctions dont le domaine n’est pas R :

•

x

f(x) = 1/x, Df = R∗ •

x

f(x) = 1/x2, Df = R∗ •

x

f(x) =
√
x, Df = R+
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Graphes à connaître par cœur II

x

sin(x), Dsin = R

1

919 3π
2

9π 9 π
2

π
2

π

3π
2

x

cos(x), Dcos = R
1

919 3π
2

9π 9 π
2

π
2

π 3π
2

x

tan(x), Dtan = R \ {π
2 + πZ}

9 3π
2

9π 9 π
2

π
2

π

3π
2

x

exp(x), Dexp = R

1
x

ln(x), Dln = R∗
+

1
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Opérations sur les graphes de fonctions 1 : translation verticale

Le graphe d’une fonction réelle f peut être :

‚ translaté vers le haut d’une distance b ą 0, ce qui revient à prendre le graphe de la
fonction g de domaine Dg “ Df définie par gpxq “ fpxq ` b ,

Df = Dg

f(x)

x

f(x) + b

b

Remarque : prendre b ă 0 revient à translater le graphe vers le bas.

Exercice : Si on translate le graphe de la fonction Df “ R, fpxq “ sinpxq de deux unités
vers le bas, quelle fonction g obtient-on ? Représenter les graphes de f et g.
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Opérations sur les graphes de fonctions 2 : translation horizontale

Le graphe d’une fonction réelle f peut être :

‚ translaté à droite d’une distance a, ce qui revient à translater à droite Df en un

domaine 3 Dg “ a`Df puis à prendre le graphe de la fonction g définie sur Dg par

gpxq “ fpx´ aq .

On commence par translater le domaine puis on trouve l’ordonnée gpxq en rappellant la
valeur de f en x ´ a :

Df Dg
xx − a

f(x − a) g(x) = f(x − a)

Exercice : Le graphe de la fonction Dg “ Rzt1u, gpxq “ px ´ 1q´2 est obtenu par
translation d’une unité à droite d’une fonction f . Laquelle ?

3. Si a P R et E Ă R, on note a ` E “ tx P R | x “ a ` e, e P Eu 38



Opérations sur les graphes de fonctions 3 : dilatation verticale

Le graphe d’une fonction réelle f peut être :

‚ dilaté verticalement d’un facteur µ ą 0, ce qui revient à prendre le graphe de la
fonction g de domaine Dg “ Df définie par gpxq “ µfpxq .

Df = Dg
x

f(x)

g(x) = µf(x)

Nota : Sur ce dessin, µ ą 1.

Remarque : si µ ą 1, le graphe est étiré verticalement. Inversement, si µ Ps0, 1r, le
graphe est contracté.

Exercice : Soit g la fonction dont le graphe est obtenu en dilatant verticalement celui de
la fonction Df “ r´1, 1s, fpxq “ 2p1 ´ x2q d’un facteur µ “ 1{2. Représenter les
graphes de f et g, en commençant par les points d’abscisse x “ ´1, x “ 0 et x “ 1.
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Opérations sur les graphes de fonctions 4 : dilatation horizontale

Le graphe d’une fonction réelle f peut être :

‚ dilaté horizontalement d’un facteur λ ą 0, ce qui revient à dilater horizontalement Df
en un domaine 4 Dg “ λDf puis à prendre le graphe de la fonction g définie sur Dg par

gpxq “ fpx{λq .

xx/λ

f(x/λ) g(x)

π/2 π

Df Dg

Nota : Ci-dessus, le graphe de la fonction sin a été dilaté horizontalement d’un facteur λ “ 1{2.

Remarque : si λ ą 1, le graphe est étiré, si λ Ps0, 1r, le graphe est contracté.

Exercice : Le graphe de g est obtenu en dilatant celui de fpxq “ cospxq, définie sur
Df “ R, d’un facteur λ “ 1{2. Exprimer g puis représenter graphiquement f et g.

4. Si λ P R et E Ă R, on note λE “ tx P R | x “ λe, e P Eu 40



Opérations sur les graphes de fonctions 5 : réflexion verticale

Le graphe d’une fonction réelle f peut être :

‚ reflété par rapport à l’axe des abscisses, ce qui revient à prendre le graphe de la
fonction g de domaine Dg “ Df définie par gpxq “ ´fpxq .

Df = Dg

f(x)

g(x)

Exercice : Représenter graphiquement les fonctions Df “ R, fpxq “ cospxq et Dg “ R,
fpxq “ ´ cospx` πq. Que remarque-t-on ?
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Opérations sur les graphes de fonctions 6 : réflexion horizontale

Le graphe d’une fonction réelle f peut être :

‚ reflété par rapport à l’axe des ordonnées, ce qui revient à refléter Df par rapport à 0
en un domaine 5 Dg “ ´Df puis à prendre le graphe de la fonction g définie sur Dg par

gpxq “ fp´xq .

Df Dg−x

f(−x)

x

g(x)

Exercice : Le graphe de g est obtenu par symétrie centrale (centrée à l’origine) de celui
de Df “ R˚, fpxq “ 1{x. Exprimer g. Que remarque-t-on ?

5. Si E Ă R, on note ´E “ tx P R | ´x P Eu 42



Opérations sur les graphes de fonctions 7 : restriction

‚ restreint à une partie D Ă Df , ce qui revient à prendre le graphe de la fonction g de

domaine Dg “ D définie par gpxq “ fpxq . On note f |D “ g la restriction de f à D.

Dg

Nota : Ici, la fonction cos est restreinte à l’intervalle D “ r´π, πs.

Remarque : L’opération de restriction est très utile. Par exemple, pour qu’une fonction
admette une réciproque, elle doit être inversible. Lorsque ce n’est pas le cas, on peut la
restreindre à un sous-domaine où elle est inversible pour y définir une réciproque. C’est
de cette manière qu’on construira les fonctions circulaires réciproques.
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2.2 – De la fonction au graphe : les symétries
Définition : Soit f une fonction réelle.

‚ f est paire si son domaine est symétrique par
rapport à 0 et si fp´xq “ fpxq pour tout
xPDf .

Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées.

‚ f est impaire si son domaine est symétrique
par rapport à 0 et si fp´xq “ ´fpxq pour
tout xPDf .

Le graphe d’une fonction impaire est symétrique par rapport à l’origine.

‚ f est périodique de période p P R si son
domaine est invariant quand on le translate de
p et si fpx` pq “ fpxq pour tout xPDf

Le graphe d’une fonction périodique est invariant quand on le translate horizontalement
de p.

Exemples :

‚ Les monômes xn et les fractions 1
xn sont des fonctions paires si n est pair, et des

fonctions impaires si n est impair.
‚ Les fonctions sin et tan sont impaires, cos est paire. Toutes les trois sont périodiques :

sin et cos de période 2π, tan de période π.
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Utilisation des symétries

Exemple 1 : La fonction puissance 4, définie par Df “ R et fpxq “ x4 est une fonction
paire. Par symétrie, il suffit d’étudier f sur R` puis d’effectuer une réflexion du graphe
par rapport à l’axe des ordonnées.

Exemple 2 : La fonction sin, définie sur R est impaire. Par symétrie, il suffit de l’étudier
R`. De plus, sin étant périodique de période de 2π, on restreint son étude à un intervalle
de longueur π (par exemple r0, πs), puis on effectue une symétrie centrale du graphe par
rapport à l’origine et des translations horizontales de longueur 2π.
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De la fonction au graphe : le sens de variation
Définition : Soit f une fonction réelle. On dit que :

‚ f est croissante si pour tout x P Df et tout x1 P Df

x ď x1 ùñ fpxq ď fpx1q

f est strictement croissante si toutes ces inégalités sont strictes.

‚ f est décroissante si pour tout x P Df et tout x1 P Df

x ď x1 ùñ fpxq ě fpx1q

f est strictement décroissante si toutes ces inégalités sont strictes.

Remarques :
‚ De nombreuses fonctions ne sont ni croissantes, ni décroissantes. En revanche, leurs

restrictions à certaines parties D Ă Df de leur domaine le sont.

Exemple : la fonction carré n’est ni croissante ni décroissante mais sa
restriction à R` est croissante et sa restriction à R´ est décroissante.

x

f(x) = x2

‚ Une fonction peut être constante sur tout ou partie de son domaine :
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De la fonction au graphe : convexité, concavité

Définition : Soit f une fonction réelle, G son graphe.
On appelle corde tout segment rABs reliant deux points A et B du graphe.

‚ f est convexe si toute corde rABs est au dessus du
graphe entre les abscisses des points A et B.

•
A •

B

‚ f est concave si toute corde rABs est en dessous du
graphe entre les abscisses des points A et B.

•A •
B

Remarque : De nombreuses fonctions ne sont ni convexes, ni concaves. En revanche,
leurs restrictions à certaines parties D Ă Df de leur domaine le sont.

Exemple : la fonction Df “ R, fpxq “ x3 n’est ni convexe ni
concave mais sa restriction à R` est convexe et sa restriction à
R´ est concave.

•

x

f(x) = x3
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : fpxq “ 2 lnx ` 1

Réponse : Le graphe de fpxq “ 2 lnx` 1 s’obtient en dilatant verticalement d’un facteur
µ “ 2 le graphe de x ÞÑ lnx et en le translatant vers le haut d’une distance b “ 1 :

x

f(x) = ln(x)

•
1

x

f(x) = 2 ln(x) + 1

1

1 •

En particulier, f a pour domaine Df “ R˚
`, f est croissante, concave et son graphe ne

possède aucune symétrie particulière (la fonction n’est ni paire, ni impaire, ni périodique).
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : upxq “ cosp2xq ´ 1

Solution : Le graphe de upxq “ cosp2xq ´ 1 s’obtient en dilatant horizontalement d’un
facteur λ “ 1{2 le graphe de la fonction x ÞÑ cosx et en le translatant vers le bas d’une
distance b “ 1.

•1

|
π

|
2π x

cos(x)

−1

|
π

|
2π

θ

u(θ) = cos(2θ)− 1

En particulier, u a pour domaine Du “ R, u est paire et périodique de période p “ π, car

upx` πq “ cos
`

2px` πq
˘

´ 1 “ cosp2x` 2πq ´ 1

“ cosp2xq ´ 1 “ upxq,

u n’est ni croissante, ni décroissante, ni convexe, ni concave.
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Exercice

Représenter et caractériser le graphe de la fonction définie par : zptq “ ´
?
t´ 1

Solution : Le graphe de z s’obtient en translatant à droite d’une distance a “ 1 le graphe
de la fonction t ÞÑ

?
t puis en le reflétant par rapport à l’axe des abscisses

t

√
t

t

√
t− 1

t

z(t) = −√
t− 1

En particulier, le domaine de la fonction z est Dz “ r1,`8r, z est décroissante,
convexe et son graphe ne possède aucune symétrie particulière.
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2.3 Les fonctions usuelles

Dans cette section :

‚ Fonction circulaires (ou trigonométriques)

‚ Polynômes

‚ Fractions rationnelles

‚ Exponentielle et logarithme

‚ Fonctions puissances

‚ Fonctions hyperboliques
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Fonctions circulaires
‚ Rappel : Si x P R, pcosx, sinxq sont les coordonnées cartésiennes du point z “ eix.

‚ Les fonctions
¨ sinus, qu’on note sin avec Dsin “R

¨ cosinus, qu’on note cos avec Dcos “R

¨ tangente, qu’on note tan et définie par :

tanx“
sinx

cosx
avec Dtan “

!

x P R | x ‰
π

2
` kπ, k P Z

)

ont pour graphes :

x

sin(x)

1

919 3π
2

9π 9 π
2

π
2

π

3π
2

x

cos(x)

1

919 3π
2

9π 9 π
2

π
2

π 3π
2

x

tan(x)

9 3π
2

9π 9 π
2

π
2

π

3π
2
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Polynômes

Définition : un monôme est une fonction réelle définie sur R par fpxq “ xn , où n est
un entier naturel.
Exemples : les fonctions carré fpxq “ x2 et cube gpxq “ x3 ont pour domaine de
définition R et pour graphes respectifs

•

x

f(x) = x2 •

x

f(x) = x3

Remarque : par convention, x0 “ 1 désigne le monôme constant égal à 1.
Définition : un polynôme est défini sur R par

ppxq “ a0 ` a1 x ` a2 x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` an x

n ,

où a0, a1, . . . an sont des constantes réelles. On dit aussi que p est une combinaison
linéaire des monômes 1, x, . . . , xn.
Définition : Une racine réelle de p est un nombre réel x tel que ppxq “ 0 .
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Fractions rationnelles

Définition : Soit p et q deux polynômes. Une fraction rationnelle est le quotient de deux
polynômes p et q, définie par

fpxq “
ppxq

qpxq
“
a0 ` a1 x` a2 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` an xn

b0 ` b1 x` b2 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` bk xk

pour x P R tel que qpxq ‰ 0 . Autrement dit, f n’est pas définie aux abscisses x qui sont
des racines réelles de q.
Exemples :

‚ les fonctions fpxq “ 1
x

et gpxq “ 1
x2

ont pour domaine de définition Rzt0u et pour
graphes respectifs

•

x

f(x) = 1/x •

x

f(x) = 1/x2

‚ La fonction hpxq “ x3`2x`1
x2´1

est aussi une fraction rationnelle, de domaine Rzt´1, 1u,
puisque x2 ´ 1 “ px´ 1qpx ` 1q a pour seules racines x “ ´1 et x “ 1.
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Fonctions exponentielle et logarithme

La fonction exponentielle, notée exp (ou simplement ex), a les propriétés suivantes :

‚ Dexp “ R

‚ ex ą 0 pour tout x P R

‚ ea`b “ eaeb pour tous a, b P R

En particulier, e0 “ 1 et e´a
“ 1{ea. x

exp(x), Dexp = R

1

La fonction logarithme népérien, notée ln, a les propriétés suivantes :

‚ Dln “ R˚
`

‚ lnp1q “ 0 et lnpxq ą 0 ðñ x ą 1

‚ lnpabq “ ln a` ln b pour tous a, b P R˚
`

En particulier, ln
ˆ

1

a

˙

“ ´ ln a.

x

ln(x), Dln = R∗
+

1

Les fonctions exponentielle et logarithme sont liées au travers des relations suivantes :

eln x “ x pour tout x P R˚
` et lnpexq “ x pour tout x P R.
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Fonctions puissances
Soit α P R. La fonction puissance α, notée fpxq “ xα, est définie par

‚ Df “ R˚
`

‚ xα “ exppα lnxq “ eα ln x

Exemples :

‚ Soit α “ 1{2 et x ą 0. Par les propriétés de l’exponentielle, x1{2 ą 0 et

px1{2q2 “ x1 “ x. Donc, x1{2 “
?
x pour x ą 0.

x

f(x) =
√
x

‚ Soit α “ ´1 et x ą 0. Par les propriétés de l’exponentielle, x´1 “
1

x
.
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Fonctions hyperboliques
‚ La fonction cosinus hyperbolique, notée ch (ou cosh), est définie par

chx “
ex ` e´x

2
avec Dch “ R

‚ La fonction sinus hyperbolique, notée sh (ou sinh), est définie par

shx “
ex ´ e´x

2
avec Dsh “ R

‚ La fonction tangente hyperbolique, notée th (ou tanh), est définie par

thx “
shx

chx
avec Dth “ R

x

f(x) = cosh(x)

1
x

f(x) = sinh(x)

x

f(x) = tanh(x)

−1

1

Propriété : ch 2x´ sh 2x “ 1 pour tout x P R.

Preuve : ch 2x ´ sh 2x “ pch x ` sh xqpch x ´ sh xq “ pexqpe´x
q “ 1.
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2.4 Composition des fonctions et fonctions réciproques

Dans cette section :

‚ Composition de fonction

‚ Fonction inversible et fonction réciproque

‚ Fonctions circulaires réciproques
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Composition de fonctions

Définition : La composée de deux fonctions réelles f et g est la fonction g ˝ f définie par

pg ˝ fqpxq “ g
`

fpxq
˘

Son domaine est constitué des réels x du domaine de f tels que fpxq appartient au

domaine de g. Autrement dit, Dg˝f “
␣

x P Df | fpxq P Dg
(

.

On calcule g ˝ fpxq comme suit :

x fpxq g
`

fpxq
˘

pg ˝ fqpxq

On peut aussi introduire une variable de substitution : soit y “ fpxq. Alors,
g ˝ fpxq “ gpyq. En substituant la valeur de y, on retrouve g ˝ fpxq “ gpfpxqq.
Exemple : Soit f la fonction carré et g la fonction sinus. Posons y “ fpxq “ x2. Alors,

pg ˝ fqpxq “ gpyq “ sin y “ sinpx
2

q.
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Fonctions inversibles
Définition : Une fonction réelle f : Df Ñ R est inversible si son graphe coupe toute
droite horizontale en au plus un point.
Exemples : La fonction cube est inversible, la fonction carré ne l’est pas.

Nota : Remarquez l’analogie avec la définition de graphe de fonction !

Définition : On appelle ensemble image d’une fonction réelle f : Df ÞÑ R, l’ensemble
des valeurs de f , c’est-à-dire le sous-ensemble de R défini par

If “ fpDf q “ ty P R | y “ fpxq, x P Df u .

Remarque : Si une fonction réelle f prend toutes ses valeurs dans une partie E Ă R, alors on peut
la considérer comme une fonction définie sur Df et à valeurs dans E et on note f : Df Ñ E.

Proposition : f : Df Ñ If est inversible si et seulement si pour chaque y P If ,
l’équation fpxq “ y admet exactement une solution x P Df , que l’on note x “ f´1pyq.
Exemple : La fonction exp : R Ñ R˚

`
est inversible. En effet, soit y P R˚

`
et résolvons l’équation

ex “ y. Comme y ą 0, on peut prendre le logarithme et obtenir l’équation équivalente
lnpexq “ ln y. Donc, x “ ln y est l’unique solution cherchée.

Définition : Soit f : Df Ñ If une fonction inversible. La fonction f´1 : If Ñ Df est la
fonction réciproque de f (en particulier, Df´1 “ If ).
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Propriétés fonctions des réciproques

Théorème : Soit f : Df Ñ R une fonction d’une variable réelle. Si f est strictement
monotone alors f est inversible.

Preuve : Si f n’est pas inversible, alors il existe une droite horizontale de hauteur y qui coupe le
graphe de f en deux points distincts px, yq et px1, yq avec x ă x1. Comme y “ fpxq “ fpx1

q, f
ne vérifie ni x ă x1

ùñ fpxq ă fpx1
q ni x ă x1

ùñ fpxq ą fpx1
q. Par conséquent f n’est pas

strictement monotone. Ce qui prouve le théorème par contraposition.

Propriétés :
‚ Si f est strictement monotone, alors sa réciproque f´1 est aussi strictement monotone

et son graphe est obtenu par réflexion du graphe de f par rapport à la première
bissectrice (droite d’équation y “ x).

x

f(x)

y

f−1(y)

x

f(x), f−1(x)

‚ La réciproque de la réciproque de f est f :
`

f´1
˘´1

“ f .
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Fonctions inversibles et composition

Proposition : Soit f : Df Ñ If une fonction inversible. Alors, pour tout x P Df et tout
y P Df´1 ,

f´1pyq “ x ðñ y “ fpxq

Exemple : La fonction ln : R˚
` Ñ R est la fonction réciproque de la fonction

exp : R Ñ R˚
` et pour tout x P R et tout y P R˚

`, ln y “ x ðñ y “ ex

Proposition : Si f est inversible, alors pour tout x P Df et tout y P Df´1 ,

f´1 ˝ fpxq “ x et f ˝ f´1pyq “ y

Définition : La fonction identité de R, notée id, est la fonction de domaine Did “ R
définie par idpxq “ x.

La proposition précédente se réécrit simplement à l’aide de la fonction identité.

Proposition : Si f : Df Ñ If est inversible, alors

f´1 ˝ f “ id|Df
et f ˝ f´1 “ id|D

f´1
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Exemples de fonctions inversibles

‚ On a vu (graphiquement) que la fonction cube était inversible. Par définition de la racine
cubique, l’équation x3

“ y admet pour solution x “ 3
?
y. Donc, 3

? est la fonction inverse de la
fonction cube.

‚ g : R Ñ R définie par gpxq “ x3
` 1 est inversible. En effet, soit y P R. Alors,

y “ x
3

` 1 ðñ y ´ 1 “ x
3

ðñ x “ 3
a

y ´ 1

donc g est inversible et g´1
pyq “ 3

?
y ´ 1 pour y P Dg´1 “ R.

‚ Procédons de même pour la fonction hpxq “
5

x3 ` 1
, définie sur Dh “ Rzt´1u. Soit y P R.

Etudions l’équation
5

x3 ` 1
“ y. Si x ‰ ´1 et y ‰ 0, alors

y “
5

x3 ` 1
ðñ x

3
` 1 “

5

y
ðñ x “ 3

d

5

y
´ 1.

Donc, h est inversible, Dh´1 “ R˚ et h´1
pyq “ 3

d

5

y
´ 1.
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Fonctions circulaires réciproques
Les fonctions circulaires ne sont pas inversibles, mais opportunément restreintes elles le
deviennent.

La fonction cosinus restreinte
à r0, πs est inversible

La fonction sinus restreinte à
r´π{2, π{2s est inversible

La fonction tangente restreinte
à s ´ π{2, π{2r est inversible

‚ On appelle arccosinus la fonction (notée arccos) réciproque de cos |r0,πs. On a
Darccos “ r´1, 1s “ Icos |r0,πs

Si x P r´1, 1s et θ P r0, πs : θ “ arccosx ðñ x “ cos θ

‚ On appelle arcsinus la fonction (notée arcsin) réciproque de sin |r´π{2,π{2s. On a
Darcsin “ r´1, 1s “ Isin |r´π{2,π{2s

Si x P r´1, 1s et θ P r´π{2, π{2s : θ “ arcsinx ðñ x “ sin θ

‚ On appelle arctangente la fonction (notée arctan) réciproque de tan |s´π{2,π{2r. On a
Darctan “ R “ Itan |s´π{2,π{2r

Si x P R et θ Ps ´ π{2, π{2r : θ “ arctanx ðñ x “ tan θ
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Graphes des fonctions arcsin, arccos et arctan à connaître par coeur

x

arccos(x)

π

91 1
x

arcsin(x)

91 1
x

arctan(x)

π
2

9π
2

arccos, cos |[0,π]

π

91 1 π

arcsin, sin |[−π/2,π/2]

91 1

π
2

9π
2

arctan, tan |]−π/2,π/2[

π
2

9π
2

9π
2

π
2
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Exemples

Exercice : calculer arccosp1{2q et arcsinpsinp9π{4qq.

Solution :

Rappelons que si x P r´1, 1s et si θ P r0, πs, θ “ arccosx ô x “ cos θ.

Donc, θ “ arccosp1{2q si θ P r0, πs et cos θ “ 1{2. On a donc arccosp1{2q “ π{3.

Rappelons que si x P r´1, 1s et si θ P r´π{2, π{2s, θ “ arcsinx ô x “ sin θ.

Hélas, dans cet exercice θ “ 9π{4 R r´π{2, π{2s.

Mais, par périodicité, sinp9π{4q “ sinpπ{4 ` 2πq “ sinpπ{4q. Comme π{4 P r´π{2, π{2s,
par les propriétés des fonctions réciproques, on déduit que

arcsinpsinp9π{4qq “ arcsinpsinpπ{4qq “ π{4 .
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TMB – Chapitre 3
Dérivées

Dans ce chapitre :

3.1 Limites, relation de prépondérance

3.2 Fonctions continues, développements limités d’ordre 0.

3.3 Fonctions dérivables, développements limités d’ordre 1, dérivées d’ordre supérieur

3.4 Extrema locaux et points d’inflexion, points critiques

3.5 Développements limités d’ordre quelconque et approximation locale.

67

3.1a – Limites
‚ Soit ℓ P R. Voici une bande horizontale (de largeur ϵ) autour de y “ ℓ.

ϵ y = ℓ

Plus ϵ est petit, plus la bande est étroite et plus on se rapproche de la valeur y “ ℓ.
‚ Voici une bande verticale (de largeur δ) autour de x “ a et un graphe de fonction

restreint à une bande verticale autour de x “ a.

δ

x = a

δ

x = a

f

Plus δ est petit, plus la bande est étroite et plus on se rapproche de la valeur x “ a.
Définition : Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert contenant a (sauf
éventuellement en a). On dit que f admet une limite ℓ P R lorsque x tend vers a et on
note

ℓ “ lim
xÑa

fpxq ou bien fpxq ÝÝÑ
xÑa

ℓ

si toute bande horizontale autour de y “ ℓ contient le graphe de f restreint à une bande
verticale autour de x “ a, privée de la droite tx “ au.
On écrit cela rigoureusement comme suit. Pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 (suffisamment petit) tel
qu’on ait l’implication :

a ´ δ ă x ă a ` δ et x ‰ a ñ ℓ ´ ϵ ă fpxq ă ℓ ` ϵ
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Exemples

‚ La fonction représentée ci-dessous converge vers ℓ “ fpaq lorsque x tend vers a :

y = ℓ

x = a

•

f

ϵ y = ℓ

x = a

•

f

ϵ

δ

y = ℓ

x = a

•

f

‚ Calculer

ℓ “ lim
xÑ2

x2 ´ 4

x´ 2

Lorsque x tend vers a “ 2, x2 ´ 4 tend vers 0 et x ´ 2 tend vers 0. Il semble ainsi
délicat d’évaluer ℓ. Mais comme

x2 ´ 4

x´ 2
“

px ´ 2qpx ` 2q

x´ 2
“ x` 2,

on obtient

lim
xÑ2

x2 ´ 4

x ´ 2
“ lim
xÑ2

x ` 2 “ 4.
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Limite à gauche, limite à droite
La fonction réprésentée ci-dessous n’admet pas de limite lorsque x tend vers a car pour
tout ℓ P R, on peut trouver une bande horizontale autour de y “ ℓ ne contenant aucune
restriction du graphe de f à une bande verticale autour de x “ a.

|
a

Par contre, cette fonction admet des limites à gauche et à droite en a.

Définition (limite à gauche, limite à droite) :
‚ f admet une limite ℓg à gauche quand x tend vers a par valeurs inférieures si toute

bande horizontale autour de ℓg contient le graphe restreint à une demi-bande verticale à
gauche de a, privée de la droite tx “ au. On note ℓg “ limxÑa´ fpxq.

‚ f admet une limite ℓd à droite quand x tend vers a par valeurs supérieures si toute
bande horizontale autour de ℓd contient le graphe restreint à une demi-bande verticale à
droite de a, privée de la droite tx “ au. On note ℓd “ limxÑa` fpxq.

y = ℓg

x = a

limite à gauche

a

y = ℓd

x = a

limite à droite

a
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3.1b – Relation de prépondérance et notation de Landau
Définition (notation de Landau) : Soit f et g deux fonctions réelles. On dit que f est
négligeable par rapport à g au voisinage du point a si on peut l’écrire sous la forme

fpxq “ gpxqϵpxq,

où ϵ est une fonction réelle telle que lim
xÑa

ϵpxq “ 0. On dit aussi que f est un petit o de g
et on note

f “ opgq, lorsque x Ñ a.

Remarque : lorsque la fonction g ne s’annule pas autour de a (sauf éventuellement en a) alors

f “ opgq, lorsque x Ñ a. ô fpxq{gpxq Ñ 0, lorsque x Ñ a.

En particulier, limxÑa opgq{g “ 0.

Exemples :
‚ Si limxÑa fpxq “ 0, on a fpxq “ op1q, lorsque x Ñ a.

En effet, limxÑa fpxq{1 “ limxÑa fpxq “ 0.

‚ Soit a P R. Pour tous entiers m P N˚ et n P N,

px´ aqm`n “ o
`

px ´ aqn
˘

, lorsque x Ñ a.

En effet, px ´ aq
m`n

{px ´ aq
n

“ px ´ aq
m

Ñ 0 lorsque x Ñ a puisque m ą 0.
En particulier, x2

“ opxq, ´x5
“ opx3

q, px ´ 4q
7

“ o
`

px ´ 4q
6
˘

, etc.

‚ Plus généralement, si a P R, pour tous α, β P R tels que α ą β,

px´ aqα “ o
`

px ´ aqβ
˘

, lorsque x Ñ a.
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Notation de Landau : règles de calcul

Remarque importante : La notation de Landau f “ opgq se lit toujours de gauche à
droite. Ainsi, il est vrai que opxq “ op1q lorsque x Ñ 0, mais il est faux que op1q “ opxq

lorsque x Ñ 0. Par exemple, x2 “ opxq “ op1q mais x “ op1q ‰ opxq.

Règles de calcul :
‚ f opgq “ opfgq

‚ f “ opgq et g “ ophq ñ f “ ophq

‚ f “ ophq et g “ ophq ñ f ` g “ ophq

‚ f “ ophq et g “ opkq ñ fg “ ophkq

Exemples :
‚ px ´ aq2o

`

px´ aq
˘

“ o
`

px´ aq3
˘

‚ opx6q “ opxq

‚ o
`

x3
˘

` o
`

x4
˘

“ o
`

x3
˘

‚ o
`

px´ aq2
˘

o
`

px ´ aq5
˘

“ o
`

px ´ aq7
˘

Remarque : Beaucoup d’ouvrages utilisent la notation "epsilon" ϵ à la place de la
notation de Landau. Pas d’inquiétude, il suffit juste se souvenir de la définition des petits
o pour passer d’une notation à l’autre.
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3.2a – Fonctions continues

Définition – Soit f une fonction réelle et a P Df . On dit que

‚ f est continue au point a P Df si

lim
xÑa

fpxq “ fpaq

‚ f est continue si f est continue en tout point a P Df .

‚ f est continue à gauche (respectivement à droite) au point a P Df si

lim
xÑa´

fpxq “ fpaq

´

respectivement lim
xÑa`

fpxq “ fpaq

¯

.

continue

•
a

non continue en a

•
◦
•
a

non continue en a
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3.2b – Développement limité d’ordre 0

Définition : Une fonction réelle f admet un développement limité (DL) d’ordre 0 au
point a si on peut l’écrire sous la forme

fpxq “ a0 ` op1q, avec a0 P R.

Proposition : Soit f une fonction continue au point a. Alors, f admet un DL d’ordre 0
au point a :

fpxq “ fpaq ` op1q .

Preuve : On a fpxq “ fpaq `
`

fpxq ´ fpaq
˘

. Or, comme f est continue, lim
xÑa

`

fpxq ´ fpaq
˘

“ 0

ce qui signifie que fpxq ´ fpaq “ op1q.

Remarque : pour x proche de a, fpxq a pour valeur approchée fpaq et pour erreur
d’approximation associée fpxq ´ fpaq “ op1q :

fpxq “ fpaq

valeur approchée de fpxq

` op1q

erreur d’approximation

Exemple :
?
1.1 “ 1

valeur approchée de
?
1.1

` p
?
1.1 ´ 1q

erreur d’approximation
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3.3a – Fonctions dérivables
Motivation : Si xptq représente la position d’un point en mouvement sur une trajectoire rectiligne,
par exemple un cycliste sur une route, la distance parcourue entre les temps t et t1 est donnée par
d “ xpt1

q ´ xptq et sa vitesse moyenne par v “ d
t1´t

“
xpt1q´xptq

t1´t
. Sa vitesse instantanée à

l’instant t, si elle existe, vaut donc

vptq “ lim
t1Ñt

xpt1
q ´ xptq

t1 ´ t
.

On note usuellement vptq “ x1
ptq ou vptq “

dx

dt
ou encore vptq “ 9xptq.

Définition : Soit f : Df Ñ R une fonction.
‚ On appelle nombre dérivé de f au point a P Df la limite

f 1paq “ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq

x´ a
,

si cette limite existe et appartient à R. On dit alors que f est dérivable en a.

‚ On appelle alors fonction dérivée de f , la fonction

f 1 : Df 1 Ñ R, x ÞÑ f 1pxq,

où Df 1 est le domaine de dérivabilité de f , c’est-à-dire le sous-ensemble de Df
constitué des points où f est dérivable.

Proposition : Si f est dérivable au point a, alors f est continue au point a.

Preuve : lim
xÑa

`

fpxq ´ fpaq
˘

“ lim
xÑa

ˆ

fpxq ´ fpaq

x ´ a
px ´ aq

˙

“ f
1
paq ¨ 0 “ 0.
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Fonctions (non) dérivables

Remarque : Une fonction dérivable est continue, le contraire est faux. En effet, il y a des fonctions
continues qui ne sont pas dérivables.

•
a

non continue en a

•
a

continue mais non dérivable en a dérivable

Exemples :
‚ La fonction racine carrée (définie sur R`) n’est pas dérivable en 0 mais elle l’est en tout point

a ą 0 car

lim
xÑa

?
x ´

?
a

x ´ a
“ lim

xÑa

?
x ´

?
a

p
?
x ´

?
aqp

?
x `

?
aq

“ lim
xÑa

1
?
x `

?
a

“
1

2
?
a
.

‚ La fonction ln est dérivable sur R˚
`

et, par définition, pln xq
1

“ 1
x pour x P R˚

`
.

‚ fpxq “ 3x2
` sinp

?
x3 ´ 1q ` lnp3x2

` 1q est dérivable sur

D “
␣

x P R | x
3

´ 1 ą 0, 3x
2

` 1 ą 0
(

“s1, `8r.

‚ La fonction valeur absolue

|x| “

#

x si x ě 0

´x si x ă 0

n’est pas dérivable en 0.
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3.3b – DL d’ordre 1
Définition : Une fonction réelle f admet un développement limité (DL) d’ordre 1 au
point a si on peut l’écrire sous la forme

fpxq “ a0 ` a1px ´ aq ` opx ´ aq, avec a0, a1 P R.

Proposition : Si f admet un DL d’ordre 1 en a, alors f admet un DL d’ordre 0 en a.
Preuve : En effet, a0 ` a1px ´ aq ` opx ´ aq “ a0 ` a1op1q ` op1q “ op1q, d’après les règles de
calcul des petits o.

Proposition : Soit f une fonction dérivable au point a. Alors, f admet un DL d’ordre 1
au point a :

fpxq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq ` opx´ aq

Preuve : Puisque f est dérivable en a, on a limxÑa

´

fpxq´fpaq

x´a ´ f 1
paq

¯

“ 0, ce qui signifie que
fpxq´fpaq

x´a ´ f 1
paq “ op1q. Donc,

fpxq “ fpaq ` f
1
paqpx ´ aq ` px ´ aqop1q

“ fpaq ` f
1
paqpx ´ aq ` opx ´ aq (d’après le règles de calcul pour les petits o)

Supposons fpaq ‰ 0 et f 1paq ‰ 0. Lorsque x est proche de a, les termes du DL sont
écrits par ordre de grandeur :

fpxq “

terme dominant

fpaq `

correction, plus petite

f 1paqpx ´ aq

valeur approchée de fpxq

`

erreur d’approximation, encore plus petite

opx´ aq

erreur d’approximation
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Exemple

La fonction racine carrée, définie sur R` par fpxq “
?
x est dérivable sur R˚

`. De plus,
f 1pxq “ 1

2
?
x

pour x P R˚
`, car si a ą 0,

f 1paq “ lim
xÑa

?
x ´

?
a

x ´ a
“ lim
xÑa

1
?
x`

?
a

“
1

2
?
a
.

De manière équivalente,

?
x “

?
a `

1

2
?
a

px´ aq ` opx ´ aq

d’où (en prenant x “ 1.1 et a “ 1)

?
1.1 “ 1 `

1

2
p0.1q ` p

?
1.1 ´ p1 `

1

2
p0.1qq

“ 1.05
valeur approchée

` p
?
1.1 ´ 1.05q

erreur

Remarque : en posant ϵpxq “ 1
2

?
a

px ´ aq ` opx ´ aq, on voit que limxÑa ϵpxq “ 0.
Donc, la fonction racine carrée est continue au point a.
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Propriétes des fonctions dérivables

Proposition : Si f est dérivable en a, alors son graphe
admet une droite tangente ∆a au point pa, fpaqq,
d’équation

∆a : y “ fpaq ` f 1paqpx ´ aq x

y

∆a
•

•
a

•f(a)

Le nombre dérivée f 1
paq est le coefficient directeur de la droite tangente ∆a

Théorème : Soit I un intervalle ouvert de R et f : I Ñ R une fonction dérivable.

‚ Si f 1pxq ě 0 (resp. ą 0) pour tout x P I, alors f est croissante (resp. strictement
croissante).

‚ Si f 1pxq ď 0 (resp. ă 0) pour tout x P I, alors f est décroissante (resp. strictement
décroissante).
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Dérivée des fonctions usuelles (à connaître par coeur)

fpxq f 1
pxq

xn n xn´1

xα α xα´1

sin x cos x

cos x ´ sin x

tan x
1

cos2 x
“ 1 ` tan2 x

ex ex

ln x
1

x

Cas particuliers de fpxq “ xα :

px2
q

1
“ 2x px3

q
1

“ 3x2

p 1
x q

1
“ ´ 1

x2 p 1
x2 q

1
“ ´ 2

x3

p
?
xq

1
“ 1

2
?

x

arcsin x
1

?
1 ´ x2

arccos x ´
1

?
1 ´ x2

arctan x
1

1 ` x2

sinh x cosh x

cosh x sinh x

tanh x
1

cosh2 x
“ 1´tanh

2
x
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Dérivée de la somme et du produit de fonctions

Proposition : Soit f et g deux fonctions dérivables et λ P R. On a

‚
`

fpxq ` gpxq
˘1

“ f 1pxq ` g1pxq

‚
`

λ fpxq
˘1

“ λ f 1pxq

‚
`

fpxqgpxq
˘1

“ f 1pxq gpxq ` fpxq g1pxq règle de Leibniz

‚ si fpxq ‰ 0, on a
ˆ

1

fpxq

˙1

“ ´
f 1pxq

fpxq2

‚ si gpxq ‰ 0, on a
ˆ

fpxq

gpxq

˙1

“
f 1pxq gpxq ´ fpxq g1pxq

gpxq2

Exemples :

‚ fpxq “
1

ln x
f 1

pxq “ ´

1
x

pln xq2
“ ´

1

x ln2 x

‚ hptq “
tet

t ` 1
h1

ptq “
pet ` tetqpt ` 1q ´ tet

pt ` 1q2
“

pt2 ` t ` 1qet

pt ` 1q2
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Dérivée d’une fonction composée

Proposition (règle de la chaîne) : Soit f et g deux fonctions dérivables et g ˝ f leur
composée, alors

pg ˝ fq1pxq “ g1
`

fpxq
˘

f 1pxq.

Preuve : Calculons la limite du taux d’accroissement. On a

lim
xÑa

g ˝ fpxq ´ g ˝ fpaq

x ´ a
“ lim

xÑa

˜

g
`

fpxq
˘

´ g
`

fpaq
˘

fpxq ´ fpaq

¸

ˆ

fpxq ´ fpaq

x ´ a

˙

“ g
1`
fpaq

˘

f
1
paq. (car f et g sont dérivables)

En particulier :

pfαq1 “ αfα´1f 1, pef q1 “ eff 1, pln fq1 “
f 1

f
, psin fq1 “ pcos fqf 1

Exemples :
‚ hpxq “ pln xq

2

Posons fpxq “ ln x. Alors, h “ f2. D’où, h1
“ 2ff 1, c’est-à-dire h1

pxq “ 2 ln x
1

x
“

2 ln x

x

‚ kpxq “ lnpx2
q

Posons fpxq “ x2. Alors, k “ ln f . D’où, k1
“ f 1

{f , c’est-à-dire k1
pxq “

2x

x2
“

2

x
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Exercice

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

‚ hpxq “
1

lnx

Solution : h “ 1{u, d’où h1 “ ´u1{u2 soit

h1pxq “ ´
1{x

plnxq2
“ ´

1

xplnxq2

‚ yptq “ t3 sin3ptq

Solution : On applique la règle du produit, puis pu3q1 “ 3u2u1, d’où

y1ptq “ 3t2 sin3ptq ` t3 3 sin2ptq cosptq

“ 3t2 sin2ptqpsinptq ` t cosptqq
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Dérivées des fonctions réciproques

Proposition (dérivée de la réciproque d’une fonction) : Soit f : Df Ñ R une fonction
inversible. Si f est dérivable, alors sa fonction réciproque f´1 l’est aussi en tout point
x P Df´1 vérifiant f 1

`

f´1pxq
˘

‰ 0 et on a

`

f´1
˘1

pxq “
1

f 1 pf´1pxqq
¨ (˚)

Preuve : En dérivant l’égalité x “ f ˝ f´1
pxq, on obtient (d’après la règle de la chaîne) :

1 “

´

f ˝ f
´1

¯1
pxq “ f

1
´

f
´1

pxq

¯ ´

f
´1

¯1
pxq. (˚˚)

Si f 1
`

f´1
pxq

˘

‰ 0, (˚) suit, sinon (˚˚) n’a pas de sens.

Exemples : dérivées des fonctions circulaires réciproques.

arccos
1
pxq “ ´

1
?
1 ´ x2

arcsin
1
pxq “

1
?
1 ´ x2

arctan
1
pxq “

1

1 ` x2

Preuve : On démontre la troisième formule, les autres se démontrant de manière similaire. En
prenant f “ tan |s´π{2,π:2r et f´1

“ arctan dans (˚), on obtient :

arctan
1
pxq “

1

1 ` tan2
`

arctanpxq
˘ “

1

1 `
`

tan
`

arctanpxq
˘˘2

“
1

1 ` x2

84



Dérivées d’ordre supérieur

Définition :
‚ Si f est dérivable et si f 1 est dérivable, on appelle dérivée seconde de f et on note f2

la dérivée de f 1.

‚ Si f, f 1, f2 sont dérivables, on appelle dérivée troisième de f et on note f p3q la dérivée
de f2.

‚ Soit n P N, on définit de même la dérivée d’ordre n de f , f pnq “ pf pn´1qq1 en dérivant
f successivement n fois.

Exemples :
‚ Soit fpxq “ x3 pour x P R. Alors,

f
1
pxq “ 3x

2
, f

2
pxq “ 6x, f

3
pxq “ 6, f

pnq
pxq “ 0 pour n ě 4.

‚ La fonction hpxq “ x
?
x est dérivable sur R` et h1

pxq “ px3{2
q

1
“ 3

2x
1{2

“ 3
2

?
x mais h

n’est pas deux fois dérivable en x “ 0. Elle l’est en revanche pour x ą 0 et h2
pxq “

3

4
?
x
.
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3.4a – Extrema locaux et points d’inflexion

Définition : Soit f une fonction et a P Df . On dit que

‚ a est un minimum local de f si fpxq ě fpaq

dans un intervalle sa ´ δ, a` δr autour de a.

•
•
a

minimum local

‚ a est un maximum local de f si fpxq ď fpaq

dans un intervalle sa ´ δ, a` δr autour de a.

•
•
a

maximum local

L’ensemble des minima et maxima locaux est appelé l’ensemble des extrema locaux.

‚ a est un point d’inflexion de f si le graphe de f
change de concavité au point a.

•
•
a

point d’inflexion

Proposition : Soit f une fonction dérivable (resp. deux fois dérivable) en a P Df .
‚ Si a est un extremum local de f , alors f 1paq “ 0.
‚ Si a est un point d’inflexion de f , alors f2paq “ 0.

Remarque : Dans la proposition précédente, aucune des deux réciproques n’est vraie.
86



3.4b – Points critiques
Définition : Soit f une fonction dérivable. a P Df est un point critique de f si

f 1paq “ 0 .

Dans ce cas, la tangente ∆a est la droite horizontale d’équation y “ fpaq .

Exemple : Le graphe de la fonction fpxq “ px´1q2`1
est une parabole. On a f 1pxq “ 2px´1q, donc a “ 1
est un point critique de f . La droite tangente ∆a, qui
a pour équation

y “ 1 ` 0 px ´ 1q “ 1,

est bien horizontale.

f

•
•

x = a

∆a

Remarque : Un point critique a peut n’être ni un mi-
nimum, ni un maximum. C’est le cas si a est un point
d’inflexion.

•
•
a

point critique et point d’inflexion

Proposition : En un point d’inflexion a (critique ou non), le graphe de f traverse la
droite tangente ∆a. 87

Nature d’un point critique
Définition : Une fonction réelle f admet un développement limité (DL) d’ordre 2 au point a si on
peut l’écrire sous la forme

fpxq “ a0 ` a1px ´ aq ` a2px ´ aq
2

` px ´ aq
2
ϵpxq

“ a0 ` a1px ´ aq ` `a2px ´ aq
2

` oppx ´ aq
2

q,

où a0, a1, a2 sont des constantes réelles et ϵ une fonction réelle telle limxÑa ϵpxq “ 0.

Théorème de Taylor-Young : Soit f une fonction deux fois dérivable au point a. Alors, f admet
un DL d’ordre 2 au point a :

fpxq “ fpaq ` f
1
paqpx ´ aq `

f2
paq

2
px ´ aq

2
` oppx ´ aq

2
q

Corollaire : Soit f une fonction deux fois dérivable et a un point critique (f 1
paq “ 0). Alors,

‚ si f2
paq ą 0, a est un minimum local.

De plus, f est convexe dans un intervalle sa ´ δ, a ` δr autour de a.

‚ si f2
paq ă 0, a est un maximum local.

De plus, f est concave dans un intervalle sa ´ δ, a ` δr autour de a.

‚ si f2 change de signe au point a, a est un point d’inflexion.

Preuve partielle : Supposons que f2
paq ą 0. On applique le DL d’ordre 2. Comme f 1

paq “ 0, on
a pour x proche de a,

fpxq ´ fpaq “
f2

paq

2
px ´ aq

2

ą0

` oppx ´ aq
2

q

de signe inconnu mais plus petit
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Exercice

Trouver les points critiques de la fonction fpxq “
x3

px ´ 1q2
et déterminer leur nature.

Solution : f est définie et dérivable sur Df “ tx P R | x ‰ 1u. Cherchons les points critiques :

f
1
pxq “

3x2
px ´ 1q

2
´ x3 2px ´ 1q

px ´ 1q4
“

3x2
px ´ 1q ´ 2x3

px ´ 1q3
“

x3
´ 3x2

px ´ 1q3
“

x2
px ´ 3q

px ´ 1q3
¨

Donc f 1
pxq “ 0 si et seulement si x “ 0 ou x “ 3. Par conséquent, il y a deux points critiques :

x “ 0 et x “ 3.

Pour connaître leurs natures, calculons la dérivée seconde. Puisque f 1
pxq “

x2
px ´ 3q

px ´ 1q3
,

f
2

pxq “

`

2xpx ´ 3q ` x2
˘

px ´ 1q
3

´ x2
px ´ 3q 3px ´ 1q

2

px ´ 1q6

“
p3x2

´ 6xq px ´ 1q ´ p3x3
´ 9x2

q

px ´ 1q4

“
3x3

´ 3x2
´ 6x2

` 6x ´ 3x3
` 9x2

px ´ 1q4

“
6x

px ´ 1q4
.

Alors :
‚ En x “ 3 on a f2

p3q “ 18
24

ą 0, donc x “ 3 est un minimum local.

‚ En x “ 0 on a f2
p0q “ 0 et on ne peut, a priori, pas encore conclure. Mais, la formule pour f2

montre que cette dernière change de signe en x “ 0, donc x “ 0 est un point d’inflexion.
89

3.5 – DL d’ordre n

Définition : Soit n P N. Une fonction réelle f admet un développement limité (DL)
d’ordre n au point a si on peut l’écrire sous la forme

fpxq “ a0 ` a1px´ aq ` a2px ´ aq2 ` ¨ ¨ ¨ ` anpx´ aqn ` oppx´ aqnq, lorsque x Ñ a

où a0, a1, a2, . . . , an sont des constantes réelles.

Théorème de Taylor-Young : Soit f une fonction continue n fois dérivable au point a.
Alors, f admet un DL d’ordre n au point a :

fpxq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq `
f2paq

2
px ´ aq2 ` ¨ ¨ ¨ `

f pnqpaq

n!
px ´ aqn ` oppx ´ aqnq

Définition : P pxq “ fpaq ` f 1paqpx ´ aq `
f2paq

2
px´ aq2 ` ¨ ¨ ¨ `

fpnqpaq

n!
px ´ aqn est

appelé polynôme de Taylor de f d’ordre n au point a.
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Exemple

Soit fpxq “ ex pour x P R et a “ 0. Alors, f est dérivable autant de fois qu’on le
souhaite et f pnqpxq “ ex. Donc,

ex “ 1 ` x `
1

2
x2 ` opx2q.

Voici les graphes de fpxq “ ex (en bleu) et de son polynôme de Taylor d’ordre 2,
P pxq “ 1 ` x` x2{2 (en rouge).

Rappelons-nous que le théorème de Taylor-Young est pertinent pour x proche de a “ 0.
On constate en effet que l’erreur d’approximation oppx´ aq2q est bien meilleure en
x “ 0.1 qu’en x “ 1 :

fp1q ´ P p1q “ e ´ p1 ` 1 ` 1{2q » ´0.83

fp0.1q ´ P p0.1q “ e0.1 ´ p1 ` 0.1 ` 0.01{2q » ´0.0018
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Exercice

Déterminer les DL à l’ordre 2 de la fonction

fpxq “
4 ´ x

2 ` x

aux points a “ 0 et b “ 1.

Solution : Calculons les deux premières dérivées de f :

f
1
pxq “

´p2 ` xq ´ p4 ´ xq

p2 ` xq2
“ ´

6

p2 ` xq2

f
2

pxq “ p´6q
´2p2 ` xq

p2 ` xq4
“

12

p2 ` xq3

‚ En a “ 0 :
fp0q “

4

2
“ 2, f

1
p0q “ ´

6

4
“ ´

3

2
, f

2
p0q “

12

8
“

3

2
,

donc
4 ´ x

2 ` x
“ 2 ´

3

2
x `

3

4
x2

` opx2
q, lorsque x Ñ 0.

‚ En b “ 1 :
fp1q “

3

3
“ 1, f

1
p1q “ ´

6

9
“ ´

2

3
, f

2
p1q “

12

27
“

4

9
,

donc
4 ´ x

2 ` x
“ 1 ´

2

3
px ´ 1q `

2

9
px ´ 1q

2
` oppx ´ 1q

2
q, lorsque x Ñ 1.
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Estimation du reste

Théorème de Taylor-Lagrange : Soit n P N et f une fonction dérivable n fois sur ra, bs
et n` 1 fois sa, br. Alors, pour tout x Psa, bs, il existe c Psa, xs tel que

fpxq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq ¨ ¨ ¨ `
f pnqpaq

n!
px´ aqn

valeur approchée de fpxq

`
f pn`1qpcq

pn ` 1q!
px´aqn`1

erreur d’approximation

En particulier, si |f pn`1q| est bornée par une constante M , l’erreur d’approximation
vérifie l’estimation suivante

|fpxq ´ P pxq| ď
M

pn` 1q!
|x´ a|n`1 ,

où P pxq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq ¨ ¨ ¨ `
fpnqpaq

n!
px ´ aqn est le polynôme de Taylor de f .
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Exercice

‚ Montrer que pour tout x ě 0 on a

1 ´ x ` x
2

´ x
3

ď
1

1 ` x
ď 1 ´ x ` x

2
´ x

3
` x

4
.

Solution : Puisque
dn

dxn

1

1 ` x
“ p´1q

n n!

p1 ` xqn`1
, on sait, par la formule de Taylor-Lagrange,

que pour tout x ě 0 il existe un c compris entre 0 et x tel que

1

1 ` x
“ 1 ´ x ` x

2
´ x

3
` x

4
´ ¨ ¨ ¨ ` p´1q

n 1

p1 ` cqn`1
x
n
.

Puisque 0 ď c ď x, on a c ` 1 ě 1. Donc, pour n “ 3 on a p´1q
3 1

p1`cq4
ě ´1 et donc

1

1 ` x
“ 1 ´ x ` x

2
´

1

p1 ` cq4
x
3

ě 1 ´ x ` x
2

´ x
3
.

Et pour n “ 4 on a p´1q
4 1

p1`cq5
ď 1, donc

1

1 ` x
“ 1 ´ x ` x

2
´ x

3
`

1

p1 ` cq5
x
4

ď 1 ´ x ` x
2

´ x
3

` x
4
.
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Exercice (suite)

‚ Pour quelles valeurs de x ě 0 peut-on dire que 1 ´ x ` x2
´ x3 est une approximation de 1

1`x à
10´4 près, c’est-à-dire telle que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

1 ` x
´ p1 ´ x ` x

2
´ x

3
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 10
´4

?

Solution : Des inégalités

1 ´ x ` x
2

´ x
3

ď
1

1 ´ x
ď 1 ´ x ` x

2
´ x

3
` x

4

on déduit que

0 ď
1

1 ` x
´ p1 ´ x ` x

2
´ x

3
q ď x

4
.

Il suit alors que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

1 ´ x
´ p1 ´ x ` x

2
´ x

3
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 10
´4

si on prend x ď 10´1, car dans ce cas on a bien x4
ď 10´4.
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TMB – Chapitre 4
Intégrales

Dans ce chapitre :

4.1 Intégrale de Riemann

4.2 Primitives, théorème fondamental de l’analyse

4.3 Calcul des intégrales et des primitives : intégration par parties (IPP)

4.4 Calcul des intégrales et des primitives : changement de variable

4.5 Calcul des intégrales et des primitives : fractions rationnelles, fractions en sin et cos
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4.1 – Intégrale simple de Riemann

Définition : On appelle subdivision de ra, bs un ensemble fini de points S “ tx0, . . . , xnu

tel que
a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn´1 ă xn “ b.

Le pas δpSq de la subdivision est le plus grand des nombres xi ´ xi´1 où i P t1, . . . , nu.

R[
a = x0

|
x1

|
x2

|
x3 · · ·

|
xi−1

|
xi · · ·

|
xn−1

]

xn = b

•
p1

•
p2

•
p3

•
pi

•
pn

δ(S)

‚ Pour tout choix de n points pi P rxi´1, xis, i P t1, . . . , nu, on appelle somme de
Riemann de f le nombre

Rpf ;S; tpiuq :“
n
ÿ

i“1

pxi ´ xi´1qfppiq

‚ Dans cette somme, chaque terme
pxi ´ xi´1qfppiq représente l’aire
algébrique du rectangle de base
rxi´1, xis et de hauteur fppiq.

x

f(x)

•
a

•b

− + −

xi−1 xi

f(pi)

•
pi

97

Intégrale simple de Riemann

Théorème : Si la limite limδpSqÑ0Rpf ;S; tpiuq existe alors elle est indépendante du
choix des points pi, on la note

ż b

a
fpxq dx :“ lim

δpSqÑ0
Rpf ;S; tpiuq

Définition : Lorsqu’elle existe et qu’elle est finie, on appelle cette limite l’intégrale (de
Riemann) de f sur ra, bs et on dit que f est intégrable au sens de Riemann.

Proposition :
‚ Toute fonction continue sur ra, bs est intégrable au sens de Riemann.
‚ Toute fonction monotone sur ra, bs est intégrable au sens de Riemann.
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Signification géométrique de l’intégrale simple

Soit f : ra, bs Ñ R une fonction intégrable. La limite
şb
a fpxqdx s’interprète comme l’aire

algébrique de la portion du plan comprise entre le graphe de f et l’axe des abscisses.

‚

ż b

a
fpxqdx : aire algébrique sous le graphe de f x

f(x)

•a •b−
+

−

L’aire algébrique est obtenue en faisant la somme algébrique de chacune des portions
d’aire comprises entre le graphe de f et l’axe des abscisses : on ajoute les aires au dessus
de l’axe des abscisses, auxquelles on retranche celles qui sont en dessous.

‚

ż b

a
|fpxq|dx : aire sous le graphe de |f | x

|f(x)|

•
a

•
b

+ + +
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Propriétés des aires algébriques

Soient f, g : ra, bs Ñ R deux fonctions intégrables et c P ra, bs. Soit λ P R.

‚ Relation de Chasles :
ż c

a
fpxqdx `

ż b

c
fpxqdx “

ż b

a
fpxqdx

a c

f
+

c b

f
=

a b

f

Notation : Pour que la relation de Chasles soit vérifiée quelles que soient les positions relatives

des abscisses a, b, c, on définit :
ż a

b

fpxqdx :“ ´

ż b

a

fpxqdx.

‚ Si fpxq ď gpxq pour tout x P ra, bs :
ż b

a
fpxqdx ď

ż b

a
gpxqdx

a b

f

g

‚ Principe de linéarité :
ż b

a

`

fpxq ` λgpxq
˘

dx “

ż b

a
fpxqdx` λ

ż b

a
gpxqdx

Exemple :
ż 1

0

p3 cos x ` 5 sin xqdx “ 3

ż 1

0

cos xdx ` 5

ż 1

0

sin xdx
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4.2a – Primitives

Définition : On dit que F : ra, bs Ñ R est une primitive de f : ra, bs Ñ R si F est
dérivable et que pour tout x P ra, bs, on a F 1pxq “ fpxq.

On note
ż

fpxqdx “ F pxq ` C (avec C P R) pour dire que F est une primitive de f .

Proposition : Si F et F̃ sont deux primitives de f sur ra, bs, alors il existe une constante
réelle C telle que F̃ “ F ` C

Preuve : On a pF̃ ´ F q
1

“ F̃ 1
´ F 1

“ f ´ f “ 0 sur ra, bs. Donc, F̃ ´ F est constante.

Exemples à connaître : Ci-dessous, α ‰ ´1 et C P R.
ż

x
α
dx “

xα`1

pα ` 1q
` C

ż

1

x
dx “ ln |x| ` C

ż

e
x
dx “ e

x
` C

ż

sin x dx “ ´ cos x ` C

ż

cos x dx “ sin x ` C

ż

1

cos2 x
dx “ tan x ` C

ż

sh x dx “ ch x ` C

ż

ch x dx “ sh x ` C

ż

1

ch 2x
dx “ th x ` C

ż

1
?
1 ´ x2

dx “ arcsin x ` C

ż

´1
?
1 ´ x2

dx “ arccos x ` C

ż

1

1 ` x2
dx “ arctan x ` C

101

4.2b – Théorème fondamental de l’analyse
Théorème : Soit f : ra, bs Ñ R une fonction continue. Alors,

‚ f admet une primitive F sur l’intervalle ra, bs. Pour x P ra, bs, F pxq est l’aire algébrique
sous le graphe de f entre les abscisses a et x, c’est-à-dire

F pxq “

ż x

a
fptq dt

‚ Réciproquement, si F est une primitive de f , alors l’aire algébrique sous le graphe de f
entre les droites verticales d’abscisses a et b est donnée par

ż b

a
fpxqdx “ F pbq ´ F paq

Preuve : Soit c P ra, bs et x un point proche de c. Par la relation de Chasles, F pxq ´ F pcq “
şx
c fptqdt

est l’aire comprise entre c et x. Comme f est continue au point c, toute bande horizontale autour de fpcq

contient la restriction du graphe de f à une bande verticale.

f

ϵ

f(c) − ϵ

2

x − c

c x

Pour x proche c, l’aire
şx
c fptqdt est ainsi comprise entre les aires de deux rectangles rfpcq ´ ϵ{2spx ´ cq

et rfpcq ` ϵ{2spx ´ cq. D’où, fpcq ´ ϵ{2 ď
F pxq´F pcq

x´c
ď fpcq ` ϵ{2 et donc

limxÑc
F pxq´F pcq

x´c
“ fpcq. Enfin, par définition de F , F pbq ´ F paq “ F pbq “

şb
a fpxqdx.

‚ Notation : On note rF pxqsba :“ F pbq ´ F paq
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4.3 – Technique pour calculer une intégrale I : intégration par parties
Proposition (intégration par parties (IPP)) : Soient f et g deux fonctions dérivables,
dont les dérivées sont continues sur ra, bs. Alors,

ż b

a
fpxqg1pxqdx “

“

fpxqgpxq
‰b

a
´

ż b

a
f 1pxqgpxqdx

Preuve : Il ne s’agit que de la version intégrale de la formule de dérivation d’un produit. La
fonction fg est dérivable car f et g le sont et pfgq

1
“ f 1g ` fg1. En intégrant cette égalité entre

a et b et en utilisant le principe de linéarité, on obtient d’une part
ż b

a

pfgq
1
pxqdx “ pfgqpbq ´ pfgqpaq “

“

fpxqgpxq
‰b

a
,

et d’autre part
ż b

a

pf
1
g ` fg

1
qpxqdx “

ż b

a

f
1
pxqgpxqdx `

ż b

a

fpxqg
1
pxqdx,

d’où le résultat annoncé.

Exemple : Calculer l’aire algébrique sous la courbe de fpxq “ x cos x entre a “ 0 et b “ π.
On pose

fpxq “ x et g
1
pxq “ cos x,

avec
f

1
pxq “ 1 et gpxq “ sin x.

On a alors :
ż π

0

x cos xdx “
“

x sin x
‰π

0
´

ż π

0

sin xdx “
“

x sin x ` cos x
‰π

0
“ ´1 ´ 1 “ ´2
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Intégration par parties : application au calcul de primitives
‚ Calculer

ż

x cos xdx. On pose

fpxq “ x et g
1
pxq “ cos x.

Alors, fpxq “ x est dérivable et g1
pxq “ cos x est la dérivée d’une fonction :

f
1
pxq “ 1 et gpxq “ sin x.

D’où
ż

x cos xdx “ x sin x ´

ż

sin xdx “ x sin x ` cos x ` C, C P R.

‚ Calculer
ż

cos
2
xdx. On pose fpxq “ cos x et g1

pxq “ cos x. Alors, f 1
pxq “ ´ sin x et

gpxq “ sin x. Donc
ż

cos
2
xdx “ sin x cos x `

ż

sin
2
xdx ` C1, C1 P R.

Puisque sin2 x “ 1 ´ cos2 x, on obtient
ż

cos
2
xdx “ sin x cos x `

ż

p1 ´ cos
2
xqdx ` C1

“ sin x cos x `

ż

dx ´

ż

cos
2
xdx ` C1

“ sin x cos x ` x ` C2 ´

ż

cos
2
xdx ` C1, C1, C2 P R.

Il suit que 2

ż

cos
2
xdx “ x ` sin x cos x ` C1 ` C2 et par conséquent, en posant

C “ pC1 ` C2q{2,
ż

cos
2
xdx “

1

2
px ` sin x cos xq ` C, C P R.
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4.4 – Techniques pour calculer une intégrale II : changement de variable

Proposition : Soient I un intervalle de R, f : I Ñ R une fonction continue et
g : rc, ds Ñ I une fonction dérivable, dont la dérivée est une fonction continue. Alors,

ż d

c
fpgptqqg1ptqdt “

ż gpdq

gpcq

fpxqdx,

et poser x “ gptq (t P rc, ds) s’appelle faire un changement de variable.

Preuve : Le résultat se déduit de la formule de dérivation d’une fonction composée et du théorème
fondamental de l’analyse. Soit F une primitive de f (c’est-à-dire F 1

“ f) qui existe puisque f est
continue. En intégrant entre c et d l’égalité F 1

`

gptq
˘

g1
ptq “ pF ˝ gq

1
ptq, on obtient

ż d

c

F
1`
gptq

˘

g
1
ptqdt “

ż d

c

pF ˝ gq
1
ptqdt

“ pF ˝ gqpdq ´ pF ˝ gqpcq (d’après le théorème fondamental de l’analyse)

“ F
`

gpdq
˘

´ F
`

gpcq
˘

“

ż gpdq

gpcq

F
1
pxqdx (d’après le théorème fondamental de l’analyse)

Ceci prouve le résultat puisque F 1
“ f .
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Le changement de variable en pratique : calcul d’intégrale
Dans la pratique, on effectue un changement de variable pour calculer

şb
a fpxqdx quand

on ne reconnaît pas immédiatement la forme (normalement plus simple)
şd
c f

`

gptq
˘

g1ptqdt.

Il est alors commode de retenir le résultat précédent (dans le cas où g est inversible), en
introduisant l’algorithme suivant.

‚ On pose une nouvelle variable t “ hpxq

‚ On calcule les nouvelles bornes d’intégration : c “ hpaq, d “ hpbq

‚ On inverse la fonction h : x “ gptq si c’est possible

‚ Le plus souvent, on note dx “ g1ptqdt, de sorte que

ż b

a
fpxqdx “

ż d

c
fpgptqqg1ptqdt;

plus rarement on joue avec l’expression dt “ h1pxqdx

Exemple : Déterminer l’aire sous la courbe de fpxq “
?
x ` 1 entre les abscisses a “ 0 et b “ 1.

Pour calculer
ż 1

0

?
x ` 1 dx, on pose t “

?
x ` 1. Alors, t “ 1 quand x “ 0 et t “

?
2 quand

x “ 1. De plus, x “ t2 ´ 1, donc dx “ 2t dt et par conséquent
ż 1

0

?
x ` 1 dx “

ż

?
2

1

2t
2
dt “

” 2

3
t
3
ı

?
2

1
“

2

3
p2

?
2 ´ 1q.
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Changement de variables - exemple calcul d’aire

Exercice : Calculer l’aire du disque D “
␣

px, yq P R2 | x2 ` y2 ď 1
(

.

Solution :
AirepDq “ 2AirepD`q “ 2

ż 1

´1

a

1 ´ x2 dx

x

•
−1

•
1

y =

√
1 − x2

D+

‚ Posons t “ arcsinpxq.

‚ Les nouvelles bornes d’intégration sont : arcsinp´1q “ ´π{2 et arcsinp1q “ π{2.

‚ x “ sinptq et donc dx “ cosptqdt.

Finalement,

AirepDq “ 2

ż π{2

´π{2

b

1 ´ sin2ptq cosptqdt

“ 2

ż π{2

´π{2
cos2 t dt “

ż π{2

´π{2
1 ` cosp2tq dt “

”

t`
1

2
sinp2tq

ıπ{2

´π{2

“
`

π{2 ` 0 ` π{2 ´ 0
˘

“ π.
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Le changement de variable en pratique : calcul de primitive
Dans la pratique, on effectue un changement de variable pour calculer une primitive
lorsqu’on est confronté aux mêmes difficultés que pour le calcul d’une intégrale : on doit
calculer

ş

fpxqdx mais on ne reconnaît pas la forme (normalement plus simple)
ş

f
`

gptq
˘

g1ptqdt qu’elle cache.

Dans ce cas, il est commode de retenir la méthode en introduisant l’algorithme suivant.

‚ On pose une nouvelle variable t “ hpxq

‚ On inverse la fonction h : x “ gptq

‚ On note dx “ g1ptqdt, de sorte que
ż

fpxqdx “

ż

fpgptqqg1ptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“hpxq

‚ On calcule une primitive φ de pf ˝ gqg1 et on remplace t par sa valeur :
ż

fpxqdx “
`

φptq ` C
˘

ˇ

ˇ

ˇ

t“hpxq
“ φ

`

hpxq
˘

` C

Exemple : Pour calculer la primitive
ż

?
x ` 1dx, on pose

t “
?
x ` 1 donc x “ t

2
´ 1, dx “ 2tdt

et par conséquent
ż

?
x ` 1dx “

ż

2t
2
dt “

2

3
t
3

` C
ˇ

ˇ

ˇ

t“
?

x`1
“

2

3
px ` 1q

3{2
` C.
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Changement de variables - exemple primitive

Calculer la primitive
ż

ln2 x

x
dx.

‚ Soit gpxq “ lnx. Alors, ln2 x “ gpxq2 et g1pxq “
1

x
et

ż

ln2 x

x
dx “

ż

gpxq2g1pxq dx “
1

3
ln3 x` C.

Question : quelle était la fonction f utilisée dans cet exemple ?

‚ Ici, on a reconnu immédiatement la forme
ş

F 1 ˝ gpxqg1pxqdx (pour quelle F , d’ailleurs ?)
Si on ne s’en était pas aperçu, on aurait pu poser

t “ lnpxq donc x “ et, dx “ etdt

et obtenir

ż

ln2 x

x
dx “

`

lnpetq
˘2

et
etdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“lnpxq

“ t2dt
ˇ

ˇ

t“lnpxq
“
t3

3
` C

ˇ

ˇ

ˇ

t“lnpxq
“

ln3pxq

3
` C.
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4.5 – Fractions rationnelles
Rappel : Un polynôme réel s’écrit comme une combinaison linéaire de monômes :

P “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` anx
n
, a0, . . . , an P R.

De même, toute fraction rationnelle (c’est-à-dire toute fraction de deux polynômes réels
F “ P {Q) est une combinaison linéaire d’objets plus simples, que nous commençons par décrire.

Théorème (division euclidienne des polynômes) : Soit F “ P {Q une fraction
rationnelle. Il existe un unique polynôme E et un unique polynôme R tels que

F “ E `
R

Q
, et degR ă degQ.

Le polynôme E, quotient de la division euclidienne de P par Q, est appelé la partie
entière de F . Le polynôme R est égal au reste de la division euclidienne de P par Q.

Exemple : montrons que la fraction rationnelle F “ P {Q “ p1 ` 6x2
` 4x3

q{p2x ´ 1q a pour
partie entière E “ 2x2

` 4x ` 2. En ayant pris soin d’écrire les polynômes P et Q suivant les
puissances décroissantes, la division euclidienne de P par Q s’effectue de la manière suivante :

4x3
` 6x2

` 1 2x ´ 1

2x2
` 4x ` 2´ 4x3

` 2x2

8x2

´ 8x2
` 4x

4x ` 1
´ 4x ` 2

3

Ainsi, E “ 2x2
` 4x ` 2 et R “ 3 de sorte que

4x3
` 6x2

` 1

2x ´ 1
“ p2x

2
` 4x ` 2q `

3

2x ´ 1
.
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Élements simples de première espèce
Définition : Soit F “ P {Q une fraction rationnelle et a une racine réelle de Q de
multiplicité n. Les éléments simples de première espèce associés sont les fractions
rationnelles

A1

x´ a
,

A2

px ´ aq2
, . . . ,

An

px´ aqn
,

où A1, . . . An sont des constantes réelles.

Exemple : Soit

F “
x2 ` x ` 1

x3 ´ 2x2 ` x

Comme Q “ x3 ´ 2x2 ` x “ xpx2 ´ 2x ` 1q “ xpx ´ 1q2, on obtient

F “
x2 ` x` 1

xpx´ 1q2

Les racines de Q sont a1 “ 0, de multiplicité n1 “ 1 et a2 “ 1, de multiplicité n2 “ 2.
F admet un élément simple de première espèce associé à la racine a1 “ 0, de la forme

A

x

et deux éléments simples de première espèce associés à la racine a “ 1, de la forme

B

x ´ 1
,

C

px ´ 1q2
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Élements simples de deuxième espèce
Définition : Soit F “ P {Q une fraction rationnelle. Supposons que Q s’écrive

Q “ px2 ` bx` cqnR,

où le trinôme réel x2 ` bx` c n’a pas de racine réelle, n est maximal et R est un
polynôme réel. Les éléments simples de deuxième espèce associés sont les fractions
rationnelles

A1x`B1

x2 ` bx` c
,

A2x` B2

px2 ` bx` cq2
, . . . ,

Anx ` Bn

px2 ` bx ` cqn
,

où A1, . . . An sont des constantes réelles.

Exemple : Soit

F “
1

x5 ` 2x3 ` x

Comme Q “ x5 ` 2x3 ` x “ xpx4 ` 2x2 ` 1q “ xpx2 ` 1q2,

F “
1

xpx2 ` 1q2

Notons que x2 ` 1 n’a pas de racine réelle. F admet donc un élément simple de première
espèce, de la forme

A

x
associé à la racine a “ 0 et deux éléments simples de deuxième espèce , de la forme

Bx ` C

x2 ` 1
,

Dx ` E

px2 ` 1q2
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Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle

Théorème (décomposition en éléments simples) : Toute fraction rationnelle est la
somme de sa partie entière et de ses éléments simples.

Exemple : Soit

F “
1

x4 ` x2
.

Remarquons que le numérateur P “ 1 est de degré strictement inférieur au dénominateur
Q “ x4

` x2. Donc, F a pour partie entière E “ 0.

De plus, Q “ x4
` x2

“ x2
px2

` 1q. Les éléments simples de F sont donc A
x , B

x2 et Cx`D

x2`1
et

par le théorème,
1

x4 ` x2
“

A

x
`

B

x2
`

Cx ` D

x2 ` 1
Il reste à identifier les constantes A,B,C,D. Or,

A

x
`

B

x2
`

Cx ` D

x2 ` 1
“

Axpx2
` 1q ` Bpx2

` 1q ` x2
pCx ` Dq

x2px2 ` 1q

“
pA ` Cqx3

` pB ` Dqx2
` Ax ` B

x4 ` x2

En identifiant à F “ 1
x4`x2 , on trouve

$

’

&

’

%

A ` C “ 0
B ` D “ 0
A “ 0
B “ 1

ðñ

$

’

&

’

%

A “ 0
B “ 1
C “ 0
D “ ´1

et donc
1

x4 ` x2
“

1

x2
´

1

x2 ` 1 113

Intégration des fractions rationnelles

Remarque : Toute fraction rationnelle F est la somme de sa partie entière et de ses
éléments simples. Pour intégrer F , il suffit donc de savoir intégrer un polynôme (déjà vu)
et des éléments simples.

Proposition : Soit a P R et b P R˚. Alors,

‚

ż

1

x ´ a
dx “ ln |x ´ a| ` C

‚ si n ě 2,
ż

1

px ´ aqn
dx “ ´

1

pn ´ 1q px ´ aqn´1
` C

‚

ż

1

b2 ` px ´ aq2
dx “

1

b
arctan

ˆ

x ´ a

b

˙

` C

Exemple : On a vu précédemment que 4x3`6x2`1
2x´1 “ 2x2

` 4x ` 2 ` 3
2x´1 . Par conséquent,

ż

4x3
` 6x2

` 1

2x ´ 1
dx “

ż

p2x
2

`4x`2q dx`
3

2

ż

1

x ´ 1{2
dx “

2

3
x
3

`2x
2

`2x`
3

2
ln |x´1{2|`C
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Intégration des fractions rationnelles en sin et cos
Voici quelques règles pratiques (règles de Bioche simplifiées) pour calculer l’intégrale
d’une expression rationnelle en sin et cos. Soit f une fraction rationnelle.

Règle 1 : Si l’intégrale est de la forme

‚

ż

fpsinxq cosx dx “

ż

fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“sin x

on pose t “ sinx
dt “ cosx dx

‚

ż

fpcosxq sinx dx “ ´

ż

fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“cos x

on pose t “ cosx
dt “´sinx dx

Exemple : ż

sin x

cos2 x
dx “ ´

ż

1

t2
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“cos x

“
1

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“cos x

“
1

cos x
.

Règle 2 : Dans tous les autres cas, on pose t “ tanpx{2q , donc :

cosx “
1 ´ t2

1 ` t2
, sinx “

2t

1 ` t2
et dx “

2

1 ` t2
dt .

Exemple :
ż

1

sin x
dx “

ż

1 ` t2

2t

2

1 ` t2
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“tanpx{2q

“

ż

1

t
dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“tanpx{2q

“ lnptq
ˇ

ˇ

ˇ

t“tanpx{2q
“ lnptanpx{2qq.
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TMB – Chapitre 5
Équations différentielles ordinaires (Edo)

Dans ce chapitre :

5.1 Généralités sur les équations différentielles ordinaires

5.2 Équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre 1 - condition initiale

5.3 Équations différentielles ordinaires d’ordre 1 à variables séparées.

5.4 Équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre 2 à coefficients constants - conditions
initiales
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5.1 - Généralités

Définition : Une équation différentielle ordinaire (edo) est une équation dont l’inconnue
est une fonction d’une variable.

Une telle équation s’écrit généralement

F
´

t, xptq, xptq, x1ptq, x2ptq, . . . , xpnqptq
¯

“ 0 (E)

où l’inconnue est la fonction x : I Ñ R définie sur un intervalle ouvert I Ă R.

Définition : On appelle ordre de l’équation différentielle (E), l’ordre de dérivation le
plus élevé qui apparaît dans l’équation.

Exemples :
‚ f 1

pxq “ fpxq, fp0q “ 1 inconnue : fonction f de la variable x, ordre : 1

‚ x2
ptq ` ωxptq “ 0 inconnue : fonction x de la variable t, ordre : 2

‚ x1
ptq “ pptq ` xptqqptq ` x2

ptq inconnue : fonction x de la variable t, ordre : 1

‚ ma⃗ “
ř

F⃗ inconnue : position du corps en mouvement, ordre : 2

Il existe une forme de référence à laquelle on ramène les edo (lorsque c’est possible)

x1ptq “ F
`

t, xptq
˘

.

On s’empressera de réécrire nos équations sous cette forme dès que cela fait sens.
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5.2 - Équations différentielles linéaires du premier ordre

But : Soit I un intervalle ouvert et a, b : I Ñ R deux fonctions continues. On cherche les
fonctions dérivables x : I Ñ R telles que

x1ptq “ aptqxptq ` bptq pour tout t P I (E)

On dit que (E) est une équation différentielle 6 linéaire du premier ordre et x une
solution de cette équation.

Définition : On appelle équation homogène associée à (E) l’équation (plus simple) :

x1ptq ´ aptqxptq “ 0 pour tout t P I (Eh)

Propriété (principe de linéarité) : Supposons que xp soit une solution particulière de
(E). Alors, toutes les solutions de (E) s’écrivent

xptq “ xhptq ` xpptq t P R,

où xh est une solution de l’équation homogène pEhq.

Preuve : Si x1
h “ axh et x1

p “ axp ` b, alors pxh ` xpq
1

“ apxh ` xpq ` b et donc toute
fonction de la forme x “ xh ` xp est solution de (E). Réciproquement, soit x une solution de
(E). Comme x1

“ ax ` b et x1
p “ axp ` b, px ´ xpq

1
“ apx ´ xpq et donc xh “ x ´ xp est une

solution du problème homogène. Par définition de xh, on a bien l’écriture x “ xh ` xp.

6. α1ptqx1ptq ` α0ptqxptq ` βptq “ 0 se ramène à (E) en posant a :“ ´α0{α1 et b :“ ´β{α1. 118



Résolution de l’équation homogène

Théorème : Les solutions de l’équation homogène pEhq sont les fonctions de la forme

xhptq “ λeAptq

où A est une primitive de a et λ une constante réelle.

Preuve : Cherchons une solution x. Si x ne s’annule pas, pEhq se réécrit

x1
ptq

xptq
“ aptq.

Intégrons cette égalité. À gauche, on obtient
ż

x1
ptq

xptq
dt “ ln |xptq| ` c1.

À droite, on a :
ż

aptq dt “ Aptq ` c2. D’où,

ln |xptq| “ Aptq ` c et donc |xptq| “ e
Aptq`c

“ e
c
e
Aptq

.

Ainsi, toute fonction de la forme xh “ λ eA est solution. Y en a-t-il d’autres ? Non, car si x est
solution, en posant y “ e´Ax, on voit que

y
1

“ e
´A

px
1

´ axq “ 0,

et donc y “ λ est constante, c’est-à-dire x “ λeA.

Remarque : D’après le théorème, la seule solution de pEhq qui s’annule est la fonction
identiquement nulle.
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Exemple d’équation homogène

Exemple : L’équation homogène x1
ptq ` sin t xptq “ 0 s’écrit comme

x
1
ptq “ ´ sin t xptq (Eh)

et a donc comme solution les fonctions

xhptq “ λ e
´

ş

sin t dt
“ λ e

cos t
, λ P R.

Voici le graphe de xh pour λ P t´5, ´4, ´3, ´2, ´1,0,1, 2, 3, 4, 5u

-5 5
t

-4

-2

2

4

x ( t )
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Résolution de l’équation complète

Théorème (variation de la constante) : L’équation complète (E) admet une solution
particulière de la forme

xpptq “ λptqeAptq

où A est une primitive de a et λptq “

ż

bptqe´Aptq dt .

Preuve : Cherchons λptq telle que xpptq “ λptq eAptq soit solution de (E). En remplaçant, dans
(E), xptq par xpptq, on obtient

x
1
pptq “ λ

1
ptq e

Aptq
` λptq A

1
ptq e

Aptq

où A1
ptq “ aptq. On trouve :

pEq ô λ
1
ptq e

Aptq
` λptq aptq e

Aptq
“ aptq λptq e

Aptq
` bptq

ô λ
1
ptq e

Aptq
“ bptq

ô λ
1
ptq “ bptqe

´Aptq
ô λptq “

ż

bptqe
´Aptq

dt.

Théorème : Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

xptq “ xhptq ` xpptq “

ˆ

λ `

ż

bptqe´Aptq dt

˙

eAptq

où λ est un nombre réel.
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Exemple de solution particulière
Exemple : L’équation différentielle

x
1
ptq ` sin t xptq “

sinp2tq

2
(E)

a pour équation homogène associée x1
ptq “ ´ sin t xptq dont les solutions (voir slide 120) sont

xhptq “ λecos t, λ P R. On cherche donc une solution particulière de l’équation complète (E)
sous la forme xpptq “ λptqecos t. En remplaçant xptq par xpptq dans (E), on obtient, en
appliquant la méthode de variation de la constante :

λ
1
ptq “

sinp2tq

2
e

´ cos t
.

La fonction λptq est donc la primitive

λptq “

ż

sinp2tq

2
e

´ cos t
dt “

ż

cos t
fptq

sin te
´ cos t

g1ptq

dt

“ cos t
fptq

e
´ cos t

gptq

´

ż

´ sin t

f 1ptq

e
´ cos t

gptq

dt (IPP)

“ cos te
´ cos t

`

ż

e
u
du

ˇ

ˇ

ˇ

u“´ cos t
(u “ cos t, du “ sin tdt)

“ pcos t ` 1qe
´ cos t

Par conséquent,
xpptq “ pcos t ` 1qe

´ cos t
e
cos t

“ 1 ` cos t.

En conclusion, les solutions de (E) sont

xptq “ xhptq ` xpptq “ λ e
cos t

` cos t ` 1, λ P R.
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Condition initiale
But : résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec une condition initiale

#

x1ptq “ aptqxptq ` bptq

xpt˚q “ x˚

(EC)

Théorème : Le système pECq admet une solution unique dont le paramètre λ est
déterminé par la condition initiale.

Exemple : Résoudre l’edo avec condition initiale pECq

#

x1
ptq ` sin t xptq “ sinp2tq

xp0q “ 4

L’équation différentielle a pour solution xptq “ λecos t
` 1 ` cos t, avec λ P R. De plus,

xp0q “ λe
cos 0

` 1 ` cos 0 “ 4 ô λe “ 2 ô λ “ 2{e.

La solution de pECq est donc xptq “ 2
e e

cos t
` 1 ` cos t.

-5 5
t

-4

-2

2

4

x ( t )

solutions de l’équation complète

-5 5
t

-4

-2

2

4

x ( t )

solution de (EC)
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5.3 - Équations différentielles ordinaires d’ordre 1 à variables séparées

Remarque : une méthode de résolution explicite n’est pas toujours disponible pour une edo non
linéaire du premier ordre de la forme générale x1

ptq “ F
`

t, xptq
˘

. On considère ici le cas particulier
résoluble qui couvre plusieurs exemples en physique où le membre de droite s’écrit comme un
produit d’une fonction de t et d’une fonction de xptq, c’est-à-dire : F

`

t, xptq
˘

“ fptqg
`

xptq
˘

.

But : Soit I, J Ă R deux intervalles ouverts et f : I Ñ R, g : J Ñ R des fonctions
continues. On veut résoudre une edo du premier ordre à variables séparées

x1ptq “ fptqg
`

xptq
˘

pour t P I. (E)

Méthode de résolution :
‚ S’il existe x0 P J tel que gpx0q “ 0, alors la fonction constante t ÞÑ xptq “ x0, t P I est

une solution de (E).

‚ Sinon, gpx0q ‰ 0 et alors, puisque g est continue, gpxq ‰ 0 pour x proche de x0. Dans
ce cas, on réécrit (E) sous la forme équivalente

x1ptq

g
`

xptq
˘ “ fptq

dans laquelle :

- le membre de gauche contient x1ptq en facteur d’une fonction de xptq

- le membre de droite ne fait pas intervenir les fonctions xptq ou x1ptq.

Il suffit alors d’intégrer par rapport à la variable t cette dernière égalité.
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Équations différentielles à variables séparées : exemple 1

Soit l’équation différentielle x1ptq “ 2txptq2.

‚ On a x1ptq “ fptqg
`

xptq
˘

avec fptq “ 2t et g
`

xptq
˘

“ xptq2, c.-à-d. gpxq “ x2.

‚ On remarque que gpxq “ 0 si et seulement si x “ 0. Donc la fonction identiquement
nulle (définie sur R tout entier) t ÞÑ xptq “ 0 est solution.

‚ Si x ne s’annule pas, alors gpxq non plus et l’équation se réécrit

x1ptq

xptq2
“ 2t,

et l’expression x1ptq{xptq2 est une dérivée bien connue, de sorte qu’en intégrant de
chaque côté par rapport à la variable t, on obtient :

´
1

xptq
“ t2 ` λ, λ P R.

D’où
xptq “ ´

1

t2 ` λ

est solution sur R si λ ą 0 et sur tout intervalle ne contenant pas tλ “ ˘
?

´λ si λ ď 0.
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Équations différentielles à variables séparées : exemple 2

Soit l’équation différentielle x1ptq “
1

cosxptq
.

‚ On a x1ptq “ fptqg
`

xptq
˘

avec fptq “ 1 et g
`

xptq
˘

“ 1{ cosxptq, c.-à-d. gpxq “ 1{ cosx.

‚ On remarque que g ne s’annule jamais.

‚ Sinon l’équation se réécrit
cos

`

xptq
˘

x1ptq “ 1,

et l’expression cos
`

xptq
˘

x1ptq est une dérivée bien connue, de sorte qu’en intégrant de
chaque côté par rapport à la variable t, on obtient :

sin
`

xptq
˘

“ t ` λ, λ P R.

Donc,
xptq “ arcsinpt` λq

est solution sur l’intervalle ouvert s ´ 1 ´ λ, 1 ´ λr.
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5.4 - Équations différentielles linéaires d’ordre 2 à coefficients constants

But : Soit I un intervalle ouvert, d : I Ñ R une fonction continue et a, b, c des
constantes réelles avec a ‰ 0. On souhaite résoudre l’edo linéaire du second ordre

a x2ptq ` b x1ptq ` c xptq “ dptq pour tout t P I (E)

Définition : On appelle équation homogène associée à (E) l’équation (plus simple) :

a x2ptq ` b x1ptq ` c xptq “ 0 pour tout t P I (Eh)

Théorème (principe de linéarité) : Supposons que xp soit une solution particulière de
(E). Alors toutes les solutions de (E) s’écrivent

xptq “ xhptq ` xpptq t P R,

où xh est une solution de l’équation homogène (Eh).

Preuve : Se démontre de la même manière que le cas des edo linéaires du premier ordre.

127

Résolution de l’équation homogène

Définition : On appelle équation caractéristique 7 de (Eh) (ou (E)), l’équation
d’inconnue z P C :

a z2 ` b z ` c “ 0 .

Le polynôme a z2 ` b z ` c s’appelle le polynôme caractéristique.

Théorème (solutions de l’équation homogène) : Si l’équation caractéristique admet

‚ deux racines réelles distinctes r1, r2 P R, alors les solutions de (Eh) sont

xhptq “ λ er1t ` µ er2t λ, µ P R;

‚ une racine réelle double r P R, alors les solutions de (Eh) sont

xhptq “ pλ ` µ tq ert λ, µ P R;

‚ deux racines complexes non réelles, elles sont forcement conjuguées, c’est-à-dire de la
forme z “ r ˘ i s P CzR et les solutions de (Eh) sont

xhptq “
`

λ cosps tq ` µ sinps tq
˘

er t λ, µ P R.

7. Quelle est l’équation caractéristique d’une edo linéaire d’ordre 1 à coefficients constants ? 128



Exemples d’équations homogènes

‚ x2
ptq ´ 3x1

ptq ´ 10xptq “ 0. Les racines de z2
´ 3z ´ 10 sont

z “
3 ˘

a

9 ´ 4 ¨ p´10q

2
“

3 ˘
?
49

2
“

3 ˘ 7

2
“

C 3`7
2 “ 5

3´7
2 “ ´2

.

On a deux racines réelles distinctes r1 “ 5 et r2 “ ´2, donc

xhptq “ λ e
5t

` µ e
´2t où λ, µ P R.

‚ 4y2
ptq ` 4y1

ptq ` yptq “ 0 s’écrit y2
ptq ` y1

ptq ` 1
4yptq “ 0

Les racines de z2
` z ` 1{4 sont z “

´1˘
?

1´4¨1{4

2 “
´1˘0

2 “ ´ 1
2 . On a une racine réelle

double r “ ´1{2, donc

yhptq “ pλ ` µ tq e
´t{2 où λ, µ P R.

‚ u2
pθq ´ 6u1

pθq ` 13upθq “ 0

Les racines de z2
´ 6z ` 13 sont

z “
6 ˘ i

a

|36 ´ 4 ¨ 13|

2
“

6 ˘ i
a

| ´ 16|

2
“

6 ˘ 4 i

2
“ 3 ˘ 2 i.

On a deux racines complexes conjuguées, avec partie réelle r “ 3 et partie imaginaire s “ 2 :

uhpθq “
`

λ cosp2θq ` µ sinp2θq
˘

e
3θ pour tout λ, µ P R.

129

Second membre simple

But : Trouver une solution particulière de l’équation différentielle

ax2ptq ` b x1ptq ` c xptq “ d1ptq ` ¨ ¨ ¨ ` dkptq , a, b, c P R, a ‰ 0 (E)

quand le second membre est la somme de termes ayant une forme simple.

Exemple : Le second membre dptq “ 4t3 ´ te3t ` 5et cosp2tq est la somme de trois termes.

Proposition (principe de linéarité) Si pour i P t1, 2, . . . , ku xi une solution particulière
associée à l’équation ax2ptq ` b x1ptq ` c xptq “ diptq, alors

xp “ x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xk

est une solution particulière de l’équation complète (E).

Exemple : Pour le second membre dptq “ 4t3 ´ te3t ` 5et cosp2tq, on pourra donc chercher trois
solutions particulières associées respectivement à d1ptq “ 4t3, d2ptq “ ´te3t et
d3ptq “ 5et cosp2tq puis les ajouter.
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Solution particulière avec second membre simple
Proposition : Une solution particulière xpptq associée au second membre (simple)

dptq “ P ptqeαt
`

A cospβtq `B sinpβtq
˘

,

où P est un polynôme et α, β,A,B P R, peut-être cherchée de la même forme que d.

Plus précisément, on cherche xp sous la forme

xpptq “ Qptqeαt
`

K cospβtq ` L sinpβtq
˘

, K, L P R,

selon le principe suivant :

Qptq “

$

’

&

’

%

P0ptq si α` iβ n’est pas racine du polynôme caractéristique
t P0ptq si α ` iβ est racine simple du polynôme caractéristique
t2P0ptq si α “ α ` iβ est racine double du polynôme caractéristique

et où P0 est un polynôme de même degré que P .

Exemples :
‚ Si dptq “ 4t3 “ 4t3e0t

`

1 cosp0tq ` B sinp0tq
˘

, alors P ptq “ 4t3, α “ 0, β “ 0, A “ 1 et on
cherchera une solution particulière sous la forme xpptq “ Qptq

‚ Si dptq “ ´te3t “ ´te3t
`

1 cosp0tq ` B sinp0tq
˘

, alors P ptq “ ´t, α “ 3, β “ 0, A “ 1 et on
cherchera une solution particulière sous la forme xpptq “ Qptqe3t

‚ Si dptq “ 5et cosp2tq “ 5et
`

1 cosp2tq ` 0 sinp2tq
˘

, alors P ptq “ 5, α “ 1, β “ 2, A “ 1, B “ 0

et on cherchera une solution particulière sous la forme xpptq “ Qptqet
`

K cosp2tq ` L sinp2tq
˘
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Exemples de solution particulière

‚ pEq 4y2
ptq ` 4y1

ptq ` yptq “ 16 e´t{2

L’équation pEhq a pour solutions (voir slide 129) yhptq “ pλ ` µtqe´t{2.
De plus, comme α ` iβ “ α “ ´1{2 est racine double du polynôme caractéristique, on cherche
une solution particulière de pEq de la forme

ypptq “ at
2
e

´t{2
.

On calcule

y
1
pptq “

ˆ

´
1

2
at

2
` 2at

˙

e
´t{2

, y
2
pptq “

ˆ

1

4
at

2
´ 2at ` 2a

˙

e
´t{2

et on remplace dans pEq. On obtient :

pEq ðñ 4

ˆ

´
1

2
at

2
` 2at

˙

e
´t{2

` 4

ˆ

1

4
at

2
´ 2at ` 2a

˙

e
´t{2

` at
2
e

´t{2
“ 16e

´t{2

ðñ 8ae
´t{2

“ 16e
´t{2

ðñ a “ 2

ðñ ypptq “ 2t
2
e

´t{2
.

En conclusion, les solutions de pEq sont

yptq “ yhptq ` ypptq “

´

λ ` µt ` 2t
2
¯

e
´t{2

.
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Exemples de solution particulière (suite)

‚ pEq u2
pθq ´ 6u1

pθq ` 13upθq “ 75 cosp2θq

L’équation pEhq a pour solutions (voir slide 129) uhpθq “
`

λ cosp2θq ` µ sinp2θq
˘

e3θ .
De plus, comme α ` iβ “ 0 ` 2i “ 2i n’est pas racine du polynôme caractéristique, on cherche
une solution particulière de pEq de la forme

uppθq “ a cosp2θq ` b sinp2θq.

On calcule

u
1
ppθq “ ´2a sinp2θq ` 2b cosp2θq, u

2
ppθq “ ´4a cosp2θq ´ 4b sinp2θq

et on remplace dans pEq. On obtient :

pEq ðñ p9a ´ 12bq cosp2θq ` p12a ` 9bq sinp2θq “ 75 cosp2θq

ðñ

"

9a ´ 12b “ 75
4a ` 3b “ 0

ðñ

"

a “ 3
b “ ´4

ðñ uppθq “ 3 cosp2θq ´ 4 sinp2θq.

En conclusion, les solutions de pEq sont

upθq “
`

λ cosp2θq ` µ sinp2θq
˘

e
3θ

` 3 cosp2θq ´ 4 sinp2θq.
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Conditions initiales

But : résoudre une edo linéaire du second ordre avec deux conditions initiales

#

ax2ptq ` bx1ptq ` cxptq “ dptq

xpt˚q “ x˚ et x1pt˚q “ x1
˚

(EC)

Théorème Le système pECq admet une solution unique xptq “ xhptq ` xpptq dont les
paramètres λ et µ sont déterminés par les conditions initiales.

Exemple : Le système pECq

#

x2
ptq ´ 3x1

ptq ´ 10xptq “ p72t2 ´ 1q et

xp0q “ 2 et x1
p0q “ 1

a pour solution
xptq “ λe

5t
` µe

´2t
´ p6t

2
´ t ` 1qe

t

où λ, µ P R doivent être déterminés. Sa dérivée est

x
1
ptq “ 5λe

5t
´ 2µe

´2t
´ p6t

2
´ t ` 1 ` 12t ´ 1qe

t
.

donc
"

xp0q “ λ ` µ ´ 1 “ 2
x1

p0q “ 5λ ´ 2µ “ 1
ô

"

λ ` µ “ 3
5λ ´ 2µ “ 1

ô

"

λ “ 1
µ “ 2

La solution de pECq est donc xptq “ e5t ` 2 e´2t
´ p6t2 ´ t ` 1q et.
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TMB – Chapitre 6
Systèmes linéaires et matrices

Dans ce chapitre :

6.1 Systèmes d’équations linéaires

6.2 Matrices et déterminants

6.3 Écriture matricielle des systèmes linéaires
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6.1 – Systèmes d’équations linéaires

Dans cette section :

‚ Définition

‚ Résolution des systèmes linéaires : méthode du pivot de Gauss

‚ Exemples
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Systèmes d’équations linéaires

Définition : Un système de m équations linéaires à n variables px1, ..., xnq est un
système de la forme

$

’

’

’

&

’

’

’

%

a11 x1 ` a12 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1n xn “ b1
a21 x1 ` a22 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2n xn “ b2

...
...

...
...

...
am1 x1 ` am2 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` amn xn “ bm

(S)

‚ Les paijq1ďiďm
1ďjďn

et les pbjq1ďjďn sont les coefficients du système.

‚ Les pxiq1ďiďn sont les inconnues du système.

Un tel système peut avoir une unique solution, une infinité de solutions ou aucune
solution, selon la dépendance mutuelle des équations.

Exemples :

‚

#

2x ´ y “ 4

6x ` 3y “ 0
admet une unique solution :

"

x “ 1
y “ ´2

.

‚

#

2x ´ y “ 4

6x ´ 3y “ 12

admet une infinité de solutions : tous les points de la droite
d’équation y “ 2x ´ 4.

‚

#

2x ´ y “ 4

6x ´ 3y “ 0

n’admet aucune solution, car si 2x ´ y “ 4 alors
6x ´ 3y “ 3p2x ´ yq ne peut pas s’annuler.
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Résolution : méthode du pivot de Gauss
La description suivante est inspirée de cette page.

Avantage : La méthode du pivot de Gauss permet de résoudre des systèmes linéaires
avec autant d’équations que l’on veut et autant d’inconnues que l’on veut.

Principe : Le pivot de Gauss permet de transformer un système linéaire en un système
équivalent (qui admet les mêmes solutions), à l’aide de trois opérations :

‚ échange de deux lignes

‚ multiplication d’une ligne par un nombre non nul

‚ addition d’un multiple d’une ligne à une autre ligne

Ces opérations permettent d’éliminer progressivement des variables dans les lignes du
système, afin de le transformer en un système triangulaire (dernière ligne avec une
unique variable, avant-dernière ligne avec deux variables, etc.) équivalent.
Un système triangulaire est très facile à résoudre car on le résout de bas en haut : on
résout la dernière équation et on reporte sa solution dans l’équation précédente, et ainsi
de suite.

Méthode :
‚ À la première étape, on choisit une inconnue (avec un coefficient non nul qu’on appelle

le pivot) qui disparaîtra (à l’aide du pivot) de toutes les lignes sauf la première.

‚ À la deuxième étape, on choisit une autre inconnue (avec un coefficient non nul) qui
disparaîtra de toutes les lignes sauf la première et la deuxième.

‚ Et ainsi de suite jusqu’à épuiser toutes les inconnues ou bien toutes les lignes
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Exemple 1 : autant d’équations que d’inconnues (système carré)
Lorsqu’on note une opération sur une ligne, on peut indiquer en bout de ligne l’opération
effectuée. Le Li se réfère toujours à la ligne numéro i du système précédent.

Résolvons le système suivant à l’aide de la méthode du pivot de Gauss :
$

’

&

’

%

x` 2y ` 3z “ 6

´x´ y ` 2z “ 7

2x` y ´ z “ ´3

ô

$

’

&

’

%

x ` 2y ` 3z “ 6 L1

y ` 5z “ 13 L2 ` L1

´ 3y ´ 7z “ ´15 L3 ´ 2L1

ô

$

’

&

’

%

x` 2y ` 3z “ 6

y ` 5z “ 13

8z “ 24 L3 ` 3L2

ô

$

’

&

’

%

x “ ´2y ´ 3z ` 6

y “ ´ 5z ` 13

z “ 24{8

ô

$

’

&

’

%

x “ 1

y “ ´2

z “ 3

Le 3ème système est un système triangulaire qui a été résolu de bas en haut :

‚ d’abord, on a obtenu z “ 24{8 “ 3 ;

‚ puis, on a reporté dans l’équation précédente la valeur de z pour obtenir
y “ 13 ´ 5 ¨ 3 “ ´2 ;

‚ enfin, on a reporté les valeurs de z et y pour obtenir x “ 6 ´ 2 ¨ p´2q ´ 3 ¨ 3 “ 1.

On vérifie facilement que px, y, zq “ p1,´2, 3q est bien solution puisque :
x` 2y ` 3z “ 1 ` 2 ¨ p´2q ` 3 ¨ 3 “ 6, ´x´ y ` 2z “ ´1 ´ p´2q ` 2 ¨ 3 “ 7 et
2x` y ´ z “ 2 ¨ 1 ` p´2q ´ 3 “ ´3.
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Exemple 2 : même système mais présenté différement
Le système suivant est le même que le précédent mais les équations ne sont pas dans le
même ordre. On va alors ajouter des étapes de permutations afin de choisir comme pivots
les nombres les plus petits possibles.

$

’

&

’

%

2x` y ´ z “ ´3

x` 2y ` 3z “ 6

´x´ y ` 2z “ 7

ô

$

’

&

’

%

x` 2y ` 3z “ 6 L2

2x` y ´ z “ ´3 L1

´x´ y ` 2z “ 7

ô

$

’

&

’

%

x` 2y ` 3z “ 6

´ 3y ´ 7z “ ´15 L2 ´ 2L1

y ` 5z “ 13 L3 ` L1

ô

$

’

&

’

%

x ` 2y ` 3z “ 6

y ` 5z “ 13 L3

´ 3y ´ 7z “ ´15 L2

ô

$

’

&

’

%

x` 2y ` 3z “ 6

y ` 5z “ 13

8z “ 24 L3 ` 3L2

ô

$

’

&

’

%

x “ ´2y ´ 3z ` 6

y “ ´ 5z ` 13

z “ 24{8

ô

$

’

&

’

%

x “ 1

y “ ´2

z “ 3

‚ À la première étape, on a permuté les lignes L1 et L2 pour avoir 1 comme pivot.

‚ À la troisième étape, on a permuté les lignes L2 et L3 pour avoir, encore une fois, 1
comme pivot.

‚ Le 5ème système est triangulaire, il a été résolu de bas en haut comme précédemment.
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6.2 – Matrices

Dans cette section :

‚ Généralités : définition, Opérations

‚ Matrices carrées et déterminants

‚ Lien avec les systèmes linéaires
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Matrices : définition

Définition : Une matrice réelle à m lignes et n colonnes (abrégée matrice m ˆ n ) est
un tableau

A “ paijq “

¨

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1n
...

...
...

am1 ¨ ¨ ¨ amn

˛

‹

‚

, 1 ď i ď m, 1 ď j ď n,

dont les coefficients aij sont des nombres réels. On note Mmn l’ensemble des matrices
à m lignes et n colonnes.

Exemples :

ˆ?
3 0 ´1

2
?
5 3

˙

matrice 2 ˆ 3

¨

˝

lnp5q ´2
π 1
7 0

˛

‚ matrice 3 ˆ 2

‚ Une matrice carrée est une matrice nˆ n. Ex.
ˆ

8 ´3
´2 1

˙

‚ Une matrice colonne est une matrice 1 ˆ n.
On parle aussi de vecteur colonne à n composantes. Ex.

¨

˝

3
1?
2

˛

‚

‚ Une matrice ligne est une matrice mˆ 1.
On parle aussi de vecteur ligne à m composantes. Ex.

`

3 1
?
2
˘
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Somme et dilatation de matrices

‚ Somme : on ajoute deux matrices de même taille mˆ n de la façon suivante

`

aij
˘

`
`

bij
˘

“
`

aij ` bij
˘

“

¨

˚

˝

a11 ` b11 ¨ ¨ ¨ a1n ` b1n
...

...
...

am1 ` bm1 ¨ ¨ ¨ amn ` bmn

˛

‹

‚

,

‚ Dilatation : on dilate une matrice par un réel λ comme suit

λ
`

aij
˘

“
`

λaij
˘

“

¨

˚

˝

λa11 ¨ ¨ ¨ λa1n
...

...
...

λam1 ¨ ¨ ¨ λamn

˛

‹

‚

.

Exemples :

‚

ˆ

8 ´3 0
´2 1 4

˙

`

ˆ

3 0 ´1
2 5 0

˙

“

ˆ

8 ` 3 ´3 ` 0 0 ´ 1
´2 ` 2 1 ` 5 4 ` 0

˙

“

ˆ

11 ´3 ´1
0 6 4

˙

‚ 2

ˆ

8 ´3 0
´2 1 4

˙

“

ˆ

2 ¨ 8 2 ¨ p´3q 2 ¨ 0
2 ¨ p´2q 2 ¨ 1 2 ¨ 4

˙

“

ˆ

16 ´6 0
´4 2 8

˙
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Produit de matrices

Définition : Le produit des matrices A “
`

aij
˘

P Mℓm et B “
`

bij
˘

P Mmn est la
matrice C “

`

cij
˘

P Mℓn dont les coefficients sont

cij “

m
ÿ

k“1

aik bkj

Autrement dit, le coefficient cij s’obtient en faisant le produit de la i-ème ligne de A
(matrice 1 ˆm) avec la j-ème colonne de B (matrices m ˆ 1).

Attention : le produit AB n’a de sens que si A a autant de colonnes que B a de lignes.
Cela se lit sur l’indice m commun aux deux matrices : A P Mℓm et B P Mmn.

Exemples : parmi les produits de matrices les plus communs on a

‚ le produit entre deux matrices carrées de même taille

M22 ˆM22 Ñ M22 :

ˆ

1 2
3 4

˙ˆ

0 2
´1 1

˙

“

ˆ

1 ¨ 0 ` 2 ¨ p´1q 1 ¨ 2 ` 2 ¨ 1
3 ¨ 0 ` 4 ¨ p´1q 3 ¨ 2 ` 4 ¨ 1

˙

“

ˆ

´2 4
´4 10

˙

;

‚ le produit entre une matrice rectangulaire et une matrice colonne (c.-à-d. un vecteur)

M23 ˆ M31 Ñ M21 :

ˆ

1 0 0
0 1 0

˙

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

x
y

˙

.

Nota : dans le chapitre suivant nous comprendrons pourquoi le produit de matrices est
ainsi défini.
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Exemples de produits de matrices

Exercice : Calculer les produits possibles entre les matrices

A “

ˆ

1 ´1
2 0

˙

, B “

¨

˝

2 1
´1 0
3 ´2

˛

‚ et C “

ˆ

1 2 ´1
0 1 ´2

˙

;

Solution :
‚ A P M22 et B P M32 donc le produit AB n’existe pas mais BA P M32 existe et

BA “

¨

˝

2 ¨ 1 ` 1 ¨ 2 2 ¨ p´1q ` 1 ¨ 0
´1 ¨ 1 ` 0 ¨ 2 ´1 ¨ p´1q ` 0 ¨ 0
3 ¨ 1 ´ 2 ¨ 2 3 ¨ p´1q ´ 2 ¨ 0

˛

‚“

¨

˝

4 ´2
´1 1
´1 ´3

˛

‚.

‚ A P M22 et C P M23 donc le produit AC P M23 existe mais CA n’existe pas et

AC “

ˆ

1 1 1
2 4 ´2

˙

.

‚ B P M32 et C P M23 donc les produits BC P M33 et CB P M22 existent et

BC “

¨

˝

2 5 ´4
´1 ´2 1
3 4 1

˛

‚ et CB “

ˆ

´3 3
´7 4

˙

145

Déterminant des matrices carrées

Soit A P Mnn une matrice carrée. Pour i, j P t1, 2, . . . , nu, on note Aji P Mpn´1qpn´1q

la matrice obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j de A.

On définit le déterminant de A par récurrence sur l’entier n.

Définition : Le déterminant d’une matrice carrée A “
`

aij
˘

P Mnn est le nombre réel
noté detA (ou bien |A| si n ‰ 1) et défini par récurrence sur l’entier n, comme suit :

‚ pour n “ 1, A “ paq, et on pose det
`

a
˘

“ a

‚ pour n ě 2, on pose

detA “

n
ÿ

j“1

p´1q
1`j

detAj
1 “ a11 detA1

1 ´ a12 detA2
1 ` a13 detA3

1 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1q
1`n

detAn
1

En utilisant la formule précédente, on obtient

‚ pour n “ 2 : det

ˆ

a b
c d

˙

“

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ “ a detpdq ´ b detpcq “ ad ´ bc

‚ pour n “ 3 :

det

¨

˝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

˛

‚“ a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ ´ a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ ` a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
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Propriétés élémentaires des déterminants, exemples
Propriétés : Soient n P Nzt0u et λ P R. Soient A et B deux matrices de taille nˆn. On a

‚ detpλAq “ λn detpAq

‚ detpABq “ detpAqdetpBq

‚ On a défini le déterminant de A comme la somme de n déterminants de matrices de
tailles pn´ 1q ˆ pn ´ 1q, obtenue en développant par rapport à la première ligne de A.
On aurait pu effectuer ce développement par rapport à n’importe quelle ligne où
n’importe quelle colonne. En effet, on a

detA “

n
ÿ

j“1

p´1qi`j detAji (développement par rapport à la ligne i)

“

n
ÿ

i“1

p´1qi`j detAji (développement par rapport à la colonne j)

Exemples : det

ˆ

2 1
3 5

˙

“ 2 ¨ 5 ´ 3 ¨ 1 “ 7, det

ˆ

1 0
0 1

˙

“ 1.

det

¨

˝

1 0 2
3 4 5
6 0 7

˛

‚“ p´1q
1`2

¨ 0 ¨

∣∣∣∣3 5
6 7

∣∣∣∣ ` p´1q
2`2

¨ 4 ¨

∣∣∣∣1 2
6 7

∣∣∣∣ ` p´1q
3`2

¨ 0 ¨

∣∣∣∣1 2
3 5

∣∣∣∣
“ 4p1 ¨ 7 ´ 2 ¨ 6q “ ´20

Ici, on a développé par rapport à la deuxième colonne.
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Matrices carrées inversibles

Définition : Considérons MnnpRq, l’ensemble des matrices carrées de taille n ˆ n.

‚ La matrice 1 “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 1
. . .

......
. . .

. . . 0

0 ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

s’appelle la matrice identité (ou unité) car, pour tout

A P MnnpRq, on a
A1 “ 1A “ A .

‚ Soit A P MnnpRq. Supposons qu’il existe une matrice, notée A´1, telle que

AA´1 “ A´1A “ 1

On dit alors que A est inversible et que A´1 est sa matrice inverse.

‚ Pour tout n P N, on a det1 “ 1 .

Remarque : Une matrice inversible A est nécessairement carrée. En effet, si A est une matrice qui
n’est pas carrée et si B est une autre matrice telle que les produits AB et BA soient définis, ces
deux produits sont de tailles différentes et ne peuvent donc pas être égaux à une même matrice 1.

Exemple : la matrice A“

ˆ

4 ´1
2 0

˙

est inversible, et A´1
“

ˆ

0 1{2
´1 2

˙

. (Vérifiez-le !)
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Propriétés des matrices inversibles - Inverse d’une matrice 2 ˆ 2

Proposition : Une matrice A est inversible si et seulement si detA ‰ 0.

Propriété : Si A est inversible, alors detpA´1q “
1

detpAq
.

Preuve : De A´1A “ 1, on obtient detpA´1Aq “ detp1q. Mais comme detp1q “ 1 et
detpA´1Aq “ detpA´1

q detpAq (voir page 147), on déduit que detpA´1
q “ 1{ detpAq.

Cas particulier (à connaître) : n “ 2

A “

ˆ

a b
c d

˙

est inversible ðñ detA “ ad ´ bc ‰ 0

Dans ce cas, sa matrice inverse est

A´1 “
1

detA

ˆ

d ´b
´c a

˙

Exemples :

‚ Pour A “

ˆ

4 ´1
2 0

˙

on a detA “ 4 ¨ 0 ´ p´1q ¨ 2 “ 2, donc A est inversible. On a alors

A
´1

“
1

2

ˆ

0 1
´2 4

˙

“

ˆ

0 1{2
´1 2

˙

et detA
´1

“ 0 ¨ 2 ´
1

2
¨ p´1q “

1

2
“

1

detA
.

‚ Pour B “

ˆ

4 ´1
´8 2

˙

on a detB “ 0, donc B n’est pas inversible.
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Écriture matricielle des systèmes linéaires
Proposition : Le système linéaire (S) page 139 est équivalent à l’équation matricielle

AX “ B

où on a posé

A “

¨

˚

˚

˚

˝

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n
a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n
...

... ¨ ¨ ¨
...

am1 am2 ¨ ¨ ¨ amn

˛

‹

‹

‹

‚

, X “

¨

˚

˚

˚

˝

x1
x2
...
xn

˛

‹

‹

‹

‚

, et B “

¨

˚

˚

˚

˝

b1
b2
...
bm

˛

‹

‹

‹

‚

.

Preuve : il suffit d’effectuer le produit matriciel pour s’en rendre compte.

Proposition : Soit A P Mnn une matrice carrée et soit B P Mn1. L’équation matricielle

AX “ B (E)

d’inconnue X P Mn1 admet une solution unique si et seulement si detpAq ‰ 0 , et
dans ce cas la solution est donnée par le produit de matrices

X “ A´1B .

Preuve : On ne montre qu’un sens de l’implication. Si detpAq ‰ 0, alors A est inversible. En
multipliant à gauche les deux membres de l’équation (E) par A´1, on obtient A´1AX “ A´1B,
c’est-à-dire X “ A´1B. 150



Exemples

‚ Le système

#

2x´ y “ 4

6x` 3y “ 0
s’écrit sous forme matricielle AX “ B avec

A “

ˆ

2 ´1
6 3

˙

, X “

ˆ

x
y

˙

, et B “

ˆ

4
0

˙

.

Puisque detpAq “ 6 ´ p´6q ‰ 0, il admet une solution unique X “ A´1B. On calcule

A´1 “

ˆ

2 ´1
6 3

˙´1

“

ˆ

3{12 1{12
´6{12 2{12

˙

“

ˆ

1{4 1{12
´1{2 1{6

˙

,

on a donc
ˆ

x
y

˙

“

ˆ

1{4 1{12
´1{2 1{6

˙ˆ

4
0

˙

“

ˆ

4{4 ` 0
´4{2 ` 0

˙

“

ˆ

1
´2

˙

.

‚ Le système

#

2x ´ y “ 4

6x ´ 3y “ 0
s’écrit sous forme matricielle AX “ B avec

A “

ˆ

2 ´1
6 ´3

˙

, X “

ˆ

x
y

˙

, et B “

ˆ

4
0

˙

.

Puisque detpAq “ ´6 ´ p´6q “ 0, ce système n’admet pas de solution unique. En fait, il
n’admet aucune solution puisque les équations sont incompatibles.
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TMB – Chapitre 7
Éléments succincts d’algèbre linéaire

Dans ce chapitre :

7.1 Espaces vectoriels, vecteurs, combinaisons linéaires, bases, dimension

7.2 Applications linéaires
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7.1 – Espaces vectoriels

Dans cette section :

‚ Définition, exemples

‚ Vecteurs de Rn

‚ Combinaisons linéaires

‚ Famille libre, famille génératrice

‚ Base, dimension
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Espaces vectoriels
Définition : Un espace vectoriel (sur R) est un ensemble V non vide muni :

‚ d’une addition, associative et commutative, notée `, c.-à-d. pour tout u⃗, v⃗, w⃗ P V ,

pu⃗` v⃗q ` w⃗ “ u⃗` pv⃗ ` w⃗q P V (associativité),

u⃗` v⃗ “ v⃗ ` u⃗ P V (commutativité) ;

‚ d’un vecteur nul noté 0⃗ (appelé aussi zéro ou élément neutre) tel que v⃗ ` 0⃗ “ v⃗ ;

‚ d’une multiplication par un scalaire telle que pour tout v⃗ P V et tout λ P R, λv⃗ P V

et λpu⃗` v⃗q “ λu⃗` λv⃗ (distributivité par rapport à l’addition).

On appelle vecteurs les éléments de V et scalaires les éléments de R.

Propriétés élémentaires : pour tout u⃗, v⃗, w⃗ P V et tout λ P R
‚ 0v⃗ “ 0⃗

‚ λ0⃗ “ 0⃗

‚ p´λqv⃗ “ ´pλv⃗q “ λp´v⃗q

‚ λv⃗ “ 0⃗ ðñ pλ “ 0 ou v⃗ “ 0⃗q

Définition : Un sous-ensemble V 1 d’un espace vectoriel V est un sous-espace vectoriel
de V , si V 1 n’est pas vide et si pour tout λ P R et tous u, v P V 1, on a λu ` v P V 1.

Propriété : Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel.
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Exemples d’espaces vectoriels

‚ L’ensemble Rn “ tpx1, . . . , xnq | x1, . . . , xn P Ru avec
addition : px1, . . . , xnq ` py1, . . . , ynq “ px1 ` y1, . . . , xn ` ynq

vecteur nul : 0⃗ “ p0, . . . , 0q

multiplication par un scalaire : λpx1, . . . , xnq “ pλx1, . . . , λxnq, λ P R

‚ L’ensemble des solutions d’un système linéaire sans second membre est un sous-espace
vectoriel de Rn.

‚ L’ensemble des fonctions FpRq “ tf : R Ñ R, x ÞÑ fpxqu avec
addition : pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq

vecteur nul : la fonction nulle 0pxq “ 0

multiplication par un scalaire : pλfqpxq “ λfpxq, λ P R

‚ L’ensemble des solutions d’une edo linéaire homogène est un espace vectoriel avec les
mêmes opérations que FpRq. C’est un sous-espace vectoriel de FpRq.

‚ L’ensemble Mmn des matrices m ˆ n avec
addition : l’addition des matrices

vecteur nul : la matrice nulle

multiplication par un scalaire : la dilatation des matrices.

Dans ce cours nous nous intéresserons surtout à Rn pour n “ 1, 2, 3.
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Vecteurs de Rn

Définition : Un vecteur u⃗ de Rn est un n-uplet de n nombres réels, noté

u⃗ “ pu1, . . . , unq .

On note aussi Rn l’ensemble de ces n-uplets.

Exemple : Soient A “ pa1, . . . , anq et B “ pb1, . . . , bnq deux points de l’espace affine
Rn :

‚ pour n “ 2 c’est le plan cartésien muni du repère pO, ı⃗ , ȷ⃗ q,

‚ pour n “ 3 c’est l’espace cartésien muni du repère pO, ı⃗ , ȷ⃗ , k⃗ q.

On définit le vecteur ÝÑ
AB P Rn d’origine A et d’extrémité B par

u⃗ “
ÝÑ
AB “ pb1 ´ a1, . . . , bn ´ anq .

On le représente par une flèche allant du point A au point B.

A

u⃗ B

Remarque : si on choisit par exemple A “ p0, . . . , 0q, on représente le vecteur u⃗ par une
flèche allant de l’origine du repère au point B.
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Opérations sur les vecteurs de Rn

On ajoute deux vecteurs u⃗, v⃗ P Rn comme suit :
si u⃗ “ pu1, u2, . . . , unq et v⃗ “ pv1, v2, . . . , vnq, alors

u⃗` v⃗ “ pu1 ` v1, u2 ` v2, . . . , un ` vnq

Puisque u⃗ ´ v⃗ “ u⃗ ` p´v⃗q, on a de même u⃗ ´ v⃗ “ pu1 ´ v1, u2 ´ v2, . . . , un ´ vnq.

Exercice (règle du parallélogramme) : représenter dans le plan cartésien les vecteurs u⃗ “ p1, 2q,
u⃗ 1

“ p2, 1q, u⃗ 2
“ u⃗ ` u⃗ 1 en prenant pour chacun la même origine. Que remarque-t-on ?

u⃗

u⃗` v⃗ v⃗

On dilate un vecteur comme suit : si u⃗ “ pu1, u2, . . . , unq et λ P R, alors

λu⃗ “ pλu1, λu2, . . . , λunq
λu⃗

u⃗

Définition : Deux vecteurs u⃗ et v⃗ sont colinéaires si on peut trouver λ P R tel que
v⃗ “ λu⃗ ou u⃗ “ λv⃗.

Propriétés :
‚ Soit A,B,C P Rn trois points. Alors, ÝÑ

AB `
ÝÝÑ
BC “

ÝÑ
AC.

‚ Soit A P Rn un point et u⃗ P Rn un vecteur. Il existe un unique point B tel que u⃗ “
ÝÑ
AB.
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Combinaisons linéaires, espace vectoriel engendré

Définition : On se donne une famille finie tu⃗1, u⃗2, . . . u⃗ku de vecteurs de Rn.

‚ Une combinaison linéaire de la famille tu⃗1, u⃗2, . . . u⃗ku est un vecteur v⃗ de la forme

v⃗ “ λ1u⃗1 ` λ2u⃗2 ` ¨ ¨ ¨ ` λku⃗k

où λ1, λ2, . . . , λk sont des nombres réels appelés coefficients de la combinaison linéaire.

Exemple : Dans R3, le vecteur p5, 4, 9q est une combinaison linéaire de p1, 2, 3q et p1, ´1, 0q, car
3 p1, 2, 3q ` 2 p1, ´1, 0q “ p5, 4, 9q.

‚ Le sous-espace vectoriel de Rn engendré par la famille tu⃗1, u⃗2, . . . , u⃗ku est l’ensemble
de toutes les combinaisons linéaires possibles de ces vecteurs :

Vectpu⃗1, u⃗2, . . . , u⃗kq “

!

λ1u⃗1 ` λ2u⃗2 ` ¨ ¨ ¨ ` λku⃗k | λ1, . . . , λk P R
)

Ă Rn.

Exemple : Dans R3, soient ı⃗ “ p1, 0, 0q et ȷ⃗ “ p0, 1, 0q. La famille t⃗ı , ȷ⃗ u engendre le plan
vectoriel d’équation z “ 0, car les combinaisons linéaires de p⃗ı , ȷ⃗ q sont les vecteurs de la forme

λ p1, 0, 0q ` µ p0, 1, 0q “ pλ, 0, 0q ` p0, µ, 0q “ pλ, µ, 0q

c’est-à-dire tous les vecteurs du plan vectoriel d’équation z “ 0.
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Famille libre (liée), famille génératrice

On se donne une famille finie F “ tu⃗1, u⃗2, . . . , u⃗ku de k vecteurs de Rn.

Définition : La famille F est dite libre si aucun de ses vecteurs ne peut s’écrire comme
une combinaison linéaire des autres. Autrement dit, F est libre si et seulement si
l’équation

λ1u⃗1 ` ¨ ¨ ¨ ` λku⃗k “ 0⃗

n’a pas d’autre solution que pλ1, . . . , λkq “ p0, . . . , 0q.

Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

Exemples :
‚ La famille formée des vecteurs p1, 2q et p2, 1q est libre car aucun des deux vecteurs ne peut

s’écrire comme un multiple de l’autre.

‚ La famille formée des vecteurs p1, 2q, p2, 1q et p4, 5q est liée car le vecteur p4, 5q s’écrit comme
combinaison linéaire des deux autres vecteurs. En effet,

p4, 5q “ 2 ¨ p1, 2q ` 1 ¨ p2, 1q

‚ La famille formée des vecteurs p1, 2, 3q et p2, 4, 6q est liée car p2, 4, 6q “ 2 p1, 2, 3q.

Définition : Soit V un sous-espace vectoriel de Rn. La famille F est dite génératrice de
V si tout vecteur v⃗ P V s’écrit comme une combinaison linéaire de vecteurs de F .
Autrement dit, si pour chaque v⃗ P V , l’équation

λ1v⃗1 ` λ2v⃗2 ` ¨ ¨ ¨ ` λk v⃗k “ v⃗, avec λ1, . . . , λk P R

admet au moins une solution pλ1, . . . , λkq.
159

Base, base canonique et dimension

On se donne V un sous-espace vectoriel de Rn.

Définition : Une base de V est une famille à la fois libre et génératrice. Autrement dit,
B “ tv⃗1, v⃗2, . . . , v⃗ku est une base si pour chaque x⃗ P V , l’équation

λ1v⃗1 ` λ2v⃗2 ` ¨ ¨ ¨ ` λk v⃗k “ x⃗, avec λ1, . . . , λk P R,

admet une unique solution. On dit alors que λ1v⃗1 ` λ2v⃗2 ` ¨ ¨ ¨ ` λk v⃗k est la
décomposition du vecteur x⃗ dans la base B et que pλ1, . . . , λkq sont les coordonnées de
v⃗ dans la base B.

Définition (base canonique de Rn) : la famille te⃗1, e⃗2, . . . , e⃗nu des n vecteurs de Rn
définis par

e⃗1 “ p1, 0, . . . , 0q, e⃗2 “ p0, 1, 0, . . . , 0q, etc., e⃗n “ p0, . . . , 0, 1q

est, de façon évidente, libre et génératrice. On l’appelle la base canonique de Rn.
Exemple :

‚ Dans R2,
␣

ı⃗ , ȷ⃗
(

est la base canonique

‚ Dans R3,
␣

ı⃗ , ȷ⃗ , k⃗
(

est la base canonique

Théorème (admis) : Le sous-espace vectoriel V peut avoir plusieurs bases mais toutes
ses bases ont le même nombre d’éléments. Ce nombre, noté dimV , s’appelle la
dimension de V .
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Exemples d’espaces vectoriels engendrés et leur dimension

‚ Un vecteur v⃗ ‰ 0⃗ engendre une droite vectorielle, de dimension 1 :

∆ “
␣

λv⃗ | λ P R
(

“ Vectpv⃗q

‚ Deux vecteurs u⃗1 et u⃗2 non colinéaires engendrent un plan vectoriel, de dimension 2 :

π “
␣

λ1u⃗1 ` λ2u⃗2 | λ1, λ2 P R
(

“ Vectpu⃗1, u⃗2q

‚ En revanche, deux vecteurs non nuls u⃗ et v⃗ colinéaires engendrent une droite vectorielle.

‚ Trois vecteurs de R3 non tous nuls peuvent engendrer une droite vectorielle (s’ils sont
colinéaires deux à deux), un plan vectoriel (si seul un est combinaison linéaire des deux
autres) ou tout l’espace R3 (si aucun n’est combinaison linéaire des autres).
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Exemples de sous-espaces vectoriels de R2 et R3

Rappel : Une partie V de Rn est un sous-espace vectoriel de Rn, si V n’est pas vide et
si pour tous λ P R, u P V , v P V , on a λu` v P V .

Exemple de sous-espace vectoriel de R2 :
‚ Soit a, b deux nombres réels non tous nuls et V l’ensemble des vecteurs u⃗ “ px, yq tels

que
ax ` by “ 0.

V se représente dans le plan cartésien par une droite passant par l’origine, dont un
vecteur directeur est p´b, aq. On dit que V est une droite vectorielle.

Exemples de sous-espace vectoriels de R3 :
‚ Soit a, b, c trois nombres réels non tous nuls et V l’ensemble des vecteurs u⃗ “ px, y, zq

tels que
ax ` by ` cz “ 0.

V se représente dans l’espace cartésien par un plan passant par l’origine et on dit que V
est un plan vectoriel. Si par exemple a ‰ 0, des vecteurs directeurs de ce plan sont
p´b, a, 0q et p´c, 0, aq.

‚ Soient a1, b1, c1 trois nombres réels non tous nuls et a2, b2, c2 trois autres nombres réels
non tous nuls. Soit V l’ensemble des vecteurs u⃗ “ px, y, zq de R3 tels que

#

a1x ` b1y ` c1z “ 0

a2x` b2y ` c2z “ 0

Alors V est l’intersection de deux plans vectoriels, c’est-à-dire une droite vectorielle ou
un plan vectoriel si les deux plans sont confondus.
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Matrice d’un vecteur dans une base

On se donne V Ă Rn un sous-espace vectoriel de dimension m et une base B de V .

Définition : On appelle matrice du vecteur x⃗ P V dans la base B la matrice colonne
X P Mn,1 dont les coefficients sont les coordonnées de x⃗ dans la base B. Autrement dit,

X “

¨

˚

˝

x1
...
xm

˛

‹

‚

B

.

Nota :
‚ Dans cette écriture, on omet souvent la base en indice de la matrice. Lorsqu’il est

important de préciser la base par rapport à laquelle on travaille, on ne l’omet pas.

‚ On identifie souvent le vecteur x⃗ et sa matrice X dans une base, c’est-à-dire, qu’on se
permet d’écrire x⃗ “ X. Ceci ne porte généralement pas à confusion, mais il faut garder
à l’esprit que c’est un abus de notation (très commun d’ailleurs).

Exemple : Le vecteur p2, ´3q P R2 s’écrit 2⃗ı ´ 3ȷ⃗ . Sa matrice dans la base canonique t⃗ı , ȷ⃗ u est

X “

ˆ

2
´3

˙

p⃗ı ,ȷ⃗ q

.

Par abus de notation, on écrit x⃗ “

ˆ

2
´3

˙

.
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Déterminant de n vecteurs de Rn, base orientée
Soit F “ tu⃗1, u⃗2, . . . , u⃗nu Ă Rn une famille de n vecteurs.

Définition : On appelle déterminant de la famille F le déterminant de la matrice carrée
nˆ n dont les colonnes sont les vecteurs u⃗j décomposés dans la base canonique de Rn.
Exemples :

‚ Dans R2, si u⃗ “ p1, 2q et v⃗ “ p3, 4q, on a

detpu⃗, v⃗q “ det

ˆ

1 3
2 4

˙

“ 1 ¨ 4 ´ 3 ¨ 2 “ ´2

‚ Dans R3, pour u⃗ “ p1, 2, 0q, v⃗ “ p0, 1, 2q, w⃗ “ p2, 0, 1q, on a

detpu⃗, v⃗, w⃗q “ det

¨

˝

1 0 2
2 1 0
0 2 1

˛

‚“ 1 ¨ 1 ¨ 1 ` 0 ¨ 0 ¨ 0 ` 2 ¨ 2 ¨ 2 ´ p1 ¨ 0 ¨ 2 ` 0 ¨ 2 ¨ 1 ` 2 ¨ 1 ¨ 0q “ 9

Proposition : La famille F est une base si est seulement si son déterminant est non nul.

Définition : Soit B “ pu⃗1, u⃗2, . . . , u⃗nq une base de Rn. On dit que B est une base
directe (ou orientée positivement) si detpBq “ detpu⃗1, u⃗2, . . . , u⃗nq ą 0 et indirecte (ou
orientée négativement) sinon.
Exemples :

‚ Dans R2, on a detp⃗ı , ȷ⃗ q “ det

ˆ

1 0
0 1

˙

“ 1 ą 0 et detpȷ⃗ , ı⃗ q “ det

ˆ

0 1
1 0

˙

“ ´1 ă 0. Donc

la base canonique p⃗ı , ȷ⃗ q est directe, mais la base pȷ⃗ , ı⃗ q est indirecte.

‚ Dans R3, avec u⃗, v⃗ et w⃗ comme précédemment, pu⃗, v⃗, w⃗q est une base directe.
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7.2 – Applications linéaires

Dans cette section :

‚ Définition, exemples

‚ Lien entre applications linéaires et matrices

‚ Composition d’application linéaire

‚ Applications linéaires inversibles, isomorphismes
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Applications linéaires : définition
Définition : Soient V et V 1 deux espaces vectoriels (pensez V “ Rn et V 1 “ Rm). Une
application L : V Ñ V 1 est linéaire si pour tout λ P R, tout u⃗ P V et tout v⃗ P V , on a

Lpλu⃗ ` v⃗q “ λLpu⃗q ` Lpv⃗q

Nota : L : V Ñ V 1 est linéaire si et seulement si pour tous u⃗, v⃗ P V et tout λ P R, on a

Lpλu⃗q “ λLpu⃗q et Lpu⃗ ` v⃗q “ Lpu⃗q ` Lpv⃗q.

Propriété : Si L : V Ñ V 1 est linéaire alors L
`

0⃗
˘

“ 0⃗ .

Exemples d’applications linéaires :
‚ L : R2 Ñ R3, Lpx, yq “ p3x ` y,´y, y ´ 2xq

‚ L : R3 Ñ R2, Lpx, y, zq “ pz, x ´ y ` zq

‚ L : R3 Ñ R3, Lpx, y, zq “ p0, 0, zq

Exemples d’applications non linéaires :
‚ Lpx, y, zq “ px2, yq

‚ Translation par un vecteur v⃗ P Rn : Tv⃗ : Rn Ñ Rn, Tv⃗px⃗q “ x⃗ ` v⃗.

Propriété : Une application linéaire est entièrement déterminée par ses valeurs sur une
base.

Proposition : L’ensemble des applications linéaires de V vers V 1 est un espace vectoriel.
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Lien entre applications linéaires et matrices I

Proposition : Soit A “
`

aij
˘

1ďiďm, 1ďjďn
une matrice de taille mˆ n. L’application

LA : Rn Ñ Rm définie par

LApx1, . . . , xnq “

´

pa11x1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1nxnq, . . . , pam1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` amnxnq

¯

est linéaire. Réciproquement, pour toute application linéaire L : Rn Ñ Rm, il existe une
matrice A P Mmn telle que L “ LA (il n’y a pas unicité de la matrice).

Preuve : En utilisant la définition de LA, il est facile de voir que pour tous u⃗, v⃗ P Rn et tout
λ P R, on a LApλu⃗ ` v⃗q “ λLApu⃗q ` LApv⃗q. Donc LA est linéaire.

Réciproquement, soit L : Rn
Ñ Rm une application linéaire. Notons B “ te⃗1, . . . , e⃗nu Ă Rn la

base canonique de Rn. Pour tout j P t1, . . . , nu, il existe a1j , . . . , amj P Rm tels que

Lpe⃗jq “ pa1j , a2j , . . . , amjq

les nombres a1j , . . . , a1n sont simplement les coordonnées du vecteur Lpe⃗jq P Rm dans la base
canonique de Rm Posons A “ paijq P Mmn et vérifions que L “ LA. On a

Lpx1, . . . , xnq “ L px1e⃗1 ` ¨ ¨ ¨ ` xne⃗nq “ x1L pe⃗1q ` ¨ ¨ ¨ ` xnL pe⃗nq

“ x1pa11, . . . , am1q ` ¨ ¨ ¨ ` xnpa1n, . . . , amnq

“ pa11x1, . . . , am1x1q ` ¨ ¨ ¨ ` pa1nxn, . . . , amnxnq

“

´

pa11x1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1nxnq, . . . , pam1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` amnxnq

¯

“ LApx1, . . . , xnq
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Lien entre applications linéaires et matrices II

Soit L : Rn Ñ Rm une application linéaire.

La matrice A P Mmn construite précédemment telle que L “ LA est la matrice de L
dans les bases canoniques de Rm et Rn (on l’appelera la matrice de L). Autrement dit, si
on note x⃗ “ px1, . . . , xnq et y⃗ “ py1, . . . , ymq, on a

L px⃗q “ y⃗ ðñ AX “ Y ðñ

¨

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1n
...

...
am1 ¨ ¨ ¨ amn

˛

‹

‚

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

y1
...
ym

˛

‹

‚

où X et Y sont les matrices des vecteurs x⃗ et y⃗ dans bases canoniques de Rn et Rm
respectivement.

Nota :
‚ Les représentations matricielles des vecteurs et des applications linéaires et donc les

identifications des espaces, dépendent des bases choisies. Dans ce cours, nous
travaillerons toujours (ou presque) dans les bases canoniques.

‚ Par abus de notation, on écrit souvent

L px⃗q “ y⃗ ðñ Ax⃗ “ y⃗.
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Exercice : lien entre applications linéaires et matrices

Exercice : Pour les matrices A suivantes, trouver l’application linéaire L correspondante.

‚ A “

ˆ

5 0 4
´1 3 ´2

˙

Solution : On a A P M23pRq, donc L : R3 Ñ R2. Pour px, y, zq P R3 :

A

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

5 0 4
´1 3 ´2

˙

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

5x` 4z
´x ` 3y ´ 2z

˙

.

On a donc Lpx, y, zq “ p5x` 3z,´x` 3y ´ 2zq.

‚ A “

¨

˝

5 ´1
0 3
4 ´2

˛

‚

Solution : On a A P M32pRq, donc L : R2 Ñ R3. Pour px, yq P R2 :

A

ˆ

x
y

˙

“

¨

˝

5 ´1
0 3
4 ´2

˛

‚

ˆ

x
y

˙

“

¨

˝

5x´ y
3y

4x´ 2y

˛

‚.

On a donc Lpx, yq “ p5x´ y, 3y, 4x ´ 2yq.

Nota : pour trouver L, on a effectué le produit matriciel A
` x
y

˘

.
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Exercice : lien entre applications linéaires et matrices
Exercice : Pour les applications linéaires L suivantes, trouver la matrice A
correspondante.

‚ Lpx, y, zq “ px ´ z, 3y ` z ´ 2xq

Solution : On a L : R3 Ñ R2, donc A P M23pRq : on écrit

ˆ

x´ z
´2x` 3y ` z

˙

“

ˆ

1 0 ´1
´2 3 1

˙

¨

˝

x
y
z

˛

‚“ A

¨

˝

x
y
z

˛

‚,

donc la matrice associée à L est A “

ˆ

1 0 ´1
´2 3 1

˙

.

‚ Rotθpx, yq “ px cos θ ´ y sin θ, x sin θ ` y cos θq (rotation d’angle θ)

Solution : On a Rotθ : R2 Ñ R2, donc A P M22pRq : on écrit
ˆ

x cos θ ´ y sin θ
x sin θ ` y cos θ

˙

“

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙ˆ

x
y

˙

“ Rotθ

ˆ

x
y

˙

,

donc la matrice de rotation d’angle θ est A “

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

.

Nota : pour trouver A, on a écrit le vecteur colonne associé à Lpx, yq sous forme d’un
produit matriciel.
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Applications linéaires issues de la géométrie

Exemples d’applications linéaires de R2 dans R2 : on note ici les vecteurs en colonne.

‚ Rotation d’angle θ : Rotθ

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x cos θ ´ y sin θ
x sin θ ` y cos θ

˙

“

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙ˆ

x
y

˙

‚ Réflexion autour d’un axe formant un angle θ avec l’axe des abscisses :

Refθ

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x cosp2θq ` y sinp2θq

x sinp2θq ´ y cosp2θq

˙

“

ˆ

cosp2θq sinp2θq

sinp2θq ´ cosp2θq

˙ˆ

x
y

˙

‚ Projection sur pOı⃗ q parallèlement à ȷ⃗ : P⃗ı

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x
0

˙

‚ Projection sur pOȷ⃗ q parallèlement à ı⃗ : Pȷ⃗

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

0
y

˙
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Composition d’applications linéaires
Définition : La composée de deux applications linéaires L : V Ñ V 1 et L1 : V 1 Ñ V 2 est
l’application L1 ˝ L : V Ñ V 2, aussi linéaire, définie pour u⃗ P V par

`

L1 ˝ L
˘`

u⃗
˘

“ L1
´

L
`

u⃗
˘

¯

.

Remarque : Pour que la composée ait un sens, l’espace d’arrivée de L doit correspondre
à l’espace de départ de L1.

Exemple : Si L : R3
Ñ R2 et L1 : R2

Ñ R2 sont données par

Lpx, y, zq “
`

3x ` z, 2z ´ y
˘

et L
1
pu, vq “

`

u ` 2v, 3v ´ u
˘

,

alors on peut calculer la composée L1
˝ L : R3

Ñ R2 :

pL
1

˝ Lqpx, y, zq “ L
1`
Lpx, y, zq

˘

“ L
1
p3x ` z, 2z ´ yq

“
`

p3x ` zq ` 2p2z ´ yq, 3p2z ´ yq ´ p3x ` zq
˘

“
`

3x ` z ` 4z ´ 2y, 6z ´ 3y ´ 3x ´ z
˘

“
`

3x ´ 2y ` 5z, ´3x ´ 3y ` 5z
˘

.

Propriété : Lorsque les produits et composées ont un sens, on a

LAB “ LA ˝ LB .

Nota : c’est la formule qui justifie la définition du produit de matrices qui a été défini afin
qu’il corresponde à la composition des application linéaires.
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Inverse d’une application linéaire

Définition : Si elle existe, l’inverse (ou la réciproque) de l’application linéaire
L : V Ñ V 1 est l’application L´1 : V 1 Ñ V , aussi linéaire, telle que, pour tout u⃗ P V et
pour tout v⃗ P V 1,

pL´1 ˝ Lqpu⃗q “ u⃗ et pL ˝ L´1qpv⃗q “ v⃗ .

Autrement dit,

L´1 ˝ L “ idV et L ˝ L´1 “ idV 1 .

On dit alors que L est inversible.
Exemple : Si L : R2

Ñ R2 est donnée par Lpx, yq “ p3x ` y, ´yq, alors

L
´1

pu, vq “

ˆ

u ` v

3
, ´v

˙

,

car pour tout px, yq P R2 on a

Lpx, yq “
`

3x ` y, ´y
˘

“ pu, vq ô

"

3x ` y “ u
´y “ v

ô

"

3x “ u ´ y “ u ´ p´vq “ u ` v
y “ ´v

ô px, yq “

ˆ

u ` v

3
, ´v

˙

“ L
´1

pu, vq.
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Isomorphismes

Soient V et V 1 deux espaces vectoriels de dimension finie.

Définition Une application linéaire inversible L : V Ñ V 1 est appelée isomorphisme. On

dit alors que V et V 1 sont isomorphes et on note V » V 1 .

Proposition : Soit L : V Ñ V 1 un isomorphisme.

‚ L transforme une base de V en une base de V 1. En particulier, dimV “ dimV 1 .

‚ Réciproquement, si dimV “ dimV 1, alors V » V 1.

Propriétés : Soit L : Rn Ñ Rn une application linéaire de matrice A P Mnn (c’est-à-dire
L “ LA). On a

L est un isomorphisme ðñ A est inversible ðñ detA ‰ 0.

Exemples :
‚ L’application L : R2

Ñ R2 donnée par Lpx, yq “
`

3x`y, ´y
˘

est un isomorphisme, car elle est
linéaire et a l’inverse L´1

pu,vq “
`

u`v
3 , ´v

˘

.

‚ La projection P : R3
Ñ R2 donnée par P px, y, zq “ px, yq est linéaire mais ce n’est pas un

isomorphisme car elle n’a pas d’inverse. Pourquoi ?

‚ L’application L : R Ñ R donnée par Lpxq “ x3 a l’inverse L´1
puq “ 3

?
u mais ce n’est pas un

isomorphisme car elle n’est pas linéaire.
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TMB – Chapitre 8
Géométrie euclidienne dans R2 et R3

Dans ce chapitre :

8.1 Généralités (dans Rn)

8.2 Isométries et matrices orthogonales

8.3 Géométrie euclidienne dans R2

8.4 Géométrie euclidienne dans R3
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8.1 – Généralités

Dans cette section :

‚ Angle orienté entre vecteurs

‚ Produit scalaire, norme, distance

‚ Écriture du produit scalaire sous forme matricielle
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8.1a – Angle orienté entre vecteurs

Deux vecteurs étant toujours coplanaires (c’est-à-dire qu’ils appartiennent à un même
plan vectoriel), on peut toujours les représenter dans le plan cartésien R2.

Définitions : Soient u⃗ et v⃗ deux vecteurs (de même origine) de R2 (resp. de R3) non nuls,
que l’on identifie à leurs représentations dans le plan cartésien (resp. l’espace cartésien).

‚ L’angle orienté de u⃗ vers v⃗, que l’on mesure dans le plan engendré par les vecteurs u⃗ et

v⃗, se note xuv.
u⃗

v⃗ xuv
.

‚ u⃗ et v⃗ sont parallèles, ou colinéaires, ce qu’on
note u⃗ ∥ v⃗ si sinpxuvq “ 0 . u⃗

v⃗

u⃗ et v⃗ sont perpendiculaires, ou orthogonaux, ce qu’on
note u⃗ K v⃗ si cospxuvq “ 0 .

u⃗
v⃗

‚ On appelle mesure principale (en radians) de l’angle xuv le nombre réel θ P r0, πs défini
par θ “ arccos

`

cospxuvq
˘

.
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8.1b – Produit scalaire euclidien et norme euclidienne dans Rn

Définition : Soient u⃗ “ pu1, u2, . . . , unq et v⃗ “ pv1, v2, . . . , vnq deux vecteurs de Rn. Le
produit scalaire euclidien (ou canonique) de u⃗ et v⃗ est le nombre réel noté u⃗ ¨ v⃗ (ou
encore

@

u⃗, v⃗
D

) et défini par :

u⃗ ¨ v⃗ “ u1v1 ` u2v2 ` ¨ ¨ ¨ ` unvn

Nota : le produit scalaire est une application Rn
ˆ Rn

Ñ R.

Propriétés élémentaires du produit scalaire : le produit scalaire est une application
bilinéaire, symétrique et définie positive. Autrement dit, pour tous u⃗, v⃗, w⃗ P Rn et λ P R,

‚ pu⃗` v⃗q ¨ w⃗ “ u⃗ ¨ w⃗ ` v⃗ ¨ w⃗
‚ pλu⃗q ¨ v⃗ “ λpu⃗ ¨ v⃗q

‚ u⃗ ¨ v⃗ “ v⃗ ¨ u⃗
‚ u⃗ ¨ u⃗ ě 0 et

␣

u⃗ ¨ u⃗ “ 0⃗ ðñ u⃗ “ 0⃗
(

Définition : la norme euclidienne (c’est-à-dire la "longueur") d’un vecteur u⃗ P Rn,
notée }u⃗}, est définie par

}u⃗} “
?
u⃗ ¨ u⃗

En particulier, la distance euclidienne entre deux points A et B du plan (resp. de

l’espace) cartésien est donnée par distpA,Bq “ }
ÝÑ
AB} .

Exemple : pour p1, 2, 3q et p4,´5, 6q dans R3, on a

p1, 2, 3q ¨ p4,´5, 6q “ 1 ¨ 4 ` 2 ¨ p´5q ` 3 ¨ 6 “ 4 ´ 10 ` 18 “ 12,

}p1, 2, 3q} “
a

12 ` 22 ` 32 “
?
14.
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Exercice

Exercice : Écrire le produit scalaire sous forme matricielle.

Exercice : Dans l’espace euclidien, calculer la distance du point P de coordonnées
p3,´1, 2q à l’origine O de coordonnées p0, 0, 0q, puis celle du point P au point Q de
coordonnées p1, 0, 3q.

Solution : La distance entre P px, y, zq et O est égale à la longueur du vecteur

ÝÝÑ
OP “

¨

˝

x
y
z

˛

‚, c’est-à-dire sa norme }
ÝÝÑ
OP } “

a

x2 ` y2 ` z2.

On a donc :
distpO,P q “

b

32 ` p´1q2 ` 22 “
?
9 ` 1 ` 4 “

?
14.

La distance entre P px, y, zq et Qpa, b, cq est égale à la longueur du vecteur

ÝÝÑ
QP “

ÝÝÑ
OP ´

ÝÝÑ
OQ “

¨

˝

x
y
z

˛

‚´

¨

˝

a
b
c

˛

‚“

¨

˝

x ´ a
y ´ b
z ´ c

˛

‚.

On a donc :

distpQ,P q “

b

p3 ´ 1q2 ` p´1 ´ 0q2 ` p2 ´ 3q2 “
?
4 ` 1 ` 1 “

?
6.
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Propriétés du produit scalaire

Proposition : Soient u⃗, v⃗ deux vecteurs de Rn. Alors,

u⃗ ¨ v⃗ “ }u⃗} ¨ }v⃗} ¨ cospxuvq

Preuve : Si u⃗ “ 0⃗ ou v⃗ “ 0⃗, le résultat est évident. Sinon, commençons par montrer le résultat
pour n “ 2. En identifiant R2 à C, on peut écrire

u⃗ “ pa, bq ” a ` ib “ ρe
iθ
, v⃗ “ pc, dq ” c ` id “ ρ

1
e
iθ1

,

avec ρ, ρ1
P R` et θ, θ1

Ps ´ π, πs. En remarquant que

u⃗ ¨ v⃗ “ ac ` bd “ Re
´

pa ` ibq Ğpc ` idq

¯

, ρ “ }u⃗}, ρ
1

“ }v⃗}, θ ´ θ
1

“ xuv,

on obtient (en utilisant les propriétés de l’exponentielle et le fait que ρ et ρ1 sont réels),

u⃗ ¨ v⃗ “ Re
´

ρe
iθ

Ğρ1eiθ1
¯

“ ρρ
1
Re

´

e
ipθ´θ1q

¯

“ ρρ
1
cospθ ´ θ

1
q “ }u⃗}}v⃗} cospxuvq.

Maintenant, pour un n quelconque, puisque deux vecteurs appartiennent toujours à un même
plan, on peut identifier ce plan à C et raisonner comme précédemment.

Corollaire : Le produit scalaire caractérise les vecteurs orthogonaux. Autrement dit,

u⃗ ¨ v⃗ “ 0 ðñ u⃗ K v⃗
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Exercice

Exercice : Les vecteurs de l’espace euclidien R3, u⃗ “ p1,´1, 3q et v⃗ “ p´1, 2, 1q sont-ils
parallèles ou orthogonaux ?

Solution : Le produit scalaire u⃗ ¨ v⃗ vaut :
¨

˝

1
´1
3

˛

‚¨

¨

˝

´1
2
1

˛

‚“ 1 ¨ p´1q ` p´1q ¨ 2 ` 3 ¨ 1 “ ´1 ´ 2 ` 3 “ 0,

dont u⃗ et v⃗ sont orthogonaux. En particulier, puisqu’aucun des deux vecteurs est nul, ils
ne sont pas parallèles.
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8.2 – Isométries et matrices orthogonales

Dans cette section :

‚ Définition, propriétés

‚ Matrices orthogonales

‚ Déplacements et antidéplacements
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Définition, premières propriétés

Définition : Une isométrie (vectorielle) de l’espace euclidien Rn est une application
linéaire L : Rn Ñ Rn qui conserve la norme euclidienne des vecteurs. Autrement dit,

@u⃗ P Rn,
›

›Lpu⃗q
›

› “
›

›u⃗
›

›.

Proposition : Une isométrie (vectorielle) L : Rn Ñ Rn préserve le produit scalaire.
Autrement dit, pour tous u⃗, v⃗ P Rn, Lpu⃗q ¨ Lpv⃗q “ u⃗ ¨ v⃗.

Preuve : Soient u⃗, v⃗ P Rn. Par définition d’une isométrie, on a
›

›Lpu⃗ ` v⃗q
›

›

2
“

›

›u⃗ ` v⃗
›

›

2
. (˚)

Par définition de la norme, on a, d’une part
›

›u⃗ ` v⃗
›

›

2
“

`

u⃗ ` v⃗
˘

¨
`

u⃗ ` v⃗
˘

“ u⃗ ¨ u⃗ ` 2u⃗ ¨ v⃗ ` v⃗ ¨ v⃗ “ }u⃗}
2

` 2u⃗ ¨ v⃗ ` }v⃗}
2 (˚˚)

et d’autre part
›

›Lpu⃗ ` v⃗q
›

›

2
“

`

Lpu⃗ ` v⃗q
˘

¨
`

Lpu⃗ ` v⃗q
˘

“
`

Lpu⃗q ` Lpv⃗q
˘

¨
`

Lpu⃗q ` Lpv⃗q
˘

(par linéarité de L)

“ Lpu⃗q ¨ Lpu⃗q ` 2Lpu⃗q ¨ Lpv⃗q ` Lpv⃗q ¨ Lpv⃗q

“
›

›Lpu⃗q
›

›

2
` 2Lpu⃗q ¨ Lpv⃗q `

›

›Lpv⃗q
›

›

2

“ }u⃗}
2

` 2Lpu⃗q ¨ Lpv⃗q ` }v⃗}
2
, (car L est une isométrie) (˚ ˚ ˚)

De p˚q, p˚˚q, p˚ ˚ ˚q, on déduit (après simplification) Lpu⃗q ¨ Lpv⃗q “ u⃗ ¨ v⃗.

Proposition : Une isométrie préserve la mesure (principale) des angles des vecteurs.
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Représentation matricielle des isométries : matrices orthogonales
Définition : La transposée d’une matrice A P MmnpRq est la matrice AT P MnmpRq

dont les coefficients sont définis par permutation de l’indice de ligne et de colonne :

pAT qij “ aji

Autrement dit, les colonnes de AT sont les lignes de A (et vice versa).

Exemples :
ˆ

2 3 0
1 5 7

˙T

“

¨

˝

2 1
3 5
0 7

˛

‚,

ˆ

0
3

˙T

“
`

0 3
˘

,

ˆ

1 5
3 2

˙T

“

ˆ

1 3
5 2

˙

.

Propriétés :
‚ Si le produit matriciel AB a du sens, pABqT “ BTAT .
‚ Si A est une matrice carrée, detpAT q “ detpAq

Définition : Une matrice carrée A est orthogonale si AAT “ 1 .

Propriétés : Si A est orthogonale, alors A est inversible et A´1 “ AT , detpAq “ ˘1 .

Preuve : 1 “ detp1q “ detpAAT
q “ detpAq detpAT

q “
`

detpAq
˘2

.

Exemples de matrices orthogonales :

‚ les rotations : Rotθ “

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

ex.
ˆ

1 0
0 1

˙

,
ˆ

0 ´1
1 0

˙

‚ les réflexions : Refθ “

ˆ

cosp2θq sinp2θq

sinp2θq ´ cosp2θq

˙

ex.
ˆ

1 0
0 ´1

˙

,
ˆ

0 1
1 0

˙
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Déplacements et antidéplacements

Proposition :
Une transformation linéaire du plan ou de l’espace est une isométrie si et
seulement si sa matrice associée est orthogonale.

On distingue alors

‚ les isométries directes, données par des matrices orthogonales A avec detpAq “ `1 ,

qui préservent l’orientation. Ce sont les rotations (autour de p0, 0q dans R2, autour d’un
axe passant par p0, 0, 0q dans R3) ;

‚ les isométries indirectes, données par des matrices orthogonales A avec
detpAq “ ´1 , qui inversent l’orientation. Ce sont les réflexions (par rapport à une

droite passant par p0, 0q dans R2, par rapport à un plan passant par p0, 0, 0q dans R3).

Définition : Une isométrie affine de l’espace euclidien Rn est la composée d’une isométrie
vectorielle et d’une translation. On appelle :

‚ déplacement la composée d’une isométrie directe et d’une translation ;

‚ antidéplacement la composée d’une isométrie indirecte et d’une translation.

Nota : une isométrie reproduit n’importe quelle figure à l’échelle 1.
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Exercice

Exercice : Les transformations données par les matrices suivantes, sont-elles des isométries
(directes ou indirectes) ou des projections ?

‚ A “

¨

˝

0 1 0
´1 0 0
0 0 1

˛

‚

Solution : On a (en développant par rapport à la première ligne)

detpAq “ ´

∣∣∣∣´1 0
0 1

∣∣∣∣ “ ´p´1q “ 1,

donc A est inversible (un isomorphisme), car detpAq ‰ 0. Après calculs, on trouve

A
´1

“

¨

˝

0 ´1 0
1 0 0
0 0 1

˛

‚“ A
T
,

donc A est une matrice orthogonale, donc une isométrie. Puisque detpAq “ 1, c’est une isométrie
directe, c’est-à-dire une rotation. Effectivement,

A “

¨

˝

cosp3π{2q ´ sinp3π{2q 0
sinp3π{2q cosp3π{2q 0

0 0 1

˛

‚“ Rot
Oz
3π{2,

donc cette matrice représente la rotation d’angle 3π{2 autour de l’axe Oz.
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Exercice (suite)

‚ B “

¨

˝

0 0 1
0 1 0
1 0 0

˛

‚

Solution : On a detpBq “

∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣ “ ´1, donc B est inversible. Après calculs, on trouve

B´1
“ BT

p“ Bq, donc B est une matrice orthogonale. Puisque detpBq “ ´1, c’est une
réflexion isométrie indirecte. Effectivement,

B “

¨

˝

cospπ{2q 0 sinpπ{2q

0 1 0
sinpπ{2q 0 cospπ{2q

˛

‚“ Ref
xOz
π{4 ,

qui représente la réflexion par rapport à un plan contenant l’axe Oy et qui intersecte le plan xOz
en une droite penchée de π{4 sur Ox.

‚ C “

¨

˝

2 0 0
3 5 0
0 0 0

˛

‚

Solution : Puisque detpCq “ 0, la matrice n’est pas inversible, donc elle ne représente pas une
isométrie. C n’est pas une projection orthogonale (ou isométrique), car det

`

2 0
3 5

˘

“ 10 implique
que la matrice C dilate les longueurs.
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8.3 – Géométrie euclidienne dans le plan et dans l’espace

Dans cette section :

‚ Droites du plan

‚ Coniques

‚ Lien avec les complexes (distance, isométries)
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Droites affines du plan

Définition : Soient a, b, c des nombres réels tels que pa, bq ‰ p0, 0q.

‚ Une droite ∆ est formée des points du plan cartésien de coordonnées px, yq telles que

ax ` by ` c “ 0

On retrouve l’équation d’une droite vectorielle dans le cas où c “ 0.

‚ Le vecteur
ˆ

a
b

˙

est orthogonal ou normal à la droite ∆.

‚ Les vecteurs
ˆ

b
´a

˙

et
ˆ

´b
a

˙

sont des vecteurs directeurs de la droite ∆.

Exemples :

x ´ 5y “ 0 est l’équation d’une droite vectorielle de vecteur directeur
ˆ

5
1

˙

.

x ` 3 “ 5y est l’équation d’une droite affine admettant le même vecteur directeur. Elle lui est
donc parallèle.

Nota : Une droite est entièrement déterminée par (au choix) :

‚ deux points distincts ;

‚ un point et un vecteur directeur ;

‚ un point un vecteur normal.
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Équations cartésiennes et paramétriques des droites du plan
Si u⃗ “ pu1, u2q est un vecteur de R2, on défini u⃗K “ p´u2, u1q. Les vecteurs u⃗ et u⃗K

sont orthogonaux.

On note ∆ la droite du plan passant par Apa1, a2q P ∆ et de vecteur directeur
u⃗ “ pu1, u2q ‰ 0⃗. Le point P px, yq appartient à ∆ si est seulement si

ÝÑ
AP ∥ u⃗ . (condition)

u⃗K

u⃗

A

∆P

Équation cartésienne de ∆ : elle s’obtient en remarquant que

ÝÑ
AP ∥ u⃗ ðñ det

`ÝÑ
AP, u⃗

˘

“ 0 ðñ det

ˆ

x ´ a1 u1
y ´ a2 u2

˙

“ 0

ðñ px´ a1qu2 ´ py ´ a2qu1 “ 0 (équation cartésienne)

ðñ
ÝÑ
AP K u⃗K “ 0

Équation (linéaire) paramétrique de ∆ : elle s’obtient en remarquant que

ÝÑ
AP ∥ u⃗ ðñ

ÝÑ
AP “ λu⃗, λ P R ðñ

ÝÝÑ
OP “

ÝÑ
OA ` λu⃗, λ P R

ðñ

"

x “ a1 ` λu1
y “ a2 ` λu2

, λ P R (équation paramétrique de ∆)

Dans le système ci-dessus, λ est le paramètre.
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Coniques : cercle, ellipse

Définition : Une conique est une courbe plane obtenue en prenant l’intersection entre un
cône de révolution et un plan. Analytiquement, on définit une conique comme l’ensemble
des points du plan vérifiant l’équation

ax2 ` bxy ` cy2 ` dx ` ey ` f “ 0 pa, b, cq ‰ p0, 0, 0q.

‚ Cercle : px ´ aq2 ` py ´ bq2 “ r2

centre pa, bq, rayon r

pa, bq

r

‚ Ellipse :
x2

a2
`
y2

b2
“ 1

centre p0, 0q, axes ı⃗ et ȷ⃗ .

a

b
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Coniques : hyperbole, parabole

‚ Hyperbole :
x2

a2
´
y2

b2
“ ˘1 centre p0, 0q, axes ı⃗ et ȷ⃗ ,asymptotes y “ ˘

b

a
x

cas +1 : cas -1 :

ou bien : y “
a

x

centre p0, 0q, asymptotes ı⃗ et ȷ⃗

a ą 0 a ă 0

‚ Parabole : y “ ax2 ` bx` c

axe parallèle à ȷ⃗

a ą 0 a ă 0

ou bien : x “ ay2 ` by ` c

axe parallèle à ı⃗

a ą 0 a ă 0
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8.4 – Géométrie euclidienne dans l’espace

Dans cette section :

‚ Propuit vectoriel

‚ Plans de R3

‚ Droites de R3

‚ Surfaces quadriques
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Produit vectoriel dans R3

Définition : Le produit vectoriel de deux vecteurs u⃗ et v⃗ de l’espace est le vecteur noté
u⃗^ v⃗ et caractérisé par :

‚ u⃗^ v⃗ et orthogonal aux deux vecteurs u⃗ et v⃗ ;

‚ si
`

u⃗, v⃗, u⃗^ v⃗
˘

forment une base, alors elle est directe
(c’est-à-dire det

`

u⃗, v⃗, u⃗^ v⃗
˘

ą 0) ;

‚ la norme de u⃗^ v⃗ est égale à l’aire du parallélogramme défini par u⃗
et v⃗, i.e., }u⃗^ v⃗} “ }u⃗} }v⃗} | sinpxuvq| u⃗

v⃗

u⃗^ v⃗

Proprietés du produit vectoriel :
‚ bilinéarité :

pλu⃗q ^ v⃗ “ λpu⃗ ^ v⃗q “ u⃗^ pλv⃗q,
pu⃗` v⃗q ^ w⃗ “ u⃗^ w⃗ ` v⃗ ^ w⃗, et u⃗ ^ pv⃗ ` w⃗q “ u⃗ ^ v⃗ ` u⃗ ^ w⃗.

‚ anti-symétrie : u⃗^ v⃗ “ ´v⃗ ^ u⃗

‚ le produit vectoriel caractérise les vecteurs parallèles : u⃗^ v⃗ “ 0 ðñ u⃗ ∥ v⃗
‚ en coordonnées cartésiennes, le produit vectoriel se calcule comme suit :

px, y, zq ^ px1, y1, z1q “
`

yz1 ´ y1z,´xz1 ` x1z, xy1 ´ x1y
˘

.

Exemple :

p1, 2, 3q ^ p4,´5, 7q “
`

2 ¨ 7 ´ 3 ¨ p´5q, 3 ¨ 4 ´ 1 ¨ 7, 1 ¨ p´5q ´ 2 ¨ 4
˘

“ p29, 5,´13q
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Plans affines de l’espace
Définition : Soient a, b, c, d des nombres réels tels que pa, b, cq ‰ p0, 0, 0q.

‚ Un plan π est formé des points de l’espace cartésien de coordonnées px, y, zq telles que

ax ` by ` cz ` d “ 0

O

π

‚

¨

˝

a
b
c

˛

‚ est un vecteur orthogonal ou normal à π.

Exemple :
x ´ 5y ´ 2z “ 0 est l’équation d’un plan vectoriel, de vecteur normal

¨

˝

1
´5
´2

˛

‚.

x ` 3 “ 5y ` 2z est l’équation d’un plan affine de vecteur normal

¨

˝

1
´5
´2

˛

‚.

Nota : Un plan est entièrement déterminé par (au choix) :
‚ trois points non alignés ;

‚ un point et deux vecteurs tangents non colinéaires ;

‚ un point un vecteur normal.
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Équations cartésiennes et paramétriques des plans de l’espace

On note π le plan passant par Apa1, a2, a3q et de vecteurs tangents u⃗ “ pu1, u2, u3q et
v⃗ “ pv1, v2, v3q non colinéaires (c.-à-d. u⃗^ v⃗ ‰ 0⃗). Le point P px, y, zq appartient à π si
est seulement si

ÝÑ
AP P Vectpu⃗, v⃗q ðñ

ÝÑ
AP K u⃗^ v⃗ . (condition)

Équation cartésienne de π : elle s’obtient en remarquant que

ÝÑ
AP P Vectpu⃗, v⃗q ðñ det

`ÝÑ
AP, u⃗, v⃗

˘

“ 0 (équation cartésienne)

ðñ
ÝÑ
AP ¨

`

u⃗ ^ v⃗
˘

“ 0

Équation (linéaire) paramétrique de π : elle s’obtient en remarquant que

ÝÑ
AP P Vectpu⃗, v⃗q ðñ

ÝÑ
AP “ λu⃗ ` µv⃗, λ, µ P R ðñ

ÝÝÑ
OP “

ÝÑ
OA ` λu⃗ ` µv⃗, λ, µ P R

ðñ

$

&

%

x “ a1 ` λu1 ` µv1
y “ a2 ` λu2 ` µv2
z “ a3 ` λu3 ` µv3

, λ, µ P R

(équation paramétrique de π)

Dans le système ci-dessus, λ et µ sont les paramètres.
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Droites de l’espace
Définition : Une droite affine ∆ de l’espace R3 est l’intersection de deux plans affines π
et π1 non parallèles.

P px, y, zq P ∆ “ π X π1 ðñ

"

ax` by ` cz ` d “ 0
a1x` b1y ` c1z ` d1 “ 0

,

avec p0, 0, 0q ‰ pa, b, cq ∦ pa1, b1, c1q ‰ p0, 0, 0q.

Exemples :

‚ La droite d’équations
"

x “ 0
y “ 0

est l’axe Oz (vectoriel).

‚ La droite d’équations
"

x “ 3
y “ 5

est parallèle à l’axe Oz (affine).

‚ La droite ∆ passant par Apa1, a2, a3q et de vecteur directeur v⃗ “ pv1, v2, v3q est
caractérisée par :

P px, y, zq P ∆ ðñ
ÝÑ
AP ∥ v⃗ ðñ

ÝÑ
AP “ λv⃗, λ P R.

Ceci se réécrit :

équations paramétriques :

$

&

%

x ´ a1 “ λv1
y ´ a2 “ λv2
z ´ a3 “ λv3

, λ P R

équations cartésiennes :
x ´ a1

v1
“
y ´ a2

v2
“
z ´ a3

v3
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Surfaces Quadriques

Une surface quadrique Q est une surface de l’espace euclidien de dimension 3 définie par :

Q “

!

px, y, zq | fpx, y, zq “ 0
)

, où fpx, y, zq est un polynôme de degré 2.

Quadriques les plus connues :

‚ Cylindre x2 ` y2 “ r2 ‚ Sphère x2 ` y2 ` z2 “ r2

‚ Cône x2 ` y2 “ z2 ‚ Ellipsoïde x2

a2
`
y2

b2
`
z2

c2
“ 1

‚ Paraboloïde
elliptique z “ x2 ` y2

‚ Hyperboloïde
à une nappe

x2

a2
`
y2

b2
´
z2

c2
“ 1

‚ Paraboloïde
hyperbolique z “ x2 ´ y2

‚ Hyperboloïde
à deux nappes

x2

a2
`
y2

b2
´
z2

c2
“ ´1
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Quelques images de surfaces quadriques

x y

z

Cylindre

x y

z

Hyperboloïde
à une nappe

x y

z

Cône

x y

z

Hyperboloïde
à deux nappes

x y

z

Sphère

x y

z

Ellipsoïde

x y

z

Paraboloïde
elliptique

x y

z

Paraboloïde
hyperbolique
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