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TMB - Chapitre 1
Nombres complexes

Dans ce chapitre:
1. Nombres complexes (conjugués, opérations).
2. Représentation polaire (module, argument, exponentiel complexe).

3. Polyndmes complexes (racines, factorisation).



1. Nombres complexes

Définition: Un nombre complexe est un nombre de la forme
Z=x+1ly | ou x et y sont des nombres réels et / est un symbole ayant la

propriété | i> = —1 | qui s'appelle unité imaginaire.

Attention: / n'est pas un nombre réel.

Exemples: 3+2/, zéro 0=0+4+/0, un 1=1+/0.

e On note ‘ C={z=x+1iy|x,yeR} ‘ I'ensemble des nombres

complexes. Il contient deux sous-ensembles:

les nombres réels: ‘ R={x=x+i0]|xeR} ‘;

les nombres imaginaires purs: ’ R={iy=0+1iy|yeR} ‘

C iR
e L'ensemble C se représente z=x+iy
comme plan complexe: '




Parties réelle et imaginaire, conjugué complexe

Définition: Pour un nombre complexe z = x + iy, on appelle:
e partie réelle le nombre réel | Re(z) = x

e partie imaginaire le nombre réel m

e conjugué complexe le nombre complexe

Exemples —

e Pour z=3-2;:

Re(z) =3, Im(z)=-2, z=3+2i.
o Le conjugué d'un réel z = /2 est lui-méme: Z = /2.
z = —bI.

e Le conjugué d'un imaginaire pur z = 5/ est son opposé:



Egalité et opérations entre nombres complexes

Définition: Soient z = x + iy et w = u + iv deux complexes et A € R.

e égalité: z=w sietseulementsi x=uvety=v
e addition: z+w = (x+u)+i(y+v)

e soustraction: z—w = (x—u)+i(y —v)

e produit par un scalaire: Az = (Ax) +i(\y)

e multiplication: zw = xu + iyu + ixv + i?yv = (xu — yv) + i(xv + yu)

z zw (x+iy)(u—iv) xu+yv  yu—xu
e = +
w  ww  (u+iv)(u—iv) u?+v? u? + v2

e division:

e puissance entiére positive: z"=zxzxzx---x z n fois

. . A 1 1 1 1 )
e puissance entiére négative: z "= - x — X — x---x — n fois
z z z z

e racines n-ieme: c'est tout nombre complexe J tel que 6" = z.
Attention: il y en a n distinctes.



Propriétés des opérations

Propriétés: Les opérations dans C ont les mémes propriétés que leurs
opérations analogues dans R.

Soient z et w deux nombres complexes. Alors:
e Z+W=Z+W

e ZW =ZW

z

si w#Oanrs@=

S

pour tout n€ Non a z" = (Z)"

Re(z) = (z+2)/2 et Im(z) =(z—2)/2i

o\?=z©zeR\ et ‘E=—z©zeiR‘

o | zZ=(x+iy)(x —iy) = x>+ y? ‘ est toujours un réel positif ou nul.




Exemples: opérations entre nombres complexes
Exemples: Soient z=2(3+2/) et w=5—. Alors:
z+w=(6+4)+(5—i)=11+3i

z—w=(6+4i)—(5—i)=1+5/

B3+2)5—-1)

(15 — 3/ + 10/ — 2i?)
(15 +2) + (=3 +10)i)
(174 7i) =34 + 14/

2
2
2
2

z  2(3+2i) 2(3+2)(5+1)
w 5—i 25+1
2(15 — 2 + 10/ + 3/)

26
13 13
=E+EI—1+I




2. Module et argument

Définition: On identifie le plan complexe C avec le plan R? muni d'un

repére cartésien (O, €, &). On appelle alors:

o affixe complexe d'un point M(x,y) le nombre complexe z=x-+iy

e module de z la distance

‘Z‘ = dlbt(MaO) =p

e argument de z I'angle 6 par rap-
port a |'axe des réels (voir figure):

Propriétés: On a alors:

|2| =

xX*+y2=p

Re(z) = x = pcosd ‘ et ‘ Im(z) =y = psinf ‘

cosf =

X

VR +y?

sinf =

Y

tanf = s
X

six#0



Exercice: module et argument

Exercice: Calculer le module et un argument des nombres complexes

suivants.

e z=—-1—

Réponse: Le module est |z| = /(—1)2 + (—1)2 = v/2. L'argument est

un angle 6 tel que
-1 -1
cos = — et sinf=—.
V2 V2

5m
Par exemple, 6 = T est un argument de z.

e z=5-3/

Réponse: Le module est |z| = /52 + 32 = /25 + 9 = +/34. L'argument

est un angle 6 tel que
-3

cosf = i et sinf = —
NeT NeTS

De cet angle on peut dire (sans calculette) que tand = —3/5.



Propriétés du module

Soit z = x + iy € C. Le module de z est donc | |z| = /X% + y2 |

Propriétés:

|z| =0 ‘ et ‘ |z| = 0 si et seulement si z =0 ‘

e si ze R, alors |z| est la valeur absolue du réel z

o |—z[=lzf;
— 2 , 1 z .
o | zz =|Z| par conséquent =15 [siz#0
z |7
1 1.
o | |z12| = |z1|| 2] ‘ et - = siz#0
z| |2
| 2+ 2 <|z]+]z| |
et |z1 + zo| = |z1] + |z2| si et seulement si z; = Az ou A€ R
. |21+22| = |21|—|22| si |21‘ = |22|,
= — .€. .
Claeal > al-lall e { 272272 5 E 212



Exponentiel complexe

Définition: L'exponentiel complexe d’argument 6 € R est le nombre

complexe ‘ e = cosf + isinf ‘

. , P
Exemples: €0 =¢e?" =1 €2 =i e"=-1 e

Proprietés:

o ¢/’ est périodique de période 2, i.e. ‘ el(0+27k) — @i ‘

pour tout k€ Z

e % est un nombre complexe unitaire, i.e. | |e?| =1

y

C e
|
s

SinOf =~
e le point M(e'?) se trouve sur /\\
le cercle unitaire x* + y? =1
K cosf [1 x




Représentation polaire

Théoreme: Tout nombre complexe z # 0 s'ecrit sous la forme polaire
EEr

En effet: z = x+iy = pcosf + ipsinf = p(cosf + isinf) = p e,

Proprietés: Soient z = pe® et w = re’¥ deux nombres complexes en forme
polaire. On a alors:

e produit: zw = (pr) el(0+¢)

e puissance entiére positive: z” = p"e™ ol ne N
. N N R T
¢ puissance entiere negative: z7" = — = —e sip#0,
" p

. . 1 [0+2kn
e racines n-iemes: y/z =z» = ype» ouk=0,1,.,n-1

(Attention: il y a n distinctes racines n-iémes!).

formule de Moivre: (e/?)" = e pour tout ne Z

i.e. (cosf + isinf)" = cos(nf) + isin(nd)



Racines carrées et cubiques d’un nombre complexe
e Les racines carrées de z = pe’ € C sont toujours deux, o et 6

S =/p eETFT) k=01

cad| G = p et |et| oy = pelEtT)

Proprieté: Ona §; = —d.

e Les racines cubiques de z = pe’® € C sont toujours trois:
(e 2w
5 =/p e5TFE) k=012

Proprieté: Si une racine cubique est réelle, les autres deux sont conjugués
complexes.

Exemple: Si0 =0et do = Jp,ona

P27 LA R
=ypeT et H=ypeT =5



Exercice: racine carrée de nombres complexes

Exercice: Calculer les racines carrées des complexes suivants:

e z=1+iy/3
Réponse: On écrit z en forme polaire: z = 1+ iv/3 = 2e'5. Alors:
;T 2
S0 = V2 €% = %(\/5—%/)

5= V2 elit) - Y234 )

e z=15-8i

Réponse: Puisque on ne connait pas la forme polaire de z, on cherche
§=x+iytelque 2= (x> —y?) +2xyi=z=15—8i

(et donc aussi [6?] = x? + y? = |z| = /225 + 64 = 17):

x2—y2=15 >
=1 = = _
2xy = —8 @{y (:){y 14 ou{i 1

X =—



3. Polynémes complexes

Définition: Un polynéme complexe est un polynéme
P(X) = a,X" + a,_1 X" 1 4+ .-+ + a1 X + ag avec coefficients complexes,
ag, ai, ..., an € C. (Peu importe X, c'est une variable.)

Le degré de P(X) est le plus grand entier n tel que a, # 0.

Exemples: X3 + (5 — )X est un polyndme de degré 3
isin(X®) +5X n'est pas un polyndme

Définition: Une factorisation d'un polyndme P(X) est I'écriture
P(X) = Qu(X) Q2(X) -+ Qu(X)

comme produit de polynémes de degré inférieur a celui de P(X).

Exemple: X+ (5—i)X = iX (X? —1—5))

Définition: Un polyndme P(X) est irréductible [dans C resp. R] s'il ne se
factorise pas [dans C resp. R].

Exemples: X?—1= (X—1)(X+1) n'est pas irréductible

X241 = (X—i)(X+1i) est irréductible dans R mais pas dans C.



Racines des polynomes

Définition: Une racine d'un polyndme complexe P(X) est un nombre
complexe z tel que P(z) = 0.

Exemple: z = et z= —i sont racines de X2+1

Lemme: Si z est une racine de P(X), alors il existe un entier m > 1 et un
polyndme Q(X) tels que

P(X)= (X —2)"Q(X) et Q(z)#0.

On appelle m la multiplicité de la racine z.

Théoreme de d’Alembert-Gauss: Tout polyndme complexe P(X) de
degré d se factorise comme

P(X)=2zy(X —z)™ - (X =2z)™
ol zg € C, z, ...,z sont les racines de P(X) et my + ---+ m; = d.

Par conséquent:
e Tout polyndme complexe de degré d admet d racines.

e Seuls les polynémes complexes a; X + ag sont irreductibles.




Racines d’un polyndme complexe de degré 2

Proposition: Les solutions de I'équation ‘ az? +bz+c=0 ‘ a
coefficients complexes, sont

—b+4
2a

eC

ZzZ =

ol § € C est une racine carrée du discriminant A = b%> — 4ac € C,
c'est-a-dire un nombre complexe tel que §° = A.

Par conséquent: Le polynéme P(X) = aX?+ bX +c a

e une racine double z = —b/2asi A =0,

—b+9 —b—9
et z =
2a

si A # 0.

e deux racines distinctes 2z =




Exercice: équation complexe de degré 2
Exercice: Résoudre I'équation z?> — (1+ i)z +6 —2i = 0.

. . , . 1+it0 .
Réponse: Les solutions de cette équation sont z= ———, ou il faut

trouver § = x + iy tel que 62 = A et |62 = |A|, c'est-a-dire:
(x> —y?) +i2xy = (1+i)? — 4(6 — 2i)
=1+2i—1—24+8i=-24+10i
x? 4+ y? =2|-12+5i] = 2/144 + 25 =2 x 13 = 26

On a alors

2_ 2 _
-y 24 2x2 =2 x = +1
2xy =10 = =

x2+y? =26 Xy =3

et par conséquent 0 = +(1 + 5/). On a donc

140+ (1+5i) 2+6i
Bl 2 2

_1+i—(1+5i) 0—4i
2

21

Zy = = 5 = —2i




Racines complexes d’un polynome réel

Proposition: Si P(X) est un polyndme a coefficients réels, et z € C est une
racine complexe de P(X) de multiplicité m, alors son conjugué Z est aussi
une racine de P(X), de méme multiplicité m.

Exemple: Le polynome réel X2 4+ 1 a comme racines +i, ol —i = 1.

Par conséquent:

e Puisque z = Z seulement si z € R, tout polynme réel
de degré impair d > 3 admet au moins une racine réelle.

e Les polynémes réels irreductibles sont de degré 1 ou 2, c'est-a-dire qu'ils
sont de la forme a; X + ag ou bien axX? + a; X + ap.

e Tout polynéme réel irréductible de degré 2 admet
deux racines complexes conjuguées, z et Z.

Exemple: Le polyndme X? — 4X + 5 est irreductible dans R, car
A =16 — 20 < 0, mais a deux racines complexes 2+ et 2—j = 2+1.



Exercice: factorisation d’un polynéme réel

Exercice: Factoriser le polynéme P(X) = X® —+/2X® +1 en polynémes réels
irréductibles.

Réponse: La procédure est en deux étapes:

Etape 1) On factorise P(X) dans C en produit de six polynémes de degré 1,
P(X) = (X = 2)(X — 22)(X — 22)(X — 2:)(X — ) (X — z5),

ol z, ..., zs sont les six solutions de |I'équation -2 4+1=0 ().

Pour cela, on pose w = z°. Alors (%) donne w? — /2w + 1 = 0 et on trouve deux
solutions

1 1 o3 1 1 o3
% = w- — =
1=t =272
Alors, 'éq. 25 = wy = "% a trois solutions z, = /(% +%5%) pour k =0,1,2:

NI

.1 .
Zy = +/§, 212*74»/5, Zy = —I,

V3
2

7 4 27k

vz —i . . i(— 2Tk
et I'éq. z° = wo = e’ a trois solutions zz4, = ' "5+73) pour k =0,1,2:

V3 : .
=5~y zy =, Z5 = — — i

oS

N =
N =

Au final, on a donc la factorisation de X% — v/2X3 + 1 en six polynémes
complexes de degré 1.



Exercice: factorisation d’un polynéme réel (suite)

Etape 2) Les six solutions sont deux a deux conjuguées: on multiplie deux a deux
les polynémes (X — zx)(X — Zx) correspondants aux nombres complexes
conjugués, et on obtient des polynomes réels irreductibles de degré 2:

3 V3 V3 .1
-V2X +1_(x_7_,§)(x+7 i) (X + 1)
(x_‘/7§ %)(x_i)(x+?+f%)

- ((x—*f>2+i> <<x+*f)2+i> (x> +1)
= (X = V3X+1) (X + VBX 1) (X4 1)

Au final on a la factorisation souhaitée en polynémes réels irréductibles.

10



TMB - Chapitre 2
Fonctions d’une variable réelle

Dans ce chapitre:
1. Fonctions usuelles.
2. Graphes des fonctions.
3. Fonctions croissantes, décroissantes, monotdnes. Fonctions paires et
impaires.
4. Opérations entre fonctions: addition, multiplication, composition.

5. Fonctions réciproques.



1. Fonctions réelles

Définition: Une fonction (réelle) est une “loi" qui associe a tout x € R
au maximum une valeur y € R, qu’on note y(x) car elle dépend de x. Une
fonction est aussi notée

‘ f:R—R, x—y="f(x) ‘

e Le domaine (de définition) d’une fonction f est I'ensemble

Df = {xeR | f(x) €R, i.e. la valeur f(x) est bien définie}

e L’image d'une fonction f est I'ensemble

If:{y€R|y:f(x) pourunxeDf}

Attention: une loi qui associe a x € R deux valeurs distinctes y;, y» € R (ou
plus) n'est pas une fonction.
Exemples:

e La loi f(x) = x* est une fonction de domaine Dr =R et image l=R™.

e La loi f(x) = 4/x est une fonction de domaine Ds =R™ et image Ir=R™.

e La loi f(x) = £4/x n'est pas une fonction, ex. f(4) = +2 ou bien —2.

11



Polynomes, fractions, racines

Définition: On appelle “usuelles” les fonctions f : R — R suivantes:
e fonctions polynomiales, abrégé en “polyndmes”:

‘ f(x)=ao+arx+ax?>+ - +a,x" ‘ aieR, avec.

e fractions rationnelles, abrégé en “fractions”: ce sont les quotients de
polyndmes a(x) et b(x)

f(x) = ZE;(% avec| Df = {x eR | b(x) # O}

¢ fonctions radicales, abrégé en “racines’: ce sont les racines k-iémes de
polynémes a(x), pour k € N

f(x) = {/a(x) | défini par f(x)k = a(x)

avec domaine = {X eR | < a(x) € RJr i k est pair

(x) si k est impair }




Fonctions circulaires

e cosinus aveC | Deos=R | et | los=[-1,1]
7

ol (cos x,sinx) sont les coordonnées du -

point P qui se trouve sur le cercle unitaire
a angle x mesuré dans le sens antihoraire N
. , . . - . tan x
depuis I'axe de direction 7. i
. ‘ . X
Puisque le cercle a équation X2+ Y? = 1, o x =
si on pose X = cosx et Y =sinx on a j
cos? x +sin’x =1 ‘ pour tout x € R.
sin x

e tangente | f(x) =tanx = avec

COs X

‘ Dian = {x € R | x # T + k, keZ}‘ et | lon=R

12



Formulaire sur les fonctions circulaires 1

e Valeurs particuliéres:

cos(0) =1 sin(0) =0 tan(0) =0
cos(7/6) = v/3/2 sin(7/6) = 1/2 tan(m/6) = 1/3/3
cos(m/4) = \/2/2 sin(7/4) = /2/2 tan(m/4) = 1
cos(7/3) = 1/2 sin(/3) = /3/2 tan(r/3) = /3
cos(m/2) = sin(m/2) =1 tan(m/2) = +©
cos(m) = —1 sin(m) =0 tan(w) =0
cos(37/2) =0 sin(37/2) = —1 tan(37/2) = 0
o Periodicité: pour tout k€ Z on a:
cos (x + 2km) = cos x sin (x + 2km) = sinx tan (x + k) = tanx

o Egalité:

cosx =cosy <= x=y+2kr ou x=-—-y+2kmw, VkelZ
sinx=siny <= x=y+2kr ou x=-y+ (2k+ 17w, VkeZ
tanx =tany < x=y+km, VkeZ



2

Identité circulaire: cos? x + sin® x = 1;

Expression de sin x et tan x en fonction de cos x:

. 1
sinx = +4/1 — cos? x tanx = +4/ —— —1

cos? x

Expression de cos x, sin x et tan x en fonction de ¢ = tan(x/2):

1-—1¢2 _ 2t 2t
m, SINX = ——— tanx =

COsS X =

Formule de puissance (Moivre): (cosx + sinx)" = cos(nx) + sin(nx)
pour tout n e N.

13



Formulaire sur les fonctions

circulaires 2
e Formules d’addition:

cos(x 4+ y) = cosxcosy — sinxsiny

cos(x — y) = cosx cosy + sin xsin y
sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny

sin(x — y) = sinxcosy — cosxsiny
_ tanx+tany

ta ( ) tanx —tany
= nix—y)= ——.
1 —tanxtany Y 1+tanxtany

tan(x + y)

e Formules de duplication:
cos(2x) = cos? x —sin*x = 1 — 2sin®x = 2cos® x — 1
sin(2x) = 2sin x cos x

2tan x
tan(2X) = m

e Formules de linéarisation:

cosxcosy = 3(cos(x+y)+cos(x—y)) sinxsiny = (cos(x—y)—cos(x+y))
cosxsiny = (sin(x+y)—sin(x—y))

sinxcosy = 1(sin(x+y)+sin(x—y))
2 2(1 + cos(2x))

sin?x = 2(1 — cos(2x))

COs™ X =



e Formules de factorisation:

cosx + cosy = 2cos (XF¥) cos (55%) cosx — cosy = —2sin (X5L

(

v w+
\_/
128
S
—~
N‘
S—

05 {7
sinx + siny = 2sin (X3¥) cos (*35%)  sinx —siny = 2sin (X3

e Formules relatives aux angles associés:
Angles opposés:

cos(—x) = cos x sin(—x) = —sinx tan(—x) = —tanx.

Angles supplémentaires:

cos(m — x) = — cos x sin(m — x) = sin x tan(m — x) = —tan x.
Angles complémentaires:

cos(7T )—s' Si (7T )—cos ta (W )— L
2X7InX |n2x7 X n2X7tanx'

Angles “de différence 7n”":

cos(x 4+ m) = —cos x sin(x + ) = —sinx tan(x + 7) = tanx.

14



Fonctions arc

o arccosinus’ f(x) =arccos x ‘

arccos x est I'angle compris entre 0 et ™ qui a x comme cosinus, c.-a-d.
arccosx =60 < x=cosf et 6¢€]0,n], alors

’ Darccos = [_17 1] ‘ et Larceos = [07 7T]

o arcsinus‘ f(x)=arcsin x ‘

arcsin x est I'angle compris entre —%
arcsinx =0 < x=sinf et 96 [f

ui a x comme sinus, c.-a-d.
alors

s
2

qu
%%]

‘ Darcsin:[_lal] ‘ et ‘ Iarcsin:[_%ﬂ ] ‘

SE

o arctangente‘ f(x) = arctan x ‘

arctan x est 'angle compri entre —7 et 7 qui a x comme tangente, c.-a-d.
arctanx =0 < x=tanf et Oe|— 7, 7|, alors

Darctan =R et ‘ Iarctan =] - ga

]

N




Exponentiel

e La fonction exponentielle, abrégé en “exponentiel”,
de base le nombre de Néper (de Euler et Napier, XVII s.)

=1 1 1n—il~27182
e=m\ttn) TLAn T

n=0

est la fonction ‘ f(x) = e* = exp(x) ‘qui peut étre définie de plusieurs

facons (voir les prochains chapitres pour comprendre):

i) c'est la seule fonction continue qui trasforme une somme en produit,
exp(x + y) = exp(x) exp(y), et qui vaut e en x = 1,

ii) c'est la seule solution de I'équation différentielle f/(x) = f(x)
qui vaut 1 en x = 0;

iii) comme somme de série

o0
1
APl

On a ‘ Dexp = R ‘ et ‘ lexp =10, 00[ ‘

15



Logarithme

e La fonction logarithme naturel, abrégé en “logarithme”, est la fonction

f(x) = Inx | qui donne I'exposant a I'exponentiel pour obtenir x,

c'est-a-dire telle que Inx=y < €& =x.

Elle peut également &tre définie des fagons suivantes (voir les prochains
chapitres pour comprendre):

i) c'est la seule fonction continue qui transforme un produit en somme,
In(xy) = In(x) + In(y), et qui vaut 1 en x = ¢;

ii) c'est la seule primitive de la fonction x — — quivautOen x = 1.
E— X

Ona | D, =]0,00[ | e | =R



Fonctions hyperboliques

e cosinus hyperbolique | f(x) = chx = coshx = % avec
Dg, =R et Ien :[1700[
. . . eX—e™™

e sinus hyperbolique | f(x) =shx =sinhx = — | avec

Dsh =R et /Sh =R
On a

‘ ch’x —sh?x =1 ‘ pour tout x € R, shx

~l

donc (ch x, sh x) sont les coordonnées des points
P qui se trouvent sur la branche droite de
I'hyperbole d’équation X2 — Y2 =1

e tangente hyperbolique

sh x




2. Graphe de fonctions

Définition: Le graphe d'une fonction f est I'ensemble des points du plan

rf:{(x,y)eIRiz|xeDf7 y:f(X)}

:{(x,f(x))eR2|xeDf}CR2

En regardant le graphe d'une fonction on peut déduire quel est son
domaine, son image et ses propriétés importantes.

Le graphe des fonctions usuelles est a connaftre par ceeur.



Graphes a connaitre !

f(x) = x f(x) = x? f(x) =x3

f(x) —1/X f(x) =1/x? f(x) =1/x3

¢

Fl = % F(x) = ¥x

17



D’autres graphes a connaitre !

f(x) = sin(x) f(x) = cos(x) f(x) = tan(x

f(x) = arcsm X) f(x) = arccos(x f(x) = arctan(x)

ﬂ\ ffffffffffff
4 \

X
X



D’autres encore... ouf !

f(x) = exp(x) f(x) = exp(—x) =

e
—1
f(x) = In(x —In(x) =
f(x) = sinh(x) f(x) = cosh(x) f(x) = tanh(x)




3. Fonctions croissantes, décroissantes, monotones

La premiere propriété qu’on voit sur le graphe est la croissance.

Définition: Soit f : R — R une fonction et D < Df. On dit que:

e f est (strictement) croissante sur D si

-/

f(x) < f(y) |pourtout x,y € D tels que x <y. 77—

e f est (strictement) décroissante sur D si

\
f(x)>f(y) |pourtout x,y € D tels que x < y. v
e f est constante sur D si| f(x) = f(y) 1
pour tout x,y € D. -+

Si on n'indique pas I'ensemble D, on sous-entend qu’'on parle de tout le domaine
de définition Ds.

e f est (strictement) monotdne si elle est partout croissante ou partout
décroissante sur Dr.

L'appellatif “strictement” peut étre remplacé par “largement” si on considére des
inégalités larges < et >.
S'il est sous-entendu on considere les inégalités strictes < et >.



Exemple de fonctions monotones

Exemples:
e Les polynémes x" sont monotdnes croissants seulement si n est impair.
Si n est pair, ils sont décroissants pour x < 0 et croissants pour x > 0.
e Les fractions Xin sont monotdnes décroissantes seulement si n est impair.
Si n est pair, elles sont croissantes pour x < 0 et décroissantes pour x > 0.

e Les racines /x sont monot6nes croissantes.

e Les fonctions circulaires sin x et cos x ne sont pas monotdnes (elles sont
oscillantes). La tangente tan x est monotdne croissante.

e Les fonctions arcsin x et arctan x sont monotdnes croissantes, alors que arccos x
est monotbne décroissante.

e |’exponentiel €* et le logarithme In x sont monotdnes croissants.

e Les fonctions hyperboliques sinh x et tanh x sont monotdnes croissantes, alors
que cosh x est décroissant pour x < 0 et croissant pour x > 0.

19



Fonctions convexes et concaves
La deuxieéme propriété qu’'on voit sur le graphe est la convexité.

Définition: Soit f : R — R une fonction et D < Dr. On dit que:

e f est convexe sur D si elle a la forme \_/
—_—

e f est concave sur D si elle a la forme

A

e f est plate sur D si elle est constante _
—_—

Si on n'indique pas I'ensemble D, on sous-entend qu’on parle de tout le domaine
de définition Ds.

Exemples:

e Les polynémes x" et les fractions X—l,, sont convexes si n est pair.
Si n est impair, ils sont concaves pour x < 0 et convexes pour x > 0.
e Les racines ¥/x sont concaves.

e L’exponentiel €* est convexe. Le logarithme In x est concave.



Fonctions paires, impaires et périodiques

La troisieme propriété qu'on voit sur le graphe est la symétrie.

e f est impaire si‘ f(—x) = —f(x) pour
tout x€ Dy (symétrie centrale). IW*]AVAVQML

e f est périodique de période p si

‘ f(x+p)=f(x) ‘ pour tout x € D
(symétrie par translation).

Définition: Soit f : R — R une fonction. On dit que:

e fest pairesi| f(—x) = f(x) |pour tout

x€ Dy (symétrie axiale).

Exemples:

e Les polyndmes x" et les fractions % sont des fonctions paires si n est pair,

et des fonctions impaires si n est impair.
e Les fonctions sin x et tan x sont impaires, cos x est paire. Toutes les trois
sont périodiques: sin x et cos x de période 27, tan x de période 7.

20



Exercice

Exercice: Pour les fonctions suivantes, dessiner le graphe, préciser le
domaine de définition et si elles sont monoténes (croissantes ou
décroissantes), paires ou impaires et périodiques.

e f(x)=2Inx+1

Réponse: Le graphe de f(x) = 2Inx + 1 se trouve en dilatant par 2 le
graphe de x — In x et en décalant tout de +1:

In(x) f(x) =2In(x)+1

Le domaine de f est Df = {xe R | x > 0} =]0, oo[.

La fonction f est monotdne croissante, ni paire ni impaire.



Exercice (suite)
e u(f) =cos(20) —1

Réponse: Le graphe de u(f) = cos(20) — 1 se trouve en décalant de —1 le
graphe de la fonction f(x) = cosx ou x = 20:

cos(x) u(f) = cos(20) — 1

Le domainede uest D,={feR|20eR} =R.
La fonction u n’est pas monoténe, et elle est paire.

Elle est clairement périodique de période :
u(f + m) = cos (2(0 + m)) — 1 = cos(26 + 2m) — 1
= cos(20) — 1 = u(h).
21



Exercice (suite)

o z(t)=—yt—1
Réponse: Le graphe de z(t) = —/t — 1 se trouve par étapes: on dessine la

fonction 4/t, on décale la variable independante de t 3 t — 1 en bougeant
I'axe vertical de —1 en horizontal, enfin on prend son opposé —+/t — 1.

Vit t—

,_\
N
~
~
=
I
|
=
I
—

Le domaine de la fonction zest D, ={teR|t—1>0}=[1,00[.

La fonction z est monotdne décroissante, elle n’est ni paire ni impaire.



4. Opérations entre fonctions

Définition: Soient f, g : R — R deux fonctions, et t € R.

e addition: ‘ (f + g)(x) = f(x) + g(x) ‘ avec domaine

Df+g:{XER|XEDfetXEDg}:DfﬁDg

zéro: | 0(x) =0 |avec Dy =R

opposée: ’ (=) (x)

= —f(x) ‘avec D_¢ = Df

e produit par un scalaire: ‘ (tF)(x) =tf(x) ‘avec D:f = D¢

e multiplication: ‘ (fg)(x) = f(x)g(x) ‘avec Dfg = Df n Dy

unité: | 1(x) =1 |avec D; =R

inverse: | (1) (x) =

1

f(x)

Exemples:

avec Dyjr = {x € Dr | f(x) # 0}

h(x) = x* + sin x est la somme de f(x) = x* et g(x) = sinx
k(x) = 10(x* + sin x) est le produit de h(x) par le scalaire 10

H(x) = 22 et le produit de f(x) par l'inverse de g(x)

sin x

22



Propriétés des opérations

Proposition:

e Les opérations entre fonctions ont les mémes propriétés que leurs
analogues entre nombres réels (associative, commutative, distributive).

e En particulier, I'ensemble des fonctions est un espace vectoriel (de
dimension infinie) avec I'addition et le produit par un scalaire.

Exemple: Si f(x) = x?, g(x) = sinx, h(x) = cosx et t = 10, I'égalité
x*(10 sin x 4 cos x) = x° cos x + 10 x* sin x (pour tout x)
s'exprime en terme de fonctions comme
f(tg+h) =fh+tfg

et repose sur la propriété commutative de I'addition et du produit par un scalaire
et sur la proprieté distributive de la multiplication par rapport a I'addition.

Note: Un espace vectoriel qui a en plus une multiplication s'appelle
algebre.



Composition de fonctions

La composition de fonctions est une opération qui n'a pas d'analogue dans les
nombres réels.

Définition: La composée de deux fonctions x — f(x) et y — g(y) est la
fonction g o f : R — R définie par

(g0 f)(x) =g(f(x))

avec domaine | Dgor = {x € Df | f(x) € Dy}

La composition peut étre vue comme |'enchainement des fonctions I'une

apres |'autre:
x — f(x) — g(f(x))

(gof)(x)
ou également comme la substitution de la variable y, dans g(y), par la
valeur y = f(x).
Exemple: Si f(x) = x* et g(y) = siny, on pose y = x* et on a:

(8000 = g(F(x) =g()| _ ~=siny| , =sin().

y=Ff(x)
23



Propriétés de la composition
Propriétés:

e La composition est associative: | (hog)of =ho (gof)

mais elle n'est pas commutative: | gof # f og |en général.

Exemple: Si f(x)=x% g(y)=siny et h(z)=Inz, ona

(hog)(y) =In(siny) donc ((hog)of)(x)=In(sin(x*))
(gof)(x) =sin(x*) donc (ho(gof))(x) = In(sin(x?))

et (gof)(x)=sin(x’) mais (fog)(y)= (siny)’

e La fonction identité | id(x) = x |, avec domaine D;jq = R, est une unité

pour la composition: ‘ foid=idof =f ‘

Remarque: Pour une fonction f, I'inverse 7 est définie a partir de la

s " 1 1
multiplication et de I'unité 1 de telle sorte que f? =1 |et ?f =1|

L'analogue pour la composition et I'identité est une fonction £~ telle que

flof=1id |et| fof ™t =id | cest la réciproque de f.




5. Fonctions réciproques

Définition: La réciproque d'une fonction x — f(x) est la fonction
y — f~Y(y) telle que

| flof=id]| et |fofl=id]

c'est-a-dire telle que

U =x | o |0 =y
pour tout x € Dr pour tout y € Ir

ce qui peut étre résumé en une seule assertion:

) =x = y=f(x)|

Ceci implique que ‘ De-—1 = It ‘ et ‘ le-1 = Dy ‘

En conclusion, on peut visualiser la réciproque comme ceci:

Df = lps p If = D
J— - /\A J—
x=fl) T Ty =)

f_l



Exemples de réciproques
Exemples:
e La réciproque de I'exponentiel f(x) = e* est le logarithme f~*(y) = Iny, car
FH(f(x)) =In(e) =x et f(f'(y)=e" =y,
c'est-a-dire =y << x=Iny.

e La réciproque de la fonction g(x) = x3 + 1 se trouve en posant x> +1 = y et en
calculant x = g7!(y) comme fonction de y:
y=x"41 «— y—-1=x <« x=4i/y—1

donc g7 ' (y) = ¥y — 1.

. . 5
e La réciproque de la fonction h(x) = or1 se trouve en posant ol y et
en calculant x = h™*(y) comme fonction de y:
5 5 5
y = = X4+1=2 = x=2>-1
x3+1 y y



Propriétés des réciproques

Théoreme: La réciproque d'une fonction f existe si et seulement si f est
strictement monotdne.

Idée: En effet, si f n'est pas strictement monotdne, il existe deux points

distincts x; et x2 qui donnent la méme valeur y = f(x1) = f(x2).

Dans ce cas, comment va-t-on définir la réciproque f~! au point y, f~1(y) = x

ou bien f~!(y) = x2? Ce choix est impossible.

Propriétés:

e Si f est strictement monotdne et on note s son graphe, la réciproque f—1

est aussi strictement monotdne et son graphe est |I'image miroir de s par
rapport a la droite y = x.

f(x)

e La réciproque de la réciproque de f est f: (f’l)fl =f

25



Réciproque des fonctions non monotones
Probleme:

e Les polyndmes x" de puissance impaire et |'exponentiel ¥ sont monotdnes
et admettent une réciproque, a savoir respectivement les racines /x
d’'ordre impair et le logarithme In x:

’x:w — x”:y‘

‘x=|ny — eX=y‘

e Mais les polyndmes x” de puissance paire et les fonctions circulaires sin x,
cos x et tan x ne sont pas monotdnes et n'admettent donc pas de
réciproque! Que faire?

Astuce: Si une fonction f n'est pas monotdne, on peut restreindre son
domaine de définition a un ensemble D < Ds tel que
i) f soit monotdne sur D,

i) f(D) =I.
Cette fonction “a domaine restreint” | f: D < Df — I ‘admet bien une
réciproque “a image restreinte”:

| f 1 >DcDy |




Exemples de réciproques “restreintes”

Exemples:

e Les polyndmes x" de puissance paire restreints a I'ensemble [0, c0[c R ont
comme réciproque les racines /x d’ordre pair:

‘x:\"/? — x"=y et XZO‘

X2 X2 \/)7
Ex.: \V V V
I I y

X X ‘

e Les fonctions circulaires sin x, cos x et tan x, opportunement restreintes, ont
comme réciproque les fonctions arc arcsin x, arccos x et arctan x:

‘ Xx = arcsin y — sinx=y et xe[-n/2,7/2] ‘
‘ X = arccos y — cosx =y et xe[0,m] ‘
’ X = arctany — tanx =y et xe€|—n/2,7/2] ‘
sin x sin x arcsin y
Ex T T
y
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Exercice

Exercice: Calculer la réciproque des fonctions suivantes.
e f(x) =3x>—5, avec x = 0
Réponse:
y=3x*-5 & " =x & x=4/7——=
o f(0) =+/sinf + 3, avec —/2 <0 < /2

Réponse:
x=+sinf+3 < x*-3=sinf < 0 =arcsin(x*—3)

e f(z) = 3arctan(e?)
Réponse:
t/3 = arctan(e®) <« tan(t/3) =€ < z=In(tan(t/3))

avec —7m/2<t/3<m/2 et tan(t/3)>0, Cc'est-a-dire
0<t/3<m/2, aufinal: 0<t<3m/2.
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TMB - Chapitre 3
Dérivées

Dans ce chapitre:
1. Idée des limites et des fonctions continues.
2. Dérivées. Dérivées des fonctions composées.
3. Dérivées d'ordre supérieur. Points critiques, extréma locaux et points
d’infléxions.

4. Formule de Taylor et approximations.



1. Idée des limites

Définition — Soit f : R — R une fonction de la variable x.

La limite de f pour x qui tend vers xp, notée | lim f(x) | estla

X—Xo

valeur a laquelle tend f(x) quand x s'approche de xg (sans le toucher).
Cette limite peut &tre un nombre réel, ou +00, ou ne pas exister.

Exemple:
XﬂrﬂOC f(x) = 400
T Iim0 f(x)=—-0.5

Iim1 f(x) = Iim2 f(x)=0
lim f(x) n'existe pas

}k/ t T ) ¥ t t
1 x—4

lim f(x) =0

X—00

Remarque: Pour que I'expression lim,_,,, f(x) ait un sens, il suffit que

Xxo € Df, ou bien que xp soit un point du bord de Dy, par exemple I'un des
deux extréemes a et b si Dr =]a, b[ est un intervalle ouvert, ou bien

Xxp = o0 si Df = R.



Idée des fonctions continues

Définition — Soit f : R — R une fonction de la variable x.
On dit que

e f est continue en un point a € Ds si

lim f(x) = (a)

X—a

e f est continue si elle I'est en tout point a € Dy.

% Ed b

7 715 71
continue non continue en a non continue en a
lim f(x) n'existe pas lim f(x) # f(a)
X—a X—a
Proposition:

e Les fonctions usuelles sont continues sur leur domaine de définition.

e La somme, le produit et la composée de fonctions continues est continue.



2. Dérivée
Définition — Soit f : R — R une fonction de la variable x.

e On appelle dérivée de f en a e Dy la limite

%(a) B f/(a) B i@aw B llyino

f(a+ h)—f(a)

9

si_cette limite existe et c'est un nombre réel. Dans ce cas, on dit que f est
dérivable en a.

e On dit que f est dérivable sur D c Ds si elle 'est en tout point a € D. Si
D = Dy, on le sous-entend.

e Si f est dérivable sur D, la fonction dérivée est la fonction

df
= f':D—>R, x— f'(x).
Exemple: Si f(x) =x% ona f/(x)=2x car
, e (x+h)2—x2__ x% 4+ 2xh + h? — x?
Fix) = Jim h = lim h
(2x + h)h

= lim(2x + h) = 2x.
h—0
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Dérivée, droite tangente et croissance

Proposition: Si f est dérivable en

a, alors son graphe Ty admet une y
droite tangente A, au point (a,f(a)), f(a)
d’'équation f(b)

Aa:‘ y =f'(a)(x — a) + f(a) ‘

et on a | f'(a)=tand, || ou 0O, est /
I'angle formé par la droite tangente A,
3 partir de I'axe Ox. \

Par conséquent, la dérivée donne un critére pour établir la croissance d’'une
fonction dérivable.

Proposition: Si f est une fonction dérivable en x, on a:

\ f est croissante en x \ < 0<b,<7)2 & ‘ f'(x) =tanf, >0 ‘

‘ f est décroissante en x ‘ e 12<bi<m < ‘ f'(x) =tanf, <0 ‘




Fonctions dérivables

Remarque: Une fonction dérivable est continue, le contraire est faux; en effet il y
a des fonctions continues qui ne sont pas dérivables.

D

non continue en a  continue, non dérivable en a dérivable

Proposition:
o Les fonctions usuelles (ch. 4) sont dérivables, sauf les racines 4/x d'ordre n
pair, en x = 0.
e La somme, produit et composée de fonctions dérivables est dérivable.
Exemples:

o f(x) =3x> +sin(vx3—1) +In(3x> + 1) est dérivable sur
D={xeR|x*-1>0,3x*+1>0}=]1,00[.

e La valeur absolue

X six=0
x| =

Ix]

—x six<0

n'est pas dérivable en 0.
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Dérivée des fonctions usuelles (par coeur !)

f(x) f'(x) Cas particuliers:
Xn n Xn—l diX2 — 2x ix?, _ 3X2
Ix dx
i 1 d1 _ _ 1 da1 _ _ 2
xn xn+1 dx x x2 dx x2 x3
1 1 1
n a1 d 1
n X = Xn — Xn — a X =
VX n 4/ xn—1 dxf 2/%
. 1
. arcsin x _
sin X COS X m
. 1
CoSs X —sinx arccos x ———
V1—x
1 ’ 1
tan x >— =1+tan"x arctan x
cos? x 1+ x2
e* e* sinh x cosh x
1 h inh
In x fl cosh x sinh x
X 1 ;
tanh x ——— = l—tanh"x
cosh” x




Dérivée de la somme et du produit de fonctions

Proposition: Si f et g sont dérivables en x e R, et t € R, on a:
d

o | L0+ 80) = £ + 8 ()
d /
. a(tf(x)) =tf'(x)

. %(f (x)g(x)) = f'(x) g(x) + f(x) g'(x) | regle de Leibniz

o si F(x) %0, on a i{(fl )__f’(X)

(x) f(x)?
d (f f —f(x) g
e sig(x)#0,0na ™ giii) = (X)g(xg)(X)z(x)g (x)
Exemples:
. f(2) = % Fle) = 2 _ﬁ
te , (e +te")(t+1) —te' (P+t+1)ef
o h(t) = P H(t) = t+1) 1)
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Dérivée des fonctions composées

Proposition: Soit f une fonction dérivable en x, g une fonction dérivable
eny = f(x) et gof la composée. Alors:

¢ regle de la chaine:

(80 () = &(8(f(x) =8| _, £ =& (F() F'()

e si f admet la réciproque f 1 et y = f(x) # 0, alors

1 1
x=f1y)  F(F0)

Exemples:

o f(z) = (Inz)? f'(z)=2Inz =



Exercice
Exercice: Calculer la dérivée des fonctions suivantes.

o y(u) = ® sin*(u?)

Réponse: y'(u) = 3u° sin®*(v®) + u® 3sin®(v°) cos(u®) 2u
= 3u® sin*(v?) + 6u” sin®(u?) cos(u?)
« h() = 1 ()
Inx x
Réponse: W)= -+ 1. 1/ 1
(x) (Inx)? x * i x2

.« F(t) = tvB 15t

5 . y 1
Réponse: F'(t) = Ve sttt ——— (3t> 4+ 5)
2v/t3 + 5t
_ 2 +5t) + (3 +5t) 5 +15¢t
2/t3 + 5t 2/t3 + 5t
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3. Points critiques

Rappel: Une fonction f : R — R dérivable en a € Dr est
e croissante en asi f'(a) > 0,
o décroissante en asi f'(a) < 0,

car la droite A, tangente au graphe '+ au point (a,f(a)) a pour équation
cartésienne y = f'(a)(x —a) + f(a). Que se passe-t-il si f'(a) = 07

Définition: Soit f une fonction dérivable en a € Dy. Le point a s'appelle
point critique de fsi| f'(a) =0 |

Dans ce cas, la tangente A, est la droite horizontale | y = f(a) |

Exemple: Le graphe de la fonction
flx)=(x—17°+1 e

est une parabole. On a f'(x) = 2(x — 1),
donc a = 1 est un point critique de f.
La droite tangente A,, qui a pour équation N

y=0(x—-1)+1=1,

)
—

O
~

A,

est bien horizontale.



Extrema locaux et points d’inflexion

Les points critiques peuvent étre de trois types:

Définition: Soit f : R — R une fonction et a € Dr. On dit que

e f a un minimum local en a si
f(x) > f(a) | pour tout x proche de a

(f est convexe autour de a).
e f a un maximum local en a si
f(x) < f(a) | pour tout x proche de a
(f est concave autour de a).

Wasa

minimum local

e

a

maximum local

Les minima et maxima locaux s'appellent aussi extrema locaux.

e f a un point d’inflexion en a si, au point
(a,f(a)), le graphe I's traverse la droite
tangente A,.

Cela peut arriver aussi quand la droite
tangente A, n'est pas horizontale.

Pour distinguer ces trois types de points on a besoin des dérivées supérieures.

SN

point d'inflexion

LA

a
point d'inflexion
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Dérivées d’ordre supérieur
Définition:

e Pour tout n € N, on appelle dérivée d’ordre n de f la fonction

o 1000 = S50 - & (4 ()

que |'on obtient en dérivant f successivement n fois.

e Si la fonction (" est bien définie sur D < Dy, on dit que f est dérivable

n fois sur D. Si cela arrive pour tout n € N, on dit que f est lisse ou de
classe C*.

Exemples:
e La fonction f(x) = x> est lisse sur R car toutes les dérivées sont définies:
f'(x) =3x%, f'(x)=6x, f"(x)=6, f"(x)=0 pournz=4.

e La fonction h(x) = x4/x est dérivable sur [0, o[, car
H(x) = ﬁ—kxﬁ = /x+ ¥ = 3/x pour tout x € [0,c0[, mais h n'est pas

dérivable deux fois en x = 0 car h"(x) = n'est pas définie en x =0

3
4\/x



Exercice
Exercice: Calculer les cing premiéres dérivées de la fonction
f(t) = t%e*

et déduire I'expression de (") (t) pour tout n € N. La fonction f est-elle
lisse?

Réponse: Les cing premiéres dérivées sont:

f(t) = 2te’ + t?e’ = (t? + 2t)e’

f7(t) = (2t + 2)e' + (£ + 2t)e' = (t* + 4t + 2)e’

F7(t) = (2t + 4)e’ + (t° + 4t 4 2)e’ = (t° + 6t + 6)e’
FO(t) = (2t + 6)e’ + (12 + 6t + 6)e’ = (12 + 8t + 12)et
FON(t) = (2t + 8)et + (t2 + 8t + 12)et = (% + 10t + 20)e’.

Pour tout n€ N, on a donc
F((t) = (2 +2nt+ (n—1)n) e,

qui est bien défini pour tout t € R. Donc f est lisse.
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Critere pour établir la nature d’un point critique
Théoréme: Soit : R — R une fonction lisse sur D et soit a € D un point
critique (f'(a) = 0). Alors:

i) f est plate autour de a ssi toutes les dérivées de f s'annulent en a, c.-a-d.
fk)(a) =0 pour tout k € N.

ii) Sinon, soit n I'ordre de la premiére dérivée de f non nulle en a, c.-a-d. que
fMa)#0 et fK(a)=0 pourtout k < n:

e aest un minimum local ssi n est pair et (") (a) > 0,

e 2 est un maximum local ssi n est pair et f(")(a) <0,

e a est un point d'inflexion ssi n est impair.

En particulier, si a est un point critique (f'(a) = 0), on a:

e Si f”(a) > 0, alors a est un minimum local.
e Sif”(a) <0, alors a est un maximum local.

e Si f”(a) = 0 (a s'appelle point plat), pour connaitre la nature de
a il faut regarder les dérivées d'ordre supérieur.




Exercice

Exercice: Trouver les points critiques de la fonction

X3

f(x) = m7

et détérminer s'ils sont des extréma locaux ou des points d’inflexion.

Réponse: Le domaine de la fonction f est Df = {x e R | x # 1}.
Cherchons les points critiques:

33 (x —1)2 = x32(x — 1)

Flx) = (x — 1)
C3(x—1)—2x>  x*—3x>  x*(x—3)
(x-12 = (x-1P  (x-1)

Donc
fi(x)=0 <= x=0 ou x=3.

Par conséquent, il y a deux points critiques: x =0 et x=3.
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Exercice (suite)

Pour connaitre la nazture des points critiques, calculons la dérivée seconde.
Puisque f'(x) = % on a:
” (2x(x — 3) + x*) (x — 1)* — x*(x — 3) 3(x — 1)°
f(x) =
(x—1)°
B (2x* — 6x + x*) (x — 1) = 3(x*> — 3x%)
(x—1)
~ (3x2—6x) (x — 1) — (3x*> — 9x%)
(x—1)
. 3x% — 3x% — 6x° 4 6x — 3x% + 9x?
(x—1)

Alors:
e Enx=30na f’(3)=12=12>0doncx=3estun minimum local.

2
e Enx=0o0na f”(0)=0, donc on ne peut rien dire pour l'instant.



Exercice (suite)

Calculons la troixiéme dérivée. Puisque f”(x) = (Xiixl)‘l, on a:

6(x —1)* —6x4(x —1)°

F) = (x—1)¢
_ 6(x—1)—24x
(x—1
_ —18x—6  _ 3x+1
(x=1°  “(x-1)°

On aalors  f”(0) = f6ﬁ =6#0.
Puisque la premiere dérivée non nulle en x = 0 est d'ordre impair, on a que x =0
est un point d'inflexion.

En effet, le graphe de f est:




4. Polynome de Taylor et approximations
Théoreme: Toute fonction f : R — R dérivable n fois autour d'un point a
peut étre approximée en tout point x proche de a
par un polynéme de degré n dont les coefficients dépendent uniquement des
dérivées de f en a, qui s'appelle polyndme de Taylor d’ordre n de f en a:

T (x) = f(a)+f’(a)(xfa)+%f”(a)(xfa)2+~ . -+%f(")(a)(xfa)" .

Le niveau d'approximation est mésuré par le reste

‘ RIf(x) = f(x) — TIf(x) ‘,qui tend vers 0 pour x — a

Exemple: Voici les graphes de
f(x) =¢e* (en bleu)
et de son polynéme de Taylor d’'ordre 2 en a =0
Tof(x) =1+ x4 x>/2 (en rouge).
Les restes en x = 1 et en x = 0.1 valent:

Rif(1) = e—(1+1+1/2) ~ —0.83 (mauvaise approximation)
R3f(0.1) = €*! — (1 + 0.1+ 0.01/2) ~ —0.0018 (bonne approximation)



Polynomes de Taylor importants (autour de 0)

f(x) TOf(x)
1_’_% T—x+x2 =3+ 4 (=1)"x"
lix Lhx+x2+x3+ - +x"
4207 | Lraxs 0Dy oelelolann) .
\/11_7)@ 1+%x2+%x4+...+%xzn
sin x x—%x3+ $X5+...+(_1)"ﬁx2n—l
Cos X 17%X2+ %X4+_..+(71)nﬁxzn
e 1+X+%x2+%x3+“.+%xn
In(1+ x) X—%X2+%X3+...+(_1)U%Xn
In(1 — x) —x—ixz—%x3+..._EX"




Exercice

Exercice: Trouver le polynéme de Taylor a I'ordre 2 de la fonction

4 — .
f(x) = 3 +i autour des pointsa=0etb=1

Réponse: |l nous faut les premiéres deux dérivées de f:

oy —R+x)—(4=-x) 6

Fix) = (2 + x)2 T T2+

7 _ —2(2+X)_ 12

P =915 =~ @

e Autour de a = 0:
_4_ oy~ 8 _ 3 12 _3
O =5=2 fO)=—3=-3 f0O=2=3
2 (4 —x\ _ _§ §2
donc Ty (2+x)72 2X+4X.
e Autour de b = 1:

3 / 6 2 y 12 4
fHy===1, f(l)=—==-=, f == =_
W=3-1 FW=-g=-3 fO=p3-3

s[4 —X . _g B g 2
donc Tj (2+x)_1 3(x 1)+9(x 1)°.



Estimation du reste

Rappel: Le théoreme de Taylor garantit que si f est dérivable n fois autour de a,
alors il existe un polynéme T]f(x) qui est une bonne approximation de f quand
x — a, c'est-a-dire tel que

f(x) =T, f(x)+ Rif(x) avec limRJf(x)=0.

x—a

Formule de Young: Le reste R7f(x) est négligéable par rapport au
polynéme de Taylor:

RIf(x) =o((x—a)") |

h
ol o(h) est une fonction qui tend vers 0 plus vite que h: ’Ijim0¥ =0.

Formule de Lagrange: Si f est dérivable n + 1 fois autour de a, alors pour
tout x proche de a il existe une valeur ¢ comprise entre a et x telle que

RIf(x) = ﬁf(nﬂ)(c)(X—a)nH

39



Exercice

Exercice:

e Montrer que pour tout x > 0 on a

1
1-x+x-x< <1—x+x*—x3+x"
1+ x
Réponse: Puisque AN = ( 1)"n7! on sait, par la formule de
ponse: . dxn14+x (1 + x)n+1’ P
Taylor-Lagrange, que pour tout x > 0 il existe un ¢ compris entre 0 et x tel que
1 2 3 4 n 1 n
Puisque 0 < c < x,on a c+ 1> 1. Donc, pourn=3ona(—1)3ﬁ>—1 et
donc
1 2 1 3 2 3
— =1l—-x4+x" - ——x"=21—x+x"—x".
1+x (1+0c)*

Et pour n=4on a (—1)4ﬁ < 1, donc

1 1
:1—X+X2—X3+7X4<1—X+X2—X3+X4.
1+ x (1+c¢)?




Exercice (suite)

3

e Pour quelles valeurs de x = 0 peut-on dire que 1 — x + x> — x> est une

approximation de 1Tx 3107* prés, c’est-a-dire telles que

1
1+ x

—(l-x+x—x*)<107*?

Réponse: Des inégailtés

1
1—x+x2—x3< <1—X+x2—x3+x4
1—x
on déduit que
1 2 3 4
0< l—-x+x"—x")<x".
14+ x ( )
Il suit alors que
1 2 3 —4
—(1—-x+x"—x7)| <10
T ¢ )

si on prend x < 107}, car dans ce cas on a bien x* < 107*.
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TMB — Chapitre 4
Intégrales

Dans ce chapitre:
Primitives
Intégrale de Riemann et aire
Relation entre primitives et intégrales

e

Techinques d'intégration: par parties et par changement de variable. Cas
des fonctions circulaires et des fractions rationnelles.



1. Primitives

o

Définition: Soit f : [a,
est une fonction F : [a,

F'(x) = f(x)

] — R une fonction. Une primitive de f sur [a, b]
] — R dérivable, telle que

S

pour tout x€ [a, b].

On note F(x) =

Remarque: Toute autre primitive de f difféere de F par une constante.

f(x) dx, mais attention ! (voir la suite)

Exemples: cf. le tableau des dérivées:

Jldx—lnx

Jexdx:ex

n+1

1 1
—dx = — sinx dx = — cos x shx dx = chx
x" (n—1)xn—1
idx=2\/; Jcosxdx—smx fchxdx=shx
/X

1 1 L
150 dx = arctan x c052 dx = tanx e dx = th x

|

dx = arcsin x




2. Somme de Riemann d’une fonction
Définition — Soit f : [a, b] — R une fonction.
e Une subdivision S, de [a, b] est une partition de l'intervalle | = [a, b] en

n intervalles /; = [a;_1, a;] (pour i = 1,...,n) de longueur § = =2, avec
ag =aeta,=b.

W (i {xi}) fo,

Chaque terme f(x;) ¢ est I'aire algébrique (= + aire) du rectangle de base
I; et hauteur f(x;).



Intégrale de Riemann
Définition:

e Sila limite IimOO Rn(f; {xi}) existe, c'est un nombre réel et ne dépend pas
du choix des x;, on I'appelle intégrale de Riemann de f sur [a, b]:

V(x)

a

b
J f(x)dx = nILmOO Ra(fi{xi}) 2

b
tout x; ‘ 7 \_/ X

et on dit que f est intégrable selon Riemann sur [a, b].

a b
e Toujours pour a < b, on pose aussi J f(x)dx = —J f(x) dx

b a

Note: Le symbol § rappelle la somme, et dx représente la variation infinitesimale
de x et s'appelle différentielle de x.

Exemples:
e Les fonctions continues et celles en forme d’escalier sont intégrables.
. .. 1 sixe , .,
e La fonction de Dirichlet f(x) = . Q n'est pas intégrable selon
0 sixeR\Q

Riemann, car la limite de R,(f; {x;}) dépend du choix des points x;.
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L’intégrale donne I'aire sous le graphe
Corollaire:

b
. f f(x) dx = aire “algébrique” sous le graphe de f

a

b
o f |f(x)| dx = aire sous le graphe de f (positive)
a

y=Fed 1 [

£ +

Exemple: L'aire du disque

D={(x,y)e R | x¥* +y* <1}

se calcule comme une intégrale:

1
Aire(D) = 2 Aire(D") = ZJ V1—x2dx
-1



D’autres proprietés des intégrales

Proprietés:

b
° J.OdXZO

a

a

b
. f dx = b— a = longueur de [a, b]

o Lbf(x)dx—ch(x)dx+£bf(x)dx

e Si f(x) < g(x) pour tout x € [a, b]:

Lb f(x) dx

<Lb|f(x)| dx
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3. Relation entre intégrale et primitives

Théoreme fondamental du calcul intégral:
Soit f une fonction intégrable selon Riemann sur [a, b]. Alors, pour tout
c € R, la fonction F : [a, b] — R définie en tout x € [a, b] par

f(x) F(x)
F(x)=f f(t)dt+ ¢ T57/X\\/"

est une primitive de f (i.e. F/(x) = f(x)) telle que F(a) = c.

En mots: 'aire sous le graphe de f entre a et x donne une primitive F(x).

Corollaire: On peut donc calculer I'intégrale de f si on connait une
primitive F de f, avec la formule

J f(x)dx = J F'(x)dx = F(b) — F(a) = [F(x)]a

a a

Il ne reste plus qu'a apprendre les techniques d'intégration pour trouver la
primitive.



4. Calcul de primitives et d’intégrales

Pour calculer les primitives et les intégrales, on part des cas connus et on modifie
la fonction a intégrer en utilisant les théorémes suivants.

1) Si I'intégrand est une somme de fonctions

Théoreme:

o primitive: J()\ F(x) + pg(x)) dx = Aff(x) dx + ufg(X) dx

b b b
e intégrale: f (Af(x) +pg(x))dx = )\J f(x)dx+ ,uj g(x) dx

a a a

E le:
xemple J(3cosx+5sinx)dx:3Jcosxdx+5jsinXdX

= 3sinx — 5 cos x.

Par conséquent:
/2 /2
f (3cosx + 5sinx) dx = [3sinx — 5cosx]
0 0
= (3sin(7/2) — 5cos(m/2)) — (3sin0 — 5cos0)
=B3-0)—-(0-5)=38



Intégration par parties
2) Si Iintégrand est un produit de fonctions

Théoreme (Intégration par parties):

e primitive: Jf(x) g'(x)dx = f(x) g(x) — Jf’(x) g(x) dx

o intégrale: be(x) g (x) dx = [f(x) g(x)]b - fb f'(x) g(x) dx

a a a

Exemple: Pour calculer la primitive stinxdx, on pose

fix)=x et g'(x)=sinx
et on calcule ,
fiix)y=1 et g(x)= Jsinxdx = —cos X.
On a alors:

stinxdx = —XxCcosXx + fcosx dx = —x cos x + sin x.

Par conséquent:

s
. . s . .
f X sin x dx = [—xcosx—i—smx]0 = —mcosm+sinTt+0—sin0 = .
0



Exercice

Exercice: Calculer la primitive fcos2 x dx par parties.

Réponse: Posons f(x) =cosx et g'(x)=cosx.

Onaalors f/(x) = —sinx et g(x)= Jcosx dx =sinx, et donc
Jcos2xdx = sinxcosx + fsinQde.

Puisque sin?x =1 —cos’x, on a

Jcos2xdx:sinxcosX+J(17coszx) dx
=sinxcosx+fdx—fc052xdx

. 2
=sinxcosx + x — Jcos x dx
d’ol suit
2 .
2fcos X dx = x + sin x cos x

et par conséquent

Jcoszxdx = —(x + sin x cos x).

N =
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Changement de variable

3) Si l'intégrand contient une composée de fonctions

Définition: Un changement de variable de x€ [a, b] en t€ [a, 5] est
I'expression de x comme fonction de t: | x = h(t)

ol h:[a, B]—|a, b] est un difféomorphisme, c’est-a-dire une fonction
dérivable (sauf en o et ) avec réciproque h~':[a, b] — [, 3] aussi dérivable
(sauf en a et b), qui exprime t comme fonction de x:

Onaalors: | dx=H(t)dt | et | dt=(h"1)(x)dx |

Exemples:

e x = t* est un changement de variable de x € [0,8] en t € [0,2], avec

t=/x, dx=3t"dt et dt=+dx4
3v/x?

e x = t3 n'est pas un changement de variable de x e[—1,1] en t €[—1,1], car la
réciproque t = +/x n'est pas dérivable en x = 0 (cf. dt).




Intégration par changement de variable |

Théoreme (Intégration par changement de variable 1):

e primitive: ff(x) dx = J f(h(t)) K (t)dt

t=h—1(x)

b h~1(b)
o intégrale: J f(x)dx = J f(h(t)) H'(t)dt
- a h—1(a)

Exemple: Pour calculer la primitive J\/X + 1dx, on pose

t=+x+1=h"(x) donc x=t>—1=h(t).

On a alors dx = 2tdt et par conséquent
2 2
J\/x+1dx=J2t2dt =4 =S(x+1Vx+1
t=+/x+1 3 t=+/x+1 3

1
Pour I'intégrale J vx + 1dx on a alors
0

! viFL 2 5v2 2
X+ ldx = ttdt = |5t == —1).
Vx+1d 262 d 2v2-1
0 VOFT 3 11 3
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Intégration par changement de variable Il
Théoreme (Intégration par changement de variable 11):

o primitive: ff(h(x)) K (x) dx = Jf(u) du

u=h(x)

e intégrale: fb f(h(x)) ' (x) dx = Jh(b) f(u) du

a h(a)

N In? x
Exemple: Pour calculer la primitive J

dx, on pose

u=Inx=h(x) donc du:%dx.

2
Jln de=fu2du

X

2 2

e, In“ x
Pour I'intégrale
1 X

2|n2X In 2 5 1 3 In2 1 3
L ” dx=JI udu=[§u] =3In 2.

On a alors

—u
u=Inx 3

dx, on a




Exercice: aire d’un disque
Exercice: Calculer I'aire du disque

D={(x,y)eR2\x2+y2<1}

Réponse: Comme on a déja observé, I'aire du
disque se trouve comme l'intégrale

Aire(D) = 2Aire(D™) —2j V1 —x2 dx

Celui-ci se calcule par changement de variable: on pose

x =sint avec te[-m/2,7/2],

car t=arcsinx donne arcsin(—1) = —7/2 et arcsin(l) = w/2.

Alors +/1—x2=cost et dx=cost dt, donc

/2 2 . /2
cos” t dt = [t + sin t cos t]

Aire(D) =2 J

—m/2
= (7/2+0+7/2-0) = .

—7/2
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Changement de variable pour fonctions circulaires

4) Si I'intégrand contient seulement des fonctions circulaires
Regle 1:

. t =sinx
. ff(sm x) cos x dx = Jf(t) dt e | 2V gt cosxdx
. t = cos x
. ff(cosx) sinx dx = —ff(t) dt o | Y] Gt = inxdx
Exemple: .
sin x 1 1 1
[ T -
cos?x t2 " li=cosx  t

t=cos x COs X

Reégle 2: Dans les autres cas, on pose | t = tan(x/2) |, et on a:

— 2 .
cosx = L—Ez ' sinx = 1.2;:2 et dx = ﬁ dt
Exemple: 5
J,l dx:fl“ 2 g :fldt
sin X 2t 1+ t2 t=tan(x/2) t t=tan(x/2)
=In(t = In(ta 2)).
(0], = nltan(x/2)




Exercice

Exercice: Calculer les primitives suivantes:

. Jsin3 X dx
Réponse:
Jsin3 xdx = J(l — cos® x) sin x dx

. 2 .
= fsmxdfocos X sin x dx

t=cos x

—cosx—i—jt2 dt

13
= —COoSX + =t

t=cos x

1 3
— COSX + = COS™ X.

3
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Exercice (suite)

J 1 — cosx
o | —————dx
(1 + cos x) sin x

Réponse: On pose t = tan(x/2), alors

t2
J‘ 1 — cos x dx f ( 1+r2) (1+¢) 2 dt
(1 + cos x) sin x ( 1— t2) 2t (1+t?)
1+12
J(1+t 1+¥)1d
(1

+t2+1—-1¢2)t

ftdt

1.
=zt
2

t=tan(x/2)

t=tan(x/2)

t=tan(x/2)

t=tan(x/2)

1.2
=3 tan®(x/2).



Changement de variable pour fractions rationnelles

a)

b)

<)

d)

5) Si l'intégrand contient seulement des fractions rationnelles

Définition: Une fraction rationnelle est le quotient

deux polyndmes P(x) et Q(x).

f(x) = 2 | de

X

Pour calculer la primitive d'une fraction rationnelle, f ]l dx,
X

on se ramene aux quatre cas qu’'on connait:

1
ff dx = In|x|
X
sin>=2: L dx = S S
X" (n—1)xn-1
! dx = arctan x
1+x2
, 1 x (2n—3) 1
> 2: dx = d
s J(1+x2)" X 2D+ X1 T 2(n—1) j 1+ 21
(intégration par parties, a partir de fﬁ dx).

49



ler cas: deg P < deg @, primitives simples

Reégle 1: Dans les cas suivants, qu'on appelle primitives simples, on pose
t = u(x) et dt = u'(x) dx:

U,(X) =1In|u(x
) | [ 20 = tnjut)

3x? 3
Exemple: jm dx = In|x’ + 1|

insa| (MO L
b) sin>2: Ju(x)"d - (n—1)u(x)"1

2x 1
Exemple: jm dx = —m

c) J% dx = arctan u(x)

2

Exemple: f dx = arctan(x®)

x6 +1

d) sin=2: J% dx = --- |trop long, on I'omet.




Décomposition en somme de primitives simples

Dans tout autre cas ol deg P < deg Q, le dénominateur Q(x)
n'est pas irréductible, car les polynémes réels irréductibles sont:

o de degré 1 de la forme ax+b = u(x) avec v'(x) =a = casa),
e de degré 2 de la forme c((ax+b)*+1) = c(u(x)*°+1) = casb).

Reégle 2: On factorise Q(x) en polyndmes irréductibles:

’ Q(x) = Qu(x)™Q2(x)™ -+ Qr(x)™

S P o o .
La primitive Q((X)) dx s'écrit alors comme somme de primitives simples, de
X
la forme a), b), ¢) ou d), qui ont au dénominateur les polynémes

| Qi(x). Q(x) . Q)" | pourtout i=1,...r

avec‘ Qi(x) = ax+b = u(x) ‘ou bien | Q;(x) = c(1+u(x)?) | et au

numérateur des polynémes de la forme

K u'(x) |, ol K €R est une constante.



Exemple

Exemple: fﬁ dx

Le dénominateur Q(x) = x* + x*> se factorise comme x*(x* + 1).

Par conséquent, il existe quatre constantes a, b, c et d telles que

1 a b cx +d
(%) -

= — cherchons-les. On a:
x*+x2 x x2 x2+1’

3+b ex+d  ax(x>+1) + b(x* + 1) + x*(cx + d)

x  x2 x24+1 x?2(x2 4+ 1)
(@a+c)>+(b+c+d)x®*+ax+b
- x4 4+ x2
donc () est vérifiée si et seulement si
a+c=0 a=0
b+c+d=0 =
a=0 c=0
b=1 d=-1

1 1 1 1
Alors jm dx = J (X2 — m) dx = —; — arctan x.



2eme cas: deg P > deg Q

Reégle 3: En utilisant I'algorithme de division euclidienne pour les
polynémes, on divise P(x) par Q(x) et on trouve une solution de la division
S(x) et un reste R(x) tel que deg R < deg Q. On peut donc écrire

| P(x) = QE)S(x) + R(x) |

et

P(x) _ Q(x)S(x) + R(x)
Q(x) Q(x)

Par conséquent, on a
PO) o (staraes [ RO
JQ(X)dX—JS( )d +JQ(X)d ,

o JS(X) dx est facile a calculer car S(x) est un polyndme.

ou

R(x
. f ( ; dx est du ler cas et se calcule avec les regles 1 ou 2.

Q(x



Exemple

3 2
Exemple: fw dx
2x —1

On divise P(x) =4x*+6x*+1 par Q(x)=2x—1:

4x3 +6x> +0-x+1 2x — 1
453 — 2x°?
s 2x% + 4x + 2

8x°> +0-x+1
8x% — 4x
4x +1

4x — 2
3

Alors S(x) =2x*>+4x+2 et R(x)=3. Par conséquent, on a

dx

J4x3+6x2+1

_ 2
ox— 1 dx—J(2x +4x+2)dx—|—f

2x —1

= §X3+2X2+2x+gln|2x—1|.
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TMB - Chapitre 5
I.:'.quations différentielles ordinaires

Dans ce chapitre:

1. Caractéristiques des équations différentielles ordinaires: ordre, équations
linéaires, a coefficients constants, homogeénes ou avec second membre.

2. Equations différentielles du ler ordre linéaires, avec condition initiale.
3. Equations différentielles du ler ordre non linéaires a variables séparées.

4. Equations différentielles du 2eme ordre, linéaires et a coefficients
constants, avec conditions initiales.



1.

E'quations différentielles et ordre

Définition: Une équation différentielle (e.d.) est une équation dont
I'inconnue est une fonction réelle x : t — x(t), de variable t, de la forme

(E) F(t,x(t),x'(t),..,x"(t)) =0

ou F est une expression quelconque réliant la variable t, la fonction x et ses
dérivées x’, x”, etc (aussi inconnues), jusqu'a un ordre maximal de
dérivation n > 1 qui s'appelle ordre de I'e.d (E).

Exemples:
sin(x'(t)) + x(t) —sint = 0 fonction x de variable t, ordre 1
2 u"(t) + ' (t) + £ u(t) =0 fonction u de variable t, ordre 2

y'(x) +4(y(x))>+ x> =0 fonction y de variable x, ordre 1

e f”(z)+ 1f"(z) =0 fonction f de variable z, ordre 3

x"(6) (X’(Q)) +sind x(0) + cos® = 0 fonction x de variable 6, ordre 2

But: résoudre I'e.d. (E), c'est-a-dire trouver la fonction inconnue x qui
satisfait (E). La méthode dépend des caractéristiques de I'e.d.
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Equations différentielles linéaires et coefficients
Définition:

e L'ed. (E) est dite polynémiale (de degré d) si F est un polynéme (de
degré d) dans les inconnues x, X, x)

En particulier, (E) est linéaire si F est un polynéme de degré 1.
Exemples:
sin(x'(t)) + x(t) —sint =0 n’est pas polynémiale
u'(t)+u'(t)+tu(t) =0 et ”(z)+ 1f"(z) =0 sont linéaires
Y'(x) +4(y(x))> + x> =0 est polyndmiale de degré 2
x”(@)(x’(@)) +sind x(0) + cos® =0 est polyndmiale de degré 3
e Si (E) est polynémiale, on appelle coefficients de (E) les

facteurs des inconnues x, x’,....x(" . Ce sont des fonctions de la variable t,
éventuellement constantes.

Exemples:
20" (t) + ' (t) + L u(t) =0 coefficients: t?, 1 et t3
y'(x) +4(y(x))> + x> =0 coefficients constants: 1 et 4
x”(9)(x’(6))2 +sinf x(0) + cosf =0 coefficients: 1 et sin6



Equations différentielles homogenes
Définition:
e On appelle second membre de (E) le terme (sommant) qui
ne contient aucune inconnue x, x’,...,x(". C'est une fonction de ¢, qui

peut &tre constante et méme nulle. Si le second membre est nul I'e.d. (E)
est dite homogene.

Exemples:
sin(x'(t)) + x(t) —sint =0 second membre: —sint
2 u"(t)+ u'(t) + 2 u(t) =0 ed. homogene
y'(x) +4(y(x))*+ x> =0 second membre: x
f"(z) + 1f"(z) =0 e.d. homogene

x"(6) (X’(G))2 +sind x(0) + cos® =0 second membre: cos 6

2

e On appelle équation homogene associée a (E) I'équation (Ep) obtenue
en supprimant le second membre.
Si (E) est homogene, on a (Ey) = (E).
Exemples:
(E) sin(x'(t)) +x(t) —sint=0 = (Eo) sin(x'(t))+ x(t) =0
() Y +4(y(x))?+x*=0 = (B) y(x)+4(y(x)*=0 ”



Exercice
Exercice: Pour les équations différentielles (E) suivantes, dire quel est I'ordre, si
elles sont linéaires, quels sont les coefficients, si elles sont homogénes ou quel est
I"équation homogene associée (Eo).

e ()  (t+1)X()+tx(t)+t° =0

Réponse: ler ordre, linéaire, & coefficients non constants (les coefficients sont
t 4+ 1 et t?), non homogene (le second membre est t°) et

(B)  (t+1)x'(t)+t*x(t) = 0.

e (E) u"(t) —2u'(t) + u(t) —sint =0
Réponse: 2eme ordre, linéaire, a coefficients constants, non homogene et

(Eo) u'(t) —2u'(t) +u(t) =0

_ 1
1+t

o (B)  Y(t)y"(t) y(t) =0
Réponse: 3eme ordre, non linéaire (polyndmiale de degré 2), a coefficients non

constants (3 cause de 1) et homogene, (E) = (E).



2. Equations différentielles du ler ordre linéaires

But: résoudre I'e.d. du ler ordre linéaire

(E) | X(t) = a(t)x(t) + b(t) |

ol a et b sont des fonctions continues sur D = D,n D, < R.

Théoréeme 1: Les solutions x(t) de (E) sont les fonctions de la forme

‘ x(t) = xo(t) + xp(t) ‘ définies pour t € D,

ol xp(t) est une solution de I'e.d. homogene (),
et x,(t) est une solution particuliere de 'e.d. (E).

Note: Une solution de I’équation homogene dépend d'un paramétre réel A\ qui
détérmine toutes les solutions possibles de I'équation. Tout choix de A donne une
solution. Cette solution représente alors une famille de solutions.

Une solution particuliére ne dépend d'aucun paramétre et n'exclut pas qu'il existe
des solutions de forme apparemment différente.
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Solution de I’équation homogeéne

Théoréeme 2: La solution de (Ep) ‘ x'(t) = a(t) x(t) ‘est la fonction

xo(t) = Xe*® | pour tout e R

ol A(t) = fa(t) dt est une primitive de a(t).

Preuve: On écrit (Eg) comme

X(t) _
(*) X(t) - a(t)

et on intégre en t pour calculer les primitives a gauche et a droite.
A gauche, en utilisant le changement de variable u = x(t), avec du = x(t) dt, on

obtient: X' (t)
\ Jx(t) dt = Inx(t) + c1.
A droite, on a:

Ja(t) dt = A(t) + .

De I'égalité () suit alors

Inx(t) = A(t)+c etdonc x(t) = e*VF= = \ A,



Exemple de solution homogeéne
Exemple: L'équation homogene x'(t) +sint x(t) =0 s'écrit comme
(Eo) X'(t) = —sint x(t)
et a donc comme solution les fonctions
xo(t) = Ae ISt — Nt N eR.

Voici le graphe de xp pour plusieurs valeurs de X\ positives et négatives:

VAR
Y &

=

e
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Solution particuliere de I'équation compléte

Théoreme 3: L'ed. (E) | x/(t) = a(t) x(t) + b(t) |a une solution
particuliere de la forme

xp(t) = A(t) eAV) | (variation de la constante),

ol A(t) = Ja(t) dtet| A(t) = J b(t) dt |.

eA(t)

Preuve: Cherchons A(t) telle que x,(t) = A(t) e*(*) soit solution de (E). Dans
(E), on remplace x,(t) = A(t) e*® et

xh(t) = N (t) e + A(r) A'(t) e
ou A'(t) = a(t). On trouve:
(E) < N(t)e™ + X(t)a(t) ™ = a(t) A(t) " + b(2)
o N(t)e*™ = b()
e No=2 o - J b(t) 4

eA(t) eAl(t) ’

Conclusion: | x(t) = xo(t) + xp(t) = ()\ + J L0} dt) Al

A AeR.




Exemple de solution particuliere
Exemple: L'ed. x/(t) +sint x(t) =sint s'écrit comme
(E)  X'(t)=—sint x(t) +sint, teR.
Les solutions de I'équation homogeéne (Ey) x'(t) = —sint x(t) sont
xo(t) =Ae”", AeR.

et on cherche une solution particuliére de sous la forme x,(t) = A(t) €%,
La fonction A(t) est la primitive

At) = f :'C:si dt = Jsin te” “fdt

qui se calcule avec le changement de variable v = —cost caron a
du=sintdt et

A(t) = Jsin te” “fdt = Je”du

Par conséquent

—cost
=€ .

u=—cost

) — e—costecost — 1

Xp(t
En conclusion, les solutions de (E) sont

x(t) = xo(t) + xp(t) = A e F + 1, pour tout X € R.
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Condition initiale

But: résoudre une e.d. du ler ordre linéaire avec une condition initiale

(EC) { X'(t) = a(t) x(t) + b(t)

X(ty) = Xq

Théoreme 4: Le systeme (EC) a une solution unique

x(t) = <A* + f :j(tt)) dt) AW

ol A4 est la valeur de A que I'on obtient en impostant la condition (C)
x(ty) = x5 aux solutions x(t) de (E) dépendent de A.

x'(t) +sint x(t) =sint
x(0) =2
a solution x(t) =Xe“**+1 pourtout A\eR. On a
x(0)=Xde+l=2 < re=1 i }
< A=1e. [ \

La solution de (EC) est donc  x(t) = e +1. 4*—

Exemple: L'e.d. avec condition initiale (EC) {



3. Equa. diff. du ler ordre non linéaires

Remarque: Pour une e.d. du ler ordre non linéaire de la forme générale

‘ X' (t) = F(t,x(t)) ‘ une méthode de résolution n'existe pas toujours.

On considére un cas résoluble qui couvre plusieurs exemples en physique.
But: résoudre une e.d. du ler ordre a variables séparées
(E) X'(t) = a(x(t)) b(t)

ol a est une fonction continue.

Théoréme: Soit A une primitive de la fonction 1/a et A~! sa réciproque.

Alors une solution x(t) de (E) est

x(t) = A1 <f b(t) dt + A) pour tout A € R.

Preuve: On écrit (E) comme X (8)
changement de variable v = x(t):

f a?;((?)) dt = A(x(t)) = fb(t) dt + A,

b(t) et on intégre en t avec le

d’ou suit le résultat.
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Exemples
Exemples:
’ / _ 2 1L X’(t) —
o L'ed. (E) X'(t) =2tx(t)° s'écrit comme X7 " 2t.

On intégre en t avec le changement de variable u = x(t):

f}’:((tgl dt = f% du

=—L=J2tdt=t2+>\

u=x(t) X(t)
d'oul suit
2
- 0.
x(t) Y A #
e L'ed. (E) X'(t)= cosx(0) s'écrit comme cos x(t) x'(t) = 1.

On intégre en t avec le changement de variable u = x(t):

fcosx(t) X'(t) dt = jcos udu

=sinx(t) = jdt= t+ A

u=x(t)

d’'ou suit
x(t) = arcsin(t + ), —-1<t+A<1.



4. E'quations différentielles du 2eéme ordre linéaires

But: résoudre I'e.d. du 2éme ordre linéaire

(E) | x"(t)+ a1 x'(t) + a0 x(t) = b(t) |

ol ag, a1 € R sont constantes et b est une fonction continue sur D.

Théoreme 1: Les solutions génerales x(t) de (E) sont les fonctions de la
forme

‘ x(t) = xo(t) + xp(t) ‘ définies pour t € D,

ol xp(t) est une solution de I'e.d. homogene (E),
et x,(t) est une solution particuliere de 'e.d. (E).

Note: Une solution homogeéne dépend de deux parameétres réels A et u qui
détérminent toutes les solutions possibles de |'équation. Tout choix de \ et p
donne une solution.

Une solution particuliére ne dépend d'aucun parametre et n'exclut pas qu'’il existe
des solutions de forme apparemment différente.
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Solution de I’équation homogeéne
Théoréme 2: La solution de I'équation homogeéne

(Eo) ‘ x" + aix’ + agx =0 ‘

dépend des racines du polynéme caractéristique
P(X) = X? + a1 X + ag,
c'est-a-dire les solutions z € C de I'équation P(z)=z%>4a1z+ap = 0:

e Si P(X) a deux racines réelles distinctes r1, r, € R, alors

‘ xo(t) = Aet 4 pet ‘ A peR.

e Si P(X) a une racine réelle double r € R, alors

‘ x(t)= A+ pt)e™ ‘ A peR.

e Si P(X) a deux racines complexes, elles sont forcement conjuguées,
c'est-a-dire de la forme r +is € C (cf. ch.1), alors

xo(t) = (A cos(st) + psin(st))e’t | A\ peR.




Exemples de solution homogene

Exemples:
o (Ep) x"(t)—3x'(t) —10x(t) =0

Les racines de  P(X) = X? —3X — 10 sont

347 __
34,9 4-(-10) _3i\/49_3i7_< 2 =5
_ . - _ -

z 2 2

On a deux racines réelles distinctes 5 =5 et n = —2, donc

2t

xo(t) = Ae** + e " pour tout \, u € R.

o 4y"(t) +4y'(t) +y(t) =0 sécrit (B) y"(t) +y'(t) + zy(t) =0

Les racines de P(X) = X>+ X +1/4 sont
~1+,1-4-1/4 —140 1

zZ = =

2 2 2°

On a une racine réelle double r = —1/2, donc

y(t)=A+pt)e”

t/2 pour tout A\, u € R.
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Exemples de solution homogeéne (suite)

o (Eb) u"(0)—6u'(0)+13u(d) =0
Les racines de  P(X) = X?> —6X 4+ 13 sont

L 6++36—4-13 6++/-16 6+4i
N 2 - 2 T2

On a deux racines complexes conjuguées, avec partie réelle r = 3 et partie
imaginaire s = 2:

uo(0) = (X cos(26) + p sin(26)) e’ pour tout A, € R.



Second membre simple

Remarque: Pour trouver une solution particuliere de I'e.d. (E), avec second
membre, il existe la méthode de la variation des constantes A et i dans la solution
générale xo de (Eo), mais pour les e.d. du 2&éme ordre cette méthode est
compliquée, nous traitons des cas particuliers.

But: Trouver une solution particuliere de I'e.d.

(E) | x"(t)+ a1 x'(t) + a0 x(t) = ba(t) + -+ + by(t) |

quand le second membre est la somme de termes de la forme

bi(t) = P(t) e** (Ky cos(Bt) + Kz sin(8t)) |,

ou P(t) est un polyndme et «, 3, Ki et K, sont des constantes.

Exemple: Le second membre b(t) = 4t> — te* + 5e' cos(2t)
est la somme des trois termes suivants:

bi(t) = 4t%, avec P(t) = 4t*, a = B = 0 et K; = 1 et K> quelconque
by(t) = —te*, avec P(t) = —t, a =3, f =0 et K1 = 1 et K> quelconque
bs(t) = 5e’ cos(2t), avec P(t) =5, a=1, Ki=1, K, =0et 3 =2
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Solution particuliere avec second membre simple
Théoreme 3: La solution particuliére de (E) est la somme

xp(t) = x1(t) + xa(t) + -+ + xi(t)
de fonctions correspondantes a chaque b;(t), de la forme suivante (ou Q est
un polynéme a trouver, avec deg Q = deg P):

e Si bi(t) = P(t), alors
Q(t) siao#0
xi(t) = tQ(t) siapg=0eta #0
?Q(t) siap=ar=0
o Si bi(t) = P(t)e*, alors
Q(t) et s a#n,n
xi(t) = tQ(t)e* sia=rnoua=n
P Q(t)e* sia=r

e Si bi(t) = P(t) e (K1 cos(Bt) + Ka sin(Bt)), alors

(1) = { e (Qu(t) cos(Bt) + Qu(t) sin(Bt)) sia+if #r+is
BT peat (Ql(t) cos(Bt) + Q(t) sin(,Bt)) sia+tif=r+tis



Exemples de solution particuliere
Exemples:
o (E) xX'(t)—3x(t) —10x(t) = (72t*~1)e*  (P(t)=72t>~1 et a=1)
L'équation (E) a solution xo(t) = Ae* + pe * etona a # n,n.
On cherche donc une solution particuliere de (E) de la forme

xo(t) = (at®> + bt + c) e'.
On calcule
x(t) = (at? + (2a+ b)t + (b+c)) €

xp(t) = (at® + (4a+ b)t + (2a+2b+c)) e
et on remplace dans (E). On obtient:
(E) <= (—12at’ + (-2a—12b)t + (2a— b—12c)) ' = (72t°—1) €'
—12a =72 a=-6
— —a—6b=0 — b=1
2a—b—12c =1 c=-1
—  x(t)=(-6t"+t—1)e
En conclusion, les solutions de (E) sont

x(t) = A& +pe 4+ (=6t +t—1)e".
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Exemples de solution particuliére (suite)
o (E) 4y"(t)+4y/(t)+y(t)=16e">  (P(t)=16eta = —1/2)

L’équation (Ep) a solution yo(t) = (A + ut)e /> etonaa=r.
On cherche donc une solution particuliere de (E) de la forme

yo(t) = at? e~ "2,
On calcule

yo(t) = <—%at2 + 2at> e t?

yo(t) = <%at2 — 2at + 23) e t?

et on remplace dans (E). On obtient:

1 1
(E) <= 4 (—Eat2+2at) e 4 (Zatz— 23t+2a) e 24 arte = 1672

<~ 8a=16 << a=2

—  y(t) =22 "2

En conclusion, les solutions de (E) sont

x(t) = A+ pt+2t%) e V2



Exemples de solution particuliére (suite)

o (Eo) u"(0)—6u'(0)+ 13u(f) = 75cos(20) (a=0etf=2)
L'équation (Eo) a solution uo(#) = (A cos(26) + p sin(26)) e
etonaaxif#r+tis.

On cherche donc une solution particuliére de (E) de la forme

up(0) = acos(20) + bsin(26).
On calcule
u,(0) = —2asin(20) + 2bcos(26)

uy(0) = —4acos(20) — 4bsin(20)
et on remplace dans (E). On obtient:
(E) <= (9a—12b)cos(20) + (12a + 9b)sin(20) = 75 cos(26)

— 9a—12b=175 — a=3
42+3b=0 b=—4

< up(f) = 3cos(20) — 4sin(20).
En conclusion, les solutions de (E) sont
u(®) = (X cos(20) + p sin(26)) €’ + 3 cos(260) — 4sin(20).
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Conditions initiales

But: résoudre une e.d. du 2éme ordre linéaire avec deux conditions initiales

{ X" (t) + ap x(t) + ao x(t) = b(t)

(EC)

x(te) = x¢ et X'(ty) = X}

Théoréme 4: Le systéme (EC) a une solution unique x(t) (donnée au
théoréme 3) détérminée par la valeur A\, et p, des constantes \ et u que
I'on obtient en impostant les conditions (C).

x"(t) — 3x'(t) — 10x(t) = (72t> — 1) &
x(0)=2 et xX(0)=1

a pour solution  x(t) = Ae® + pe " — (6t> —t +1)e' pour tout A\, e R. Sa
dérivée est

Exemple: L'ed. (EC) {

X'(t) =5xe —2pe? — (667 —t+ 1+ 12t —1) €',
donc

x(0)=A+p—1=2 A+p=3 A=1
{x’(O):5A72u:1 = {5/\72/1:1 < -

La solution de (EC) est donc x(t) = e®* +2e72* — (6t — t + 1) e'.
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TMB - Chapitre 6
Espaces vectoriels et vecteurs

Idée: En physique, il y a des grandeurs de deux types:

masse, charge, temperature = nombre — scalaire
(a part 'unité de mesure)

force, vitesse, accéleration = point d’application
+ direction (et sense)
+ longueur
= fleche — vecteur

Dans ce chapitre:

1. Espaces vectoriels (produit par scalaire). Combinaisons linéares, base,
dimension. Exemples: R", vecteurs du plan et de |'espace.

2. Produit scalaire et norme.

3. Produit vectoriel et produit mixte.



1. Espaces vectoriels (produit par scalaire)

Définition : Un espace vectoriel (sur R) est un ensemble V muni

e d'une addition pour tout i, Ve V,

—

et d'un zéro 0 , qu'on appelle aussi élément neutre, tel que v+ 0 = v,

e d'un produit par scalaire pour tout Ve V et t € R,
telque | t(T+7V) = td+1t7 |

On appelle vecteurs les éléments v de V et scalaires les réels t.

Propriétés élémentaires :

[} 66\/

e pourtout i,;ve V,ona id+veV
e pourtoutte Ret ve V,ona tveV
e pourtout Ve V, ona 0v=0
e pourtout te R, on a t0=0
e pourtout teRetve V,ona (—t)v=—(tV) =
e pourtout te Retve V,ona t
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Exemples d’espaces vectoriels

Les ensembles suivants sont des espaces vectoriels:
e L'ensemble R" = {(x1,...,%,) | x1,..,Xn € R} avec les opérations
addition:  (x1,...,%,) + (Y1, -, ¥n) = (X1 + Y1, s Xn + V)
avec zéro: 0 = (0,...,0)
produit par scalaire: t (x1,...,xp) = (t X1, ..., t Xp)

e L'ensemble des fonctions F(R) = { f:R—R, x— f(x) } avec les
opérations
addition: (f + g)(x) = f(x) + g(x)
avec zéro: fonction nulle 0(x) =0
f

produit par scalaire: (tf)(x) =tf(x), teR



Vecteurs du plan et de I'espace
Définition: Rappellons qu'un vecteur du plan ou de |'espace est une fleche
v
p,_—" Q, notée v = PQ, caracterisée par
e |e point d’application P;
¢ |a direction et le sens, donnés par la fleche;

e lalongueur |7 = |PQ| = dist(P, Q) € R.

Souvent on identifie les vecteurs qu'on obtient par translation, ainsi P
change mais on dit que le vecteur v ne change pas.

Définition: Soient i et V deux vecteurs.

e I'angle UV est I'angle orienté de i vers V.

u
e [/ et vV sont paralléles, ou colinéaires, et v
—— o el
onnote| | v | si| sin(av) =0 |

e [fet Vsont perpendiculaires ou orthogonaux, = \V

et on note | lv cos( =0
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Exemples: Vect(plan) et Vect(espace)

Notation: L'ensemble des vecteurs appliqués en un point fixé O est noté

e Vect(espace) pour les vecteurs de |'epace,

e Vect(plan) pour les vecteurs du plan.

Proposition: Vect(espace) et Vect(plan) sont des espaces vectoriels, avec
u+v
e addition: i+v=  V

u
zéro: 0 = vecteur de longueur nulle appliqué en O

v
e produit par scalaire: tv = —>t\7

Attention: I'ensemble des vecteurs appliqués en tous les points n'est pas

un espace vectoriel car il manque le zéro (on I'appelle espace affine).

Propriété: Le produit par scalaire caracterise les vecteurs paralléles:

‘17||\7 < d=tV pourunt#0




. 7 s

Combinaisons linéaires

Définition: Soient &/, vV, w,... des vecteurs d'un espace vectoriel V.

e Une combinaison linéaire de i, v, w,... est un vecteur A de la forme

A |

A=rd+sv+tw-+---,

ou r,s, t,... € R s’appellent les coefficients scalaires.

Exemple: Dans R?, le vecteur (5,4, 9) est une combinaison linéaire de (1,2,3)
et (1,—1,0), car 3(1,2,3)+2(1,-1,0) = (5,4,9).

e L’espace vectoriel engendré par i, vV, w,... est I'ensemble de toutes les
combinaisons linéaires possibles:

Vect(d, 7, W, ...) = {rﬁ+sv+ B+ | 1St € R}.

Exemple: Dans R?, les vecteurs i = (1,0,0) et ¥ = (0,1,0) engendrent le
sous-espace vectoriel R? x {0}, car les combinaisons linéaires de i et ¥ sont

r(1,0,0) + s (0,1,0) = (r,0,0) + (0,s,0) = (r,s,0)

c’est-3-dire tous les vecteurs de R? x {0} quand r,s € R varient.
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Vecteurs liés et vecteurs libres

Définition: Des vecteurs i, V, w, ... € V sont dits:

)

e liés, ou linéairement dépendants, si chacun d’eux est combinaison
linéaire des autres, c'est-a-dire s'il existe une combinaison linéaire nulle
(rd+ sV + tw + --- = 0) avec des coefficients non tous nuls.

e libres, ou linéairement indépendants, si aucun d'eux n'est combinaison
linéaire des autres, c'est-a-dire toute combinaison linéaire nulle de ces
vecteurs implique que les coefficients sont forcément tous nuls. Autrement
dit: ri+sv+tw+---=0 = r=s=t=-.-=0.

Exemples:
(1,2) et (3,6) sont liées car (3,6) = 3(1,2).
(1,2) et (2,1) sont libres car a(1,2)+b(2,1)=(0,0) < a,b=0.
o Trois vecteurs dans R? sont toujours liées.
(1,2,3) et (2,4,6) sont liées car (2,4,6) = 2(1,2,3).
(1,2,3) et (2,1,3) sont libres car a(1,2,3)+b(2,1,3)=(0,0,0) « a, b=0.
(1,2,3), (2,1,3) et (4,5,9) sont liées car (4,5,9) =2(1,2,3) + (2,1, 3).

e Quatre vecteurs dans R® sont toujours liées.



Base et dimension d’un espace vectoriel

Définitions:
e Un ensemble de vecteurs {é}, &, ...} engendre un espace vectoriel V si
tout vecteur vV € V s'écrit comme combinaison linéaire de &, &,... :

V=1t & +thé+---, avecty,t..eR.

e Une base de V est un ensemble de vecteurs {é, &, ...} qui sont libres et
engendrent V.

e La base n'est pas unique, mais toutes les bases ont le méme nombre

d’éléments, qui s'appelle dimension de V et est notée .

La dimension peut étre finie (un nombre) ou infinie.

Exemples:
o Les vecteurs & = (1,0) et & = (0, 1) forment une base de R?, qui s'appelle base

canonique. Par conséquent, .

o Les vecteurs & = (1,0,0), & = (0,1,0) et & = (0,0, 1) forment une base de R?,

qui s'appelle base canonique. Donc| dimR3 =3 |
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Base et dimension de Vect(plan)

Exemples:
e Un vecteur vV engendre une droite. ‘ A={tV|teR} ‘
e Deux vecteurs i et V non paralleles
engendrent un plan. = {sJ-i— tv|s,teR } ‘
e Attention: deux vecteurs i et V paralleles u
n'engendrent pas un plan mais une droite. va

e Les deux vecteurs 7 et J de la figure, de longueur 1, .
forment une base qu’'on appelle le repére cartesien J

(ou la base canonique), et qu'on note | (O,7,7) | o7

Donc‘ dim Vect(plan) =2 ‘

Définition:
e On appelle coordonnées cartesiennes d'un vecteur v le couple

(x,y) € R? tel queet on note| V = (;)

e Siv= @ on obtient ainsi les
coordonnées cartesiennes de P,
" P’
et on note| P(x,y) | y = |OP"| o

p” P(x,y)
v

x =|OP|




Base et dimension de Vect(espace)

Exemples:

e Trois vecteurs dans |'espace peuvent engendrer une droite (s'ils sont paralléles),
un plan (si I'un est combinaison linéaire des autres deux) ou tout |'espace (si
aucun n'est combinaison linéaire des autres).

e Les trois vecteurs /_’f k de la figure, orthogonaux
et de longueur 1, forment une base qu'on appelle le

repére cartesien, et qu'on note| (O,7,7, k ) |

Donc ‘ dim Vect(espace) =3 ‘

Définition:

=1

~!

e On appelle coordonnées cartesiennes d'un vecteur V le triplet

(x,y,2) € R® tel que‘ V=x

e Siv= Ol_f’), on obtient ainsi les
coordonnées cartesiennes de P,

et on note

T

+yJ+zk | et on note

x = [ OF|
y = |OP"]
z=|OP"|

p

P/
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Exercice

Exercice: Les vecteurs A = (3,11,—1) et B = (1,4,0) de R3 sont-ils des
combinaisons linéaires des vecteurs i = (1,2,3) et V= (0,1,-2)7

Réponse: Un vecteur E est une combinaison linéaire de & et V s'il existe
deux nombres réels x et y tels que E =xi+ yV  (x). Cherchons si de

. 7 7 . v d =4
tels nombres existent en résolvant cette équation quand E=AetE=B.

e Pour E = A = (3,11, 1), I'équation () est:

(37 117 _1) =X (1?27 3) + y (07 17 _2)
= (x,2x + y,3x — 2y),

ce qui donne le systeme

x =3 x =73
2x+y =11 < y=1-2x=11-6=5
3x =2y =—-1 2y =3x+1=9+1=10

Celui-ci admet une solution x = 3 et y = 5, donc A est bien une
combinaison linéaire de i et V, car A =3 o+ 5V.



Exercice (suite)

e Pour E = B = (1,4,0), I'équation (x) est:

(1a4,0) = X(172a3) +Yy (07 17 _2)
(x,2x + y,3x — 2y),

ce qui donne le systeme

x=1 x=1
2x+y=4 = y=4—-2x=4-2=2
3x -2y =0 2y =3x=3

Celui-ci n’admet pas de solution, car y ne peut pas valoir 2 et 3/2 au
méme temps.

Donc B n'est pas une combinaison linéaire de i et V.
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Exercice

Exercice: Les vecteurs i = (1,2) et V = (—2,1) forment-ils une base de
R2?

Réponse: Puisque |'espace vectoriel R? a dimension 2, on sait qu'il faut
exactement deux vecteurs pour former une base.

Alors, les deux vecteurs 7 et vV forment une base si tout vecteur (a, b) € R?
peut s'exprimer comme combinaison linéaire de 7 et V, c'est-a-dire si, pour
tout a,b e R, il existe x, y € R tels que

(a,b) = x(1,2) + y (—=2,1)
=(x—2y,2x+y).

Cette équation donne le systéme

a:X72y - X:a+2y - X:a+2bg4a:a+52b
b=2x+y 2a+4y+y=0>b yz%
Celui-ci admet une solution x = 228 et y = 2222 pour tout choix de

(a, b) € R?. Donc i et V forment bien une base de R.



2. Produit scalaire

Définition: Un produit scalaire sur un espace vectoriel V est toute
opération
VxV—R: (4,V)—id-v

3

ayant les proprietés suivantes:

o défini positif: V- V>0 et V- Vv=0<v=0
(

e bilinéaire:

Y w=0-w+V-w
uv-(V+w)=0d-v+i-w
e symétrique: 7-V=V- -0
Autres notations: V- i = (V,d) = L_I> (7|
En méca. quantique: { | = braet| ) = = (| ) = bracket (crochet).

Attention: ne pas confondre produit scalaire et produit par un scalaire, qui est une
application R x V — V : (t,V) — t V.

Attention: les espaces vectoriels n'ont pas tous un produit scalaire.

71



Produit scalaire dans R", F([a, b]|) et Vect(espace)

Proposition: Les formules suivantes donnent des produits scalaires:

e Dans R3 (et tout R"), on a le produit scalaire euclidien:

‘ (vaaz)'(xl,ylvzl) :Xxl+yy/+zzl

Exemple: (1,2,3)-(4,-5,6) =1-4+2-(-5)+3-6
—4-10+18=12

e Dans I'ensemble des fonctions continues de F([a, b]), on a le produit
scalaire de Hilbert:

b
f-g =J. f(x)g(x)dx

e Dans Vect(plan) et Vect(espace), on a:

—

| v d= || |a] cos(va) |




Produit scalaire dans Vect(espace)

Proprietés du produit scalaire dans Vect(espace):

e il caracterise les vecteurs orthogonaux: ‘ i-v=0

e il donne l'aire:

— LTJ_V"

‘ |i7 - V| = aire du parallelogramme de cotés i et v/ ‘

e il donne la projection orthogonale de & sur la droite de direction v:

Pro(d) =

—

u-v
(45

v

e il donne la projection orthogonale de 7 sur le plan engendré par vV et w:

—

I} ~

h

& py(i)

PFV’W

(0) =

<y

u-

2

V]

sl

u-
|w]

v+ w
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Exercice
1 -1
Exercice: Les vecteurs de I'espace i = | —1 |etvVv= | 2 | sont-ils
3 1
paralléles ou orthogonaux?

Réponse: lIs sont paralleles s'il existe un t € R tel que & = t V, et ils sont
orthogonaux si &+ vV = 0.
PourteR,ona &d=tVsi:

1 -1 —t —t=1
1=t 2 |=| 2t = 2t = -1
3 1 t t=3

ce qui est impossible. Donc 7 et V' ne sont pas paralleles.

Par contre, le produit scalaire - V vaut:

1 -1
1]l 2 |=1-(-1)+(-1)243-1=-1-2+3=0,
3 1

dont 7 et V sont orthogonaux.



Exercice

1
Exercice: Calculer la projection orthogonale du vecteur i = | —2 | dans la

5
2
direction de vV = 1 |
-1

Réponse: La projection orthogonale de i dans la direction de V est le

vecteur (paralléle a V) donné par la formule Pry (i) = % v
v
Calculons les ingrédients nécessaires:
1 2
iv=1-21]-11 |=2-2-5=-5,
5 -1
et aussi
IV|*=4+1+1=6,
donc
5 2 -5/3
Y -1 5/6
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Norme
Définition: Une norme sur un espace vectoriel V est toute application
IV —R:vV—|V|
ayant les proprietés suivantes:
o définie positive: V| >0 et |V|=0< V=0
e multiplicative: |[tV| = |t||V|, oUu |[t| = valeur absolue
e inegalité triangulaire: |0+ V| < |d]| + |V]

Proprieté: Tout produit scalaire definit une norme, par la formule

7] =7 7

Attention, le contraire est faux: il existe des normes qui ne viennent pas de
produits scalaires.



Normes dans R3, F([a, b]) et Vect(espace)

Proposition: Les formules suivantes donnent des normes:
e Dans R3 (et dans tout R"):

norme euclidienne: | ||(x,y,z)| = /X2 + y2 + 22

norme L [[(x,y,2)]1 = |x| + |y| + |2

1/p
norme LP:  |(x,y,z)|p, = (|X|P + |y|P + |z\p) , avec pe N
norme L*: (X, y,2)]c = max{ |x[,|y],|z[ }

e Dans des sous-ensembles opportunés de F([a, b]):

b
norme L% ||f|, = J |f(x)]? dx

a

b
norme L1 || =J 1£(x)| dx
S b 1/p
norme LP: |f|, = (J |f(x)|P dx) , avecpeN

norme L®: |f|le, = suap{ f(x), x € [a, b] }.

e Dans Vect(plan) et Vect(espace): norme = longueur.

74



Exercice

Exercice: Calculer la distance du point P(3,—1,2) au point origine O, puis
celle du point P au point Q(1,0,3).

Réponse: La distance entre P(x,y, z) et O est égale a la longueur du

X
vecteur OP = (y) c’est-a-dire sa norme |OP| = X2+ Y+ 22,
V4
On a donc:
dist(0,P) = /32 + (—1)24+22 =9+ 1 + 4 = V14.

La distance entre P(x,y,z) et Q(a, b, c) est égale a la longueur du vecteur

X a X—a
@5:@7@: yl-|b|=|y-—»>b
z c z—c

On a donc:

dist(Q,P) =4/(3—1)2+ (-1-0)2+ (2—-3)2=+4+1+1=1/6.



4. Produit vectoriel dans Vect(espace)
Dans les espaces vectoriels R® et Vect(espace), qui ont pour dimension 3, on peut
définir deux autres produits qui n'existent pas dans R? et Vect(plan).

Définition: Le produit vectoriel de deux vecteurs i et vV de I'espace est le
vecteur ' A V avec:

unv

e direction orthogonale directe gy
AV

o longueur |0 A V|| = ||d]| |V] sin(av) ~
]

Proprietés du produit vectoriel:

e Dbilinéaire:

(td) AV =t(d A V)=10TnA (tV),

(T+V)AW=0AW+V AW, e TANV+W)=TAV+TAW
e anti-symétrique: UAV =—V AU
o il caracterise les vecteurs paralleles: ‘ IAV=0 < 0|V ‘

(iie. T=tVavect #0).
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Produit vectoriel dans R3

Propriété: En exprimant le produit vectoriel en coordonnées cartesiennes,
on obtient une expression valable aussi dans R3:

(x,y,2) A (u,v,w) = (yw —zZv, —xw + zZu, xv — yu)

Exemple:

(1,2,3) A (4,-5,7) = (2:7—3-(=5),-1-7+3-4,1-4—2-(=5))
= (14 + 15, -7+ 12,4 + 10)
= (29,5,14)



Produit mixte

Définition: Le produit mixte de trois vecteurs i, V et w est le scalaire

| [@v,w]=d-(VAw)=(@nv)-w |

Propriétés du produit mixte:
e trilinéaire:
[td, v, w] = [d,tV,w] = [d,
e symétrie mixte:

e

[, V, W] - [V, w, d] =£v7,

e il donne le volume:

—

‘ [, V, W]| = volume du parallélépipede de cotés i, vV, w
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TMB - Chapitre 7
Transformations linéaires et matrices

Dans ce chapitre:

1. Applications linéaires. Structure d'espace vectoriel. Exemples sur R? et
R3, rotations, reflexions, translations, projections.

2. Isomorphismes et isométries. Composées et réciproques. Exemple:
vecteurs et coordonnées cartésiennes.

3. Matrices. Structure d’'espace vectoriel. Produit, déterminant, matrice
inverse.

4. Relation entre applications linéaires et matrices.

5. Symétries (= isométries) et matrices orthogonales. Déplacements,
antidéplacements et asymétrie chirale.

6. Résolution matricielle de systemes d'équations linéaires.



1. Applications linéaires
Soient V et V'’ deux espaces vectoriels sur R.

Définition: Une application linéaire de V' a V', appelée aussi
transformation linéaire, est une application

L:V—V, 77 = L)

qui respecte les opérations sur V et sur V’, c'est-a-dire qu'on a

L(d + V) = L(d) + L(V) |

L(t 7) = t L(V) |

pour tout V, 7€ V et pour tout t € R.

Proprieté: Cela implique que | L(0) = L(0-V)=0-L(V)=0 |

Déf. équivalente: Une application L : V — V’ est linéaire si

(Lsavto)=sL@+tLD) |

pour tout if, vV € V et pour tout s,t € R.
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Exemples sur R? et R3

Proposition: Une application de R” a R™ est linéaire si et seulement si ses
m composantes sont des polyndmes de degré 1 dans les n variables x, ...x,,
sans termes constants non nuls.

Exemples d’applications linéaires:

e L:R2— R L(x,y)=0Bx+y,—y,y—2x)
e LR —R? L(x,y,2)=(z,x—y+2)

e LR —TR3 L(x,y,z) =(0,0,2)

Exemples d’applications NON linéaires:
e L(x,y,z) = (x+1,yz): le terme x + 1 contient une constante, le terme
yz est un polynéme de degré 2.

o L(x,y) = (x> +siny,xy?): les termes x> et xy? sont des polyndmes de
degré 3, le terme sin y n'est pas un polynome.



Exemples sur les fonctions dérivables C*(R)
Exemples d’applications linéaires:

e Ladérivation: £ : C*(R) - C*(R), f— (Lf) =f" est linéaire:

2(3f+2g)=32f+20g

e La multiplication par x: M, : C*(R) — C*(R), f — Mx(f) définie par
M (F)(x) = x f(x) est linéaire:

M3 f+2 g)(x) = x (3 F(x) + 2 g(x)) =3 (x f(x)) +2 (x g(x))

(3 My (f) + 2 /\/Ix(g)>(x).

Exemples d’applications NON linéaires:

e La puissance carrée: p: C*(R) — C*(R), f — p(f) définie par
p(f)(x) = f(x)? n'est pas linéaire:

p(3f+2g)(x) = (3f(x) +2g(x))
= 9f(x)* +12f(x) g(x) + 48(x)*,

alors que  (3p(f) +2p(g))(x) = 3f(x)* +2g(x)°.
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Exemples sur Vect(plan)

Exemples d’applications linéaires Vect(R?) — Vect(R?):

e Rotation d’'angle 6: Rotg ) = xcps@—ysm@
y xsinf + ycosf

e Reflexion autour d'un axe d’'angle 6 avec Ox:

e () = (oot o))

— co o ol g (XX (X _
o Projections en direction 7 et J:| P; <y) = <O> PJ (y) = (

Exemples d’applications NON linéaires:

e Translation par un vecteur v = 2. T (%) =("~ ta
b y y+b

e Application affine = application linéaire plus translation. Exemple:

()-C573)-C57) ()




Espace vectoriel des applications linéaires

Proposition: L'ensemble des applications linéaires L : V — V’/, noté
Lin(V, V') | est un espace vectoriel avec les opérations:

e addition: ’ (L+ L) (V) =L(V)+L'(V) ‘

zéro = application nulle | 0(vV) =0 |,

e produit par scalaire: ‘ (t L)(V) =t L(V) ‘

Exemple: Si L, L' : Vect(R*) — Vect(R?) sont données par
X X
(3)-(200) w e (3)- (),
z y z
/ [ 2x+3y +z _ [ 6x+3z
(HL)@_( A I (w( )_< ).

<

alors

x
N < X

79



2. Isomorphismes

Composition d’applications linéaires
Définition: La composée de deux applications linéaires L : U — V et
L':V — W est I'application L' oL:U— W définie par

(Lo )(@) = L'(L(@)

Remarque: L'espace d'arrivé de L doit correspondre a |'espace de départ de
L.
Exemple: Si L:R®— R?> et L' :R?— R?sont données par
L(x,y,z) = 3x+z,2z—y) et L(uv)=(u+2v,3v—u),
alors on peut calculer la composée L' o L : R® — R%:
(L'oL)(x,y,2) = L'(L(x.y,2))
=L'(Bx+2z2z-y)
=(Bx+2z)+2(2z—y),32z—y) — (3x + 2))
= (3X+z+4z—2y,6z—3y—3x—z)
= (3x — 2y + 5z, —3x — 3y + 52).



Inverse d’une application linéaire

Définition: L'inverse, ou réciproque, de I'application linéaire
est I'application L™1:V — U si elle existe, telle que

L (Llon(@=d| et | (Lol H)(@)=v]

L:U—-V

pour tout & € U et pour tout v € V. Autrement dit, si:

W)=V = d=L"(7) |

L :R? - R? est donnée par L(x,y) = 3x+y,—y), alors

L (u,v) = (u—:&; V,—v)7

Exemple: Si

car pour tout (x,y) € R? on a
3x+y=u
Lx,y) = (3x+y,—y) = (u,v) = { _y e
- {3x:u—y:u—(—v):u+v
y=—v
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Isomorphismes et isométries

Définition: Un isomorphisme entre deux espaces vect. V et V/ est une
application linéaire L: V — V'’ qui admet I'inverse L™1: V/ - V.

On dit alors que V et V'’ sont isomorphes, et on note .

Exemples:
o L'application L : R? — R? donnée par L(x,y) = (3><—|—y7 —y) est un
isomorphisme, car elle est linéaire et a I'inverse L™ '(u,v) = (“*, —v).
o La projection P : R® — R? donnée par P(x,y,z) = (x,y) est linéaire mais ce
n'est pas un isomorphisme car elle n'a pas d'inverse. Pourquoi?

o L'application L : R — R donnée par L(x) = x> a I'inverse L™ (u) = ¥/u mais ce
n'est pas un isomorphisme car elle n'est pas linéaire.

Propriété: Un isomorphisme L: V — V' transforme une base de V en une
base de V’. Donc, si V =~ V/, on a‘ dimV =dim V’/ ‘

Définition: Si V et V'’ ont un produit scalaire, un isomorphisme
L:V — V'’ est une isométrie s'il conserve les produits scalaires:

\ L(d)-L(V)=@d-7 \

Dans ce cas il conserve aussi les longueurs (norme) et les angles.



Exemple: vecteurs et coordonnées cartésiennes

Dans le plan: On fixe un repére cartésien (O,7,7) dans le plan. On peut alors
définir I'application

L : Vect(plan) — R?
qui associe 3 tout vecteur ¥ ses coordonnées cartésiennes (x, y) € R?, telles que
V=Xx7+yj.

o Cette application est linéaire, car si L(V) = (x,y) et L(V') = (x,y’), alors pour

tout t,t' € R on a:

tL(V) + ' L(V) =t (x,y) + ' (X, ¥)
(tx+t' X, ty+t'y)=L({tv+t7).

e Aussi, elle a une réciproque L7! : R? — Vect(plan) qui détérmine un unique
vecteur a partir de coordonnées données.

e On a donc un isomorphisme d’espaces vectoriels: ‘ Vect(plan) =~ R? ‘

e De plus, L préserve les produits scalaires (euclidiens): c’est une isométrie.

Dans I'espace: Méme chose, fixer un repére cartesien (O,7,7, k) revient a dire

que | Vect(espace) =~ R3 |, et cet isomorphisme est une isométrie.
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2. Matrices

On veut répondre a la question:  Pourquoi la projection P(x,y,z) = (x,y)
n'a-t-elle pas d’inverse?

Définition: Une matrice m x n a coéfficients réels est un tableau

ain v an
() =
ami e amn
ou a;eR pouri=1,....metj=1,..,n
In(5) -2
Exemples: V3 0 -1\ matrice nfr ) 1 | matrice
Pesile v 3) 2x3 3x2
7 0
. , . 8 -3
e Une matrice carrée est une matrice n x n. Ex. o 1
e Une matrice colonne est une matrice n x 1, 3
c’est-a-dire un vecteur a n composantes. Ex. | 1
V2

¢ Une matrice ligne est une matrice 1 x n.  Ex. (3 1

5



Espace vectoriel des matrices

Proposition: L'ensemble M, = M,,(R) des matrices m x n a
coefficients réels est un espace vectoriel, avec les opérations

¢ addition: ai + by - ai, + buy
(a5) + (by) = (a5 + by) = : : : :
am1 + bml *o Amn + bmn
et zéro = matrice nulle.

tajg; -+ tai
e produit par scalaire: t(a;) = (ta;) = : :

tam -+ tamn

8 —3 0\, (3 0 -1\ _ 11 -3 -1
-2 1 4 25 0) \o 6 4
, (8 -3 0)_(16 —6 0

-2 1 4) " \-4 2 8

Exemple:

et

82



Produit de matrices

Définition: Le produit des matrices (a;) € M, et (bj) € M, est la
matrice (Cix) € Mpm, avec coefficients

n
Cik = Z aj bjx régle “lignes x colonnes”.
j=1

Le produit est donc une opération My, x My, — M.

Parmis les produits de matrices plus communs on a:

° M22 X M22 — Mzz
a b\ (a b\ (ad+bc ab + bd
c d)\c d) \cad+dc cb+dd

o Moz x Mz — My

a b c x [ ax+by+cz
a b T \ax+by+cz

N <



Exemples de produits entre matrices

Exemples:

Miz x Mzz — Maa:

Mooz x Mzz — Ma:

(
G

Moz x Mz — Mo:

Mz x Moz — Maa:

Mo X Mo — Mop: (

1
4

N

1
0
1

N

2
5

3
5

3
6

)

ool
)
b

)
;)

1
0

=)
v

- (i )

= ‘ (§9)=1 matrice unité ou identité dans My, ‘

Moz x Moz — Ma: (

2
4

3
5

)G

o)~ 3)
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Matrices carrées inversibles

Définition: Considérons un espace M ,,(R) de matrices carrées.

10 - 0
010

e La matrice 1 = ( . ) s'appelle unité car, pour toute A, on a
00 - 1

[A1=1A=A|

e L'inverse d'une matrice A est la matrice A~! telle que

| AAT=—AA=1 |

e Une matrice A est inversible si la matrice inverse A~1 existe.

Remarque: La matrice inverse n'existe pas toujours. En particulier,
A~! n'existe pas si A n'est pas carrée, car dans ce cas on ne peut pas
calculer I'un des deux produits AA~! ou A71A.

Exemples:
e La matrice A= (g _01) est inversible, et A™!= (_01 1/22>. (Vérifier!)

e La matrice B = ( 4 _1) n'est pas inversible. Pourquoi?

-8 2



Déterminant des matrices carrées

Définition: Le déterminant d'une matrice carrée A = (a;;) € M, est le
nombre réel, noté det A ou |a,~j}, défini comme suit:

a b
det(c d) = ad — bc

e pour n = 3, avec un développement a signes alternés sur une ligne ou une
colonne (ici, la premigre ligne):

e pour n=2

ail a2 a3
dx axs a1 az a1 ax
det | a1 ax» ax |=au — an + a3
as2 as3 3 asr  as2
431 as2 ass

2 1 1 0
Exemples: det(3 5)=2-5—3-1=7, det]l=det(O 1)=1.

det : M,,(R) — R.
det(t A) # t det(A)

Propriétés: Il en résulte une application

e det n'est pas une application linéaire, car
det(A + B) # det(A) + det(B).

et

e Par contre, si A est de taille n, on a: ‘ det(t A) = t" det(A) ‘

* De plus: | det(AB) = det(A) det(B) |et| det(A~!) = 1/det(A) |
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Calcul de la matrice inverse
Proposition:

‘ Une matrice A est inversible si et seulement si det A # 0.

e En particulier,

A— (i Z) est inversible < detA — ad — bc # 0

e Dans ce cas, sa matrice inverse est

1 d —b
A7l =
det A <c a )

Exemples:
e Pour A= (g _01) on a det A = 2, donc A est inversible. On a alors
A—lzl 0 1 _ 0 1/2
2\—-2 4 -1 2 )°
4 -1 , . .
e Pour B = _g o Jona det B = 0, donc B n'est pas inversible.



Exercice

0
Exercice: Calculer I'inverse de la matrice A= ( 2 0 3>.
1

Réponse: D'abord on vérifie que A est inversible:

1) (2:1—(=1)-3)+0-(2-0— (=1)-3)

det(A) =1-(0-1—0-3) — (
=0+(2+3)+0=5.
. _1 xyz 1 100 )
On cherche alors la matrice A =(a b c) telle que AA =]l=(8(1)(11>. Puisque
1 -1 0\ /x y =z x—a y—b z—c
AAT = | 2 0 3 a b c|=|(2x+3u 2y+3v 2z+3w|,
—1 0 1 u v o w —X 4+ u -y +v —z+w

ceci donne un systéme de 9 équations et 9 inconnues

x—a=1 y—b=0 z—c=0 x=0 y=1/5
2x+3u=0 2y+3v=1 2z43w=0 < a=-1 b=1/5
—x4+u=0 —-y+v=0 —z4+w=1 u=0 v=1/5

_ o 0 1/5 —3/5 1 /0 1
et détérmine la matrice inverse A='= (-1 1/5 -3/5|==(-5 1
0 1/5 2/5 5\ o0 1

z=-3/5
c=-3/5
w=2/5
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4. Lien entre applications linéaires et matrices

Proposition: Pour toute matrice A = (a;;) de taille m x n, soit
L:R"™ — R™ |'application linéaire définie par

ittt Al X1 a11x1 + -+ + ainXn
Lx)=Ax |=| : : L=

dm1X AdmnX
ami amn Xn miX1 + + amnXn

pour tout X € R". Ceci donne une application

| ®: Mp(R) — Lin(R", R™),  Ar> &(A) =L |

e ® est linéaire: ‘dD(tA + tA) =t P(A)+ t'O(A) =t L+ 'L

e ® a la réciproque: ’ & LLin(R,R™) — Mp,(R), L—® Y (L)=A ‘

e ® est donc un isomorphisme d'esp. vect.: ‘ Mpn(R) = Lin(R",R™) ‘




Exercice: lien entre applications linéaires et matrices

Exercice: Pour les matrices A suivantes, trouver I'application linéaire L
correspondante.

5 0 4
* A=(—1 3 —2)
Réponse: On a Ae Mx»(R), donc L € Lin(R?,R?). Pour (x,y,z) e R*:
L X (5 0 4 x _ bx + 4z
Y17 \1 3 —2) | Y )T \x+3y—22)°
z z
On adonc L(x,y,z) = (5x+ 3z,—x + 3y — 2z).
5 -1
e A=|0 3
4 -2
Réponse: On a A e M3 (R), donc L € Lin(R?, R?). Pour (x,y) € R?:
5 -1 5x —y
L(X)= 0 3 (X)= 3y .
y 4 —2)\Y 4x — 2z

On adonc L(x,y)= (5x—y,3y,4x —2z). 86



Exercice: lien entre applications linéaires et matrices

Exercice: Pour les applications linéaires L suivantes, trouver la matrice A
correspondante.

o L(x,y,z) =(x—2z3y+z—2x)

Réponse: On a L : R® — R?, donc on s'attend A € Ma3(R): on écrit
L x _ X—z (1 0 -1
)Z’ “\-2x+3y+z) " \—2 3 1

donc la matrice associée a L est A = (_12 g _11)

N < X

e Rotg(x,y) = (xcosf — ysinf,xsinf + ycosf) (rotation d’angle )

Réponse: On a Rots : R> — R2, donc on s'attend A € M2 (R): on écrit

Roto [ %) = xcosf) —ysinf\  (cos —sinf X
%\ \y ) T \xsin0+ycosd ) = \sind cost y)’
cos —sin@)

donc la matrice de rotation d'angle § est A = .
sinf  cosf



Propriétés de M,,,(R) = Lin(R",R"™)

Considérons encore |'isomorphisme & : M ,,(R) — Lin(R", R™).
Propriétés:

e O transforme le produit de matrices en composée d'applications lin.:

| QA A)=L'oL | c-ad | (AA) = L'(L(X))

e O transforme la matrice inverse en I'application lin. réciproque:

(oA =L cad [ Aly=L74) |

e Par conséquent, si ®(A) = L alors:

’ L est un isomorphisme < A est inversible. ‘

Exemple: La projection P(x,y,z) = (x,y) n'est donc pas inversible car sa
matrice associée ne |l'est pas, puisqu'elle n’est pas carrée.

Par conséquent, P n’est pas un isomorphisme.
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5. Symétries

Définition: Un objet est symétrique s'il ne change pas de forme quand il
est sousmis a une transformation du plan ou de I'espace, qui s'appelle alors
symétrie de |'objet.

Exemples: objets symétriques par des symétries centrales (rotations), axiales
(réflexions) et mixtes.

e La forme d'un objet est caractérisée par les droites para//eles
I"'ampleur des angles et les longueurs, données par le produit scalaire.

e Une symétrie (au sens physique) est donc une transformation qui préserve
ces caractéristiques: c'est une isométrie du plan ou de I'espace!



Matrices orthogonales

Définition: La transposée d'une matrice A = (a;) € Mp,(R) est la
matrice AT = (aji) € Mpm(R).

Exemples:

Propriété: Si A est une matrice carrée, on a ‘ det(AT) = det(A) ‘

Définition: Une matrice carrée A est orthogonale si .

Exemples:

e les rotations: Roty = cosf  —sinf ex 10 0 -1
©OY T A Ging cosh “\0 1)°\1 O

L _ (cos(26)  sin(26) 1 0 0 1

e les reflexions: Refy = (sin(29) — cos(26) ex. o —1)'\1 o

Propriétés: Si A est orthogonale, on a | det(A) = +1 |, car

(det(A))? = det(A) det(A”) = det(A) det(A™") = det(AA™") = det(1) = 1.

G169 @-em (96
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(Anti)déplacements et asymétrie chirale

Proposition:
Une transformation du plan ou de l'espace est une isométrie
(symétrie) si et seulement si sa matrice associée est orthogonale.

Définition: On distingue donc les
e isométries directes, données par des matrices orthogonales A avec
det(A) = +1 |, qui preservent |'orientation des angles (rotations),

e isométries inverses, données par des matrices orthogonales A avec
det(A) = —1 |, qui inversent |'orientation des angles (reflexions).

Attention: en math en appelle “symétrie” seulement les isométries directes.
Définition:
e Un déplacement est une isométrie directe plus une translation.

e Un antidéplacement est une isométrie inverse plus une translation.

Définition: Un objet est chiral si aucun
déplacement ne peut I'identifier a son image
miroir (reflexe), comme nos mains.

C’est donc un objet asymétrique.




Exercice

Exercice: Les transformations données par les matrices suivantes, sont-elles des
symétries (directes ou inverses) ou des projections?

0 10
e A=|-1 0 O
0 0 1
Réponse: On a —
P det(A) = — | 2 O - 1y =1,
0 1
donc A est inversible (un isomorphisme), car det(A) # 0. Apreés calculs, on trouve
0 -1 0
At=[1 0 o0]|=AT,
0 0 1

donc A est une matrice orthogonale, donc une isométrie (= symétrie). Puisque
det(A) = 1, on a une symétrie directe. Effectivement, on a

cos(3w/2) —sin(37/2) 0
A= |sin(37/2) cos(37/2) 0| =Rotss),,
0 0 1

donc cette matrice représente la rotation d'angle 37/2 autour de 'axe Oz.
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Exercice (suite)

0 0 1
e B=10 1 0
1 0 0

Réponse: Ona det(B) = ‘g (1)‘ = —1, donc B est inversible. Aprés calculs,
on trouve B™* = BT (= B), donc B est une matrice orthogonale. Puisque
det(B) = —1, on a une symétrie inverse. Effectivement, on a

cos(m/2) 0 sin(m/2) o
B=( 0 1 0 |=Rel%,
sin(w/2) 0 cos(m/2)

qui représente la reflexion par rapport a un plan contenant I'axe Oy et qui
intersecte le plan xOz en une droite penchée de 7/4 sur Ox.

2 0 0
e C=13 5 0
0 0 O

Réponse: Puisque det(C) =0, la matrice n'est pas inversible, donc elle ne
représente pas une symétrie. C'est une projection sur le plan xOy, mais
ce n'est pas une projection orthogonale (ou isométrique), car det (22) =10

implique que la matrice C dilate les longueurs.



6. Systéemes d’équations linéaires

Définition: Un systéme d’équations linéaires en n variables (xi, ..., x,)
est un systeme de la forme

annxi+anxe+ -4 anxp = b
X1+ anxe+ -+ amxs = b
an1X1+an2X2+"'+anan:bn

Un tel systeme peut avoir une solution, plusieurs solutions ou
aucune solution, selon la dépendance mutuelle des équations.
Exemples:

2x—y =4 admet une solution x=1

6x+3y =0 I — y=-2

2x —y =4 admet infinité de solutions: tous les points de la
6x —3y =12  droite d'équation y = 2x — 4.

2x —y =4 n'admet aucune solution, car si 2x — y = 4 alors
6x —3y =0 6x — 3y = 3(2x — y) ne peut pas s'annuler.

Pour connattre les solutions il faut parfois faire de longs calculs (surtout si
n = 3), qui se prétent a de nombreux erreurs.

Voici une méthode de résolution qui réduit les calculs a I'essentiel.
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f:'quation matricielle

Proposition:

e En posant

X1 ai @ -+ A by
X2 dp1 dax» - azp by

X = , A= , B= ,
Xn dnl an2 - apn b,

le systeme précédent est équivalent a I'équation matricielle

AX =B

e Cette équation admet une solution unique si et seulement si

det(A) # 0 | et dans ce cas la solution est donnée par le produit de

x=a8]

matrices



Exemples

Exemples:
2x —y =4
6x+3y =0

) w0 (3)

Puisque det(A) = 6 — (—6) = 12, il admet bien une solution unique X = A™'B.
On la calcule:

e ) (R - ()

donc on a
(G)- (4 49 (0)- (42~ (3)

e Le systeme { s'écrit sous forme matricielle comme AX = B avec

e Le systeme 2x—y =4 s'écrit sous forme matricielle comme AX = B avec
6x -3y =0
2 -1 4
A2 1) w s ().
Puisque det(A) = —6 — (—6) = 0, ce systéme n’admet pas de solution unique.
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TMB - Chapitre 8
Géométrie cartésienne dans le plan et dans I'espace

Dans ce chapitre:

1. Coordonnées cartésiennes du plan. Vecteurs. Droites, coniques (cercle,
ellipse, parabole, hyperbole).

2. Coordonnées cartésiennes de |'espace. Vecteurs. Plans, droites, quadriques
(sphere, cylindre, cone, parabolide, hyperboloide).



1. Géométrie cartésienne dans le plan
Rappel sur les coordonnées cartésiennes

est une base orthonormale directe (0.n.d.) de |'espace vectoriel
Vect(plan), i.e. telle que 7L1j et |7]|=[7]=1. On a alors: o 7

e Tout vecteur v appliqué en O s'écrit : p
. ' 7 Y y —
les scalaires x, y € R s'appellent coordonnées cartésiennes %
de V et représentent les projections orthogonales de v dans g

X

On fixe un repére cartésien (O,7,7), ol O est un point et (7,7)
1

les direction 7 et 7. On note: | vV = ()

o On appelle coordonnées cartésiennes d'un point P le couple (x,y) € R?
de coordonnées du vecteur V = OP, et on écrit | P(x,y) |.

e Pour résumer: ‘ plan + repére cartésien = Vect(plan) = R? ‘

e Tout vecteur affine PQ s'écrit comme
‘ P_Q’:P+@7W5:P+ﬁ‘

ol i = (xq—xp)T + (yo—yr)J.

93



Calcul vectoriel en coordonnées cartésiennes

X

y

siv- (

)7-(
V=
y

/

,) et t € R, alors:

=

e addition: | vV +

=/
v=(

x+x'
y+y

)

e produit par scalaire:

tx
ty

)

t\7:<

e produit scalaire:’ v

~\7/:xx'+yy' ‘ ex. (

o longueur: ‘ [V] = /X% + y? ‘ ex.

e vecteurs orthogonaux: ‘ vivV =

e vecteurs paralléles:

e projection orthogonale:

(3) -
’ r_ 1 -2
XX +yy = ‘ex<2)l<1>
r_ / /
\7”\7’@ X,_tx©£:L ex. ! Il 3
y :ty X y 2 6
/ /
o Xx+yy . 5 5.1-1-0
PI’V(V) = 7X2+y2 v ex. Pry (_1> = e




Droites

Droite (affine): | A = {P(x,y) | ax + by + ¢ = O} (a, b) # (0,0).

Si b # 0 alors 2% Cmxa A
y = b b= p
oli [ m=tand |
Si a # 0 alors x:_éy_ﬁ
a a

Attention: une droite est un espace vectoriel de dimension 1 si et seulement si elle

passe par O, i.e. ¢ =0.

N a
e Vecteur orthogonal ou normal 3 A = (b>

e Vecteur directeur de A = <_ba) ou bien (;b)-

Exemple: x —5y =0 est une droite vectorielle,
1 . 5
avec vecteur normal (75) et vecteur directeur (1 )

x + 3 =5y est une droite affine de mémes vecteurs normal et directeur.
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Droites particuliéres

e Droite passant par A = (ai,a2) et L 7= (Zl): \J pPA
2

condition: AP - & =0
équation: ‘ (x—a)u+(y—a)u =0 ‘

V2

e Droite passant par A = (a1, a) et || V= (Vl):
condition: AP ||V <« OP=O0A+tv, teR ¥ P4

X =a +twny

teR
y=a+twn ’

éq. paramétrique: {

. . X —a y—a
€q. cartesienne:| ——— = —
Vi %]

e Droite passant par A = (a1,a) et B = (b1, by): &
B A

condition: AP || AB

, . X — a1 — a2
eéquation: = 4
b — a1 by — a




Distance et aire d’un parallélogramme

Distance: :
/A
o d’un point P(x,y) a un point P'(x',y’): P

dist(P, P') = [PP'| = |OP’ = 0P| = v/(x = x)2 + (y — y')?

e d'un point P(x, o) a une droite A d'éq. ax + by + ¢ = 0: on appelle P’ la
projection orthogonale de P sur la droite A, alors

\axo+byo+c|

dist(P, A) = dist(P, P') = =
a

Aire du parallelogramme de sommets

D
A(xa,ya), B(xs,yg), C(xc,yc), D(xp,yp): AQ C
B

Aire=| AB-AD"| = | AB A AD|.
Puisque AB = (XB_XA) et AD= (XD XA) on a AD = ( Yo ) donc
YB—YA 37

yp— XD XA

‘ Aire = | (x — xa)(yp — ya) — (y8 — ya)(xp0 — xa)| ‘




Coniques: cercle, ellipse

Définition: Une conique est une courbe plane obtenue en prenant I'intersection
entre un cone de révolution et un plan. Analytiquement, on définit une conique
comme |'ensemble des points du plan vérifiant I'équation

’ ax®> + bxy+cy’+dx+ey+f=0 (a, b, c) # (0,0,0).

e Cercle: ‘ (x—a)+(y—b?=r

centre (a,b), rayon r

X2 y2 b

] Ellipse: ? + E =1 /—‘—\a
centre (0,0), axesT et]. \\_/




Coniques: hyperbole, parabole

¢ Hyperbole:
2 2
X Yy
ERCS
cas +1: \\ T /
ou bien: | y = 2
X

centre (0,0), asymptotes 7 et )

e Parabole: ‘ y=ax’+bx+c ‘

axe paralléle 3 7

oubien:‘ x=ay2+by+c‘

axe paralléle a 7

cas -1:

o

centre (0,0), axes 7 et J,asymptotes y = +—x

L

S
N

\_

_
/

a>0 a<o0
\_/

/] \
a>0] — ~] a<o0

/

\
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2. Géométrie cartésienne dans l'espace
Rappel sur les coordonnées cartésiennes

On fixe un repére cartésien (O,T,j,ﬁ), ol O est un point et

(7,7, k) est une base orthonormale directe (0.n.d.) de I'espace J
vectoriel Vect(espace). On a alors: o7
e Tout vecteur v appliqué en O s’écrit‘ V=xT+yJ]+ zk ‘: z
les scalaires x,y,z € R s'appellent coordonnées cartesi- P
ennes de V et représentent les projections orthogonales de % y

N X
Vv dans les direction 7, J et k. On note: | V = (y)
z

X

o On appelle coordonnées cartésiennes d'un point P le triplet (x, y, z) € R®
de coordonnées du vecteur ¥ = OP, et on écrit P(x,y,z) |

e Pour résumer: ‘ espace + repére cartésien = Vect(espace) =~ R® ‘

. Unvecteuraffineest‘ @:P+w7ﬁ5:P+ﬁ

ot | &= (xa—xe) T+ (yo—ye)] + (z0—20) K |

g



Calcul vectoriel en coordonnées cartéesiennes

~

Si\7=< ),\7’=

N < X
N X

()

x + x'
addition: | v+ VvV = | y+y’
zZ+Zz

)

produit par un scalaire:

"

X//
y" | et t e R, alors

1
longueur: ‘ [V] = /X% + y? + 22 ‘ ex. ( —2)
3

2 -1
ex. 3] 2 =-2+6+4=28
4 1

|=m=\/ﬁ
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Calcul vectoriel (suite)

yz' — zy’'
e produit vectoriel: | VAV = | —xz’ + zx’
xy' — yx’

e produit mixte:

= = 1N /i 7

‘ [V, V', V"] = x(y'2" = 2'y") —y(X'2" = 2X") + 2(x'y" — y'x")

1 -1 1
Kz)( : )(zﬂ A S P
3 1 3

Autre formule pour le produit mixte




=

< x'+yy+zzZ=0 ‘

e vecteurs orthogonaux: | vV 1V
1 -2 1
ex. 2 | L 1 ou 2 | L
3 0 3
e vecteurs paralléles:
x' = tx X 2
VIV e V=tV e y' =ty e X_XYX_Z2
, X/ y/ Z/
z =tz
/ /
xy' = yx
PP e — N r_ X _y _Z
alternative: | V || V' & VAV =0 < yvZ=zy) & === ==
P X y z
XZ = ZX
1
ex. [ 2]
3
’ / / — -
. . - X' X + +zz vV -V
e projection orthogonale: | Pr (V') = 5 ygf T V=tV
xX2+y2+z v

02 + 52 + 02

(1)
ex. Prg; [ 2 |=
)

3

1x04+2x5+3x0

5

7—27—<

0
2
0

)
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Plans

Plan (affine):

Tr:{P(X,y,z)|aX+by+cz+d:0}

(a, b,c) # (0,0,0)

Attention: un plan est un espace vectoriel de dimension 2 si et seulement si il
passe par O, i.e. d =0.

a
e Vecteur orthogonal ou normalan = | b
c
Exemple: 1
x —by —2z =0 est un plan vectoriel, de vecteur normal | —5
-2
1
x +3 =5y + 2z estun plan affine de vecteur normal | —5

-2



Plans particuliers

u
e Plan passant par A = (a1, a,a3) et L 0= | w
u3
condition: AP . i =

équation: ‘ n(x—a1)+ w(y —a) + us(z—a3) = 0

Vi

e Plan passant par A = (aj,ax,a3) et ||av=[ v, | etV v2
V3
condition: [AP,V,¥]=0 <« AP=tV+tV

xX—ay=tn+tv
équation paramétrique: —a=tn+tv
z—a3=tvs+t'V§

équation cartesienne:

‘ (x—a1)(vavs — vavz) — (y — a2)(vivs — vavi) + (z — a3)(vivs — vov) =0 ‘

e Plan passant par A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3) et C = (c1, &2, 3):
condition: [AP,AB,AC] =0

équations: comme le cas précédent.



Droites

Droite (affine): A =mnn'

ax +by+cz+d=0 } o

A= {P(x,y,z)‘ ax+by+cdz+d =0

avec  (0,0,0) # (a,b,c) Jf (4,1, ¢') # (0,0,0).

Attention: une droite est un espace vectoriel de dimension 1 si et seulement si elle
passe par O, i.e. d =0et d = 0.

Exemple:
La droite d’équations { ; z 8 est I'axe Oz (vectoriel).
La droite d'équations { ;i :; est paralléle a I'axe Oz (affine).



Droites particuliéres

Vi
e Droite passant par A = (a1, a2, a3) et |[avV=| v
V3

condition: AP ||V <« AP=tv

X—ay=twn
équation paramétrique: y—a=tw
zZ— a3 =tws

, . . X — a1 Yy — a2 Z — as
eéquation cartesienne: = =
Vi V2 V3

e Droite passant par A = (a1, a2, a3) et B = (b1, by, bs):

b1 — a1
condition: AP I ABavec AB= | b —a
b3 — a3

équation: comme le cas précédent.

100



Distance et volume

Distance:

e d'un point P(x,y,z) a un point P'(x',y’, Z'):

dist(P, P') = [PP| = /(x = x'7 + [y =y} + (z = 2)?

e d'un point P(x,y,z) a un plan 7 d’éq. ax + by + cz+d = 0: on appelle P’
la projection orthogonale de P sur le plan 7, alors

_|ax+ by + cz +d|

Va2 + b? + 2

Volume du parallelepipéde de sommets A, B, C, D, etc:

vol - [[a8. a¢. 20| | D%
A

dist(P, ) = dist(P, P")

X v IV B
SiAB= |y || AC=|y |etAD= [ y" |, alors
z ZI Z”

11" /4 r M

‘ Vol = |x(y'z" — Z'y") — y(xX'2" — Z/x") + z(X'y" — y'x")] ‘




Surfaces Quadriques

Les surfaces quadriques sont des surfaces de |'espace euclidien de dimension 3 qui
sont définies comme suit:

Quadrique: | Q = {(x,y,Z) | f(x,y,2) = 0} g

ou f(x,y,z) estun polyndme de degré 2.

Les quadriques plus connues:

e Cylindre: e Hyperboloide a une nappe:

X2 y2 22

J— + e —
a2 b2 c?
e Cone:| x* 4 y? =2

e Hyperboloide a deux nappes:

oSphére:‘x2+y2+z2:r2‘ X Y _Z _4
22 b2 2
2 2 2 S —
« Ellipsoide: % N % N % _1 ¢ Paraboloide: m
a C
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Quelques images de surfaces quadriques

Cylindre B

Ellipsoide ‘

Paraboloide hyp. : i Paraboloide ellip.
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