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Résumé

Les champs quantiques traditionellement se renormalisent de fagon perturbative, sur chaque
coefficient des séries correspondantes. Les formules de renormalisation “globale” de Dyson suggeérent
d’interpréter la renormalisation comme un mélange convenable de produits et compositions des
séries invoquées. Cette interprétation est cohérente avec les travaux récents de Connes et Kreimer :
ils montrent que la renormalisation des champs quantiques scalaires est gouvernée par une algebre
de Hopf commutative, & voir donc comme algebre de fonctions sur le groupe de renormalisation.

Pour 'électrodynamique quantique, les propagateurs sont des matrices 4x4 et les facteurs de
renormalisation ne sont plus forcement scalaires : ils ne peuvent plus étre des caracteéres de 1’algébre
de Connes et Kreimer. En effet, aucun principe de dualité n’est valable pour des caractéres non
commutatifs, mais avec Ch. Brouder on montre qu’il existe des algeébres de Hopf ni commutatives
ni cocommutatives qui gouvernent la renormalisation de I’électrodynamique quantique. De plus,
ces algebres sont définies sur ’ensemble des arbres binaires planaires, et donnent naturellement
lieu & un nouveau groupe de séries formelles développées sur les arbres.

1 Introduction. Le groupe de renormalisation

En théorie quantique des champs, chaque particule est décrite par un champ généralisé, c’est-a-dire
une distribution & valeurs dans les operateurs linéaires sur un espace de Hilbert, qui est sousmis &
I’équation différentielle d’Euler-Lagrange qu’on déduit du Lagrangien typique du champ consideré.
Les informations sur la dynamique d’une particule, en sachant son impulsion p, se trouvent & partir
du propagateur de Feynman D(p), qui est la fonction de Green de 'opérateur différentiel généralisé
associé au Lagrangien de la théorie, et qui apparait dans I’équation d’Euler-Lagrange.

Le propagateur de Feynman satisfait lui-méme a une nouvelle équation différentielle fonctionelle,
I’équation de Schwinger-Dyson, qui en fait cache un systéme infini d’équations, et pour laquelle
une solution exacte est connue seulement pour les théories de champs “libres”, c’est-a-dire quand
les particules sont completment isolées, elles n’interagissent ni avec des particules du méme type ni
avec d’autres types de particules. Au contraire, pour les théories avec un potentiel d’interaction, qui
décrivent l'interaction entre plusieurs particules, le propagateur de Feynman est, en général, inconnu.

Cependant, on le connait de fagon approximative quand le potentiel d’interaction est une pertur-
bation (petite) de I’énergie cinétique. Cela se passe dans le cas des particules élémentaires qui nous
interesse : le potentiel d’interaction est proportionel & la “constante de couplage”, un parametre ty-
pique de chaque particule, qui a un sens physique et en principe peut étre mesuré, et qui en général
a une valeure tres petite par rapport & celles qu'on veut calculer. Dans les théories ¢° et ¢* des
“champs scalaires”, qui decrivent des bosons de spin 0 comme le Higgs, la constante de couplage est



normalment indiquée avec le symbole g ou A. En électrodynamique quantique, la théorie qui décrit
I’interaction entre photons et électrons, la constante de couplage est la “constante fine de structure”
a = e?/4r ~ 1/137, qui dépend de la charge e des électrons. Dans le cas perturbatif, en effet, on peut
calculer les premiers termes du propagateur développé comme une série formelle

D(ag;p) = Y agDn(p)
n=0

en les puissances du parametre oo d’interaction (ou on utilise ’indice 0 parce-que il s’aveére ne pas
étre le bon parametre...), avec coefficients perturbatifs

Dn(p) = Y U(T;p)

IT|=n

normalement décrits & I’aide des graphes de Feynman I typiques des champs considerés, ou |I'| indique
le nombre de boucles présentes dans le graphe. Une définition précise des diagrammes de Feynman, et
de la théorie perturbative, peut étre trouvée dans tous les livres de Théorie Quantique des Champs, par
exemple [IZ] (voir en particulier la section 6-1-1, pp. 265-276), et [PS] (en particulier, I’ “Invitation”
au ch.1, et la section 4.4, pp. 90-99).

Un des problémes majeurs de la théorie perturbative est que les amplitudes U(T'; p) associées aux
diagrammes de Feynman sont, en général, des intégrales divergentes qui doivent étre renormalisées,
c’est-a-dire ramenées & des valeurs finies R(T'; p) indépendantes de la procédure adoptée. La théorie
de la renormalisation, en physique quantique, est traitée dans [IZ], et en particulier dans [C]. Le
“propagateur renormalisé” est la série formelle

D(a;p) =Y a™Dn(p),

n=0

ou le nouveau parametre a représente le parametre d’interaction effectivement mesuré et les nouveaux
coefficients sont les sommes finies
Da(p) = Y R(T;p).

IT|=n

_ La procédure de renormalisation, c’est-a-dire le passage du propagateur D(ap;p) au propagateur
D(a;p), est classiquement décrite de deux fagons possibles :

1. avec la formule globale de Dyson, voir [D] : il existe un “facteur de renormalisation” infini Z(«)

tel que
D(ao;p) = D(a;p)Z(ev);

2. avec la formule “forest” ou BPHZ (du nom des autheurs Bogoliubov, Parasiuk, Hepp et Zim-
mermann) sur chaque diagramme de Feynman, voir [Z] : pour tout diagramme de Feynman I’
il existe un “contre-terme” infini C'(T") de telle sorte que si U(T; p) est une intégrale divergente,
alors la combinaison

R(T;p) = Y UT/m -+ wp)Cln) - Cln)

v: CI
est finie. Ici, les +; sont les sous-graphes 1PI de T tels que v; N y; = 0, et T'/~; - - -y indique le
graphe qu’on obtient en écrasant les y; & des points.

Les graphes 1PI (“une particule irréductible” ) sont des graphes de Feynman qui ne sont pas la jonction
(par une ligne) de sous-graphes de Feynman. Autrement dit, les 1PI sont des graphes tels que si on
coupe une quelconque aréte interne, on n’obtient pas des graphes de Feynman décrivant la méme



particule ou la méme situation pour les particules considerées. A partir des graphes 1PI, on peut
construire tous les graphes de Feynman de la théorie, par simple jonction de deux pattes extérieures.

Evidemment, le facteur Z(a) qui apparait dans la formule de Dyson est une série en « avec
coefficients liés aux contre-termes C'(I'") qui apparaissent dans la formule BPHZ. Dans les deux cas, la
constante de couplage doit aussi étre renormalisée, et sa renormalisation se fait avec un autre facteur
de renormalisation Z'(«), en géneral lié au précédent, tel que

ap = aZ'(a)

soit donc aussi une série formelle en a.
La formule de Dyson peut alors étre écrite comme

D(a;p) = D(ao(a); p)Z(a)~",

et interpretée comme une simple combinaison de produits et compositions de certaines séries formelles
en le parameétre a. Plus précisement, & partir des données initiales (a, D), et de la renormalisation
choisie (Z', Z), le propagateur renormalisé est la deuxiéme composante du couple

(a0(@), D(e;p)) = (ao(a), D(ao(@);p)Z(e)™") = (a, D(a;p)) *x (aZ'(@), Z(a)7"),

qu’on reconnait étre le produit de deux couples de séries selon une loi de produit semidirect : la
notation x indique que la premiére composante agit & droite sur la deuxiéme composante, cf. [R]
et [Sc]. De méme, deux renormalisations (Z1, Z1) et (Z4, Z2) se composent selon une loi de produit
semidirect : si oy (@) = aZ] (@) et as(a) = aZi(a), alors la composition est exactement

(a1(a2(a)), (Z1 (a2 (@) Za(a)) = (a1(), Z1(@)) -x (a2(a), Z2()).

Pour la théorie ¢3, ce point de vue est étudié par F. Girelli, T. Krajewski et P. Martinetti en [GKM].
Pour eclaircire cette situation, il convient de simplifier les notations : appellons z les constantes
de couplage effectives a, g, et A. Les propagateurs D, D et les facteurs de renormalisation Z, Z' sont
des séries formelles en z & coefficients dans C ou dans une algebre unitaire A, ou le terme d’ordre 0
n’est jamais nul et peut étre identifié a 1, et donc ils sont représentés par les éléments di groupe

Ginv:{f(x):1+f1x+f2$2+..., fneA},

des séries inversibles, munies du produit ponctuel (fg)(z) = f(z)g(x). Par contre, les constantes de
couplages aq, go, Ao avant renormalisation sont des séries formelles en z & coefficients dans C, ou le
terme d’ordre 0 est nul et le terme d’ordre 1 peut étre identifié & 1, et donc elles sont répresentées par
les éléments du groupe

Gdif:{QD(.%):$+901$2+(P2$3+"" (,DnEC}a

des difféomorphismes formels (tangents & I'identité), munis de la composition (¢ o 9)(x) = ¢(¥(x)).
Evidement, le groupe G4 agit & droite sur le groupe G'™ par simple composition, (fo)(z) = f(é(z)).

En général, donc, la formule de Dyson montre que le groupe de renormalisation apparait comme
un sous-groupe du produit semi-direct G4 x GI"V, et la procedure de renormalisation du propagateur
est ’action droite de G4 x G'™ sur GV obtenue par restriction du produit de groupe.

Le lien entre les deux points de vue est donc la dualité de Tannaka-Krein, celle entre un groupe
et son algebre de Hopf des fonctions polynomiales. Une “algebre de Hopf” est au méme temps une
algebre et une cogebre (“coalgebra” en anglais), munie donc aussi d’un coproduit coassociatif, d’une
counité et d’un antipode, qui sont induits sur les fonctions par le produit, l'unité et I’inversion sur
le groupe. Deux réferences de base sur les algébres de Hopf sont les bouquins de E. Abe [A] et de
M. Sweedler [SW]. Pour le Théoréme de Tannaka-Krein, voir [Hoc], Thm. 3.5, p. 35, et [HR], sect. 30,
p.- 157.



Le point de vue du groupe (formule de Dyson) a 'avantage de présenter les résultats dans une
forme indépendante du développement perturbatif, mais pour le moment ne permet pas de trouver
le couple (Z',Z) qui réalise la renormalisation de chaque propagateur D(p). Par contre, la “bonne”
renormalisation se détermine avec des calcules en coordonnées locales (formule BPHZ), c’est-a-dire sur
I’algebre de Hopf des fonctions. De plus, le point de vue de l'algebre de Hopf a ’avantage de pouvoir
se généraliser & un contexte d’algebres non commutatives, méme quand les groupes sont absents.

Le but de cet exposé est de présenter des résultats récents sur le deuxiéme point de vue et de mon-
trer comment ils ameénent naturellement & définir un nouveau groupe de séries indexées par ’ensemble
des arbres binaires planaires et non plus par les entiers.

2 Algebres de Hopf de la renormalisation

La premiere algebre de Hopf qui régle une renormalisation, cachée dans la formule BPHZ, a été
decouverte par D. Kreimer dans [K] pour le champ scalaire ¢®. Dans ce papier, Kreimer utilise une
répresentation des amplitudes de Feynman basée sur des arbres enracinés. Ensuite, le modeéle a été
elaboré par A. Connes et Kreimer directement sur les graphes de Feynman. La conclusion qui nous
interesse de leurs résultats est la suivante : pour la théorie quantique d’un champ scalaire ¢ : MP — C
avec potentiel ¢® si D = 6 ou ¢* si D = 4, I’algebre de Hopf de la renormalisation est commutative.

Théoréme 2.1 [CK1] [CK2] Pour la théorie de champ quantique ¢*, on a les résultats suivants.

1) Il existe une algébre de Hopf commutative graduée et connere HCK = C[1PI T'] engendrée par
les diagrammes de Feynman 1PI de la théorie ¢3, avec coproduit

AT =N "T/m-n@y-m,
v CT

ot la somme porte sur les sous-graphes 1PI de T tels que v; Nvy; = 0.

2) La formule de renormalisation BPHZ est équivalente d la donnée de l’algébre de Hopf HCK,
c’est-a-dire :
R(T) = (U ® C, AKT),

ot (, ) denote Uevaluation des fonctions sur les graphes.

3) Par le théoréme de Tannaka-Krein (ou sa version duale, le théoréme de Milnor-Moore), il
existe donc un groupe GCX := Hom 434 (HCK,C) de caractéres de HEK, qui coincide avec le groupe de
renormalisation.

De plus, 1’algebre de Lie de GCK se décrit explicitement en termes de I’algébre pré-Lie construite
sur les arbres enracinés par Chapoton et Livernet, voir [CL].

Pour I’électrodynamique quantique (QED), avec champs vectoriels et spinoriels A, : Mt — !
décrivant respectivement les photons et les électrons, les propagateurs de Feynman D, (p),S(p) €
M4(C) sont des matrices 4x4 complexes. Le produit entre les amplitudes des diagrammes de Feynman
n’est plus commutatif, et une partie du théoreme précédent ne s’applique pas.

Pour décrire I'algebre de renormalisation de la QED, avec Ch. Brouder on emploie un nouveau
développement perturbatif des propagateurs basé sur les arbres binaires planaires ¢t € Y, qui a ’avan-
tage de fournir une solution récursive pour les coefficients perturbatifs, voir [B], [BF1]. Les propaga-
teurs du photon et de I’électron avant et apres renormalisation sont donc les séries suivantes :

D(ao;p) =Y ol U'(tp) , Dlasp) =Y al'RV(t;p)
t t
S(aosp) =Y o Us(tp) , Slsp) =D alRe(t;p).

4



On peut ainsi trouver pour la QED des résultats analogues & ceux de Connes et Kreimer.

Théoréme 2.2 [BF1] [BF2] [BF3] Pour le propagateur du photon D(p) de Uélectrodynamique quan-

tique, developpés sur les arbres binaires planaires, on a les résultats suivants.
1) Il existe une algébre de Hopf commutative graduée et connexe H® = (C[yt,t € Y] avec coproduit

A HY — H* QH™ qui “casse” les branches des arbres selon la régle
ANy = Z “ce qui reste de \}”® “\-branches de t”.

Le groupe de renormalisation de la charge « est le groupe Hom 4;4(H®,C) dual de Ualgébre H*.

2) La formule de renormalisation BPHZ pour le propagateur du photon est équivalente 4 une
coaction AV : HY — H* @ HY de H* sur l'algébre non commutative HY = C{t € Y)Y/(1— |), ou
Darbre-racine | est identifié & Uunité 1, qui est multiplicative et sur les générateurs vaut AV (t) =
A%(t), c’est-a-dire :

R'(t) = (U"®C", A1)

3) Le groupe de renormalisation du photon s’avére donc étre le groupe Hom g;9(H®,C) des ca-
ractéres de H®, c’est-a-dire le méme groupe qui renormalise la charge.

4) Il existe une version non commutative He de l ‘algébre de Hopf H®, donnée par l'algébre libre
He = (C(vt,t €Y) avec coproduit A défini comme A sur les générateurs.

A noter que le résultat du point 3) reproduit le résultat classique de Ward sur la renormalisation de

la charge : le facteur de renormalisation Z'(«) de la charge coincide avec le facteur de renormalisation
Z(a) du photon.

Théoréme 2.3 [BF1] [BF2] [BF3] [FR1] Pour le propagateur de l’électron S(p) de l’électrodynamique
quantique, developpés sur les arbres binaires planaires, on a les résultats suivants.

1) Il existe une algébre de Hopf non commutative H® = C(t € Y)/(1 — | ), sur laquelle H* coagit
de telle sorte que le coproduit semidirect selon R. Molnar, cf. [M], soit une algébre de Hopf non
commutative graduée et connexe Hd = H* x HE, avec coproduit A = A* x A€ on A® : H¢ —s
He @ HId “casse” les branches des arbres selon la régle

A(t) = Z “ce qui reste de t” @ (“\-branches de t” ® “ [-branches de t”).

2) La formule de renormalisation BPHZ pour le propagateur de l’électron est équivalente a la
coaction A° : H® — HId @ He définie en 1), c’est-a-dire :

Re(t) = (U°®(C7 x C%),A%(t).

8) Le groupe de renormalisation de l’électron se trouve & partir de l’ensemble Hom 4,5 (H94, M4 (C))
des “caractéres a valeurs matriciels” de H9°9.



L’ensemble des caracteéres d’une algebre de Hopf, & valeurs dans une algebre non commutative,
n’est pas lui-méme un groupe. Cependant, dans le cas qui nous interesse, pour reconstruire le groupe
il suffit de modifier la notion d’algebre de Hopf en remplacant le produit tensoriel ® par le produit
libre « cité dans [L1]. Ceci constitue le sujet d’un travail en cours, cf.[FR1].

Pour ce qui concerne la renormalisation, le développement sur les arbres binaires planaires pose
un probleéme : les coefficients perturbatifs RY(t) et R¢(t) des propagateurs renormalisés ne sont pas
nécessairement finis, & cause de certaines identités (les Identités de Ward) qui relient les contre-termes
de quelques diagrammes de Feynman représentés par le méme arbre.

On est donc obligés de considérer ensemble tous les termes & un ordre d’interaction n donné,
c’est-a-dire de considerer la somme t,, := th‘:n t respectivement comme élément de H*, de H” et de
He.

Théoréme 2.4 [BF2] 1) Soient H* = C[t,,n € N, H? = C{t,,n € N) et H¢ = C(t,,n € N) les
sous-algébres de H*, H" et H¢ engendrées par les éléments t,,.

Alors Haed = Ho x He est une sous-algébre de Hopf de HY, avec coproduit A4 = A® x A®
donné par

n—1
A%(ty) = ta®@1+41®tp+ > tm® QM . (t),
m=1
n—1
A(ty) = 1@ (Litn) +tn® (L) + Y tm @ T3, (k)
m=1
ol
(141
l - (k)
ey = Y (1)),
k=1
PT(nk)(t*) = Z tml"'tmk7
mi+---+mp=m
my,...,mp >0
Th(t) = (@), 1) + (Ltm) + > (Qhy_g(t), t)-

De plus, Haed coagit sur H¢ avec coaction A°, et H® coagit sur H" avec coaction A donnée sur
les générateurs par A7 (t,) = A%(t,).

_2) La renormalisation de la QED a lordre d’interaction est équivalente auz coactions de He et
Haed sur HY et He respectivement, et les termes

R'(tn) = (U ®C7,A7(t)),
Re(ty) = (U°®(CY x C%),A(ty))

sont finis.

Donc, la renormalisation de la QED se décrit d’un coté par les formules de Dyson qui font intervenir
produits et compositions de séries, et de ’autre par une algebre de Hopf cette fois non commutative.
Les deux cotés ne sont pas en contradiction, car les amplitudes de Feynman de la QED, qui jouent le
role des caracteres pour ces algebres de Hopf, ne sont pas scalaires.

En effet, I’algebre de Hopf duale du groupe abélien GV est cocommutative libre, et admet donc
naturellement une version non commutative qui reste cocommutative libre et qui répresente ’ensemble
des fonctions sur G'™" 3 valeurs dans I’algebre A.



Lemme 2.5 1) L’algébre H™¥ = Fun(G™", A) des fonctions polynomiales sur le groupe G'™ est une
algebre libre, H'™ = C(b,,n € N) : le symbole by, agit sur f(x) comme

(b, f(2)) = fr = %d:;J;ELO)

€ A.

2) L’algebre non commutative H'™ =2 C(b,,n € N) est une algébre de Hopf cocommutative avec le

coproduit
n—1

Aanzbn®1+1®bn+me®bn_m,

m=1

et G'™ peut étre reconstruit a partir de I’ensemble Hom 4;4 (H™, A) des “caractéres de H™ a valeurs
dans A”.

Par contre, Pensemble des séries & coefficients dans une algebre non commutative ne forment pas
un groupe avec la composition (qui n’est pas une operation associative dans ce cas). Donc, il est tout
3 fait inattendu que ’algébre H® duale du groupe de composition des séries admet une version non
commutative.

Théoréme 2.6 [BF2] [BFK] 1) Sur l’algébre non commutative HY = Cla,,,n € N), le coproduit

n—1
A¥e, =a,®1+1®a, + Z am @ QM (ax)
m=1
est coassociatif. Donc, HYF est une algébre de Hopf isomorphe a (H®) = (7—2‘1)
2) L’abélianisée HUf = Cla,,n € N = He est l’algébre des fonctions polynomiales sur le groupe
de composition des séries GYE : le symbole a,, agit sur p(x) comme

1 dMe(0)
n+ 1) dznt+!

<an;90(1')> = ¥n = (

3) L’action naturelle du groupe GUt sur le groupe GI™ donnée par la composition a droite admet
une version non commutative donnée par une coaction de HYf sur H™V. Le groupe semidirect G4 x
GV admet donc une version non commutative, donnée par le coproduit semidirect HU x HI™V des
algébres de Hopf respectives.

Par un théoréme de Molnar, cf. [M], H%f x HI"V est au méme temps une algebre et une cogebre,
mais pas une algebre de Hopf. Par contre, le coproduit semidirect ’Hgibf X H"V est une algebre de Hopf
ni commutative ni cocommutative. Puisque les constantes de couplage sont toujours des scalaires,
I’algébre de renormalisation des constantes de couplage est bien H3f| et donc la renormalisation d’un
propagateur 3 'ordre d’interaction est toujours décrite par une veritable algebre de Hopf.

En conclusion, la renormalisation de la QED peut étre reconstruite en utilisant les amplitudes de
Feynman U7, U*€ et les contre-termes C7, C® comme “caracteres non commutatifs” d’une algebre de
Hopf non commutative.



3 Groupe de séries développées sur les arbres

L’usage de groupes et algebres de Hopf non commutatives en renormalisation des champs quan-

tiques est resumé dans le tableau suivant.

Séries

développées sur :

Groupes
(= alg. Hopf comm.)

Algébres de Hopf
non commutatives

entiers

Gdif X Ginv

fHdif
,Hg;;f X innv

[Brouder-Frabetti, QED]

arbres binaires
planaires

Ho = LR

[Loday-Ronco,
Holtkamp, Foissy]

'qud = H* x He

[Brouder-Frabetti, QED]

arbres enracinés
(décorés, planaires)

Hr = Fun(GR)

groupe dont on connait
l'algébre des polyndmes [Kreimer, 3]

ou 'algebre enveloppante
[Grossman-Larson, Painate, Hoffman]

ou une répresentation sur ’espace
des actions  [Krajewski]

D
Hpr

version non comin.
de Hr  [Foissy]

version operadique
[van der Laan]

graphes de
Feynman

HOK = Fun(GCK)

groupe dont on connait
I’algebre des polynémes
ou l’algebre de Lie
[Connes-Kreimer, 3]
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Le troisiéme cadre de la troisieme colonne correspond aux résultats de L. Foissy dans sa theése, [FO].
1l trouve une algebre de Hopf ’HBR non commutative sur les arbres planaires enracinés et decorés qui
généralise la premiere algébre de la renormalisation introduite par Kreimer dans [K]. Foissy montre
aussi que si ’ensemble D des décorations est trivial, alors ’HRR est isomorphe & l’algebre de Hopf

He, qui géneralise au cadre noncommutatif la composition des renormalisation de la constante de
couplage.

Une construction génerale des algebres de Hopf basées sur des arbres en termes d’operades se
trouve dans la these de P. van der Laan, [VDL].

Dans le deuxieme cadre de la troisieme colonne, on indique l'isomorphisme entre 1’algebre non
commutative de la charge He et 'algeébre de Hopf sur les arbres binaires planaires introduite par
J.-L. Loday et M. Ronco dans [LR]. L’isomorphisme a eté prouvé récemment par R. Holtkamp dans
[HoL] en utilisant les résultats de Foissy.

Le trou 7?7 du tableau est une question ouverte : peut-on définir une version non commutative de
I’algebre de Hopf de Connes et Kreimer sur les graphes de Feynman de toute théorie non scalaire ?

Le trou ? correspond a un groupe de séries développées sur les arbres binaires planaires. Pour le
définir, il faut donner un sens aux opérations de produit ponctuel et de composition entre symboles
du type z!, pour tout arbre t.

Pour avoir un groupe de séries avec produit ponctuel, on considere I’ensemble

Gy ={f@ =zl +3 f)a', f(t) € Mu(C)}.
t# |

Definition 3.1 Soient /,\ : Y x Y — Y les opérations over et under introduite par Loday dans
[L2], et qui correspondent aux greffes & gauche et & droite,

t S

/

t/s:= \s, t\s: =1t .

Les greffes sont associatives, ont une unité commune donnée par 'arbre |, et satisfont & la relation
suivante :
(t/s)\r =t/(s\r), pour t,s,7 € Y avec s # | .
L’espace vectoriel engendré par les arbres binaires planaires est en effet 'algebre de ce type libre sur
un générateur, l'arbre Y .
On étend les greffes & ensemble GV comme

f@)/g(@):= Y fW)gls)a"*,  fl@\gle):= Y f(t)g(s)z"",
t,s€Y t,s€Y
et on pose ) )
Gy = (G¥, /), Gy = (G,
Lemme 3.2 1) Les deuzx produits ponctuels (f/g)(z) = f(z)/g9(x) et (f\g)(z) = f(z)\g(x) sont
associatifs et rendent Gy, et G$ des groupes non abéliens, avec unité 1(x) = zl.

2) Les groupes G, et G$ sont les groupes de “caractéres a valeurs dans les matrices” des algébres
HY et HE, i.e.
G7 = Hom (Y, M4(C)), S = Hom g4 (H®, M4(C)).



Pour avoir un groupe de séries avec la composition, on consideére ’ensemble

G ={p@ =z + 3 o)z, o) eCh
t#|,Y

Suivant une idée de J.-L. Loday dans [L2]', on définit la puissance p(x)! d’une série par un arbre

en utilisant la décomposition de I’arbre ¢ en monéme sur le générateur Y par rapport aux deux
opérations de greffe / et \.

Definition 3.3 Pour tout arbre ¢, soit u; le monéme qui décrit ’arbre ¢ comme produit de greffes
gauches et droites de 'arbre Y par lui méme. Par exemple

¥

o= (Y YNy

(Y\Y)/Y donc

Y/(YNY)  dome p o =(/)\ = /(\)

On peut voir le mondéme p; comme une application u; : Y — Y qui est 'identité pour t = Y, qui
vaut pg( Y ) =t sur le générateur Y et qui calcule le produit défini par ¢ sur les autres arbres s € Y.

Par exemple

u§ (s) = (s\s)/s.
On étend alors ’application p; aux séries formelles comme evaluation du monoéme p; sur toute série.
En particulier, Pevaluation de y; sur ¢(s)z® donne py(p(s)x®) = @(s)/tazre(s),

Théoréme 3.4 [Fr1] 1) Soit

¢i={p@ =2 + 3 o', ot)ec
t£],Y

le sous-ensemble de GEE des séries p(z) = p~(z)/x Y , pour toute séries o~ (z) € G'V. Le produit de
composition (p o) (x) := ((x)) défini & partir de
P(@)' = (@)
est associatif et rend G§ un groupe non abélien.
2) En effet, G} est le groupe des caractéres de H*, i.e. Gy = Hom g;4(H*,C). De méme, G§ x G§,

est le groupe dual de H®d = H™ x H®, dans le sense qu’il peut étre reconstruit a partir de I’ensemble
HOmAlg (qud, M4 ((C)) .

L’application | | : ¥ — N qui conte le nombre |t| de sommets internes de ¢ (I'ordre de t) est
surjective, et induit des projections
gx/ — Gdif7 G’}y/_ — Ginv7 ; — Ginv)

entre les groupes de séries développées sur les arbres et les groupes de séries développées sur les entiers.

Comme le groupe G4 de composition des séries usuelles est le groupe des difféomorphismes formels
de C, il se pose naturellement la question suivante, ouverte & notre conaissance : peut-on interpreter
le groupe G§ comme groupe d’automorphismes formels d’un certain espace ?

1Today applique cette idée & une opération construite & partir des greffes, et non aux greffes mémes.
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