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PHILOSOPHIE

DE LA TECHNIE.

EN quoi consistent les Mathématiques?
—

N'y aurait-il pas moyen

d'embrasser, par un seul problème, tous les problèmes de ces sciences,

et de résoudre généralement ce problème universel?

Telles sont les questions qui doivent couronner la philosophie du

géomètre ; et telles sont aussi les questions qu'à la fin de notre Phi-

losophie des Mathématiques, sous la marque (xxxil), nous avons

embrassées dans notre loi algorithmique absolue, comme nous al-

lons le montrer.

D'abord, EN QUOICONSISTENTLESMATHÉMATIQUES?>—C'est la pre-

mière des deux questions philosophiques que nous venons de poser.

— Un peu de réflexion suffit pour reconnaître que, pour répondre à

cette première demande, le domaine entier des sciences mathéma-

tiques et spécialement de I'Algorithmie qui est leur essence, doit être

connu; car, ce n'est qu'alors qu'il devient possible d'embrasser, par

une seule loi, l'ensemble de la science. Il faut donc, pour répondre à

cette importante proposition, que la Philosophie des Mathématiques

et spécialement celle de I'Algorithmie soit connue. Or, cette philo-r

sophie se trouvant donnée par nos travaux, nous pouvons entre-

prendre de résoudre la grande question dont il s'agit; résolution qui,

pour l'utilité purement scientifique, sera le premier fruit de notre

philosophie.
— La voici.

i. r
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En parcourant l'ensemble de cette philosophie, on découvrira faci-

lement que les différentes questions des Mathématiques ou de I'Al-

gorithmie à laquelle se réduisent ces sciences, consistent originaire-

ment dans la GÉNÉRATIONDESQUANTITÉSSUIVANTCERTAINESLOIS; de

sorte que, pour embrasser dans son origine même l'ensemble de la

science, il faudrait embrasser, PARUNESEULELOI,toutes les diverses

lois possibles de la génération des quantités.
•—Ce serait donc là la

réponse à la grande question que nous venons de nous proposer.
—

Or, pour arriver à cette LOIUNIVERSELLEde la génération des quan-

tités, observons que les diverses lois possibles de cette génération,

sont autant de fonctions intellectuelles différentes et dépendantes du

concours et de la réunion des facultés hétérogènes du savoir, et nom-

mément de l'Entendement et de la Raison. En effet, comme nous

l'avons déjà dit ailleurs, la faculté de l'Entendement produit la quan-

tité RÉELLEou FINIE,qui est en quelque sorte la matière de I'Algo-

rithmie; et la faculté de la Raison établit, par le moyen des quantités

INDÉFINIES,une liaison IDÉALEdans la quantité réelle ou finie, en

façonnant, pour ainsi dire, la matière de I'Algorithmie : l'Entende-

ment fournit une SOMMATIONDISCONTINUEpour la génération des

quantités, et la Raison introduit une TRANSITIONINDÉFINIEou une

CONTINUITÉdans cette génération.*— Telle est donc l'essence de I'Al-

gorithmie, et, par conséquent, l'essence des Mathématiques qui ne

sont proprement que des considérations particulières ou des appli-

cations de I'Algorithmie. Et, "é'estdans l'expression générale de cette

essence de I'Algorithmie, que doit se trouver la loi universelle de la

génération des quantités, dont il est question; expression générale

dont la découverte ne présente aucune difficulté.

En effet, il suffit de ramener à un seul état la SOMMATIONDISCON-

TINUEqui est la matière ou le contenu de la génération algorithmique

des quantités, et la TRANSITIONINDÉFINIEqui est la forme de cette gé-

j



DE LA TECHNIE. 3

nération, et nommément il suffit de ramener cette transition indé-

finie à l'état même de la sommation discontinue qui, comme nous

venons de le remarquer, est proprement la matière ou le contenu

de toute génération algorithmique; et, cette opération ne présente

aucune difficulté, parceque, comme nous l'avons vu dans la Phi-

losophie des Mathématiques, il existe précisément une branche de

I'Algorithmie, savoir, le Calcul des différences et spécialement le,

Calcul des différentielles, qui constitue immédiatement l'opération

en question, c'est-à-dire, qui donne l'expression de l'influence de la

sommation dans la génération des quantités où domine la graduation,

laquelle dernière est proprement la transition indéfinie dont il s'agit.

— Voici cette très facile réduction.

Soit Fz une fonction algorithmique quelconque de la variable z,

et Ç l'accroissement de cette variable; on aura, par la conception

même du Calcul des différences, la relation d'égalité ••. (i)

en désignant par A la différence prise, suivant la voie progressive,

par rapport à l'accroissement Ç. Or, faisant dans cette relation suc-

cessivement

et, substituant les valeurs que donne cette même relation, on obtien-

dra la suite de valeurs que voici ... (2)

etc., etc.;

et, procédant de la même manière, on obtiendra généralement, pour

un nombre entier quelconque /A.,la valeur ... (3)
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Car, si l'on fait z =zx + fjtZ,,la relation (1) donnera

F{x+ {fC+i)0 = F{x+^) -+-AF{x+/*Ç);

et, si l'expression (3) était vraie pour le nombre ytt, on aurait

et puisque, pour un nombre quelconque v, on a

on aurait

qui est encore l'expression (3). Donc, pourvu que cette expression

soit vraie pour un seul nombre yW,et elle l'est évidemment pour /*= 1,

elle le sera pour tous les autres.

Maintenant, si l'on prend cette expression (3) dont la génération

se trouve ainsi déduite d'une manière rigoureuse et entièrement théo-

rique, pourvu que /u soit un nombre entier, et si l'on y fait

i •

i étant un multiple exact de l'accroissement l, ou réciproquement
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cet accroissement Ç étant un sous-multiple exact du nombre i, l'ex-

pression générale (3) deviendra ••• (4)

les différences progressives A étant toujours prises par rapport à

l'accroissement Ç. Or, cette nouvelle expression (4), comme l'ex-

pression (3) dont nous l'avons déduite, est toujours finie, puisque

l'accroissement £ est supposé être un sous-multiple exact de la quan-

tité i. Mais le nombre des termes formant le second membre de cette

expression, est évidemment d'autant plus grand que l'accroissement

Ç est plus petit; de sorte que, lorsque cet accroissement est INDÉFI-

NIMENTpetit, et alors il peut toujours être considéré comme un sous-

multiple exact de la quantité i, le nombre de termes dans le second

membre de l'expression (4) est nécessairement INFINI. Dans ce cas

remarquable, les différences A deviendront des différentielles; et si,

suivant l'usage, nous désignons alors l'accroissement Ç par dx, l'ex-

pression (4) deviendra ... (5)

C'est là le célèbre théorème de Taylor, dont, jusqu'à ce jour, les

géomètres n'ont pu donner la déduction (*).
— On voit maintenant,

non seulement la, raison de la forme infinie que présente ce théo-

rème, ainsi que la raison de la suite des puissances entières de i

qu'implique cette forme, mais, ce qui est plus et l'essentiel, on voit

(*)Voyezle secondMémoiredansnotre Réfutationde la Théoriedesfonctionsana-

lytiquesde Lagrange.



6 PHILOSOPHIE

quelle est l'origine et la véritable signification de cette importante

proposition algorithmique; en effet, examinant la marche qui nous

y a conduits, on verra que ce théorème n'est rien autre que l'expres-

sion de la génération par sommation de la quantité ou de la fonction

F (x + i) moyennant les accroissemens successifs et indéfiniment

petits formant la suite infinie des quantités

c'est-à-dire, l'expression de la génération de la fonction F (x + i)

moyennant la sommation discontinue des accroissemens indéfiniment

petits ou des élémens de cette fonction.

Or, toute fonction F (x 4- i) implique nécessairement la GRADUA-

TION,car c'est proprement l'influence de cet algorithme régulatif,

qui, dans la génération des quantités, est ce qu'on appelé fonction;

et, comme nous l'avons déjà observé plus haut, l'algorithme de la

graduation ne constitue rien autre que la transition indéfinie ou la

continuité dans les quantités. Ainsi, l'expression précédente (5), c'est-

à-dire, le théorème de Taylor, présente évidemment la réduction de

la TRANSITION-INDÉFINIEou de la CONTINUITÉdans la génération des

quantités, continuité qui est la forme de cette génération, à la SOM-

MATIONDISCONTINUEqui est la matière ou le contenu- de la génération

algorithmique. C'est donc l'expression très simple (5) qui offre, dans

I'Algorithmie, la réduction de la continuité à la discontinuité dans les

quantités, que nous nous sommes proposé de découvrir.

Mais, ce n'est encore là que la RÉDUCTIONÉLÉMENTAIREde la gra-

duation à la sommation, ou de la continuité à la discontinuité dans

la génération des quantités, en tant que la variable x de la fonction

Fx n'y est considérée que comme donnée elle-même par l'algorithme

de la sommation. En effet, on peut concevoir la quantité x comme

donnée par l'algorithme de la graduation, c'est-à-dire, comme étant
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fonction d'une autre quantité y, et chercher la génération par som-

mation de la fonction F (x 4- i) moyennant les accroissemens succes-

sifs de cette fonction, qui résultent de l'accroissement indéfiniment

petit dy que reçoit, non immédiatement la quantité principale x,

mais bien la quantité accessoire^,' c'est-à-dire, si -tyyest la fonction

de y constituant la quantité x, on peut concevoir la génération par

sommation de la fonction F{x 4- i) moyennant les accroissemens

successifs formant la suite infinie des quantités

On peut encore concevoir la quantité y comme étant elle-même

fonction d'une troisième quantité z, et chercher la génération par
sommation de la fonction F(x 4- î~) moyennant les accroissemens

successifs formant la suite infinie des quantités que donne la fonc-

tion Fx par l'accroissement indéfiniment petit et successif dz de la

seconde quantité accessoire z ; et ainsi de suite à l'infini. Bien plus,
on peut même concevoir que les accroissemens dx, dy, dz, etc.

dont nous venons de parler, soient donnés par l'algorithme de la

graduation ou soient fonctions d'autres quantités accessoires à l'in-

fini, c'est-à-dire que ces accroissemens dx, dy, dz, etc., au lieu

d'être constans, soient eux-mêmes variables à l'infini; et l'on peut
chercher alors la génération par sommation de la fonction F{x 4- i)

moyennant les accroissemens correspondans et successifs de la fonc-

tion Fx. — De cette manière, on concevra la possibilité d'une infi-

nité de systèmes de la réduction de la graduation à la sommation, ou

de la continuité à la discontinuité dans la génération des quantités;
et l'on verra que, pour répondre complètement à la question que
nous nous sommes proposée, il faudrait découvrir la loi générale
de tous ces systèmes de réduction dont il s'agit, loi qui donnerait

ainsi la RÉDUCTIONSYSTÉMATIQUEde la graduation à la sommation
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ou de la continuité à la discontinuité dans la génération algorith-

mique.

Avant de procéder à cette dernière découverte, nous allons, pour

éclaircir mieux ces différens systèmes de réduction dont il est ques-

tion, en présenter un exemple que nous prendrons sur le cas le plus

simple de cette réduction systématique, savoir, sur le cas où, dans la

fonction Fx, la quantité x est considérée comme étant une certaine

fonction 4y d'une autre quantité y, dé sorte qu'on ait Fx = F(4y)-

— Mais, pour plus de brièveté, faisons x = o dans l'expression (5),

et nous aurons

en marquant par le point placé sur x qu'il faut faire x = o après

avoir pris les différentielles; et changeant i en x, nous aurons défini-

tivement ... (5)'

C'est là ce qu'on appelé théorème de Maclaurin (*).
— Or, en appli-

quant ce théorème au développement de la fonction Ftyy) dont il

s'agit, on obtiendra ... (6)

le point placé sur y marquant ici également qu'il faut faire y=.o

après avoir pris les différentielles. Ainsi, en supposant que la fonc-r-

tion -byforme la quantité x, on aura l'équation ^y=zx, qui donnera

(*)Cethéorèmen'étantainsiqu'uncasparticulierdeceluideTaylôr,nouslenom*

meronssouventindistinctementthéorèmedeTaylor.
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j>= <px,en désignant par <pxla fonction réciproque de Ay- De plus,

on aura

etc., etc.;

et l'expression (6) deviendra ... (6)'

le point marquant ici qu'après les différenciations, il faut donner à

la variable x la valeur qui résulte pour cette quantité de la relation

y= o, c'est-à-dire, de la relation <px= o. y

C'est le théorème de Paoli. — On voit maintenant quelle est l'ori-

gine et la vraie signification de ce théorème : en effet, l'expression (5)'-

dont nous l'avons déduit, étant un cas particulier du théorème de

Taylor, n'est qu'une détermination particulière de la signification

que nous avons reconnue plus haut à ce théorème; et, joignant à

cette détermination la considération de ce que la quantité x est une

certaine fonction ^y d'une autre quantité y, on verra que la vraie

signification du théorème précédent (6)', est l'expression de la géné-
• ration par sommation de la fonction Fx moyennant les accroisse-

mens successifs formant la suite infinie des quantités

en observant que la fonction tyy est la fonction réciproque de la

fonction <pxpar rapport à laquelle procède le développement dans

1. 2
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l'expression (6)', c'est-à-dire, la fonction donnée pour x par l'équa-

tion çx = y.

Tel (6)' est le cas le plus particulier ou le plus simple de la réduc-

tion systématique de la continuité à la discontinuité dans la généra-

tion des quantités; et, parmi l'infinité des systèmes que nous avons

reconnus possibles pour cette réduction, le théorème (G)' est, jusqu'à

ce jour, le seul système auquel on soit parvenu, en s'élevant au delà

de la réduction élémentaire de la continuité à la discontinuité algo-

rithmique, que présente le théorème élémentaire de Taylor. Encore,

ce théorème systématique de Paoli ne donne-t-il que le moyen de

la détermination des coefficiens S,, S2, E3, etc., et non leur loi ou

l'expression de la nature même de ces coefficiens, telle que nous

aurons lieu de la découvrir dans la suite de cette Philosophie de la

Technie (*).

Après avoir éclairci, par cet exemple, les systèmes que nous avons

reconnus possibles pour la réduction de la graduation à la somma-

tion, ou de la continuité à la discontinuité dans la génération des

quantités, procédons maintenant à la déduction de la loi générale de

tous ces systèmes possibles. Ce sera là définitivement la réponse à la

grande question que nous nous sommes proposée en premier lieu,

savoir, à la question de déterminer la loi qui embrasse toutes les gé-

nérations algorithmiques possibles, c'est-à-dire, la loi universelle de

la génération des quantités, et, par conséquent, la LOISUPRÊMEdes

.- Mathématiques.

En examinant le théorème particulier (5)' de Taylor, on voit que

(*) Les procédésde dérivationsd'Arhogastet de Kramp, appliquésà ce même

théorème(6)', ne donnent toujours que des moyensde la déterminationdes coeffi-

ciensH,, Ea, E3, etc., et nullementl'expressiondelà naturemêmede cescoefficiens,

c'est-à-dire,leur loi.
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la génération de la fonction Fx, c'est-à-dire, l'influence de la gra-

duation dans la quantité Fx, s'y trouve ramenée à une sommation

discontinue d'une suite indéfinie de termes composés avec les puis-

sances entières de la variable x dont dépend la fonction Fx ; et c'est

là la forme de la génération par sommation de cette quantité Fx,

lorsqu'on la considère comme engendrée par les accroissemens suc-

cessifs de la fonction Fx, correspondant à l'accroissement indéfini-

ment petit et constant dx de la variable elle-même x. En examinant

de la même manière le théorème (6)' de Paoli, on voit que la géné-

ration de la même fonction Fx, c'est-à-dire, toujours l'influence de

la graduation dans la quantité Fx, s'y trouve ramenée à une somma-

tion discontinue d'une suite indéfinie de termes composés avec les

puissances d'une fonction arbitraire <pxde la variable x dont dépend

la fonction Fx ; et c'est ici la forme de la génération par sommation

de cette quantité Fx, lorsqu'on la considère comme engendrée par

les accroissemens successifs de la fonction Fx, correspondans à l'ac-

croissement indéfiniment petit et constant dy que reçoit, non la va-

riable x elle-même, mais bien une quantité accessoire y formant la

quantité x par le moyen de la fonction -tyyque donne pour x l'équa-

tion <px=y.
— De cet examen, il résulte immédiatement, non par

induction, mais par la nature même de la question, que, lorsque la

quantité Fx sera considérée généralement comme engendrée par les

accroissemens successifs de la fonction Fx, correspondans à des

accroissemens quelconques, constans ou variables, que reçoivent

d'autres quantités quelconques y, z, etc., liées par des fonctions

déterminées avec la variable x, on aura toujours, pour la généra-

tion de la fonction Fx, ramenée à une sommation discontinue, une

suite indéfinie de termes composés de certaines fonctions de la va-

riable x ; c'est-à-dire, si l'on désigne par a0, nt, n2, n3, etc. une

suite indéfinie de fonctions arbitraires de la variable x, et par An,
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Ax, A2, A3, etc. une suite pareille de certaines quantités déterminées

et indépendantes de cette variable x, on aura, dans le cas général en

question, pour la génération de la fonction Fx, ramenée à la som-

mation, la forme ... (7)

Cette forme est évidente; et, après tout ce que nous venons de dire

de la réduction de la graduation ou de la continuité algorithmique

impliquée dans la fonction Fx, à la génération de la quantité Fx

moyennant la sommation ou la discontinuité algorithmique, on voit,

sans avoir besoin d'aucune déduction ultérieure, que la forme précé-

dente (7) est réellement la FORMEUNIVERSELLEde la réduction de la

graduation à la sommation, ou de la continuité à la discontinuité

dans la génération des quantités. Mais, pour la possibilité algorith-

mique de cette forme universelle, car ce n'est encore là que la possi-

bilité philosophique de cette forme, il reste à découvrir les condi-

tions auxquelles doivent être soumises les fonctions arbitraires n0,

a,, a2, n5, etc., pour que la génération par sommation, donnée par

la forme (7) en question, soit possible.
— Voici ces conditions.

En marquant par un point placé sur les lettres, la valeur des fonc-

tions désignées par ces lettres, lorsque la variable x devient zéro,

formons, avec la fonction proposée Fx, avec les fonctions arbitraires

n0, n1} n2, «3, etc., et les quantités constantes A0, Aiy A2, A3, etc.,

la suite indéfinie d'équations que voici ... (8)

Fx = Aa. ft„ 4- A1. îi, 4- A^. à,. 4- A3.Ù3 4- etc.
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etc. etc.;

en observant expressément que ces équations sont entièrement indé-

pendantes de la loi ou forme algorithmique (7) qu'il s'agit de déduire.

En effet, sans faire aucunement attention à cette loi, rien n'empêche

de considérer, d'une part, la suite des valeurs

que donnent les dérivées différentielles de la fonction proposée Fx;

et, de l'autre part, la suite des valeurs

etc., etc.,

que donnent les dérivées différentielles des fonctions arbitraires n0,

n,, n2, n3, etc.; et, enfin, rien n'empêche de former, avec ces va-

leurs, les équations (8) dont il est question. Mais, le théorème parti-
culier (5)' donne

donc, substituant ici les valeurs de Fx — , d-^t. ellf etc. don-doc dx^ cloc
nées par les équations (8), on aura
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etc., etc.

Et, puisqu'on vertu du même théorème (5)', on a

etc., etc.;

donc, on aura définitivement

et c'est là la forme algorithmique universelle (7) dont il est question,

— Ainsi, lorsque les fonctions arbitraires n0, nv, n2, a3, etc. seront

telles que les équations (8) pourront servir à la détermination des

quantités A0, Ai} A2, A3, etc., la forme universelle (7) de la géné-

ration de la fonction Fx sera possible. Ce sont donc les équations (8)

qui constituent les CONDITIONSauxquelles doivent être soumises les

fonctions arbitraires ft0, al} n2, n3, etc., pour que la génération de la

fonction Fx, suivant la forme universelle (7), soit possible (*).

(*)Leséquations(8)nesontproprementqu'unedesdifférentesformesquepeuvent
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De plus, ces équations (8) montrent en même tems quelle est la

nature des quantités Au, AI} A,., A3, etc. constituant les coefficiens

dans la génération universelle (7) ; en effet, on voit que les équations

(8) donneront, pour les quantités A0, At, A2, etc., des fonctions sous

une forme infinie, composées des différentielles de la fonction propo-

sée Fx, et des différentielles des fonctions arbitraires n0, al} a2, etc.

Aussi, en se rappelant la vraie signification de la génération de la

fonction Fx moyennant la forme universelle (7), telle que nous l'a-

vons déduite plus haut, conçoit-on à priori que la nature des quan-

tités A0, Al} A2, etc. dont il s'agit, doit consister en des fonctions

composées des différentielles de la fonction principale Fx et des

différentielles des fonctions accessoires a0, n,, n2, etc.; car, ce n'est

que de cette manière que peut être opérée la génération de la

fonction Fx moyennant les accroissemens successifs correspondans

à des accroissemens indéfiniment petits, constans ou variables, de

quelques quantités liées avec la variable x par certaines fonctions

déterminées et dépendantes des fonctions arbitraires n0 , n, , n2,

n3, etc., génération qui est proprement l'objet de la forme univer-

selle (7). Et, même réciproquement, cette nature particulière des

quantités A0, A1} A2, A3, etc., telle qu'elle se trouve donnée par

les équations (8), suffirait pour faire découvrir la nature propre de

la génération de la fonction Fx moyennant la forme (7), quand même

nous ne la connaîtrions pas déjà, et que même nous n'aurions pas

fixé à dessein et à priori, dans cette forme (7), la génération univer-

selle de la fonction Fx. y

Ainsi donc, la forme (7) présente la forme de la génération univer-

selle d'une fonction algorithmique Fx ; et, par conséquent, c'est là

recevoirles conditionsgénéralesdont il s'agit: on verra, dansla suitede cet ouvrage,
cesmêmesconditionsdans leur généralitéabsolue.
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la forme de la LOIUNIVERSELLEde la génération des quantités, que

nous nous sommes proposé de découvrir pour répondre à la première

des deux grandes questions philosophiques que nous avons posées

au commencement de cet ouvrage, savoir, à la grande question

suivante :

EN QUOICONSISTENTLESMATHÉMATIQUES,ET SPÉCIALEMENT

L'ALGORITIIMIEA LAQUELLESE RÉDUISENTCESSCIENCES?

C'est en effet, comme nous l'avons déjà observé plus haut, dans ce

qu'il y a d'universel dans les diverses lois possibles de la génération

des quantités, que consiste proprement l'essence de I'Algorithmie; et

c'est cette UNIVERSALITÉqui, suivant les déductions précédentes, se

trouve donnée dans la forme (7) de la génération des quantités.

Or, cette forme (7) de la loi universelle algorithmique, n'est rien

autre que la forme même de la loi absolue et suprême à laquelle,

sous la marque (xxxn), nous sommes parvenus à la fin de notre

Philosophie des Mathématiques (page 25a); et cela pour couronner

cette Philosophie, en la terminant par un algorithme universel et

identique avec le principe premier et simple de cette doctrine, sa-

voir, avec l'algorithme primitif et primordial de la sommation, du-

quel nous sommes partis dans la déduction de notre Philosophie des

Mathématiques : aussi, avons-nous observé que cette circonstance

présente un critérium infaillible de ce que le système de nos con-

naissances algorithmiques se trouve ainsi complètement achevé par

cet algorithme tout à la fois universel et primordial. Mais, ce qui est

ici essentiel à remarquer, c'est que cette dernière loi (xxxn) de la

Philosophie des Mathématiques, qui, suivant les déductions précé-

dentes, est la loi universelle de la génération des quantités, se trouve

en même tems être la loi fondamentale de la Technie de I'Algorith-

mie, dont elle constitue l'algorithme systématique et en quelque
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sorte géiléral. De cette manière, il se trouve jeté un nouveau jour

sur cette branche nouvelle de I'Algorithmie , que nous nommons

Technie et dont la philosophie spéciale est l'objet de l'ouvrage pré-

sent. On verra, en effet, que la Technie de I'Algorithmie, considérée

sous le point de vue particulier dans lequel nous venons de nous

placer dans cet ouvrage, a pour objet spécial L'UNIVERSALITÉDANSLA

GÉNÉRATIONDESQUANTITÉS.— Mais, pour plus de clarté, développons

davantage la nature de cette importante branche de I'Algorithmie,

en la considérant séparément sous chacun des deux points de vue,

sous lesquels on peut l'envisager; savoir, sous le point de vue général,

sous lequel nous l'avons considérée dans notre Philosophie des Ma-

thématiques, et sous le point de vue particulier, sous lequel elle se

montre dans l'ouvrage présent.

D'abord, dans la Philosophie des Mathématiques, en examinant

les différens algorithmes, élémentaires et systématiques, composant

la Théorie de I'Algorithmie, nous avons reconnu que c'étaient là les

différentes formes primaires de la génération des quantités, consti-

tuant la nature même ou la construction de ces dernières. Mais, en

considérant en même tems, d'une part, dans la partie élémentaire

de la Théorie de I'Algorithmie, la différence essentielle à côté de la

concordance nécessaire lesquelles se trouvent entre les lois et les

faits des nombres, dont les unes (les lois) et les autres (les faits)

sont donnés par les formes primaires de la génération des quan-

tités, et nommément, les lois des nombres par l'algorithme de la

graduation, et les faits des nombres par l'algorithme de la sommation ;

et considérant, de l'autre part, dans la partie systématique de la

Théorie de I'Algorithmie, l'impossibilité absolue d'effectuer réelle-

ment, par ces formes primaires de la génération des quantités, tous

les modes possibles de la génération algorithmique, par exemple,

l'intégration de toute fonction différentielle ; nous avons, reconnu la

i- 3
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NÉCESSITÉde la réduction des formes primaires dont il s'agit, à des

formes secondaires de la génération des quantités, qui soient équiva-

lentes aux formes primaires. Or, cette réduction qui constitue évi-

demment Yévaluation ou la mesure des quantités, quoiqu'elle soit

opérée par le moyen des formes primaires mêmes de la génération

algorithmique, car il ne saurait exister pour l'homme aucun autre

procédé possible, n'est cependant pas contenue explicitement, ni

même implicitement, dans ces formes primaires de génération ; au-

trement, cette réduction des formes primaires à des formes secon-

daires de la génération algorithmique, ne serait pas nécessaire. Cette

réduction sort donc du domaine de la SPÉCULATIONALGORITHMIQUE,

régie par I'ENTENDEMENT(en général), et constituant la Théorie de

ïAIgorithmie: elle forme une espèce CI'ACTIONALGORITHMIQUE,étant

évidemment une fin ou un but propre de la VOLONTÉ;et, comme

telle, cette réduction présente un procédé artificiel, un art (réxm), et

constitue ce que nous nommons Technie de VAIgorithmie. Enfin, les

algorithmes théoriques spéciaux par le moyen desquels peut et doit

être opérée la réduction en question des formes primaires (*) à des

formes secondaires de la génération des quantités, ne sauraient être,

dans leur origine, que les deux algorithmes primitifs de la somma-

tion et de la graduation, et, dans leur application définitive, que les

deux algorithmes dérivés de la numération et des facultés, lesquels

derniers, par l'influence de l'algorithme de la reproduction, réu-

(*) 11ne fautpasconfondreles formesprimairesde la générationalgorithmique,

aveclesalgorithmesprimitifseux-mêmes: par cesformesprimaires,nousentendons

ici visiblementtousles algorithmesTHÉORIQUES,primitifset dérivés,élémentaireset

systématiques;et, de même, par les formessecondairesde lagénérationalgorith-

mique, nousentendonsaussivisiblementtousles algorithmesTECHNIQUES,primitifs

et dérivés,élémentaireset systématiques.(Voyez,pour plus de facilité,le Tableau,

architectoniqueàlafindenotrePhilosophiedesMathématiques).
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nissent évidemment tous les algorithmes théoriques possibles, c'est-à-

dire, toutes les formes primaires possibles de la génération des quan-

tités, et se trouvent ainsi propres à la réduction de ces formes pri-

maires aux formes secondaires de la génération algorithmique, dont

il s'agit.

Suivant cette déduction de la Technie de I'Algorithmie, il est évi-

dent, comme nous l'avons déjà conclu dans la Philosophie des Ma-

thématiques, que l'objet général de cette branche de I'Algorithmie,

est FÉVALUATIONou la MESUREdes quantités; c'est-à-dire, lorsque la

nature ou la construction d'une quantité algorithmique se trouve don-

née au moyen des algorithmes théoriques quelconques, élémentaires

ou systématiques, la génération de cette quantité, opérée par l'EMPLOl

ARBITRAIREde l'un des deux algorithmes primitifs de la sommation

ou de la graduation, et spécialement par l'un des deux algorithmes

dérivés immédiats, la numération ou les facultés, est l'objet de la

Technie de I'Algorithmie. De plus, en examinant la nature de la

déduction précédente, on verra qu'elle n'établit proprement que la

NÉCESSITÉde cette nouvelle branche de I'Algorithmie; et c'est là le

point de vue général sous lequel la Technie en question se trouve

envisagée dans notre Philosophie des Mathématiques, point de vue

sous lequel on ne découvre encore que la TRANSITIONDE LATHÉORIE

A LATECHNIEDE L'ALGORITHMIE; aussi, n'est-ce proprement que cette

transition qui se trouve exposée dans la Philosophie que nous venons

dç nommer. Quant à la POSSIBILITÉmême de la Technie de l'Algo-

rithmie, possibilité qu'il fallait au moins supposer, elle s'y trouve

donnée implicitement par la nature des algorithmes de la numération

et des facultés, formant les instrument de cette Technie et impli-

quant, par le moyen de l'algorithme de la reproduction, une espèce

d'uNlVERSALlTÉqui lie tous les algorithmes théoriques, et qui rend

ainsi possible la réduction des formes primaires ou théoriques aux
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formes secondaires ou techniques de la génération des quantités.
En second lieu, dans l'ouvrage présent, désirant découvrir l'es-

sence même de I'Algorithmie, c'est-à-dire, ce qu'il y a d'universel

dans les divers modes possibles de la génération des quantités ,
nous avons reconnu que c'est l'algorithme primitif de la sommation,

dont le caractère propre est la discontinuité dans cette génération,

que c'est cet algorithme primitif, disons-nous, qui est en quelque
sorte la matière ou le contenu de I'Algorithmie. Mais, en examinant

ces divers modes possibles de la génération algorithmique, nous

avons reconnu, en même tems, que leur nature propre dépend

spécialement de l'influence de l'algorithme primitif de la graduation,

qui, en déterminant la nature de ces divers modes de génération des

quantités, n'est en quelque sorte que la forme de I'Algorithmie, et

consiste proprement dans la continuité qu'il introduit dans cette

génération; continuité qui en est le véritable caractère. Ainsi, pour

ramener tous les modes de génération algorithmique à l'essence

même de I'Algorithmie, et pour obtenir par là l'universalité de cette

génération, il fallait ramener généralement la graduation à la som-

mation, c'est-à-dire, la continuité à la discontinuité dans la génération

des quantités. Or, nous avons opéré cette réduction, d'abord d'une

manière élémentaire, en ramenant la génération d'une fonction quel-

conque Fx, c'est-à-dire, un mode quelconque de génération des

quantités, car c'est là le vrai sens de ce qu'on appelé fonction algo-

rithmique, en ramenant, disons-nous, la génération de cette fonction

à une sommation infinie des accroissemens successifs de cette fonc-

tion , correspondans à l'accroissement indéfiniment petit et constant

dx de la variable x; et, ensuite d'une manière systématique, en ra-

menant la génération de la fonction Fx à une sommation infinie des

accroissemens successifs de la même fonction; correspondans généra-

lement à des accroissemens quelconques, constans ou variables, de



DE LA TECHNIE. 21

quelques quantités liées avec la variable x par certaines fonctions

déterminées. L'une et l'autre de ces réductions, savoir, la réduction

élémentaire et la réduction systématique, ont évidemment été opérées

par le moyen de la théorie des différences et des différentielles, théo-

rie qui, comme nous l'avions remarqué, porte spécialement sur l'in-

fluence de la sommation dans la graduation; et, pour ne parler plus

ici que de la réduction systématique, qui embrasse la réduction élé-

mentaire comme un cas particulier, nous sommes parvenus à expri-

mer cette réduction systématique par la forme (7) constituant ainsi

la forme de la LOIUNIVERSELLEde la génération des quantités, et, ce

qui est ici l'essentiel, se trouvant identique avec la forme (xxxn) de

la loi algorithmique absolue ou suprême que nous avons déduite à la

fin de la Philosophie des Mathématiques (page 25a) et qui, formant

l'algorithme systématique de la Technie de I'Algorithmie, en est, en

quelque sorte, la loi générale.

Ainsi, suivant la déduction précédente de cette loi générale de la

Technie, l'objet de cette branche de I'Algorithmie est I'UNIVERSALITÉ

DANSLA GÉNÉRATIONDES QUANTITÉS;c'est-à-dire que la réduction de

toute génération des quantités à l'algorithme primitif de la sommation

qui est l'essence de I'Algorithmie, ou bien, ce qui est la même chose,

que la réduction de la graduation à la sommation, ou de la continuité

à la discontinuité dans la génération algorithmique, est l'objet géné-

ral de la Technie de I'Algorithmie. De plus; ayant reconnu, dans la

même déduction, les moyens de cette réduction formant l'objet de la

Technie dont il s'agit, moyens qui consistent dans la sommation

infinie des accroissemens successifs d'une fonction, correspondans à

des accroissemens de sa variable, nous avons établi, par cette déduc-

tion de la Technie algorithmique, la POSSIBILITÉmôme de cette

branche de I'Algorithmie; et c'est là le point de vue particulier sous

lequel la Technie en question se trouve envisagée dans l'ouvrage
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présent, point de vue sous lequel on découvre évidemment la PHILO-

SOPHIEMÊMEDELATECHNIEDEL'ALGORITHMIE, qui est l'objet de cet

ouvrage.
— Quant à la faculté intellectuelle qui domine dans cette

nouvelle branche de l'Algorithmie, c'est manifestement la VOLONTÉ;

parceque, comme nous l'avons déjà remarqué plusieurs fois, la réduc-

tion générale de la graduation à la sommation, qui est l'objet de cette

branche algorithmique, n'est point donnée, dans le domaine de la

SPÉCULATION,parmi les divers modes possibles de la génération des

quantités, car alors cette réduction serait inutile: elle ne peut être

qu'une fin ou un but propre de la Volonté, exigeant une ACTIONspé-

ciale; et cette circonstance devient de la plus haute importance pour

la Technie en question, parce que, comme nous le verrons dans

l'instant, c'est de cette influence dominante de la Volonté, que dé-

pend proprement la détermination des différens algorithmes techni-

ques élémentaires.

En résumant cette double déduction de la Technie de l'Algorith-

mie, telle que nous l'avons d'abord donnée dans notre Philosophie

des Mathématiques et telle que nous venons de la donner dans l'ou-

vrage présent, il résulte que, dans la première de ces déductions, nous

n'avions encore établi que la NÉCESSITÉde cette nouvelle branche

algorithmique, ce qui nous a ouvert la TRANSITIONDE LATHÉORIEÀ

LATECHNIEDEL'ALGORITHMIE,et que, dans la dernière de ces déduc-

tions, nous avons établi la POSSIBILITÉmême de cette branche algo-

rithmique, ce qui doit nous présenter et nous donne réellement la

PHILOSOPHIEMÊMEDELATECHNIEDEL'ALGORITHMIE.—Il résulte, en

outre, de la comparaison de ces deux déductions, une détermination

plus précise des objets que ces déductions assignent respectivement à

la Technie dont il s'agit : ainsi lorsque, dans le point de vue général

de la première de ces déductions, dans celui de la nécessité de la

Technie, il se trouve que l'objet de cette branche est la généra-
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tion arbitraire de toute quantité, au moyen des algorithmes primi-

tifs de la sommation ou de la graduation, ou bien spécialement au

moyen des algorithmes dérivés de la numération ou des facultés, on

découvre, du point de vue particulier de la seconde des déductions

dont nous parlons, de celui de la possibilité même de la Technie,

que l'emploi de l'algorithme de la graduation et spécialement de l'al-

gorithme des facultés, dont il vient d'être question, ne peut avoir lieu

dans la Technie de l'Algorithmie, qu'autant que ces algorithmes se

trouvent respectivement identiques avec celui de la sommation, car,

suivant ce dernier point de vue, l'objet de la Technie consiste préci-

sément dans la réduction, à l'algorithme de la sommation, de tous les

modes possibles de génération des quantités; aussi, comme nous le

verrons dans la suite, les deux algorithmes techniques élémentaires

qui dépendent de l'emploi de l'algorithme des facultés ou de la gra-

duation et que, dans la Philosophie des Mathématiques, nous avons

nommés Produites continues et Facultés strictement dites, ne sont-ils

possibles que par l'identité qui se trouve, du moins implicitement,

entre ces algorithmes et celui de la sommation, identité qui, à son

tour, est fondée sur le principe téléologique de la théorie des Équiva-

lences (Voyez Philos, des Mathém. page 82).

Mais, jusqu'ici, nous n'avons encore déduit la possibilité de la

Technie de l'Algorithmie, qu'en la prenant dans sa généralité, telle

qu'elle se trouve embrassée par la loi (xxxn) de notre Philosophie (*)

ou par la loi (7) de l'ouvrage présent, loi qui forme Yalgorithme

(*) Comme les marques attachées aux formules relativesà la Technie sont, dans

notre Philosophie des Mathématiques, les nombres romains (i), (11), (m), (iv),

(v), etc., on ne pourra pas les confondre avec cellesde l'ouvrage présent qui sont

les chiffres arabes(1), (2), (3), (4), (5), etc.: nous nous dispenseronsdonc dorénavant

de rappeler les ouvragesrespectifs auxquels se rapporteront les marques que nous

citerons.
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technique systématique.
— Il nous reste à déduire également la pos-

sibilité des différens algorithmes techniques élémentaires, primitifs
et dérivés; et c'est ce que nous allons faire.

Avant tout, remarquons que l'algorithme technique systématique

dont nous venons dé parler, embrasse réellement tous les autres algo-

rithmes techniques, et se trouve ainsi l'expression de la généralité de

la Technie algorithmique. En effet, cet algorithme technique systé-

matique n'est évidemment que la FORMEGÉNÉRALEde tous les autres

algorithmes techniques, comme nous l'avons déjà reconnu dans la

Philosophie des Mathématiques (page 248), où, donnant la déduction

de cet algorithme systématique, nous avons observé que « l'unité

« systématique qui lie les algorithmes techniques élémentaires, ne peut

« consister que dans la forme générale de ces algorithmes, et que cette

« forme générale est nécessairement la forme primitive de toute .l'Ai-*

« gorithmie ». Mais, à présent que nous connaissons la possibilité

même de l'algorithme systématique dont il s'agit, et que nous savons

que la forme de cet algorithme n'est rien autre que la forme de l'unie

versalité même de la génération des quantités, nous concevons, d'une

part, pourquoi la forme générale des algorithmes techniques est, en

même tems, la forme primitive de toute l'Algorithmie, et nous recon-

naissons, de l'autre part, que les algorithmes techniques élémentaires

ne peuvent être que des déterminations particulières de cette forme

primitive de l'Algorithmie, c'est-à-dire, des modes spéciaux de l'uni-r

versalité de la génération algorithmique.

Cette dernière connaissance nous conduit immédiatement à J.adé-r

duction de la possibilité des algorithmes techniques élémentaires. En

effet, ces algorithmes n'étant que des modes particuliers de l'algo-

rithme technique systématique ou de l'universalité de la génération

des quantités, ne sauraient être évidemment que des TRANSFORMATIONS

de cet algorithme systématique -?et, alors, il suffit de constater cet état
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des algorithmes techniques élémentaires, pour avoir la déduction de

leur possibilité, qu'il nous restait à donner.

Or, les procédés mêmes par lesquels, dans Ja Philosophie des Ma-

thématiques, sous les marques (xxvn), (xxix), (xxx) et (xxxi), nous

avons amené les différens algorithmes 'techniques élémentaires à la

forme d'un agrégat de termes, c'est-à-dire, à la forme de l'algorithme

systématique (xxxn), servent immédiatement pour constater l'état de

dépendance où se trouvent, par rapport à cet algorithme systéma-

tique, les algorithmes techniques élémentaires. Ces procédés montrent

effectivement que ces algorithmes élémentaires ne sont que des TRANS-

FORMATIONSde l'algorithme technique systématique; et spécialement

on voit, suivant ces procédés, i°.) que l'algorithme technique élé-

mentaire constituant les Séries, qui se trouve amené à la forme (xxvn),

n'est proprement qu'un CASPARTICULIERde l'algorithme systématique

(xxxn) ; 2°. ) que l'algorithme technique élémentaire constituant les

Fractions continues, qui se trouve amené à la forme (xxix), est une

TRANSFORMATIONde l'algorithme systématique (xxxn) et particuliè-

rement de l'algorithme des Séries, opérée par l'algorithme théorique

de la reproduction régressive, c'est-à-dire, par la division; 3°.) que

l'algorithme technique élémentaire constituant les Produites conti-

nues, qui se trouve amené à la forme (xxx), est une TRANSFORMATION

de l'algorithme systématique (xxxn) et particulièrement de l'algo-

rithme des Séries, opérée par l'algorithme théorique des équiva-

lences, c'est-à-dire, par l'identité téléologique de la génération par

sommation et de la génération par graduation ; et enfin, 4°-) que l'al-

gorithme technique élémentaire constituant les Facultés strictement

dites, qui se trouve amené à la forme (xxxi), est encore une TRANS-

FORMATIONde l'algorithme systématique (xxxn) et particulièrement

de l'algorithme des Séries, opérée par le même algorithme théorique
' des équivalences, mais appliquée ici aux facteurs élémentaires ou

4
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philosophiques mêmes par lesquels sont engendrées les facultés. Aussi,

les procédés dont il s'agit, suffisent-ils ainsi complètement pour la

déduction de la possibilité des algorithmes techniques élémentaires ;

et l'on voit déjà que les deux derniers de ces algorithmes, savoir, les

Produites continues et les Facultés strictement dites, qui impliquent

l'emploi de l'algorithme de la graduation, ne sont ici proprement pos-

sibles que par le principe de la théorie des équivalences, c'est-à-dire,

par l'identité téléologique de la génération par sommation et de la

génération par graduation, de sorte qu'en dernier principe, ces deux

algorithmes techniques se réduisent à la sommation et rentrent ainsi

dans la forme de l'universalité de la génération des quantités, qui est

l'objet général de la Technie algorithmique. Mais, pour donner en-

core plus de clarté à la déduction de la possibilité des algorithmes

techniques élémentaires, nous allons montrer immédiatement les prin-

cipes de la transformation de l'algorithme technique systématique

dans les différens algorithmes techniques élémentaires.

D'abord, pour ce qui concerne l'algorithme élémentaire constituant

les SÉRIES,si, dans la forme (7) de la loi universelle, on fait

<pxdésignant une fonction quelconque de x ; cette loi, qui est l'algo-

rithme technique systématique (xxxn), deviendra ... (9)

et telle est la forme générale (vin) des Séries. Ainsi, cet algorithme

technique élémentaire n'est évidemment qu'un CASPARTICULIERde

l'algorithme systématique (xxxn); et les conditions de la possibilité

de cet algorithme systématique, .telles que nous les avons déduites ci-

dessus à la marque (8), sont en même tçms les conditions de la possi-

bilité de l'algorithme des Séries.
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En second lieu, pour ce qui concerne l'algorithme technique élé-

mentaire constituant les FRACTIONSCONTINUES,si, après avoir déve-

loppé la fonction Fx sous la forme précédente (9) des Séries, on fait

successivement ... (10)

on pourra toujours déterminer les quantités B0, 2?,, Z?2, etc. par les

quantités A0, Al} A%, etc., les quantités CoyCi} Cz, etc. par les quan-

tités B0, 25,, B2, etc., les quantités.D0, D1} Dz, etc. par les quantités

C0, Cl} C2, etc., etc., et généralement les quantités 2V0,2VI? 2V2, etc.

par les quantités Mop Mx, M2, etc.; en supposant que les coefficiens

A0, Al} A2) etc. sont indépendans de la variable x, comme cela doit

être dans tout développement complet de la fonction Fx en série, et

en supposant en même tems que les quantités successives B0, 2?,,

B2) etc., C0, G,, C2, etc., D0) Dl} D2, etc., etc., dont il est question^
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soient aussi indépendantes de la variable x. En effet, divisant par

<p(x-\- /u%)la relation générale (i i) de ces quantités, on aura ... (12)

et donnant successivement, dans cette dernière relation, à la variable

x les valeurs ,

en supposant que x est la valeur de x qui résulte pour cette quantité

de la relation <px= o, on aura successivement

P(.Ï+ (|K+-Ï)?)= O, p(a:4-(i«4-3)g)—o, ?(a?4-0*4-3)1)"= o, etc.,etc.,

et l'on obtiendra la suite d'équations ... (i3)

etc., etc.,

qui serviront successivement à déterminer les quantités N0, iY\, 7V2,

2V3,etc. moyennant les quantités MI} Mz, M$, M^, etc. — Si l'accrois-

sement g était indéfiniment petit ou zéro, les équations précédentes

(i3) seraient identiques; mais, dans ce cas particulier, la relation,

générale (i 2) serait simplement ... (12)',
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et elle donnerait l'équation

qui, pour être généralement possible, donnerait à son tour la suite

d'équations ... (i3)f

etc., etc.;

équations qui serviraient à déterminer successivement les quantités

2Vo,NI} N2, IY3, etc. au moyen des quantités Ml} M2, M3, M^, etc.

:—Or, ayant ainsi déterminé, par les relations (10), les quantités suc-

cessives B0, B-i, B2, etc., C0, Ci, C2}etc., D0, Dl} D2, etc., etc., et

spécialement les quantités B0, C0, F>0,etc., si l'on substitue ces mêmes

relations (ïo) dans la Série qui donne le développement de la fonction

Fx, savoir, dans la Série

on obtiendra, pour cette fonction, l'expression nouvelle ... (i4)

qui est la forme générale (ix) des Fractions continues. —
Ainsi, ce

second algorithme technique élémentaire n'est évidemment qu'une
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TRANSFORMATIONdes Séries, opérée par l'algorithme théorique de la

reproduction régressive, c'est-à-dire, par la division; et, par consé-

quent, les conditions de la possibilité des Séries, sont en même tems

celles de la possibilité des Fractions continues.

En troisième lieu, pour ce qui concerne l'algorithme technique

élémentaire constituant les PRODUITESCONTINUES,concevons que, sui-

vant l'algorithme des Séries, la fonction Fx soit développée par rapport
aux simples puissances progressives d'une fonction arbitraire <px,c'est-

à-dire que, dans la Série générale (9), l'accfcoissement g soit indéfini-

ment petit ou zéro. On aura ... (i5)

Or, en vertu de la théorie des équivalences, il peut exister une infinité

de valeurs pour la fonction <pxqui rendent égal à zéro le polynôme

infini

Soient /,, yz, y$, y^, etc. ces valeurs de la fonction <px,et xt, xz, x$,

#4, etc. les valeurs correspondantes de la variable x ; de sorte qu'on

ait

Ainsi, et cela en vertu du même principe téléologique de la théorie

des équivalences, les quantités ou fonctions ... (15)'

seront toutes facteurs du polynôme infini que nous venons d'indiquer.

On aura donc successivement... (i5)"
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etc., etc;

en faisant

etc. ; etc. ; etc.; etc.

Et, substituant les développemens successifs par graduation (i5)", il

viendra

c'est-à-dire, ... (16)

expression qui est la forme générale (xm) des Produites continues (*).

(*) En déduisantcette forme générale(xm) des Produites continues, qui est

nousavonscru à tort que les fonctionsfax,fvx,f^x., etc., formant lesfacteursde la

Produite infime,soientnécessairementDÉTERMINÉES,et non ARBITRAIRES;car, suivant

la déductionque nous venonsde donner de la possibilitédecet algorithmetechnique

(16), on découvreque les facteurs dont il est question, peuvent être des fonctions

arbitraires.— Il en résulteL'avantageprécieuxque, de cettemanière, la fonction qui

constitue ce que nou* npmçnonsla mesurealgorithmique, peut être une FONCTION
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Ainsi, ce troisième algorithme technique élémentaire n'est encore

qu'une TRANSFORMATIONdes Séries, et nommément une transformation

du cas particulier (i5) de ces dernières, opérée par le principe de la

théorie des équivalences, c'est-à-dire, par l'identité téléologique qui
se trouve entre la génération.par sommation et la génération par gra-

duation j et, par conséquent, les conditions de la possibilité des Séries,

sont encore les conditions de la possibilité des Produites continues. De

plus, quoique ce troisième algorithme technique emploie explicite-

ment la graduation, il se réduit cependant, en dernier principe, à

l'algorithme de la sommation dont il n'est que l'équivalence; de sorte

que les Produites continues reviennent définitivement à la génération

par sommation infinie, qui est le caractère de la génération univer-

selle des quantités, constituant l'objet général de la Technie algo-

rithmique.

Dans cette déduction de la possibilité des Produites continues, nous

nous sommes attachés spécialement à ramener cette possibilité aux

conditions de la possibilité des^Séries, et nous avons négligé la consi-

dération d'une condition accessoire tenant au procédé même par le-

quel nous avons opéré la transformation des Séries en Produites con->

tinues. — Voici cette condition accessoire.

Puisque les quantités variables (i5)' sont supposées être des divi-

seurs du polynôme infini {A0 -+ At.q>x -+- A2.{<px\Y4- etc.), ces

quantités variables, étant multipliées respectivement par des quantités

constantes quelconques m1} m2, m3, m^, etc., ne cesseront pas d'être

diviseurs du même polynôme ; de sorte que, prenant à la place des

diviseurs particuliers (Ï5)?, les diviseurs généraux

ARBITRAIREdans tous les quatrealgorithmestechniquesélémentaires;circonstance

quidonneà laTechniealgorithmiqueleplushautdegré/le perfection,
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et opérant les divisions successives, comme sous la marque (i5)", on

obtiendra généralement l'équivalence

c'est-à-dire qu'on aura généralement ... (16)'

en désignant par M la quantité constante que donne le produit des

facteurs m^, m2, 7^3, m^, etc.

Telle (16)' est donc définitivement la forme effective des Produites

continues, en y faisant entrer toutes les conditions de leur généra-

tion (*); et, dans cette forme, on pourra toujours déterminer la

(*) Dans notre Philosophie des Mathématiques,en traitant de l'équivalenceentre

les développemenspar graduation et les développemenspar sommationdes fonctions

algorithmiquesélémentaires, nousn'avonsfait attentionau facteur constant M de la

forme générale et effective(16)', que dans les développemenspar graduation des

fonctionssin. x et cos.x, qui se trouvent, sous la marque {gg), à la page81 de cette

Philosophie; et cela pour amenerimmédiatementcesdéveloppemensà la forme con-

nue, découvertepar Jean Bernoulli: danslesdéveloppemenspar graduationdesautres

fonctionsthéoriques élémentaires,et spécialementdans les développemensdes fonc-

tions immanentes{xm4- 1)et {xm—1), qui se trouvent, sousles marques{dd)et {ee),

à la page 78 du même ouvrage, nous avons négligé la considérationde ce facteur

constant M, commenous l'avons fait ci-dessusdans la forme (16); et cela en nous

attachant spécialementh la déduction des principes de l'équivalenceentre les déve-

loppemenspar graduationet ceux par sommation.— Mais, ce dont,il importe essen-

tiellementd'être prévenu, c'est que nous avons reconnu depuis que cesdéveloppe-

mens par graduation (dd-)et (ee) ne peuvent être étendus généralementaux cas où

->l'exposantm est fractionnaireou négatif, parce que la continuité de génération, sur

laquelle nous avionscru pouvoir fonder cette extension, n'a point lieu, commenous

le montrerons dansla suite de l'ouvrageprésent, en faisant connaître une propriété

idéale des polynômesinfinis (^4- Bx-h Cx*+Dx 3
4-etc.), de laquelle dépendent

ces développemens.

1. 5
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quantité constante M, car, en assignant à la variable x une valeur

convenable z, on aura immédiatement... (16)"

En quatrième et dernier lieu, pour ce qui concerne la possibilité de

l'algorithme technique élémentaire constituant les FACULTÉSSTRICTE-

MENTDITES,concevons toujours que la fonction Fx soit développée
en Série, sous la forme générale ... (17)

De l'autre part, prenons la faculté (^z)^ qui, suivant la forme (xiv),

doit, e» vertu de ce quatrième algorithme technique élémentaire,

donner l'évaluation de la fonction Fx; et, développant cette faculté

par le moyen de la loi fondamentale des facultés algorithmiques, telle

que nous l'avons donnée dans la Première Note de la Réfutation de

Lagrange, nous obtiendrons , en transformant ce développement,

l'expression ... (17)'

dans laquelle les coefficiens B0, Bx, B2, B3, etc., indépendans de la

variable x, seront évidemment fonctions des dérivées différentielles de

la fonction ^z. Mais, dans l'évaluation en question qui forme l'algo-

rithme technique dont il s'agit, savoir, dans ... (18)

la valeur de z est nécessairement déterminée ; de sorte que les coeffi-

ciens précédens B0, By, B2, etc. ne se trouveront donnés que par des

valeurs déterminées des dérivées différentielles de la fonction fyz. Or,

pour que la relation (18) ait lieu généralement, il faut que les déve-

loppemens (17) et (17)' des deux membres de cette relation, soient

identiques; et, par conséquent, il faut qu'on ait
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Ces équations qui donnent la détermination des coefficiens B0, Bl,

B2, 2?3, etc., serviront à déterminer les valeurs des dérivées différen-

tielles C—rr), (~Tr)> (iT-)'
etC' ^ont ces coefnciens sont fonc-

tions. Et, ces valeurs étant données, le théorème (5) de Taylor servira

à déterminer la fonction elle-même -\>z.— Ainsi, la relation (18), for-

mant l'algorithme technique élémentaire que nous avons nommé Fa-

cultés strictement dites, est possible; et les conditions de cette possi-

bilité sont encore celles de la possibilité de la Série (17) dont nous

l'avons déduite.

Mais, pour reconnaître que cet algorithme technique n'est aussi

qu'une transformation des Séries, et pour approfondir ainsi jusqu'au

principe de la possibilité de cet algorithme, il faut connaître la vraie

signification du développement (17)' de la faculté (4,z)fX^} c'est-à-dire

qu'il faut connaître la signification philosophique de la loi fondamen-

tale des facultés en général, loi par le moyen de laquelle nous avons

supposé qu'on opère le développement (17)' en question.
— Or, cette

loi fondamentale des facultés algorithmiques, telle qu'elle se trouve

donnée à l'endroit cité plus haut, n'est rien autre que le produit ef-

fectif de la multiplication des facteurs élémentaires ou philosophiques

(Voyez Philos, des Mathém. pages 178 et suiv., et Béfut. de Lagrange,

pages 119 et suiv.) qui engendrent les facultés (*).
— De cette con-

(*) Cetteobservationestde la plus haute importancepour la philosophiedésMa-

thématiques.C'esten effetdans cette vérité très simpleque consisteproprementla

déductiontant cherchée de la loi fondamentaledel'algorithmeprimitif de la gradua*

tion, c'est-à-dire,de la loi ou du binômede Newton.— On saitque, jusqu'àce jour,

les géomètresn'ont pu, malgré leurs efforts, démontrer ce célèbre binôme, d'une

manière rigoureuse et entièrement théorique, c'est-à-dire, sans supposer en rien

l'existencedesSÉRIESqui appartiennentdéjà à la Techniedont la Théorie doit rester

indépendante;et, faisantallusionà l'observationdont il s'agitici, nous avonsremar-
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naissance, il résulte clairement que la détermination des coefficiens

B0, Bn B2, B3, etc. du développement (17)' de la faculté, par le

moyen des coefficiens A0, Alf A%,A3, etc. du développement (17) en

Série, n'est rien autre qu'une détermination IMMÉDIATEdes facteurs

élémentaires ou philosophiques de la faculté tyzfx** en question,

c'est-à-dire, rien autre que la détermination de facteurs tels que leur

produit donne la Série (17).
— Ainsi donc, les Facultés strictement

dites, constituant le dernier des algorithmes techniques élémentaires,

ne sont aussi qu'une TRANSFORMATIONdes Séries, et cela en une suite

infinie de facteurs propres à engendrer ces facultés; transformation

qui, comme pour les Produites continues, se trouve évidemment opé-

rée en vertu du principe de la théorie des équivalences, c'est-à-dire,

en vertu de l'identité téléologique de la génération par graduation et

que, dansla notedelapage243de laPhilosophiedesMathématiques,'quecellesdes

déductionsdubinômedeNewton,qu'onàcherchéà donnerd'unemanièrepurement

théoriqueet qui ont une certitudesupérieureà la certitudeattachéeà la simplein-

duction,sont toutesfondéessur le principetéléologiquede la théoriedes équiva-

lences, commel'est notre déductiondes factorielles,à l'occasionde laquellenous

avonsfaitcetteassertion,dontonvoitmaintenantla raison.Mais,outrecesdéduc-

tionsthéoriquesqui sontpurementprésomptives,et mêmeoutrelesdéductionstech-

niquesdubinômedontilestquestion,lesquelles,envertude lanotequenousvenons

de citer et que nous avonsréaliséeci-dessusdans la déductiondu théorème(5)de

Taylor,lesquellesdéductions,disons-nous,sontsuffisantesdansl'Algorithmie,il faut

encore,pour laphilosophiede la science,avoirunedéductionthéoriqueet absolu-

mentrigoureusede cebinômeformantla premièreloi fondamentale;et cettedéduc-

tion philosophiqueconsisteprécisémentdansX'effectuationde la multiplicationdes

facteursélémentairesou philosophiquesqui, suivantce quia été dit dansnotrePhi-

losophiedes Mathématiques,sontlesprincipesmétaphysiquesde l'algorithmede la

graduation(des puissances).— Nous donneronsailleurscettedéductionphiloso-

phiquedubinômedeNewton,et, deplus,de la loifondamentaledesfacultés,quise

trouveévidemmentfondéesurlesmêmesprincipes,
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de la génération par sommation; de sorte que, quoique ce dernier

algorithme technique emploie explicitement aussi la graduation, car

tel est le caractère des facultés en général, il se réduit cependant, en

dernier principe, à l'algorithme de la sommation , dont il n'est égale-

ment que l'équivalence, comme les Produites continues. De cette ma-

nière, les Facultés strictement dites reviennent définitivement, ainsi

que les Produites continues, à la génération par sommation infinie

qui, comme nous l'avons déjà remarqué plusieurs fois, est le caractère

de l'universalité de la génération des quantités, constituant l'objet

général de la Technie de l'Algorithmie.

Il est donc avéré, jusque dans les premiers principes, que les quatre

algorithmes techniques élémentaires, savoir, les Séries, les Fractions

continues, les Produites continues et les Facultés strictement dites, sont

possibles et qu'ils ne sont proprement que des transformations de la

loi universelle (7) de la génération des quantités.
— Mais cette possi-

bilité des algorithmes techniques élémentaires ne légitime pas encore

leur présence indispensable dans l'Algorithmie, c'est-à-dire, leur né-

cessité; car, on peut concevoir une infinité d'autres transformations

de la loi universelle (7), et cependant toutes ces différentes transfor-

mations ne constituent pas autant d'algorithmes distincts et nécessaires

à la science. Bien plus, cette possibilité des quatre algorithmes tech-

niques élémentaires, se trouvant déduite de principes entièrement

théoriques, on ne voit pas encore la nécessité d'une branche distincte

de la Théorie, c'est-à-dire, la nécessité de la Technie, qui embrasserait

ces divers algorithmes : on conçoit bien que la loi universelle (7) et

ses diverses transformations, telles que nous venons de les déduire,

forment une branche à part, en tant, qu'elles portent spécialement sur

l'universalité de la génération des quantités; mais on ne voit pas que

ces divers algorithmes, qui sont et ne peuvent être fondés que par la

Théorie de l'Algorithmie, se détachent néanmoins de cette Théorie
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pour former ensemble, dans. l'Algorithmie, une branche essentielle-

ment distincte. Tout ce qu'on peut concevoir, et l'on y est porté par

l'existence effective et indispensable des Séries, des Fractions conti-

nues, des Produites continues, etc. dans l'Algorithmie, dont cependant

la Théorie seule ne saurait légitimer la nécessité, c'est que, par l'in-

fluence d'un principe étranger à la simple SPÉCULATIONqui est le do-

maine de la Théorie, les algorithmes dont il s'agit, soient rendus né-

cessaires à l'Algorithmie, et néanmoins hétérogènes à sa Théorie.

Or, ce principe hétérogène à la spéculation, a déjà été indiqué plus

haut où nous avons remarqué que la réduction des divers modes pos-

sibles de la génération des quantités au seul mode de la sommation

infinie^ c'est-à-dire, à l'universalité de cette génération, ne pouvait

elle-même se trouver parmi ces divers modes de génération, parce

qu'alors il y aurait une contradiction entre l'indépendance de ces

modes et leur réduction à un seul, et, par conséquent, que cette ré-

duction ne pouvait être que le résultat d'une FINOUD'UNRUTPROPRE

DELAVOLONTÉJ circonstance qui donne à cette réduction le caractère

d'un procédé artificiel, d'un art, dont l'ensemble, comme nous l'avons

également remarqué, constitue précisément la Technie de l'Algorith-

mie, formant cette branche distincte et différente de la Théorie, dont

il est question. Il ne resterait donc, pour avoir la légitimation corn*

plète de cette branche nouvelle et hétérogène à la Théorie, qu'à mon-

trer comment, par l'influence du principe de la volonté, c'est-à-dire,

des fins ou buts propres de cette faculté, se trouve fondée la NÉCESSITÉ

des divers algorithmes techniques, élémentaires et systématiques, dont

nous venons de déduire la possibilité, en reconnaissant eh même tems

que l'existence indispensable de ces algorithmes, c'est-à-dire, leur

nécessité ne pouvait être déduite de la seule Théorie ; et c'est précisé-

ment ce complément de la légitimation de la Technie de l'Algorith-

mie, qui se trouve donné dans notre Philosophie des Mathématiques,
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où, partant réellement de l'influence du principe de la volonté, dont

il s'apit, nous avons déduit, non seulement la nécessité de la Technie

en général, mais de plus la nécessité spéciale de chacun des algo-

rithmes techniques en particulier, composant cette branche nouvelle

de l'Algorithmie.

Il serait inutile de reproduire ici cette déduction de la nécessité

spéciale des différens algorithmes techniques, parceque, dans l'ou-

vrage que nous venons de nommer, elle se trouve complètement dé-

veloppée. D'ailleurs, il aurait été hors de propos de placer cette dé-

duction dans l'ouvrage présent qui, ayant pour objet la Philosophie

même de la Technie algorithmique, porte essentiellement sur la possi-

bilité de cette branche de l'Algorithmie : la nécessité de cette branche

et de ses différentes parties constituantes, devait déjà être donnée; et

c'est à la Transition de la Théorie à la Technie, faisant une partie de

l'Introduction à la Philosophie des Mathématiques, qu'il appartenait

de la donner. Il suffira, pour bien faire apprécier cette déduction de

la nécessité spéciale des différens algorithmes techniques, de faire

remarquer qu'elle porte essentiellement sur la FINALITÉALGORITH-

MIQUE(*), et non, comme dans tout ce qui concerne la Théorie de

l'Algorithmie, sur la simple SPÉCULATIONALGORITHMIQUE;c'est-à-dire

que, dans la déduction dont il est question, les différens algorithmes

techniques dérivent de la détermination de certaines FINSnécessaires

à l'Algorithmie, et de la conception des MOYENSpropres à atteindre

ces fins, tandis que, dans la Théorie, les différens algorithmes dé-

rivent simplement de la détermination des différens modes nécessaires

de la spéculation algorithmique, provenant de la combinaison et de

(*)Il s'agitici de la finalitéSUBJECTIVE{n-fctypartU)et non dela finalitéOBJECTIVE

(raeiW). —CettedernièreestlevéritableobjetdelaThéoriedesNombres,comme
on leverradansnotre PhilosophiedecetteThéorie..
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l'influence réciproque des deux modes primitifs de la sommation et de

la graduation. En effet, nous avons d'abord déduit, sous la marque

(i), les deux schémas ... (19)

comme étant les deux formes nécessaires de la transformation des

fonctions théoriques en fonctions de numération et de facultés, et,

par conséquent, comme étant les deux FINSSPÉCIALESNÉCESSAIRESde

l'Algorithmie; car, cette transformation est précisément la FINou LE

BUTGÉNÉRALque, déjà à plusieurs reprises, nous avons reconnu être

le principe de la Technie. Et, ensuite, cherchant les MOYENSde réa-

liser ces deux fins spéciales, nous avons trouvé, pour chacun des deux

schémas précédens, deux modes possibles d'employer la mesure algo-

rithmique fx pour arriver à cette réalisation; et, nommément, pour

le premier de ces schémas, en établissant la comparaison directe et la

comparaison inverse delà fonction ®x avec la mesure fx, et, pour le

second de ces schémas, en rendant le facteur A dépendant et indé-

pendant de la mesure fx. Or, c'est de cette quadruple considération,

la^ seule qui soit possible , que résultent manifestement les quatre

algorithmes techniques élémentaires, exposés sous les marques (vin),

(ix), (xm) et (xiv), c'est-à-dire, les Séries, les Fractions continues, les

Produites continues et lesFacultés strictement dites ; et l'on voit par là,

avec une certitude complète, que ces quatre algorithmes doivent ex-

clusivement leur EXISTENCENÉCESSAIREdans l'Algorithmie à la concept

tion de la FINALITÉALGORITHMIQUE,formant le principe de la Technie

de l'Algorithmie.

Quoique, comme nous venons de le remarquer, il soit inutile de

reproduire ici, dans sa généralité, la déduction technique dont il vient

d'être question, il sera peut-être agréable à une certaine classe de

géomètres de la voir éclaircie par des exemples^ et nous pensons qu'en
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leur faveur, les autres géomètres voudront bien trouver bon que nous

quittions, pour un instant, le point de vue général et philosophique

où nous nous trouvons, pour entrer dans quelques détails propres à

servir d'exemples et à répandre plus de clarté sur cette importante

question (*).

Or, pour ce qui concerne, d'abord, la déduction technique des

Séries, prenons, pour la mesure algorithmique fx, la simple variable

x; et, partant du premier des deux schémas précédens (19), savoir,

..•(19)'

observons que, pour transformer ainsi la fonction Fx en deux quan-

tités, l'une A indépendante de la variable x, et l'autre ®x dépendante

de cette variable ou plutôt MESURABLEPAR ELLE GÉNÉRALEMENT,il

faut que cette fonction <&xsoit telle que lorsque x = o, on ait aussi

®x=.o; car, ce n'est qu'alors que la fonction *x sera généralement

comparable avec la variable x, et que leur rapport ne sera jamais

indéfini, ni par conséquent impossible à déterminer. Si nous désignons

donc par A0 et <i>„a:les deux quantités en question, et par un point

placé sur la variable x sa valeur zéro, nous aurons

Mais, ce qui est ici essentiel, il faut comprendre que cette détermina-

tion de la quantité .^o, se trouve donnée entièrement par la concep-

tion de la finalité impliquée dans l'évaluation ou dans la mesure de la

fonction Fx, moyennant la variable x; et nullement par quelque

considération spéculative: c'est là, nous le répétons, le noeud de la

(*) Nous supposonstoujours qu'on a sous les yeux notre Introduction à la Philo-

sophie des Mathématiques, où se trouvent les formulesgénéralesdont nous allons

présenter quelquesexemples.

1. 6
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déduction technique dont il s'agit.
—-Maintenant, puisque la fonction

<baxest généralement comparable avec la variable x, si l'on fait

la fonction FYx aura nécessairement, dans tous les cas, une valeur

déterminée ; et l'on pourra de nouveau entreprendre son évaluation

générale. Pour cela, suivant le schéma précédent (19)', on aura en-

core la transformation

et, en vertu de la conception de la finalité que nous venons d'alléguer,
la quantité ou fonction <£>iXdevra être généralement comparable avec

la mesure X, c'est-à-dire, il faudra que $>iX= o, lorsque x = o. On

aura donc

et, substituant les valeurs précédentes de FMxvil viendrait

mais, prenant les différentielles du numérateur et du dénominateur

de cette fraction, on obtiendra

En troisième lieu, puisque *,x est généralement mesurable par la

variable x, si l'on fait

la fonction F2x aura encore, dans tous les cas, une valeur déterminée;

et l'on pourra de nouveau procéder à son évaluation générale. Ainsi,

suivant toujours le schéma (19)' de cette évaluation, on aura
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et, en vertu de la finalité dominant dans cette question, il faudra

prendre la fonction <$>%xde manière qu'on ait *2;r=o, lorsque x = o.

On aura donc

et, substituant les valeurs précédentes de F2x, il viendrait

mais, prenant les secondes différentielles du numérateur et du déno-

minateur de la dernière fraction, on obtiendra

Évaluant de la même manière le rapport généralement déterminable

des quantités <t>,.xet x, on trouverait

mais, prenant la troisième différentielle du numérateur et du dénomi-

nateur de cette fraction, on obtiendra

Et, procédant toujours de cette manière dans l'évaluation successive

et générale des rapports

on obtiendra visiblement, pour un indice quelconque /ct, la valeur

Ainsi, substituant ces valeurs des quantités A0, -^i, -^2, A3, etc. dans

la forme générale (vm) des Séries, en y mettant, en même tems, la
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simple variable # à la place de la mesure algorithmique fx, et en y

rendant égal à zéro l'accroissement | de cette mesure, on aura la

Série ... (19)"

qui est le théorème particulier de Taylor, que nous avons déduit ci-

dessus, à la marque (5)', en partant de considérations purement théo-

riques, pour en légitimer ou plutôt reconnaître la possibilité. La dé-

duction technique précédente, sans faire aucunement attention à la

possibilité même de ce développement de la fonction Fx, car elle ne

suppose nullement la forme ... (19)'"

de ce développement (*), ou plutôt en postulant la possibilité d'une

telle évaluation de la fonction Fx, cette déduction précédente, disons-

nous, se réduit manifestement à établir la NÉCESSITÉde cette évalua-

tion, par la nécessité même d'un pareil but algorithmique; et c'est là

le caractère propre de cette déduction technique, provenant de la

(*) On voit,ici que c'est sur cettedéduction techniqueque se fonde, en premier

principe, le procédé qu'emploieLagrange, au commencementde sa Théorie des

fonctionsanalytiques,pour déterminersuccessivementles coefficiensdu développe-

ment de la fonctionf{x 4- i). Maison voit aussiqu'en assignantaux fonctionsprécé-

dentes<t>„x,<S>iX,<î>,x,etc. les formesdéterminéesxP, xQ, xR, etc., ce géomètre

n'a rien comprisau véritableesprit de ce procédé; parce que, de cette manière, il

supposedéjàla forme(19/" de la Série, et ramènepar là ce procédé extraordinaireà

celuide la méthodedes coefficiensindéterminés,qui est tout autre chose.— Cette

remarquepourra servir à jeter un nouveaujour sur la contradictiondans laquelle

sonttombésMM.les Commissairesde l'Institutde France, qui ont rédigéleRapport

sur notreRéfutationdecetteThéorie de Lagrange(Voyezl'Observationsurlepremier

Point de ce Rapport, page91de laRéfutationde Lagrange).
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conception de la finalité impliquée dans l'évaluation générale de la

fonction Fx moyennant la mesure x.

Voici encore un exemple de la déduction technique des Séries, en

prenant successivement, pour la mesure algorithmique, la suite des

quantités

g étant un accroissement quelconque; mais, comme l'esprit philoso-

phique de cette déduction nous est déjà bien connu, nous nous bor-

nerons aux simples procédés algorithmiques qui la composent. Or,

suivant le schéma (19)', on aura toujours

et, à cause de la première mesure x, la fonction *,a; devra être telle

que ®0x= o, lorsque x^=o. On aura donc encore

En second lieu, faisant

il faudra, à cause de la seconde mesure (.r+ g), prendre la fonction

*,« de manière que *,# = o, lorsque x 4- g= o. On aura donc

et puisque

et par conséquent

en désignant par Ala différence régressive, prise par rapport à l'ac- ,
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croissement g de la variable x; on obtiendra, en faisant a?= o, la

valeur

En troisième lieu, faisant

il faudra, à cause de la troisième mesure (# 4- 2g), prendre la fonc-

tion <b*xde manière que <s>^x= o, lorsque x 4- 2g= o. On aura donc

et puisque

et par conséquent

on obtiendra, en faisant x,= o, la valeur

Évaluant de la même manière le rapport général des quantités <s>*xet

(x 4- 2g), on aura

et l'on obtiendra, en faisant # = o, la valeur
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Et, procédant toujours de cette manière dans l'évaluation successive

et générale des rapports

on obtiendra visiblement, pour un indice quelconque [x, la valeur

Ainsi, donnant, dans la forme (vnî) des Séries, à la mesure algorith-

mique générale fx la détermination particulière x, et substituant les

valeurs précédentes des quantités A0, Al} A2, A3, etc., on aura la

Série ... (19)™

dans laquelle l'accroissement g sera une quantité arbitraire.

On voit facilement, par ces exemples, que si, au lieu de prendre,

pour la mesure algorithmique fx, la simple variable x, on prenait

une fonction quelconque de cette variable, on parviendrait toujours,

suivant le procédé de cette déduction technique, à la détermination

successive des coefficiens AB, „,, A2, A3, etc. des Séries (vui). Mais,

cette vérité une fois reconnue, ce qui suffit pour la légitimation géné-

rale de la nécessité des Séries, on peut chercher, par d'autres procé-

dés (*), la loi générale que suivent ces coefficiens des Séries; et nous

y parviendrons,-dans la suite de cet ouvrage, en déduisant cette loi

générale delà loi (7) qui régit la génération universelle des quantités,

dont nous avons déjà reconnu que les Séries sont une transformation,

ou plutôt un cas particulier.

(*)Par exemple,le procédéque nous avonssuividansla dernièreNotedela Réfu-
tationde Lagrange, pour déduirela loi fondamentaledesSéries,dont il s'agit.
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A l'occasion de cette déduction technique des Séries, nous devons

prévenir que, dans la suite des fonctions

que l'on peut prendre successivement pour la mesure algorithmique,

suivant ce qui a été dit après la marque (rv), il n'est pas nécessaire que

l'accroissement g s'applique à la variable x elle-même. Cet accroisse-

ment peut s'appliquer à toute autre quantité; et, généralement, si l'on

conçoit la fonction f (x, a, b, c, etc.) de la variable x et de plusieurs

autres quantités a, h, c, etc., et qu'on désigne par g, et, fi, y, etc. les

accroissemens respectifs de ces quantités, on peut prendre successive-

ment, pour la mesure algorithmique, les quantités ... (20)

Nous en avons fait usage dans la Philosophie des Mathématiques où,

pour donner un exemple de l'expression (xx), nous avons, suivant ce

procédé technique, déduit, sous la marque (xxi), le développement

de la quantité ( —
),

en prenant, pour les mesures algorithmiques

successives, les quantités

dans lesquelles .l'accroissement constant 2 s'applique au premier déno-

minateur 3, et non à la variable x. Mais, pour comprendre les calculs

que nous avons présentés pour ce développement, il faut savoir, en

outre, que, dans la déduction technique générale des Séries, qui con-

duit à la forme (vin) de cet algorithme, il n'est pas nécessaire non

plus que les quantités A0, _,, A2, A3, etc. que donnent les évalua-

tions successives (m), (rv), (v) et généralement (vi), soient indé-

pendantes de la variable x : il suffit évidemment que les fonctions
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<t>0x,o.aj, *2a?,<b3x,etc. soient prises de manière à ce qu'elles soient gé-

néralement comparables avec leurs mesures respectives fx, f(x-\- g),

f (x + ag), f(x + 3g) , etc., ou autres quelconques (20). Dans ce cas,

on n'obtient pas le DÉVELOPPEMENTCOMPLETde la fonction Fx : et c'est

précisément pour arriver à ce développement complet, que, dans la

déduction technique qui conduit à la forme (vin), nous supposons

que les quantités A0, Al} A%, etc. soient indépendantes de la variable;

car, c'est là le dernier but du développement des fonctions. Cepen-

dant, un développement incomplet, tel que nous venons d'en recon-

naître la possibilité, peut quelquefois être utile pour des fins acces-

soires; et c'est ainsi que, dans le développement (xxi) dont nous

venons de parler, les coefficiens A0, Ax, A2, etc. impliquent encore

la variable x, parce que, en y faisant x= 1, on arrive facilement (*)

au développement proposé de la quantité —. Quoi qu'il en soit, le

développement (xxi), pris dans sa généralité, présente la série ... (21)

les coefficiens étant... (21)'

etc., etc.;

/ N\x
(*) Il en est de mêmedu développement(xvm) de la quantité ( — ) , où, en

supposantla variablex égaleà l'unité, on obtientfacilementle développementpro^

posédelaquantité2V.

I. 7
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de sorte que, faisant successivement x=i, a;=2, «=3, etc., on

obtiendrait les séries convergentes ... (21)"

etc.

Ce xjue nous venons de dire sur les mesures algorithmiques géné-
rales (20) et dont notas avons présenté l'exemple précédent (21) dans

notre Philosophie des Mathématiques, nous l'avions déjà fait co_'

naître en 1810 à l'Institut de France, avec tous les détails relatifs à cet

état le plus général de l'algorithme technique des Séries. On lit, en

effet, dans le Rapport fait par Lagrange et Lacroix à la Classe des

sciences de ce Corps savant, Rapport qui est inséré dans lé Moniteur

du i5 novembre 1810, que notre loi absolue s'applique au dévelop-

pement suivant... (21)'"

4- etc., etc.;

et l'on voit, dans le même Rapport, que nous avions fait connaître,

déjà à cette époque, la LOI ELLE-MÊMEde cette Série, c'est-à-dire,

l'expression générale de ses coefficiens AQ, Aï} A2, A3, etc. Nous re-

produirons cette loi dans la suite de l'ouvrage présent, en la déduisant

de la loi absolue (7), lorsque cette dernière nous sera connue. Mais,

en attendant, pour compléter les éclaircissemens que nous venons de
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donner sur la déduction technique des Séries, nous allons encorç

appliquer ce procédé technique à la déduction de la foijme (ai)'" de

cette Série générale et à la détermination de la valeur de ses coeffi-

ciens. — Pour cela, il faut remarquer, d'abord, que ces coefficiens

A0, Ai, A2, etc. étant indépendans de la variable x, l'une ou plu-

sieurs des quantités xiy x2, X3, etc. qui servent à la construction des

mesures algorithmiques donnant la série (21)'", sont identiques avec

la variable x de la fonction Fx qu'il s'agit d'évaluer moyennant ces

mesures; et, ensuite, il faut remarquer que, puisque le nombre des

quantités x1}x2, X3, etc. dont nous venons de parler, est quelconque

ou arbitraire, indéfini même si l'on veut, et que les valeurs de ces

quantités et de leurs accroissemens g,, |2, g3, etc. sont également

arbitraires, les mesures algorithmiques successives dont il est ques-

tion, savoir, ... (2l)1V

sont évidemment autant de fonctions arbitraires différentes de la va-

riable x, que nous avons présentées sous cette forme pour introduire

une espèce de régularité ou de loi dans cette suite de fonctions diffé-

rentes et arbitraires. Mais, pour plus de brièveté, nous dénoterons ici

ces fonctions arbitraires simplement par ... (2i)v

et telles seront, dans la question générale présente, les mesures algo-

rithmiques successives pour l'évaluation de la fonction Fx.

Or, suivant le schéma (19)', on aura d'abord

et, à cause de la première mesure fax, la fonction ®axdevra, en vertu

de la finalité qui est le principe de cette évaluation, être telle que
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*0a;=o, lorsque p0#:=o. Ainsi, désignant par «„ la valeur de x que

donne la relation f0x = o, on aura

En second lieu, puisque la fonction *0a?est généralement comparable

avec la première mesure f0x, si l'on fait

la fonction Fxx aura nécessairement, dans tous les' cas, une valeur

déterminée; et l'on pourra de nouveau entreprendre son évaluation

générale. Pour cela, suivant toujours le schéma (19)', on aura

et, à cause de la seconde mesure fxx, la fonction <b%xdevra, en vertu

de la finalité dominant dans cette déduction, être telle que <s>iXz=.o,

lorsque ^j.r=:o. Ainsi, désignant de nouveau par at la valeur de x

que donne la relation ftx=z o, on aura

et, substituant les valeurs précédentes de Ftx, il viendra

En troisième lieu, puisque $,x est généralement comparable avec

fxx, si l'on fait

la fonction F2x sera encore, dans tous les cas, une quantité déter-

minée; et l'on pourra de nouveau procéder à son évaluation générale.

Ainsi, suivant le schéma (19)', on aura
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et, à cause de la troisième mesure fzx., la fonction Q^x devra, tou-

jours en vertu de la finalité qui régit cette déduction, être telle que.

®2x= o, lorsque f2x = o. Désignant donc par. a2 la valeur de .r qui

résulte de la relation <p2a:=;o, on aura

et, substituant les valeurs précédentes de F2x, il viendra

Évaluant de la même manière le rapport généralement déterminable

des quantités ®o.xet f2x, et désignant par 0,3la valeur de x qui résulte

de la relation P3x = o, on obtiendra

Et, procédant toujours de la même manière dans l'évaluation succes-

sive et générale des rapports

si l'on désigne généralement par a^ la valeur de x que donne la rela-

tion ip^—ro, on obtiendra visiblement, pour un indice quelconque

fx, la valeur générale ... (21)™

dans laquelle une quelconque A^ des quantités A0, „,, A2, etc. se

trouve déterminée au moyen des quantités précédentes A0, A1} A2,

• • • Ay^.i .

De plus, en observant que la déduction générale précédente est,
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quanfeà Sa nature, parfaitement la même que celle ci-rdessusqui, dans

nôtre Philosophie, des Mathématiques i, nous a conduits, à la forme

(Vjli) des séries ^ et qu'elle en diffère. seulement en ce qu'au lieu des

mesures algorithmiques particulières

on emploie les mesures générales (20) ou (2i)v, savoir,

on verra qu'il suffit d'échanger ces mesures algorithmiques dans la

forme générale (vm) des Séries, pour avoir immédiatement, dans le

cas général présent, la forme ... (2i)VI
1

dont la déduction se trouve ainsi donnée d'une manière rigoureuse,

c'est-à-dire, sans rien supposer d'avance de cette forme elle-même (*).

(*)On pourrait étendre, à ce casgénéral, le procédédont Lagranges'estserviau

commencementde sa Théoriedesfonctionsanalytiqueset dont nousavonsparléci-

dessusdansla notedelapage44>enassignantici immédiatementauxfonctions<b0x,

*,.Ï , *2a;,Osa:,etc. dont il s'agitdansnotre déductiontechnique, lesformesdéter-

minées f0x.P, fiX.Q, fiX.R, f3x.S, etc.Mais,cetteextensiondu procédé

de Lagrangene seraitqu'unepreuve de ce que, commeLagrange,on n'aurait rien

comprisau véritableesprit de cette déduction technique, c'est-à-dire,à la finalité

algorithmiqueimpliquéedanscettedéduction.En effet, donnantimmédiatementaux

fonctions*0x, <t>tx,Oax, etc., les déterminationsparticulièresf0x.P, ifiX.Q,

f%x.R, etc., les transformationstechniques successivesauxquellesconduit notre

déductionphilosophique, savoir, les transformationsencore entièrementindéter-

minées... (A)

setrouveraientdéterminéesimmédiatementet seraient ... (B)
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Et, par cette déduction technique qui établit la nécessité d'une pa-

reille évaluation de la fonction Fx, se trouveront en même tems dé-

terminés, dans l'expression générale (21)viylés coefficiens mêmes _„',

A1, A2, etc. de cette Série, c'est-à-dire qu'on aura . .-J (ai)™
1

etc., etc. ; !'• " '

Pour avoir, d'une manière indépendante, les valeurs définitives de

ces coefficiens, il faudrait substituer successivement, les unes dans

les autres, les valeurs précédentes (ai*)*
1" de Cescoefficiens. Mais, par

ce procédé, on ne parviendrait qu'aux expressions isolées ou particu-

lières des coefficiens AQ, Al} A2, etc. dont il s'agit, et non à I'EX-

PRESSÏONGÉNÉRALEmême de ces coefficiens; «etc'est précisément cette

expression générale qui est la LOIde la Série générale (ai)v" en ques-

tion, de sorte que cette loi resterait encore inconnue. Aussi, ne s'agit-

déterminationqui n'est évidemmentpossiblequ'en vertu dé la formemêmede la

Série (21)™
-.•'

commel'ont reconnuet avouéles Commissairesmêmesdel'Institut de France dans:

leur Rapport sur notre Réfutationde Lagrange-!(page91 de cette Réfutation);d&
sorteque, loin-dedonnerlà'déductiondé la formeprécédente (an^11-decetteSérie'

générale, commele fontlestransformationsindéterminées'(A.),Jes-déterminations(B)

supposeraientEXPLICITEMENTcetteferme«lie-mémé-,et ne seraientqu'une &ROS81ÈRF,

PÉTITIONDEPRINCIPE. • i''. !
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il dans la déduction_technique précédente que d?étàblir la nécessité

de cette forme générale ,(2i):v" des Séries: la loi elle-même de cette

Série (*)', qu'il reste ici à connaître, se trouvera ci-après déduite,

comme cas particulier, de la loi universelle (7), lorsque cette dernière

sera connue, ainsi que nous l'avons déjà annoncé plus haut.

Venons maintenant à des exemples de la déduction technique des

Fractions continues, qui, dans notre Philosophie des Mathématiques,

nous a conduits à la forme (ix) de ce second algorithme élémentaire.

—- Or, en examinant cette déduction, on s'aperçoit sur-le-champ

qu'elle ne diffère delà déduction technique des Séries, qu'en ce que,

dans l'évaluation successive des quantités ®<,x,<s>ix,Q^x, etc., au lieu

d'établir les rapports directs

comme pour la génération des Séries, on établit ici les rapports inverses

Ainsi, l'esprit philosophique de cette déduction technique des Frac-

tions continues est le même que celui de la déduction précédente des

(*) C'estcetteloi techniqueque, parmiune infinitéd'autres, nousavionsfait con-

naître à l'Institutde Francedéjà en 1810, et c'est de cette loi qu'il est proprement

questiondansle Moniteurdu i5 novembre1810que nousavonscitéplushaut. Nous

nousborneronsicià apprendreauxgéomètresque cetteloiestsusceptiblede diverses

formes, et que, parmi ces formes, cellequi donne les expressionsprovenant des

substitutionssuccessivesdes valeurs(21)VI",se trouve•tout-à-faitidentiqueavecla

forme.denotreLOIFONDAMENTALEdesSériesque nous av.onsprésentéedanslaRéfu-

tation de Lagrange;commeon peut s'en assurer facilementen déduisantcette loi

suivantl'instructionquenousvenonsde donner.Au reste, on trouvera, dans la suite

de cet ouvrage,toutescesdiversesformesde laloi en question, commecasparticu-

liersde notreloi suprême.



DE LA TECHNIE. 5}

Séries;, et elle n'en diffère que par le procédé algorithmique. Nous*

nous bornerons donc, pour avoir des exemples de cette déduction des

Fractions continues, à exposer les procédés algorithmiques qui la

composent.

Soit x la mesure algorithmique fx, et soit égal à zéro l'accroisse-

ment successif g de cette mesure. En vertu du schéma (u), nous aurons

et, en vertu de la finalité qu'implique cette déduction, la fonction

iï devra être telle que *„x= o, lorsque x = 6. Nous aurons donc

encore

en marquant toujours par le point la valeur zéro de la variable x. En

second lieu, établissant ici le rapport inverse

la fonction *,a; devra encore être telle qu'elle devienne zéro, lorsque

la variable x est zéro. Donc, on aura . ;

et, substituant les valeurs précédentes, il viendrait

mais, prenant les différentielles du numérateur et du dénominateur

de la dernière fraction, on obtiendra•,'

En troisième lieu, établissant le rapport inverse

i. 8
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la fonction *aa: devra être prise de manière que *»»==:o, lorsque

x = o. Donc, on aura

et, substituant les valeurs précédentes, il viendrait

mais, prenant les secondes différentielles du numérateur et du déno-

minateur de la dernière fraction, on obtiendra

et par conséquent

En troisième lieu, établissant de nouveau le rapport inverse

la fonction *3*' devra encore être telle que $3x= o, lorsque a?=_o.

Donc, on aura

et, substituant les valeurs précédentes, il viendrait
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mais, prenant les. troisièmes différentielles du numérateur et du, déno-

minateur de la dernière fraction, on obtiendra

et par conséquent

Et, procédant de la même manière dans l'évaluation générale des

rapports inverses suivans

on obtiendra visiblement la détermination des autres quantités A^f

A5, AQ, etc. qui, avec celles que nous venons de déterminer, donne-

ront, en vertu du schéma (ix), la Fraction continue ... (22)

Voici encore un exemple de cette déduction technique des Fractions

continues, en prenant toujours, pour la mesure algorithmique géné-

rale fx, la simple variable x, mais en laissant subsister dans sa géné-

ralité l'accroissement g de cette mesure, c'est-à-dire, en prenant, pour

les mesures algorithmiques successives, les quantités ... (22)'

Or, en vertu du schéma ;(n), on a d'abord
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et, la première mesure étant-#, il faut prendre la fonction a>0xde

manière que ®0x= o, lorsque x=.o. On aura donc, comme plus

haut,

x marquant la valeur zéro de la variable x. En second lieu, établissant

le rapport inverse

puisque la seconde mesure est (x 4- g), il faut que la fonction ®iX soit

telle que <i>iX= o, lorsque (x -+-g) =o. On aura donc

Mais, substituant les valeurs précédentes, on a

et par conséquent

A désignant la différence régressive, prise par rapport à l'accroisse-

ment g. Ainsi, lorsque x == o, il viendra

En troisième Heu, établissant le rapport inverse .

puisque la troisième mesure est {x + 2g), la fonction *2x doit être

telle que $=x= o, lorsque (^ +'2g)==o.- On aura donc ''•
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Mais, substituant les valeurs précédentesytonvaii
..>::-; 'itj,...to v-••*..

et par conséquent
• ;

Ainsi, lorsque x==o, nviendr'à

et par conséquent, en.substituant la valeur de A\, on obtiendra

En quatrième lieu,,établissant le rapport inverse ; , . . .. ...

puisque la quatrième mesure est (#4-3g), la fonction *3X devra être

telle que #33;=—o, lorsque (x 4- 3g)= 0. On aura donc

Maisy'substituant les valeurs'précédentes, ona
1 '' ' ,!: : ll 7 m'

et par conséquent
>: • ; »' <>'

'
;•
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Ainsi, lorsque x = o, ilvdendra f, ,. :- :,-jj.,? .:>•>!:iuusi-i. .y,;;!.'

et par conséquent, en substituant les valeurs de A^ et A a, on ob-

tiendra

Et, procédant de la même manière dans l'évaluation générale des

rapports inverses suivons

on obtiendra visiblement 4a détermination des autres quantités A^,

A5, AQ, etc. qui, avec celles que nous venons de déterminer, donne-

ront, en vertu de la formé^ix5), la. Fràetion continue'... '-(^W)"
: ;; ' ;

On voit encore ici facilement que si, au lieu de prendre,..pour la

mesure algorithmique fx, la simple variable a;, on prenait une fonc-

tion quelconque-dç'-cette variable, on obtiendrait toujours, suivant le

procédé de èette déduction technique, la détermination des dénomi-

nateurs successifs Aït Az, As, A^, etc. des Fraetions continues. Et,

c'est précisément en suivant ce procédé que, <»-.aprè.s, en employant

d'ailleurs la loi fondamentale des Séries dont les Fractions =c.ontjnu,es

sont/une transformation ^ nous découvrirons la loi générale des déno-

minateurs en question, pour une fonction quelconque fX servant de
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mesure algorithmique ; loi qui est évidemment la; LOI<FONDAMENTAL

des.Fractions.continues. i -.'.;.-'-.i-A J; i; :.'--''>>. - -'.'/n;. >>.

Il faut aussi; remarquer, dans cette déduction des Fractions canti-*

nues*,comme plus haut dans la déduction technique des Séries; qu'il

n'est pas ^nécessaire que, dans la suite' des fonctions ».. {aa)'''

servant successivement de mesures algorithmiques, selon.ce qui -.a,été

dit après la marque (iv), l'accroissement ,g s'applique exclusivement

à la variable x? Cet accroissement peut être appliqué
à toute autre

quantité * et, généralement,, qn peut; prendre^ pourries
inesures. algo-

rithmiques dans les Frappons, continues.^ lesquanti^s successives, que^

plus.haut sous:les marques,(?>0)i>,(3ï),lv.pu.(^f)-? nous avpns indiquées

pour les Séries. Mais,, comme U).nat;pr;e.i4g..çe$.te.^éd^c.tiQn/teçhniqu^!

générale, reste toujours la même,que .celle, .qui npusa conduits à la

forme (ix), il suffit évidemment, d'échanger les mesures simples ou

fondamentales (22)'", savoir,

dont nous nous sommes servis dans notre Philosophie.des, Mathé-

matiques, pour les mesures, composées,.pu générales. {£20) p.u|.(,2i)TP,

SaVOJLr,:. _;,.: ,,, _;|)

et l'on aura, Moyennant cette fprme fondamentale (ix):des Fjjaq^qns

continues, la forme générale.de ce;second algorithme, .-.technique, élç-,

mentaire, qui sera.,. (23) -....:-. , ;.. •-.;-.-ur-,\; ; ., -,-,, .,..>,.,
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Ont»conçoit facilement'que? la Jliaisonimmédiate- qui y pour la déducr-

tion technique conduisant à la nécessité des Fractions'continues,-: se

trouve •en-trje)dë'lcasffondàmén{ab(ix) et le casiigénéral; précédent; (ja3)
dercet algorithme lé^mentairej! se trouvé également pour la; déduction

théorique
'
que' nousïravbns^ donnée:; plus haut ,sous les ;marques- (ro)^

(il), .. .
(i4),,,pour,,;établirçla possibilité des Fractions cpntinues : il

suffit aussi d'y échanger les mesures algorithmiques fondamentales
£iV\ïn '•'"i' '-l'h!îof'>~-;-ijtF;>1-*if-.1fi^l.!:"f.<;:-.>-Ï;!-.',<Ï,'.'n '...:,;.;*>.<;./ /KW.•;-,; v •
(22)'" pour les mesures'algorithmiques générales (20) ou (2i)v.
imy^AO'/l•-.<[!.:>,-.:;Uliliiîff.'j.tj'--.i \ii-Mlfi,-.,•>,-iil", .''.::.!',-.- ;! •'./>••:jillIl laut remarquer,'de plus, que les dénominateurs sucôessirs „r,

A2, 'A3, Ah, etc.
1
dans là forme''fondamentale (ix) des Fractions éonti-

rîùès^ peuvent' cônièriîr Invariable
1
x; 'éi Cela moyennant qu'on laisse

subsister Cette variable dans qûéiijuès parfàés' dé la fonction'^ft'^ lors"

duJdéveloppement'de "cette
1
fonction Cu Fractions ContinuesV'éommë

pluy
1
Êfâùt dahslë!1'dëvelôppbmént' dés' foftctïbns en Séries.' Nous'èn

aVohs donné ûh exemple'da'ns'la Philosophie dës'Mathëmatiques,'sous
;-; 'i')i;;:ÎÏ•.''.'>']; .-'.nf -'•... . '.1J.fi1

'
•. ':> ', . ;..-.•>.hr/''/2v"\*• ii . ' .' '. >'

la marque (xxn) , en développant la fonction
1/jn) moyennant la

—
) . Mais alors, les Fractions continues ne présentent pas

un DÉVELOPPEMENTCOMPLETde la fonction Fx; et c'est précisément

pour obtenir ce développement Complet que, dans la déduction tech-'

nique'qui conduit à'la fornie'fondamentale (ix) de1cet algorithme,

nous supposons que les quantités A0, Ax, A2, A3, etc. dont il est

question, soient indépendantes delà variable x.

""Passons ;à;ides'-exemples de là déduction technique des Produites

continues, formant 1!lë troisième des quatre algorithmes techniques

élémentaires ; déduction qui nous a conduits'à la-formé (xill)ïde ce

troisième algorithme.
— Mais observons d'abord que, dans cette dé-

duction, nous partons du schéma (xn) de la génération de la fonction

Fx par graduation et spécialement par l'algorithme des facultés, sa-

voir, du schéma .. .(2/1)
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expression dans laquelle on peut considérer le facteur A comme dé-

pendant ou comme indépendant de la variable x, c'est-à-dire, comme

formant lui-même la mesure algorithmique de la fonction Fx, ou

comme ne formant pas cette mesure générale ; et que c'est en suivant

la première de ces considérations que nous arrivons à la forme (xilï)

de l'algorithme des Produites continues dont il s'agit.

Or, d'après cette observation, voulant évaluer généralement la

fonction Fx par le moyen dé l'algorithme en question, le facteur A

qui, dans le cas présent,^ est une fonction de*x, doit évidemment être

tel que la:Valeur de x qui donne A=o, donne aussi Fx^=o; car, ce

n'est qu'alors que le rapport.de la fonction Fx avec le facteur A cons-

tituant la mesure, peut généralement être déterminé, c'est-à-dire que

la fonction $x qui est l'expression de ce rapport, peut généralement

être une quantité déterminée; ce qui est indispensable pour la possi-

bilité de l'évaluation générale de la fonction Fx. De plus, la fonction

de x qui constitue le facteur A, quoique déterminée par la circons-

tance précédente, quant à sa valeur, reste cependant indéterminée

quant'à sa nature; et l'on peut, comme nous l'avons déjà remarqué

plus haut (dans la note de la page 3i), faire'dépendre cette fonction

d'une fonction quelconque arbitraire fx qu'on prend pour là mesure

algorithmique.
' - ' .

Soit donc, suivant le schéma précédent (2/1), la première transfor-

mation .:-.... ,!:!)-''•,:.-.;':',,
'

•-' '

constituant la première évaluation de la fonction Fx; et prenons, pour

la mesure algorithmique de cette évaluation, la simple variable x. Il

est évident que, pour satisfaire à la finalité dont la conception se

trouve impliquée dans cette: évaluation, la fonction fQx doit, suivant

l'observation générale précédente, avoir la forme (x —
a), la quantité

a donnant Fa^zo; car, alors la quantité <i>Qx,formant l'expression:

*• 9
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du rapport de la fonction Fx et de. sa première mesure, (#—-#),

savoir,- -. ;.;: ; '-. ,•;, •':. ,, :.

pourra généralement être déterminée. Maintenant, pour déterminer

effectivement cette quantité Oy.r, suivant le même algorithme (24),

faiSOnS,,
'

-|-.;,; ..> ;;.,-; .:,;.>';:• ';,...

et observons'que le facteués/i.ai, constituant ici la mesure dépendante

de la. mesure particulière x, que:iious avons adoptée, doit, en vertu

de la finalité mentionnée plus haut!, avoir la forme (x-*-b), la quan-

tité è donnait <b„bé=z®,c'est-ànditte, •:.";!'•' ;; ;

On aura donc

et-,ia quantité *i^ .pourra, teneore êu?e généralement; déterminée* ;En

tr<Pisièinielieu* pOur déterminer èfôeetiyemenit cette dernière quantité*

faisons de nouveau • . >..':. -r . ;', '.. ,>.; ;: .-.i--.»),
'

"

et observons que,; par lès raisons alléguées'-plus ï&auiy le. f&cteûr f2x

devra avoir la forme (x —c), la quantité c donnant $1c = o, c'fesfc-à*

dire,
' ' "

©naura donc
' ''

'
> :.'..'; -i.-..; .-.:> v. . -;> -

et la quantité) **#!pourra de nouveau Éêtre déterminée pour toutes les
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valeurs de x. Et, procédant toujours de cette manière dans l'évalua-

tion générale des quantités successives

on obtiendra visiblement, pour un indice quelconque fx, la valeur

...(25)

les quantités constantes yQ, yl} y2, y-i, etc. étant telles qu'on ait suc-

cessivement ... (25)'

etc., et généralement pour un indice quelconque p,

Or, dans cette évaluation successive des fonctions ®0x, ®ix, *a,r;

<i'3x,etc., il est clair, par la forme générale (25) de ces quantités,

qu'on épuise successivement l'influence de la variable x dans la fonc-

tion Fx; de sorte que, du moins idéalement, c'est-à-dire, à l'infini,

on doit nécessairement arriver à une quantité ou fonction <i'f/.xtelle

que l'influence de la variable x s'y trouve nulle ou du moins indéfi-

niment petite. Désignant donc par *„ cette dernière fonction où l'in-

fluence de la variable x est ou peut être considérée comme nulle, on

aura définitivement, par la formule (q5), l'expression ... (26)

dans laquelle la constante <J>Wpourra être déterminée par la relation

particulière qui résulte de cette expression générale dans le cas de

toute valeur déterminée de la variable x.
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C'est là (26), sur-tout lorsque a>est infini, l'évaluation de la fonc-

tion Fx par le moyen du troisième algorithme technique élémentaire,

que nous nommons Produites continues, dans le cas où l'on prend,

pour la mesure algorithmique, la simple variable x. — Et, l'on voit,

par cet exemple, qu'on obtiendrait de la même manière l'évaluation

de la fonction Fx, en prenant, pour la mesure algorithmique, une

fonction quelconque fx de cette variable, et en donnant, aux facteurs

successifs fax, fx, f2x, fsx, etc. qui composent la Produite conti-

nue, la forme dépendante de cette mesure; d'ailleurs, nous ferons

nous-mêmes, dans l'instant, quelque usage de cette généralité de la

mesure algorithmique.

Mais, ce qu'il faut remarquer essentiellement dans la déduction

technique précédente des Produites continues, c'est qu'elle se trouve

fondée entièrement sur la conception de la finalité, qui est impliquée

dans une pareille évaluation de la fonction Fx ; et nullement sur

quelques considérations spéculatives, comme plus haut où, pour dé-

duire la possibilité de cet algorithme, nous nous sommes fondés sur

le principe de la théorie des équivalences, sur l'identité téléologique

de la génération par sommation et de la génération par graduation.

Aussi, cette déduction technique, qui suppose déjà la possibilité d'une

telle évaluation algorithmique, n'établit-elle proprement que la néces-

sité de cette évaluation, par la nécessité même d'un pareil but algo-

rithmique; et c'est là son caractère distinctif, le même que nous avons

déjà reconnu dans la déduction technique des Séries et des Fractions

continues.

C'est ici le ïièù de prévenir qu'en comparant la déduction théorique

et la déduction technique de l'algorithme formant les Produites con-

tinues, déductions .dont nous venons de parler, nous avons reconnu la

propriété idéale des polynômes infinis (annoncée.ci-dessus dans la

note de la page 33), consistant en ce que ces polynômes peuvent
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avoir des facteurs ou des diviseurs exacts qu'on ne saurait découvrir

par la recherche des racines des équations formées en égalant à zéro

ces mêmes polynômes. En effet, comparant les polynômes successifs -

(i5)" auxquels conduit la déduction théorique des Produites conti-

nues, avec les formules (25)f de la détermination des valeurs yt, y2,

y3, etc., auxquelles conduit la déduction technique de cet algorithme,

on voit que ces valeurs jr,, y2, y$, etc., n'étant pas données simple-

ment par les équations F (yt) = o, F(y2) = o, F{ys)=o, etc.,

ne sauraient être découvertes généralement par la recherche des ra-

cines de l'équation qu'on formerait en égalant à zéro le polynôme

infini que donne le développement en série de la fonction Fx. — Il

en résulte, pour la génération des Produites continues, la considéra-

tion très importante que voici : toutes les fois que la fonction Fx qu'il

s'agit de développer en Produites continues, est de nature que l'équa-

tion Fx=^o donne, pour la quantité x, une infinité de valeurs diffé-

rentes, il suffit de prendre ces valeurs mêmes pour les quantités y0,

y1} y2, /3, etc. qui entrent dans les facteurs de la Produite continue;

mais, lorsque l'équation Fx = o ne donne qu'un nombre fini de va-

leurs pour la quantité x, il faut déterminer les quantités y0, yx, y2,

y~3,etc. en question, par les formules (25)' elles-mêmes, par lesquelles

elles se trouvent données généralement. C'est en négligeant cette con-

sidération que, dans la Philosophie des Mathématiques, nous avons

cru pouvoir étendre les développemens par graduation des fonctions

immanentes (xm4- 1) et (xm
—

1), qui se trouvent à la page 78, sous

les marques (dd) et (ee), au cas où l'exposant m serait fractionnaire

ou négatif; parce que, ces développemens par graduation ayant lieu

réellement pour le cas où l'exposant m est irrationnel ou transcen-

dant, et les développemens par sommation des fonctions (xm-\- 1) et

(xm
—

1) étant infinis dans le cas où l'exposant m est fractionnaire ou

négatif, nous avons cru, en nous fondant sur la continuité dans cette
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vénération algorithmique, que les polynômes infinis formant ces der-

niers développemens par sommation, étaient composés des seuls fac-

teurs que donnent respectivement les équations ... (26)'

comme le sont les polynômes- infinis qui forment les développemens

par sommation des fonctions (xm + 1) et (xm— 1) dans le cas où

l'exposant m est irrationnel ou transcendant. On voit maintenant que

cette continuité dans la génération algorithmique présente, n'a point

lieu (comme nous l'avons déjà annoncé dans la note citée plus haut);

parceque, dans le cas où les équations précédentes (26)' ne donnent

pas une infinité de valeurs différentes pour x, les développemens par

sommation des fonctions (xm + 1) et (x"l
—

\) contiennent, outre les

facteurs que donnent ces équations, les facteurs nouveaux que don-

nent généralement les formules (25)'.
— Mais, pour éclaircir mieux

et tout à la fois, d'une part, ce développement par graduation des

fonctions (xm 4- 1) et (xm
— 1), dans le cas où l'exposant m est une

quantité rationnelle, et, de l'autre part, l'exemple précédent de la

déduction technique des Produites continues, qui nous a conduits à

l'expression (26) de cet algorithme, nous allons appliquer cet exemple

au cas particulier où la fonction Fx dont il y est question, est la fonc-

tion immanente 0z"l+ 1) ou (xm— 1), et généralement (xm 4- (— O"),

l'exposant n étant un nombre entier.

D'abord, lorsque m est un nombre entier et positif, l'équation

donnera pour x les m valeurs comprises sous la formule périodique

et correspondantes aux différentes valeurs de n, paires ou impaires;
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la lettre TTdésignant le nombre philosophique de la théorie des sinus

et cosinus. Et, dans ce cas, si l'on désigne ces m valeurs par

on voit qu'elles satisferont aux formules (25)', et que, pour a = m—1,

la constante *w de l'expression (26) sera égale à l'unité, c'est-à-dire

que

de sorte que les développemens par graduation de la fonction

(xm 4- (— 1)") seront"... (27)'

lorsque n est un nombre pair, et ... (27)"

lorsque n est un nombre impair (*). — Mais, dans ce premier cas,

où l'exposant m est un nombre entier et positif et où les développe-

(*)Dansl'étatoù setrou-ventlesformules(dd)et (ee)delaPhilosophiedesMathé-

matiques,page78, eny négligeantla considérationdu facteurconstant*a de l'ex-

pression(26)de cet ouvrage-ci,ellesne s'étendentpas au-delà du cas particulier
desformulesprécédentes(27)'et (27)".
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mens par graduation de la fonction (xm + (— i)n) sont toujours finis,

ces développemens appartiennent proprement à la théorie des équi-

valences, et non à l'algorithme technique des Produites continues.

En second lieu, lorsque m est un nombre entier mais négatif,

l'équation ... (28)

donnera encore pour x les m valeurs comprises sous la formule pé-

riodique

et correspondantes aux différentes valeurs de n, paires ou impaires.

Et, si l'on désigne ces m valeurs de x par

on verra encore qu'elles satisferont aux formules (25)'. Mais alors, la

fonction suivante *m_x(x) n'est pas une quantité constante; car, on a

et par conséquent, en vertu de là formule (25), on aura

Ainsi, la génération par graduation de la fonction (x~m 4- (—i)") ne

se trouve pas épuisée par les m valeurs y0, yt, yz, y3, ... ym_t ; et

il faut chercher encore d'autres valeurs ym, ym+l, ym+2, ym+3, etc.

par le moyen des formules générales (25)', ou, ce qui est la même

chose, par le moyen des relations ... (25)"

Or, la première de ces relations est
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et elle donne pour r,„ une valeur infinie sous la forme générale

valeur que nous marquerons par co0• Et, puisqu'on a généralement

la seconde des relations (25)" sera

et elle donnera encore pour ym+l une valeur infinie, toujours sous la

forme générale

valeur que nous distinguerons par 001. Par la même raison, la troi-

sième des relations (25)" est

et elle donnera de nouveau pour ym+2 une valeur infinie sous la

forme générale

valeur que nous distinguerons par oo2. Et, l'on voit facilement que les

relations suivantes (25)" donneront toutes, pour les quantités ym+3,

JW4? Jm+5? etc., des valeurs infinies sous la même forme générale

valeurs que nous marquerons par co3, 00^, c©3,etc. — En réunissant

maintenant, d'une part, les m valeurs y0, yY, y2, ... ym_I que donne

l'équation (28), et, de l'autre part, le nombre infini des valeurs infi-

nies différentes ym, ym+i>'ym+2>Jm+3>etc. que donnent les relations

1. 10
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(25)", on aura, en vertu de la formule (26), le développement par

graduation ... (28)'

dont le facteur constant *w pourra être déterminé en donnant à la

variable x une valeur quelconque k; de sorte que l'on aura définiti-

vement ...(28)"

ou bien ... (28)'"

Donc, lorsque n est un nombre pair, il viendra ... (28)''

les m valeurs y0, yl} y2, ... ym_, étant données par la formule

et, lorsque n est un nombre impair, il viendra ... (28V
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les m valeurs y0, yx, y%, ... ym—xétant ici données par la formule

Quant aux valeurs infinies co0, c©,, co2, co3,etc., nous avons déjà vu

qu'elles sont comprises généralement sous la forme

et, pour les rendre différentes, il faut prendre, d'une part, à la place

de co, tous les nombres infinis différens co, 200, 3 co, 4e05 etc.

jusqu'à coco, et, de l'autre part, pour chacun de ces nombres infinis,

à la place de a, tous les nombres finis différens, depuis a =0 jusqu'à

a = 7T. De cette manière, le nombre total des valeurs infinies diffé-

rentes co0, ce,, co2, 003,etc. sera un infini du second ordre, c'est-à-

dire , co2; et tel sera aussi le nombre de facteurs des Produites conti-

nues (28)lv et (28)v.

En troisième et dernier lieu, lorsque, dans la fonction immanente

(x'n 4- (—1)") dont il s'agit, l'exposant m est un nombre fraction-

naire —, l'équation ... (29)

donnera pour x les r valeurs comprises sous la formule périodique

et correspondantes aux différentes valeurs de n, paires ou impaires.

Et, si l'on désigne encore par y0, yl} y2, ... yr_x ces r valeurs, on

verra qu'elles satisfont aux r premières formules (25)'. Mais, la fonc-

tion suivante *,-_, (x) ne sera pas non plus une quantité constante ;

car, on a ici
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et par conséquent, en vertu de la formule (25), on aura

r

Ainsi, la génération par graduation de la fonction (xs 4- (—i)") ne

se trouvera pas épuisée par les r valeurs y0, yt, y2, ... X-—i'>et il

faudra de nouveau, comme dans le cas précédent, chercher encore

d'autres valeurs y,., yr+l, yr+2, y,-+3>etc. par le moyen des formules

générales (a5)', ou, ce qui est la même chose, par le moyen des

relations

t>r-,(y,) — o, $,(y,+i) — o, *,+, (y,+i)
—

o, etc.

Or, procédant ici comme dans le cas précédent où nous sommes

partis des relations pareilles (25)", on trouvera, pour les valeurs en

question y,., y,+i, y,+z> etc. la même suite des quantités infinies que

nous y avons désignées par co„, co,, a>2, co3, etc. ; et par conséquent,

réunissant ces diverses valeurs, on aura, en vertu de la formule (26),

pour le développement par graduation dont il s'agit, l'expression

... (29y

dont le facteur constant *u pourra être déterminé en donnant à la

variable x une valeur quelconque A. Et, avec cette détermination,

on aura définitivement ... (29)"
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ou bien ... (29)'"

Un cas remarquable du développement précédent est celui où, l'ex-

posant n étant un nombre impair, on a — = —. Dans ce cas, il

viendra

L désignant le logarithme naturel; et par conséquent, en vertu de

l'expression (29)", on aura ... (3o)

ou bien ... (3o)f

en prenant, pour le nombre k, la base des logarithmes naturels, que

nous désignons par e. — C'est,ce dernier développement par gradua-

tion de la fonction transcendante Lx, qu'il faut substituer à la place

de celui qui, sous la marque (ff), se trouve dans notre Philosophie

des Mathématiques (page 79), et qui, ayant été fondé sur l'extension

que nous y avons cru pouvoir donner aux développemens (dd) et (ee)

des fonctions (xm 4- 1) et (xm
—

1), se trouve fautif, parceque,

comme nous l'avons déjà remarqué plus haut, cette extension n'a pas

lieu.

Les développemens précédens (28)", (29)" et (3o)' de la fonction

immanente (xm 4- (—i)n) ne présenteront peut-être jamais aucune
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utilité dans l'application de la science, mais ils sont importans pour la

science elle-même, et sur-tout pour sa philosophie qu'ils servent à

compléter sous l'aspect dont il s'agit ici. Ce sont, en effet, ces déve-

loppemens par graduation qui donnent l'équivalence qui doit avoir

lieu pour les développemens par sommation de la même fonction,

savoir, pour les développemens ... (3i)

dont les coefficiens respectifs sont à la vérité des quantités infinies ;

mais, comme tels, ces coefficiens n'empêchent pas que les dévelop-

pemens précédens (3i) n'aient au moins une possibilité idéale, comme

nous le verrons mieux dans la suite de cet ouvrage.

Nous terminerons ces éclaircissemens de la déduction technique

des Produites continues, en exposant, pour exemple de cette déduc-

tion, le cas où les facteurs de la Produite dépendent d'une mesure

algorithmique arbitraire fx ; comme nous l'avons promis plus haut.

Mais, pour plus de brièveté et de détermination, nous allons prendre

cet exemple immédiatement sur les fonctions périodiques sin. x et

cos. x ; en nous bornant d'ailleurs aux procédés algorithmiques cons-

tituant la déduction technique dont il est question, et en négligeant

les détails relatifs à l'esprit philosophique de cette déduction, esprit

que nous avons déjà reconnu et fixé plus haut dans l'exemple qui nous

a conduits à l'expression (26).
•—Or, les équations .,. (32)

donnent respectivement pour x les valeurs
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7T désignant toujours le nombre philosophique de la théorie des sinus

et cosinus, et m étant un nombre entier quelconque. Ainsi, le nombre

de ces valeurs étant infini, ces valeurs, suivant l'observation fonda-

mentale que nous avons faite plus haut, suffiront pour la formation

des facteurs des Produites continues respectives. Et, si l'on désigne ici

respectivement par y'a, y\, y\., y'd, etc. et yQ, y[, y2, yi, etc. les

quantités que, clans les exemples précédens, nous avons désignées

simplement par y0, yl} n, J"3, etc., on aura généralement ... (32)'

en observant que les indices /u, peuvent ici être des nombres entiers

quelconques, positifs, négatifs ou zéro. De cette manière, les facteurs

généraux respectifs pour le développement en Produites continues des

fonctions sin. x et cos. x, seront ... (32)"

et, procédant comme dans l'exemple gênerai qui nous a conduits â

l'expression (26), nous obtiendrons les développemens ... (32)'"

les facteurs *L et *» étant des quantités constantes qu'on pourra dé-

terminer moyennant une valeur quelconque k de la variable x. Et,

avec cette détermination, on aura ... (32)™



k étant une quantité arbitraire. — Si l'on fait k —
o, et que l'on

marque cette valeur par %, on aura, pour la seconde de ces deux

Produites continues, cos. »= i ; et, pour la première de ces Produites,

il viendrait '——= —; mais, prenant la différentielle relative-
fx.—<p(o) o ' ' r

ment à % du numérateur et du dénominateur de cette fraction, on aura

Ainsi, avec cette valeur de k, les expressions (32)xvdonneront défini-

tivement ... (32)v
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Par exemple, si la fonction arbitraire fx formant la mesure algorith-

mique, était L(i + ax), où L dénote toujours le logarithme naturel,

les deux expressions précédentes'(3a)v donneraient les Produites con-

tinues ... (32)VI

dans lesquelles a serait une quantité arbitraire. — Sous cette forme,

les facteurs composant ces Produites, contiendraient des quantités

idéales ( imaginaires ), tant que et serait une quantité finie. Mais ,

si l'on prend pour a une quantité indéfiniment petite, c'est-à-dire,

si l'on fait et= —, et si l'on observe qu'on a généralement

les expressions générales (32)vtdonneront, pour ce cas, les Produites

continues particulières ... (32)™

1. it



qui ne contiendront plus que des quantités réelles, et qui sont pré-

cisément les premières Produites continues découvertes par Jean

Bernoulli.

En terminant ici ces éclaircissemens de la déduction technique des

Produites continues, nous devons remarquer, comme nous l'avons'

fait pour la déduction technique des Séries et des Fractions coiiii-

nues, que cette déduction des Produites, dont nous venons de nré-

senter des exemples, ne fait proprement qu'établir la nécessité d'une

telle évaluation de la fonction Fx, c'est-à-dire qu'elle ne donne pro-

prement que la CONCEPTIONGÉNÉRALEde ce troisième algorithme

technique élémentaire. Pour arriver à la détermination même des

facteurs composant ces Produites continues, il faut ici connaître d'a-

vance les valeurs de x qui satisfont à l'équation Fx=:o; connaissance

qui est en quelque sorte étrangère à l'algorithme technique dont il

s'agit. Il reste donc à découvrir la génération de ces facteurs , indé-

pendamment de cette connaissance préliminaire des racines de l'é-

quation Fx = o; et c'est cette découverte qui, dans la suite de cet

ouvrage, nous conduira à ce qui constitue la LOI FONDAMENTALEde

l'algorithme technique élémentaire dont nous venons de reconnaître

la nécessité.

Procédons maintenant et en dernier lieu à quelques exemples de

la déduction technique des Facultés strictement dites, formant le

quatrième et dernier algorithme technique élémentaire ; déduction

qui, dans notre Philosophie des Mathématiques, nous a conduits à

la forme générale (xiv) de cet algorithme.

Mais observons d'abord, comme plus haut, que, dans cette dé-
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duction, ainsi que dans la déduction technique des Produites conti-

nues , nous partons du schéma (xil) de la génération par graduation

de la fonction Fx, et spécialement de sa génération par l'algorithme

des facultés; et remarquons de nouveau, comme nous l'avons fait

en reproduisant ce schéma sous la marque (24) , savoir,

que le facteur A peut être considéré comme dépendant ou comme

indépendant de la variable x , c'est-à-dire , comme formant lui-

même la mesure algorithmique ou comme ne formant pas cette

mesure générale. Observons de plus que, suivant la première de ces

considérations, si l'on constitue le facteur A mesure générale de la

fonction Fx, on arrive à la forme (xm) de l'algorithme des Pro-

duites continues, ainsi que nous l'avons déjà dit plus haut; et que

c'est suivant la dernière de ces deux considérations, c'est-à-dire, en

laissant le facteur A indépendant de la mesure de la fonction Fx ,

que nous sommes arrivés à la forme (xiv) de l'algorithme des Facultés

strictement dites, dont il est question.

Or , laissant ainsi, dans la première transformation ou évaluation

de la fonction Fx, et par conséquent dans les transformations ou

évaluations suivantes

des fonctions subséquentes Q>0x,<&Lx,<\>,.x,<>3x,etc., laissant ainsi,

disons-nous, les facteurs A0, Al} A2, A3, etc. indépcnçlans de la

mesure générale de ces fonctions, c'est-à-dire, indépendans de la

variable x, l'évaluation générale de la fonction Fx ne saurait évi-

demment être opérée qu'en faisant entrer cette mesure générale dans

le nombre même de ces facteurs, c'est-à-dire, dans l'exposant de la
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faculté; car, dans ce cas, ce n'est que de cette manière que la valeur

de la fonction Fx peut être déterminée généralement. Et, fixant

un tel mode de l'évaluation de la fonction Fx, surtout par le choix

arbitraire d'une mesure algorithmique quelconque fx, il est égale-

ment évident que, pour atteindre à ce but, il suffit de déterminer

convenablement la loi que doivent suivre les facteurs AQ, „ A2

A3, etc. ; et. c'est là la finalité dont la conception établit la nécessité

de cette évaluation de la fonction Fx, par la nécessité même d'un

pareil but algorithmique. — On voit ainsi que cette déduction tech-

nique de l'algorithme élémentaire formant les Facultés strictement

dites, diffère essentiellement de la déduction théorique de cet algo-

rithme, que nous avons donnée plus haut, sous la marque (18),

pour reconnaître la possibilité d'une telle évaluation de la fonction

Fx : dans la déduction technique , il. n'entre que la conception de la

FINALITÉque nous venons d'alléguer; et dans la déduction théorique,

nous avons eu besoin du principe SPÉCULATIFde la théorie des équi-

valences, c'est-à-dire, de l'identité téléologique de la génération par

sommation et de la génération par graduation. C'est aussi là ( dans

cette finalité ) le caractère distinctif de cette déduction technique des

Facultés strictement dites, le même que nous avons reconnu plus

haut dans la déduction technique des Séries, des Fractions continues

et, des Produites continues. —
Mais, voici proprement un exemple

de l'évaluation algorithmique dont il s'agit, en prenant la simple va-

riable x pour la mesure algorithmique fx.

Suivant la forme générale (xiv) de ce quatrième algorithme tech-

nique élémentaire, savoir,

nous aurons, dans le cas particulier présent, l'expression ... (33)
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et, suivant la déduction technique de cet algorithme, il suffit, comme

nous venons de le reconnaître, de déterminer la nature de la fonc-

tion -i-z, car cette détermination, donnant les fonctions

sera évidemment la détermination de la loi qui régit les facteurs

que nous venons d'examiner pour reconnaître le vrai caractère de

cette déduction. Or, en nous fondant sur la conception de finalité

qui, d'après ce caractère, motive la détermination de la loi en ques-

tion , c'est-à-dire, en ne considérant ici rien autre que les MOYENSal-

gorithmiques propres pour arriver au BUTque nous nous proposons,

on trouve facilement que l'évaluation précédente (33) peut être opérée

généralement sous la forme ... (33)'

en marquant par z que cette variable auxiliaire doit recevoir la va-

leur zéro ; c'est-à-dire, on trouvera facilement que la fonction -ïz

constituant la loi en question, doit ici être -— . En effet, il est

facile de reconnaître que, sous la forme (33)', cette évaluation a

lieu identiquement pour tous les nombres entiers x, positifs et né-

gatifs, et par conséquent réellement pour tous les nombres x quel-

conques. Car, lorsque x est un nombre entier positif, il suffit de

faire successivement

et l'on aura immédiatement



et, lorsque x est un nombre entier négatif, on a ( Rêfut. de La-

grange, formule (60) )

et par conséquent

F(-x) = F(o).(
F^-T)

YliW
\F(z—x+-L)J

>

de sorte que, faisant encore successivement

on aura

Ainsi, l'évaluation générale de la fonction Fx, opérée par le moyen
de l'algorithme technique des Facultés strictement dites, en prenant

pour la mesure algorithmique fx la simple variable x, aura lieu

réellement sous la forme précédente (33)' , savoir,
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et, suivant là nature des facultés en général, cette évaluation qui,

sous cette forme, devient identique lorsque x est un nombre entier,

reçoit cependant une signification déterminée et tout-à-fait diffé-

rente de celle de la fonction Fx elle-même, lorsque x est un nombre

fractionnaire, irrationnel, transcendant et idéal (imaginaire). Bien

plus, en développant la Faculté présente par le moyen de notre loi

fondamentale des facultés algorithmiques en général, on obtiendra ,

pour la fonction Fx, des développemens que n'aurait pu donner

aucun des trois autres algorithmes techniques élémentaires. —
Voici,

par exemple, ce développement pour le cas où la fonction Fx serait

le binôme (a + x)", les quantités a et n étant des nombres quelcon-

ques ; mais, pour ne pas trop nous étendre ici, nous supposerons que

le lecteur, ayant sous les yeux la première Note de la Réfutation de

Lagrange où se trouve la loi fondamentale des facultés , suppléera

aux détails de cette exposition.

En admettant que Fx = (a 4- x)", l'expression (33)' donnera ...

(33)"

Mais, pour rapprocher la notation présente de celle sous laquelle se

trouve donnée la loi fondamentale des facultés , changeons , dans

l'expression précédente (33)", x en m et z en x ; et nous aurons .. .

(33)'"

en marquant toujours par x que la variable auxiliaire x doit rece-

voir la valeur zéro. Or, c'est la Faculté
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qu'il faut développer par la loi (65) de la Réfutation de Lagrange.

Pour cela, suivant la notation que nous y avons employée, on a

et prenant la dérivée différentielle du logarithme naturel de la fonc-

tion fx, que nous désignons par L, on aura

en faisant «4-1 = 6. Ainsi, cette dérivée différentielle est un pro-

duit de deux facteurs variables; de sorte qu'en y appliquant notre loi

fondamentale de la théorie des différences et spécialement de la

théorie des différentielles (Philos, des Mathém. (I) , page 44 ) >pour

avoir la dérivée différentielle de l'ordre général /u, on obtiendra im-

médiatement . . . (33)IV

Mais, k étant une quantité constante, on a
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Donc, lorsque # = o , on aura

Substituant cette valeur dans l'expression précédente (33)IVde la dé-

rivée différentielle f
j, après y avoir fait ar=_o, on obtiendra

définitivement

et par conséquent, on aura ... (33)v

Si l'on prend donc, d'une part, les quantités M(m)iy M(m)2,

M(ni)3, etc., données par les formules (62) de la Réfutation de La-

grange, et, de l'autre part, les valeurs précédentes (33)v des dérivées

différentielles du logarithme delà fonction fx , et si, avec ces quan-

tités, on forme , par le moyen des formules (64) du même ouvrage,

les quantités 2V0, iV,, 2V2,2V3, etc., on aura, par la loi (65), le

développement demandé de la Faculté dont il s'agit; et ce dévelop-

pement pourra facilement être amené aux résultats définitifs suivans.

—
D'abord, avec l'indice fx, formez la quantité générale ... (34)
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et ensuite, avec les quantités susdites Mirn)^, M(m)2, M(m)3, etc.

et les quantités précédentes (34), savoir, Pt, J?a, P3, P^, etc., forme?

les quantités auxiliaires ... (34)'

Ainsi, en vertu de l'expression technique (33)'", le développement

de la fonction proposée (a-\-m)'L, où m est considérée comme étant

la variable, sera ... (35)

Ce n'est, à la vérité, qu'un développement incomplet de la fonction

(a 4- m)'1, parce que les coefficiens Q0, <?i, Ç2, Q3, etc., contien-

nent les quantités « et m; mais, sous cette forme, ce développement
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présente, pour les puissances du binôme, une série tout-à-fait nou-

velle qui, sous certaines conditions, est plus convergente que ne l'est

celle formant le binôme de Newton.

Il est donc clair que, par le moyen du quatrième algorithme tech-

nique élémentaire, c'est-à-dire, des Facultés strictement dites, on

peut arriver à des évaluations toutes particulières d'une fonction Fx .

On voit même ici, comme dans la déduction précédente des trois

autres algorithmes techniques élémentaires, que si, au lieu de

prendre pour la mesure algorithmique la simple variable x, on

prend pour cette mesure toute autre fonction fx de lia variable x ,

on parviendra toujours r suivant ce dernier procédé technique , à la

transformation de la fonction proposée Fx en-une Faculté ayant pour

exposant cette mesure arbitraire; et c'est précisément parle moyen

de ce procédé que, dans la suite de cette Philosophie
1de la Technie ,

nous parviendrons à la LOï FONDAMENTALE:elle-même de ce dernier

algorithme technique élémentaire.

Nous voilà ainsi am terme que nous'nous so-mmes proposé-, celui

d'éclaireir par des exemples la déduction purement technique qui,

dams notre Philosophie des Mathématiques, nous a conduits aux

formes générales (vin) , (lx) , (xm) et (xrv) des quatre algorithmes

techniques élémentaires , et qui, suivant ee que- nous avons déjà

observé auparavant, pouvait seule établir la nécessité de' ces algo-

rithmes, par la nécessité de la finalité algorithmique dont la con-

ception se trouve impliquée dans cette déduction. — Nous avons

donc actuellement et dans toute leur clarté, dfune part, la déduc-

tion théorique des quatre algorithmes techniques élémentaires , qui

nous a fait reconnaître leur possibilité'; et, de l'autre part, la déduc*

tion technique de .ces algorithmes, qui établit leur nécessité.

Mais, ee ne sont encore là queles algorithmes élémentaires PRIMI-

TIFS; et nous avons reconnu, dans*la Philosophie des Mathématiques,.
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qu'il existe encore, dans la Technie de l'Algorithmie, un algorithme
élémentaire DÉRIVÉ,formant <ce qu'on appelle Méthodes d'interpo-
lation. —Il nous reste donc, pour compléter la déduction de la partie
élémentaire de la Technie de'l'Algorithmie, et, par conséquent, de

cette Technie tout entière, car, à certains égards, nous avons déjà

donné la déduction complètetde sa partie systématique constituant la

loi universelle (xxxn) qui est reproduite dans l'ouvrage présent sous

la marque (7), il nous reste, disons - nous , à compléter la déduc-

tion des Méthodes d'interpolation; et c'est ce que nous allons faire.

Il existe trois critériums formels ou logiques de la vérité ; ce sont :

i°. le principe de contradiction et d'identité ( priiicipium contradic-

tioniset identitatis) , 20. le principe d'exclusion (priiicipium exclusi

mediiinter duo contradictorid),, et 3°. le principe, de raison, suffi-

sante (priiicipium rationis sufjicientis). Le premier de Ces critériums

sert à constater la possibilité logique d'une connaissance ; et il fonde

la formation des jugemens qu'on nomme PROBLÉMATIQUES.Le second

sert à constater la nécessité logique d'une connaissance, c'est-à-dire,

la nécessité de penser d'une certaine manière, et non de la manière

opposée; et il fonde la formation des jugemens nommés APODIG-

TIQUÉS.Le troisième de ces critériums sert enfin à constater l'effec-

tivilé logique d'une connaissance ; et il fonde la formation des juge-

mens qu'on nomme aujourd'hui ASSERTORIQUES.—Mais, -,quittons la

considération des deux premiers de ces critériums', que nous n'avons

reproduits ici que pour compléter la totalité de cet aspect de la vérité;

et attachons-nous au seul critérium constituant le principe de raison

suffisante. .],-.- . , ,

Ce principe de raison suffisante a deux modes : l'un indirect (modus

tollens ) où, par la fausseté de la conséquence d'une connaissance, on

conclut à la fausseté de cette connnaissance ; l'autre direct .(modus

ponens) où, par la vérité de la<totalité absolue des conséquences
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d'une connaissance, on conclut à la vérité de cette connaissance. Le

premier de ces modes est le procédé apogogique connu dans les Ma-

thématiques sous le nom de réduction à l'absurde ; et son impor-

tance, surtout dans les questions qui impliquent l'infini, a été sentie

des géomètres , dès la plus haute antiquité. Le second de ces modes,

dont l'importance en Philosophie n'est pas bien étendue, à cause de

la difficulté de constater la totalité absolue des conséquences d'une

connaissance philosophique, trouve encore un vaste champ dans les

Mathématiques où n'existe plus la même difficulté ; et c'est précisé-

ment sur ce mode direct du principe de raison suffisante que sont

fondées les Méthodes d'interpolation, ainsi que nous allons le voir.

Il faut d'abord reconnaître comment, dans les Mathématiques et

spécialement dans l'Algorithmie dont il s'agit ici, on peut constater

la totalité absolue des conséquences*d'une connaissance, c'est-à-dire,

des conséquences d'une fonction algorithmique, et en quoi consiste

proprement cette totalité absolue des conséquences. — Or, pour

peu qu'on.examine, sous cet aspect, une fonction quelconque Fx ,

on voit immédiatement que toutes les conséquences possibles de cette

fonction, sont les différentes valeurs de la fonction Fx , correspon-

dantes aux différentes valeurs de la variable x . Ainsi, la question

se trouve réduite à reconnaître comment on peut constater la totalité

des valeurs possibles d'une fonction , et quelle est l'expression algo-

rithmique de cette totalité absolue de valeurs, différente de l'expres-

sion de la fonction elle-même.

La question ainsi réduite n'a plus aucune difficulté : on voit, sur-

le-champ , que la totalité des valeurs possibles de la fonction Fx,

peut être constatée par la connaissance de tous les accroissemens pos-

sibles que peuvent recevoir ces valeurs; et, par conséquent, que l'ex-

pression algorithmique de cette totalité absolue de valeurs, consiste

dans les différentielles de tous les ordres de la fonction Fx dont il
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s'agit.
— Ce serait là une nouvelle preuve, s'il en était besoin encore,

de la haute importance dont est, pour la science, la considération

des DIFFÉRENTIELLES,et, par contre-coup, du peu de tact (pour ne

pas dire de génie) de ceux des géomètres modernes qui ont cherché

à les élaguer de la science ; mais, laissons là ces misères de l'huma-

nité, et poursuivons notre objet.
—

Désignant par i; une valeur quel-

conque mais déterminée de la variable x , et supposant

il n'y a pas de doute, suivant ce que nous venons de dire, que la

suite infinie dès quantités ... (36)

ne soit la véritable expression de la totalité des valeurs possibles de

la fonction Fx, et, par conséquent, de la totalité absolue des

conséquences de cette fonction. Cette vérité résulte immédiatement

de la connaissance de la nature des différentielles considérées dans

leurs différens ordres; mais, pour ne rien laisser à désirer, ou plutôt,

pour mettre à évidence ce résultat, nous allons déduire la vérité dont

il s'agit, du théorème (5) que nous avons reconnu en ne suivant

que des principes rigoureusement théoriques.
— Pour cela, si, dans

ce théorème (5), on donne à la variable x la valeur déterminée x ,

et qu'on y substitue les quantités précédentes S0, E,/, S2, S3, etc.,

on aura . .. (36)f

et, prenant les différentielles successives par rapport à la quantité i

•considérée comme variable, on en tirera . . . (36)"
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Or, quelle que soit la fonction Fx, pourvu que les quantités don-

nées S0, Sj, -Ba, E3, etc. soient des quantités finies, et elles ne sau-

raient ici être données autrement, on pourra toujours prendre pour

i une quantité assez petite pour que toutes les séries que forment

les expressions précédentes (36)' et (36)", soient convergentes. Donc,

en désignant par v la plus grande quantité possible qui, prise pour

i, rend convergentes toutes ces séries, l'expression (36)' servira à

déterminer, par le moyen des quantités en question S0, S,, s2, s3, etc.,

toutes les valeurs possibles de la fonction Fx, comprises entre les va-

leurs F(x'—r') et F(x+ i ) ; et, de plus, les expressions (36)"

serviront à déterminer, par le moyen des mêmes quantités (36), les

valeurs des dérivées différentielles

Si l'on désigne maintenant par x les valeurs extrêmes (x
—

i^)

ou (a?4- i) entre les limites desquelles on connaît déjà les valeurs

de la fonction Fx, et si l'on fait de nouveau
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les quantités s<°, E*0, Ea°, E3°, etc. se trouveront données; et, sui-

vant le procédé que nous venons d'employer, on pourra déterminer

toutes les valeurs de la fonction Fx entre les limites plus éloignées

F(x—i™) et F(x^-i^), c'est-à-dire, F(x
— iM —

*(2)) et

F(x-\- i
'

4- i'^ ), en dénotant ici par i{2) la quantité correspon-
dante à celle que, dans le premier procédé, nous avons désignée

par i
'

. On voit ainsi que, suivant toujours, le même procédé , on

parviendra successivement à la détermination de toutes les valeurs

possibles de la fonction Fx, comprises entre des limites aussi éloi-

gnées qu'on voudra (*) ; et, par conséquent, que toutes les valeurs

possibles de la fonction Fx, comprises entre les limites infinies de

x = —c», et de x = -+-c©, se trouveront dé terminées'par les quan-

tités (36), savoir, E0, S,, £2, E3, etc., formant les valeurs des diffé-

rentielles de tous les ordres de cette fonction. — Cette détermination

aura même lieu pour toutes les valeurs idéales (imaginaires) de la

variable x ; car, prenant, à la place des quantités susdites i ,

i , etc., des quantités ayant la forme

on obtiendra également la détermination des valeurs correspon-

dantes de la fonction Fx .

Il est donc vrai que la suite (36) des quantités E0, Et, S2, E3, etc.,

formant les valeurs des dérivées différentielles de tous les ordres d'une

fonction quelconque Fx, suffit pour la détermination de toutes les

valeurs possibles de cette fonction; et, par conséquent, il est vrai que

cette suite (36) constitue l'expression algorithmique de la totalité ab-

solue des valeurs de la fonction Fx, ou, ce qui est la même chose,

(*) C'esteffectivementce procédéqui sert de principeh la méthoded'exhaustion

algorithmiqueque nous ayonsprésentéedansla Philosophiede l'Infini.
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de la totalité absolue des conséquences possibles de cette fonction.

Ainsi, en vertu du principe de raison suffisante dont il s'agit, et spé-

cialement en vertu du mode direct de ce principe, les quantités E0>si ?

S2, 23, etc. seraient les critériums suffisans de la fonction Fx; et une

fonction de x qui, sous la forme théorique ou sous la forme technique

de sa génération, donnerait ces mêmes valeurs pour ses dérivées diffé-

rentielles de tous les ordres, serait effectivement la fonction demandée.

— C'est aussi sur ce principe que nous nous sommes fondés en posant

ci-dessus, à la marque (8) , les équations formant les conditions de la

possibilité de la loi universelle (7); car, en faisant entrer, dans ces

équations, les valeurs des dérivées différentielles de tous les ordres,

d'une part, pour la fonction Fx qu'il s'agissait de développer, et,

de l'autre part, pour les fonctions ÏÏ0, n,, n2, %, etc., par le moyen

desquelles ce développement devait être opéré, nous parvenons par là

même , en vertu du principe précédent, à rendre les quantités A0,

jii, A2, A3, etc., que donnent les équations (8) et qui sont les coef-

ficiens du développement (7), à les rendre, disons-nous, dépen-

dantes des mêmes fonctions Fx et si0, »t, n2, etc., prises dans

toute leur généralité.

Il résulte de ce que nous venons de dire que, si l'on avait une suite

de quantités finies E0, S,, E2, E3j etc., considérées comme étant les

valeurs des dérivées différentielles de tous les ordres d'une fonction

inconnue Fx, et, s'il existait d'ailleurs des procédés pour avoir, sous

des formes particulières, la génération d'une fonction connue, par le

moyen précisément des valeurs de ses dérivées différentielles, on ob-

tiendrait toujours, sous ces formes particulières, la génération de la

fonction inconnue Fx, en employant, pour les valeurs de ses dérivées

différentielles , les quantités données E0JE,, S2, E3, etc.; parce qu'en

vertu du principe de raison-suffisante que nous venons d'appliquer à

l'Algorithmie, ces quantités Suffisent pour la détermination complète

I. /'-;."_•';,. i3
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de la fonction inconnue Fx, prise dans toute sa généralité. Or, les

quatre algorithmes techniques élémentaires, les Séries, les Fractions

continues, les Produites continues et les Facultés strictement dites,

présentent effectivement de pareils procédés de génération particu-

lière d'une fonction Fx, par le moyen des valeurs de ses dérivées dif-

férentielles ; car, comme nous l'avons reconnu plus haut, ces quatre

algorithmes ne sont proprement que des transformations de la loi

universelle (7), et cette loi, en vertu des conditions (8), se trouve

donnée précisément par le moyen des valeurs des dérivées différen-

tielles de la fonction développée Fx. Donc, en employant les quan-

tités S0, S,, E2, s3, etc. dont il est question, on pourra, par le moyen

des quatre algorithmes techniques élémentaires, arriver à autant de

formes différentes de génération de la fonction inconnue Fx ; et

c'est là la première partie du système des méthodes constituant les

véritables Méthodes d'interpolation (*) .

(*) DanslesSéries,les Fractionscontinueset les Facultésstrictementdites, la gé-
nérationqueprésententcesalgorithmestechniques,se trouvedonnéeimmédiatement

par les valeursdes dérivéesdifférentiellesde la fonctionà laquelleon appliqueces

algorithmes;comme,par exemple,on le voit ci-dessusdans la Série (19)",dans la

Fraction continue(22), et mêmedans la Facultéstrictementdite (33)'où la hase(le

premierfacteur)de la Facultéestproprement

Mais, dans lesProduites continues,la générationque présentecet,algorithmetech-

nique, ne contient que médiatenientles valeursdes dérivéesdifférentiellesde la

fonctionà laquelle on l'applique, et cela nommémentpar le moyende la Série en

laquelle il faut concevoirque se trouve développéecette fonction, pour donner le

polynômepropre à former l'équationdont les racinesserventà la constructiondes

facteursde la Produite. C'estcettecirconstancequi, dansnotrePhilosophiedesMa-

diématiques,nous a déterminésà exclure les Produites continuesdu nombre des
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Mais, les quantités S0, E,, E2, E3, etc., formant des valeurs déter-

minées des dérivées différentielles de tous les ordres d'une fonction

Fx, ne sont pas les seules qui donnent la totalité des valeurs possibles

de cette fonction, ou, considérée logiquement, la totalité absolue des

conséquences de cette fonction; car, l'équation (36)' qui précisément

attache ce caractère logique aux quantités E0, E,, E2, etc., admet

certaines autres déterminations particulières de la fonction Fx, les-

quelles, à leur tour, donnent ces mêmes quantités E0, E,, E2,etc., et,

par conséquent, la totalité des valeurs possibles de la fonction Fx.

Cependant, ces autres déterminations particulières ne pouvant ac-

quérir le caractère logique dont il s'agit, que par le moyen des quan-

tités E0, Ej, E2, etc., celles-ci sont nécessairement les critériums PRI-

MAIRESde la fonction Fx, et les autres déterminations particulières

en question, ne seront évidemment que des critériums SECONDAIRES

de la même fonction Fx. — Voici ces critériums secondaires.

Partant de l'équation (36)', savoir,

et donnant successivement à i les valeurs

formestechniquespropresà l'interpolation.Cependant,puisque,pour la possibilité

mêmedesProduitescontinues,il fautnécessairementconcevoirun développement

préalableen Sériede la fonctionà laquelles'appliquecet.algorithme,et que,decette

manière,ellescontiennentnécessairementles valeursdes dérivéesdifférentiellesde

cettefonction,on peuty rendre explicitescesvaleurs;et cettepossibilitéplacerales

Produitescontinues,à certainségards, au nombredes formespropresà l'interpola-

tion. C'est,cettenouvelleconsidérationqui, pour atteindrela plusgrandegénéralité,

nousdéterminea reconnaîtreactuellement,peur la formede l'interpolation,tousles

quatrealgorithmestechniquesélémentaires.
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on aura la suite infinie d'équations ... (37)

Or, ces équations qui se trouvent déduites d'une manière rigoureuse-

ment théorique, présentent des équations du premier degré, d'une

part, entre les quantités F(x 4- g), F(x -+ 2g), F(x 4- 3g),

i?(x4-4g), etc., et, de l'autre part, entre les quantités s0, 2,,

22, 23, etc. Ce sont donc là les équations fondamentales qui

lient ces quantités respectives; de sorte que, par leur moyen, on

pourra déterminer les quantités Ex, E2Js3, E^, etc., à l'aide des quan-

tités Fx, F(x-\-%), F (x-{-}.%), F(x+3%), etc. : et, vu la forme

de ces équations, on n'aura ainsi qu'une seule valeur pour chacune

des quantités E,, E2, E3, etc. formant la suite des valeurs que reçoivent,

les dérivées différentielles de la fonction Fx, pour la valeur déter-

minée x de la variable x.

Ainsi, toutes les fois que cette détermination sera possible, c'est-à-

dire, toutes les fois que, les quantités Fx, F(x-\- g), F (x ~\-1%),

F(x+3%), etc. étant données, il existe des quantités finies qui,

mises à la place de s,, s2, 23, 24, etc. dans les équations (37), satis-

font à ces équations, les quantités 2,, E2, H3, etc. se trouvent réelle-

ment et complètement déterminées par les quantités Fx, F(x 4- g) ,

jp1(.r4-2g), etc. Donc, dans ces cas, les valeurs H,, H3, s3, etc. des
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dérivées différentielles d'une fonction Fx étant données par les

valeurs consécutives Fx, F(x + %), F(x + i%), etc. de la môme

fonction, ces dernières valeurs auront, par rapport à la fonction Fx,

la même relation logique que les premières valeurs; c'est-à-dire que,

dans ces cas, les valeurs consécutives d'une fonction Fx, seront,

comme les valeurs des dérivées différentielles de la même fonction,

les raisons suffisantes de la détermination de cette fonction, dans

toute sa généralité. Mais lorsque, pour des valeurs données à la place

de Fx, F(x-\-%), F(x+i%), etc., il n'existe que des quantités

indéterminées, de la forme — ou ce , qui, mises à la place de 2,,

H2j s3> etc. dans les équations (37), pourraient idéalement satis-

faire à ces équations, les quantités Fx, F(x 4- g) , F(x-+- 2g), etc.,

ne pouvant alors déterminer les quantités 2,, 22, 23, etc. qui sont les

valeurs des dérivées différentielles de la fonction en question, ne sau-

raient non plus déterminer cette fonction elle-même; c'est-à-dire que,

dans ces cas particuliers, il n'existe point de fonction déterminée ou

il en existe plusieurs qui, jouissant d'ailleurs d'une continuité abso-

lue , donneraient, par leurs valeurs consécutives Fx, FÇv 4- g) ,

F (x-+-?.%), etc., les quantités hypothétiques proposées (*).

(*) Tellessont, par exemple,les valeursconsécutivesdela fonctionindéterminée

que, dans la Philosophiedes Mathématiques(page 199), nous avonsdénommée

lamedetdésignéepar ^ [ni]*.En effet, sil'on prenaitla suitedesvaleurs

que donnecette fonctionlorsque x est un nombre entier, et qu'on substituâtces

valeursà la placede Fx, F (x+%), E(x + i%), F(x + 3%),etc. dans les équa-
tions(3>j),on ne pourrait satisfaireà ceséquationsqu'idéalementpar des quantités

indéterminées,de la forme— ou 00,misesà laplacede 2,, E2,23, etc.;c'est-à-dire

que, pour tous les nombresentierspris pour x, lesvaleursdes dérivéesdifféren-

tiellesdela fonctionen question^ ['«]x,considérant,d'ailleursgénéralementla quan-
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H résulte de ce que nous Venons de reconnaître concernant le carac-

tère logique d'une suite des quantités considérées comme étant les

valeurs consécutives dé quelque fonction, il résulte, disons-nous, que,

sous certaines conditions, ces valeurs forment réellement des crité-

riums secondaires de la fonction en question, et peuvent ainsi servir

à constater ou à déterminer cette fonction; et que, sous certaines

autres conditions, ces valeurs ne peuvent nullement former des cri-

tériums suffisais de quelque fonction, et, par conséquent, ne peuvent

servir à la détermination tl'aucune fonction (*). Ainsi, dans le pre-

mier de ces deux cas, lorsque d'ailleurs il existe des procédés, tels

que sont les quatre algorithmes techniques élémentaires, qui don-

nent, sous certaines formes, la génération d'une fonction Fx, par

tité m, seraienttoujoursdesquantitésindéterminées.— Il ne faut pas confondreces

FONCTIONSINDÉTERMINÉESaveccellesqu'Euler nommefondions inexplicables;car,

suivantEuler même, ces dernières ont au moins une générationtechnique: nous

fixeronsla nature de ces fonctionsinexplicables,lorsquenous examineronsla ques-

tion si, pour toute générationtechniqued'une quantité, il existenécessairementune

générationthéorique correspondante;car, c'est évidemmentà quoi se réduit la con-

sidérationde cesfonctions.Mais,nous pouvons ici apprendreaux géomètresque les

fonctionsinexplicablesd'Euler sont toutes desFacultés algorithmiquesconsidérées

dans la généralitésous laquelle nous les avons présentées dans la Réfutationde

Lagrange.

(*) C'estici le lieu de rappelerl'erreur où se trouvent la plupart des géomètresqui

croient que les quantitésirrationnelleset transcendantesne reçoiventleurs valeurs

que par l'interpolation.Parexemple,on s'imagineque, dansla suitedespuissances

a", a1, a?, «3, «4, etc.,

t n. 5

c'estpar l'interpolationque s'établissentlesvaleursde a2, a*, «4, etc., et généra-

lementlesvaleursdespuissancesà éxposansfractionnaires.Mais, pour sentirl'erreur

vraimentgrossièrecontenuedans cetteopinion, il suffitd'observerque, de cettema-

nière, il n'existeraitabsolumentaucun principe pour l'interpolation;et, par consé-
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le moyen des valeurs des dérivées différentielles de cette fonction, on

pourra, par l'entremise des équations fondamentales (37), éliminer

de ces procédés ces valeurs des dérivées différentielles, et obtenir dp

cette manière des procédés analogues qui donneront la génération de

quent, qu'iln'yauraitaucuneraisonpour que, par cemoyen,on ne trouvât,pour les

i 1 1
termes a'1-, <z3, a4, etc., desvaleursquelconques.En effet, si pour une suitede

quantités

Fo , Fi , Fi, 2?3, 2%, etc.,

il n'existaitaucunefonctionFx del'indice x, qui fixeraitd'avancelesvaleurscorres-

pondantesà touteslesvaleursde x, entièreset fractionnaires,il n'yauraitévidemment

aucune raisonpour que, par un procédéquelconque,par exemple,celuidel'inter-

polation, on trouvât,dans le casde l'indicex fractionnaire, tellevaleurplutôtque

telle autre. Aussi,venons-nousde voir qu'il existeréellementdesquantités.Fo, F\,

Fa., F3, etc. tellesqu'onnesaurait concevoirune véritablefonctiondel'indice,qui

absolumentou du moinsseuleexclusivementpourrait donnercesquantités; et que,

dans ce cas, l'interpolationne saurait découvrirlesvaleurscorrespondantesauxin-

dices fractionnaires,parce que cesvaleursn'existentnullementou, pour le moins,

sontindéterminées.Cecasa lieulorsquelesvaleursconsécutivesFo, Fi, F'z,F3, etc.

ne formentpasune suite de critériumsde quelquefonction,ou lorsquecesvaleurs

ne sont,critériumsd'aucunefonction;et celaparce que cesquantités,misesdansles

équationsfondamentales(3-j),ne sauraientservirà la déterminationdesdérivéesdif-

férentiellesde quelquefonction,lesquellesdifférentielles,d'aprèsce que nous avons

reconnu, sontlescritériumsabsoluset par conséquentilesconditionsnécessairesdéjà

possibilitéd'unefonctionalgorithmiquejouissant,commeceladoit être, d'uneconti-

nuitécorrespondanteà la continuitéde lavariablex. — Quantauxvraisprincipesdo

cettecontinuitéde la générationalgorithmique,continuitéqui, ainsiquenousl'avons

.déjà observéailleurs, estle véritableet mêmeJ'unique.objetde l'Algorithmie,la dé-

ductionde cesprincipesappartenaità la philosophiede la science; et c'est cettedé-

ductionque nous avonsprésentéedans notre Philosophiedes Mathématiques,où

nousavonsindiquéles principesdetoutegénérationalgorithmiquepossible,et, parla

même, lesprincipesde la continuitéet de la discontinuitéde cettegénération.
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la fonction Fx par le moyen des valeurs consécutives Fx, F(x + %),

F(x-t-z%), F(x-{-3%), etc. de cette fonction. Donc, dans ce cas,

en employant les quantités que l'on considère comme étant les va-

leurs consécutives de quelque fonction inconnue, on peut, par le

moyen des quatre algorithmes techniques élémentaires, obtenir, sous

autant de formes, la génération de cette fonction ; et c'est là la partie

essentielle du système des méthodes constituant les véritables Méthodes

d'interpolation.

Il faut ici observer que l'élimination des dérivées différentielles, par

l'entremise des équations fondamentales (37), pour avoir les quatre

algorithmes techniques élémentaires en fonctions des valeurs consé-

cutives Fx, F(x + %), F(x+o.%), F(x-\-3%), etc., et pour pou-

voir ainsi effectuer l'interpolation de ces quantités, il faut observer,

disons-nous, que cette élimination; formant une partie constituante

du principe de la possibilité de cette interpolation, n'a pas besoin

d'être opérée explicitement; et qu'on peut obtenir ces quatre algo-

rithmes techniques élémentaires en fonctions immédiates des valeurs

consécutives Fx, F(x-\-%), F (x-\-i.%), F(x-\-3l,), etc., par l'em-

ploi de procédés convenables, contenant implicitement cette indis-

pensable élimination. Ainsi, par exemple, dans le procédé qui, plus

haut, nous a conduits à la Série (i())IV, si, au lieu de substituer les dif-

férences de la fonction Fx, nous avions gardé les valeurs consécu-

tives de cette fonction, nous aurions trouvé

et changeant, alors le signe de l'accroissement arbitraire g, nous au-

rions obtenu la Série ... (ÏQ)V



DE LA TECHNIE. io5

où il n'entre que les valeurs consécutives /%-, F(i-i-g), F (x-\~ 1%),

F(x~\-3%), etc. de la fonction Fx; série qui donnerait ainsi immé-

diatement l'interpolation pour la suite dos quantités

Fx, F(i4-g), F(x + i%), F(r4-3g), etc.

Il en aurait été de même de la Fraction continue (22)" ; d'ailleurs,

cette fraction continue, ainsi que la Série (19)" dont nous venons de

parler, étant données par les différences de la fonction dont elles pré-

sentent la génération technique, peuvent être considérées comme

étant données immédiatement par les valeurs consécutives de la

fonction en question, parce qu'en vertu de la conception même de la

théorie des différences, les différences d'une fonction sont données

immédiatement par ses valeurs consécutives. On peut donc, comme

on le voit dans ces exemples, arriver, par le moyen de procédés con-

venables, à des expressions des quatre algorithmes techniques élé-

mentaires, contenant, non les dérivées différentielles, mais immédia-

tement les valeurs consécutives de la fonction dont ils présentent la

génération; et, suivant ce que nous avons déjà reconnu sur la possi-

bilité de l'interpolation, il est nécessaire que les procédés qui condui-

sent à ces expressions, impliquent l'élimination, fondée sur les équa-

tions (37), des dérivées différentielles qui, en vertu des conditions (8)

de la loi universelle (7), sont les parties constituantes absolues de

cette loi et, par conséquent, de ses transformations donnant les

quatre algorithmes dont il est question.

Mais une considération majeure, quoique purement algorithmi-

que, se présente encore ici, et devient nécessaire pour compléter la

j. 14
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déduction philosophique que nous venons de donner pour la possi-

bilité des Méthodes d'interpolation. C'est que, sous la forme sous la-

quelle se trouvent les équations fondamentales (37) , si l'on en tire les

quantités 2t, 22, E3, 2^, etc., ces quantités se trouveront données par

des séries ayant la forme ... (37)'

les coefficiens «,, bs, c,, etc., a2, b2, c2, etc., a3, b3, c3, etc., etc. étant

des fonctions de l'accroissement g. Or, si la suite des quantités Fx,

.F(i; 4- g') , F(x-\-i%), F(x 4- 3g), etc. était une suite de quantités

croissantes, de manière qu'à l'infini ces quantités devinssent infini-

ment grandes, ou même, comme cela arrive réellement, si les coeffi-

ciens a, b, c, d, etc. formaient des nombres infinis, les séries précé-

dentes (37)' seraient divergentes et même indéterminées ; et elles ne

pourraient, sous cette forme, servir à l'évaluation des dérivées diffé-

rentielles 2,, 22, 23, etc., ni, par conséquent, à l'élimination de ces

dérivées différentielles dans les algorithmes techniques élémentaires,

pour rendre ces algorithmes propres à servir de Méthodes d'interpola-

tion. Il faudrait donc pouvoir transformer, en séries déterminées et

convergentes, les séries précédentes (37)', ou, ce qui est la même

chose, il faudrait pouvoir transformer les équations fondamentales

(37) en d'autres équations qui donneraient immédiatement des séries

déterminées et convergentes pour les quantités s1} 22, 23, etc. dont il

s'agit; transformation dont la possibilité, quoique n'étant qu'une

considération purement algorithmique, devient nécessaire pour la

possibilité même des Méthodes d'interpolation, et rentre ainsi, comme
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partie complémentaire,• dans la déduction philosophique que nous

nous sommes proposé de donner de ces méthodes.

Pour cela 7 concevons une suite de quantités

ka, li!, A-2, In, •• • /fi»,

comme multipliant respectivement la suite des valeurs

et, d'après la notation connue, désignons par vFx la somme de

ces produits, que nous nommerons somme delta. Considérant alors

la quantité vFx comme la fonction précédente Fx, formons de nou-

veau la somme v(yFx) que nous désignerons par v2Fx, et que nous

nommerons somme delta du second ordre. Avec celle-ci, formons

une somme nouvelle v(yzFx) désignée par vJi7lr,qui sera la somme

delta du troisième ordre; et ainsi de suite, les sommes v^Fx, vJFx, etc.

qui seront les sommes deltas du quatiième ordre, du cinquième or-

dre, etc. Nous aurons ... (38)

Or, quelle que soit la fonction Fx, ou plutôt quelle que soit la

suite des valeurs

Fx, F{x +%), F{x-+-i%), F(i' + 3|), etc.,

il est clair qu'on pourra toujours prendre les quantités A0, kl, A2y

7*3,• •• ka de manière à ce que la suite des valeurs des sommes pré-

cédentes (38), savoir,
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aille en diminuant et que, dans l'infini, ces valeurs deviennent zéro ;

car, il suffira évidemment de prendre assez grand, même infini s'il le

faut, le nombre («H- i) des quantités k0, kx,k„ ... Aa, pour rendre

cette détermination possible par le moyen de valeurs convenables as-

signées aux quantités 7f0,i1} /r2, 7c3,... k0>. De l'autre part, si, d'après

la même notation, on fait généralement ... (38)'

et si l'on multiplie successivement par /r0, >*,,/f2, Â3, ... kMles équa-

tions (37) et qu'on forme alors, avec les deux membres de ces équa-

tions, les sommes deltas, on obtiendra la nouvelle suite infinie d'équa-

tions que voici ... (39)

etc., etc.,

en marquant par %la valeur zéro de la variable z dans les sommes

(38)', et toujours par •» une valeur quelconque déterminée de la va-

riable x dans la fonction Fx. De cette manière, les équations fonda-

mentales (37) se trouveront transformées dans les équations précé-
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dentés (3g); et ces dernières donneront, pour les quantités st} E2,

s3, etc. dont il s'agit, des expressions ayant la forme ... (39)'

les coefficiens Al} B1} C1}etc., Jl%, B2, C3, etc., A-$,B$, C3, etc., etc.,

étant des fonctions de l'accroissement |, qui, comme nous le verrons

bientôt, peuvent former des quantités finies et déterminées. Donc,

puisque d'ailleurs les sommes deltas

peuvent toujours former une suite de quantités décroissantes et telles

qu'à l'infini elles deviennent zéro, les expressions (3g)' donneront,

d'une manière complète ou achevée dans l'infini, les valeurs des

quantités sI5 s2, H3, S^, etc. et serviront toujours, lorsque cela sera

possible, à la détermination de ces quantités constituant les valeurs

des dérivées différentielles de la fonction Fx dont il est question.

Ainsi, au lieu d'employer les expressions (37)', qui peuvent être

divergentes et même indéterminées, si l'on emploie alors les expres-

sions précédentes (3g)', on pourra toujours éliminer, des quatre al-

gorithmes techniques élémentaires , les dérivées différentielles de

la fonction dont ils donnent la génération ; et l'on obtiendra, dans

tous les cas et d'une manière déterminée, ces quatre algorithmes par

le moyen des seules quantités

et par conséquent, par le moyen de la suite des valeurs
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On pourra donc avoir la fonction générale, ou du moins la génération

technique de la fonction générale Fx dont les valeurs particulières

consécutives Fx, F(x-\-%), F(x + ^), F(x-{-3%), etc. seront

données ; et c'est là le but de l'interpolation.

Il faut encore ici, comme plus haut, observer que l'élimination

des dérivées différentielles par le moyen des expressions (3g)', de

laquelle nous venons de parler, n'a pas besoin d'être opérée explicite-

ment : en employant des procédés convenables, on peut arriver im-

médiatement à des expressions des quatre algorithmes techniques élé-

mentaires, contenant les quantités Fx, vFx, v^Fx, v3Fx, etc.

construites avec la fonction Fx dont ces algorithmes présentent la

génération. Mais on conçoit également ici que ces procédés doivent

nécessairement impliquer l'élimination dont il s'agit; car, d'après la

déduction précédente des Méthodes d'interpolation, il est évident que

cette élimination forme une partie constituante du principe de la pos-

sibilité de ces méthodes. —Voici quelques exemples de ces procédés

qui conduisent immédiatement à des expressions contenant les sommes

deltas consécutives Fx, vFx, v*'Fx, y Fx, etc.; du moins pour

la forme du premier des quatre algorithmes techniques élémentaires,

c'est-à-dire, pour la forme des Séries dont, au reste, les trois autres

de ces algorithmes ne sont que des transformations.

En dénotant par <ZJTl'accroissement que jusqu'ici nous avons dési-

gné par | dans la formation des sommes deltas, soit d'abord ... (/JO)

a et b étant deux quantités constantes quelconques; et soit F(x+i)

la fonction qu'il s'agit de découvrir, ou du moins sa génération tech-

nique. En vertu de la loi universelle (7), il est clair que, si on considère

la fonction F(x~+- i) comme une fonction de x, on peut la déve-

lopper sous la forme .,. (4o)'
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F (x4- ï) = A0.Fx 4- A^.VFx 4- A*. VFx 4- Ai. V3Fx 4- etc.;

et nous verrons dans la suite que,, sous cette forme, les conditions (8)

de ce développement, se trouvent effectivement remplies. De plus, il

est manifeste, par la loi (7) de ce développement, que les eoefficiens

A0, Al, A'2, Ai, etc. sont indépendans de la variable x; et l'on

voit, par la nature des variables (x-hi) de la fonction en question,

que ces eoefficiens doivent être fonctions de la quantité i. Or, si

l'on savait d'ailleurs, et nous verrons ci-après en quoi consiste cette

connaissance, que les eoefficiens A0, AI} A2, etc. sont aussi indé-

pendans de la nature de la fonction F(x-+-i), c'est-à-dire que ces

eoefficiens restent invariables quelle que soit la fonction dénotée par

la caractéristique F, on parviendrait à leur détermination par le

procédé suivant. — Faisant vFx =; o, on aurait

et l'intégration de l'équation vFx = o donnerait

p étant une constante arbitraire. Ainsi, substituant cette fonction

dans le développement (4«)', il viendrait

et l'on en tirerait

En second lieu, faisant vzFx = o, on aurait d'une part
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et de l'autre part

et l'intégration de cette dernière équation donnerait
*

'".'

q étant une autre constante arbitraire. Ainsi, substituant de nouveau

cette fonction dans le développement (4°)'> il viendrait

et, en y mettant la valeur de A0 que nous avons déjà déterminée,

on en tirerait

En troisième lieu, faisant \3Fx = o, on aurait d'une part

et de l'autre part
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et l'intégration de cette dernière équation donnerait

r étant une nouvelle constante arbitraire. Ainsi, substituant encore

cette fonction dans le développement (4o)', il viendrait

et, en y tnettant les valeurs de A0 et de At qui sont déjà détermi-

nées, on en tirerait

Faisant ensuite v^Fx^=o, on trouverait de la même manière

et l'on voit que, suivant le même procédé, on arriverait à la détermi-

nation de tous les eoefficiens dont il s'agit, et dont la loi est d'ailleurs

déjà manifeste. On aurait donc ... (4o)"

et, considérant les sommes deltas Fa?, vi5^, v2i^, VFx, etc.

comme étant formées avec une suite de quantités données, corres-

T>ondantes aux valeurs consécutives Fx, F(x +- <sr)> F (a:-h 2<sr),

.5
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F(x-+3<&'), etc.,» l'expression précédente (4e-)" présenterait, sou9

la forme de Série, le moyen d'avoir la fonction F(x + i}, ou du

moins sa génération technique, immédiatement par les sommes Fx,

vFx, v%Fx, v Fx, etc. dont il est question.

Soit encore ... (4*)

a, b,c étant des quantités constantes; et soit toujours F(x-{-i') la-

fonction dont on veut découvrir la génération technique. Or, suivant

la loi universelle (7), la fonction F^x^iJ considérée comme fonc-

tion de x, peut être développée sous la forme ... (41)'

et, comme nous le verrons ci-après, lés conditions (8) de la loi uni-

verselle se trouvent effectivement remplies par cette forme de déve-

loppement. De plus, sachant, par le moyen dont nous avons déjà

parlé, que les eoefficiens M0, MI} M2, etc. et Pfa, IV,, Nz, etc.

sont indépendans delà nature de la fonction Fx, c'est-à-dire, qu'ils
restent invariables quelle que soit cette fonction, on parviendrait
encore ici à leur détermination par le même procédé. En effet, fai-

sant vFx = o, d'une part on aurait

et de l'autre part, l'intégration de l'équation vFx = o, c'est-à-dire, de
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P, Q étant deux constates apMtraires, e.t my n les dftux racines de

l'équation

Ainsi, substituant .cette fonction Fx dans le développement (40', u

viendrait

et, puisque [P et Q sont deux quantités arbitraires, on aurait les deux

équations

En second lieu, faisant v*'Fx== o, d'une part on aurait

et de l'autre part
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et l'intégration de cette dernière équation donnerait

B. et S étant deux nouvelles constantes arbitraires. Ainsi, substituant

de nouveau cette fonction Fx dans le développement (40' >et faisant

attention aux valeurs de M0 et N0, on obtiendrait d'abord

et, comme P et Q sont deux quantités arbitraires, on aurait les deux

équations

qui, en y mettant la valeur de iV0, donneraient

Faisant ensuite v Fx = o, on trouverait de la même manière
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et l'on voit encore que, suivant le même procédé, on arriverait à la

détermination de tous les autres eoefficiens M?,, M^, M$, etc. et N3,

2V4,iV5, etc.

On aurait donc encore le développement de la fonction F(x. 4- ?'),

sous la forme de Série, ne contenant que les sommes deltas vFx,

v2Fx, v°Fx, etc., formées avec les trois termes correspondans aux

facteurs a, b, c de l'expression (4i), c'est-à-dire, aux trois facteurs

k0, ^1, k2 des expressions générales (38) de ces sommes; de

sorte que, considérant les sommes particulières actuelles comme

construites avec des valeurs consécutives données Fx, F(i4-<ar),

F (x-\-%<&), F(x-{- 3<îsr), etc., le développement (40' présenterait

la génération technique de la fonction Fx en question, et fournirait,

pour l'interpolation des quantités

une expression contenant immédiatement les sommes deltas parti-

culières vFx, v2Fx, v3Fx, etc. et vF(x+ <&) , v2F(x 4- r®-),

.V°F(x-\- esr), etc., formées d'après l'expression (40 •.Et, pour peu

qu'on réfléchisse sur le procédé que nous avons suivi dans les deux

exemples précédens (4o)' et (40'> on ^erra que, dans tous les cas,

c'est-àr-dire, quel que soit le nombre («4- 1) des termes correspon-

dans aux facteurs k0, kt, kz, k3, ... ka dans les expressions géné-

rales (38), on parviendrait toujours, par le même procédé, à des dé-

veloppemens de la fonction F(x 4- i), contenant immédiatement les

sommes deltas dont il s'agit.
— Il faut remarquer que ce procédé

.n'est pas précisément celui qui conduit le plus brièvement aux déve-

loppemens dont nous venons de parler; mais, quel que soit le pro-

cédé , il nous suffit ici d'arriver réellement à de pareils développcmens

contenant les sommes deltas, pour reconnaître la possibilité de l'éli-

mination implicite des quantités (3g)' dans les expressions fondamen-
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taies ou primatasvesdes «pâtre algorithmes techniques élémentaires ;

élimination qui,,suivant ce que mous avons reconnu plus haut, doit

transformer ces quatre algorithmes en autant de Méthodes d'interpo-

lation.

Avant de résumer la déduction que nous venons de donner de la

possibilité des Méthodes d'interpolation, déduction qui se trouve ici

terminée, nous devons dire -quelques mots sur la relation des équa-

tions (37) et (39), ou plutôt sur la signification philosophique des

équations générales (3g); équations qui, suivant cette déduction,

constituent le véritable principe de la possibilité de l'interpolation.
—

Or, pour ce qui concerne d'abord la relation des équations (37) et

(3g), il est évident que, considérées sous un point de vue algorith-

mique, les équations (37) ne sont qu'un cas particulier des équations

générales (3g); car si, dans les sommes deltas (38) et (38)', on fait

/,.— 1. pt de nlus X„= o et k,— 1, on aura

et les équations (3g) présenteront immédiatement les équations .(57).

Mais, étant considérées sous un point de vue philosophique, les-équa-

tions (37) sont proprement les principes des équations (3g); car, c'est

avec celles-là que se trouvent .construites ces dernières. Aussi, .avant

d'avoir formé les équations générales (3g), avions-nous déjà .reconnu

les équations (37) comme étant les conditions fondamentales des Mé-

thodes d'interpolation; et cela, parce que c'est au moyen de ces équa-

tions (37) qu'en principe se trouvent déterminées les dérivées dif-

férentielles d'une fonction Fx par les valeurs consécutives Fx,

F(x*+-%), F(x + z%), F(x->r3%), etc. de cette fonction. Et, par

la raison de cette détermination, nous avons également reconnu ces

valeurs consécutives comme étant les critériums secondaires de la

fonction qui donne de pareilles valeurs.
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Ainsi, la signification philosophique des équations générales (39)

se trouve en partie découverte : on voit déjà, par ee que nous venons

de dire, que ces équations ne sont proprement que des expressions

générales des relations qui, pour une fonction quelconque Fx, exis-

tent entre ses valeurs consécutives Fx, i?(.*H-g), F(x-\-i%"),

.F (x--4-3! ), etc. et les valeurs des dérivées différentielles de cette

fonction. Mais, quelque philosophique ou nécessaire que soit la

considération de la suite des valeurs Fx , F (x 4- g), 7?(i:-4-2|),

.F (5 4- 3g) , etc. d'une fonction Fx, car elle est un résultat immé-

diat de la considération philosophique ou nécessaire de la suite natu-'

relie des nombres o, 1,2, 3, 4? etc., si, dans les équations (3g), on

néglige l'emploi des sommes dénotées par v, v2, v , etc., et qu'on

réduise ces équations au cas particulier et fondamental (37), les ex-

pressions (37)' qu'on obtiendrait alors pour les valeurs s,, S2, S3, etc.

des dérivées différentielles, et qui se trouveraient données immédia-

tement par les valeurs consécutives Fx, F(x~\~%), F(x-\-<x%}, etc.,

seraient généralement indéterminées, ayant des eoefficiens infinis,

comme on peut s'en assurer par le développement (4o)" de la fonc-

tion F(x+ i). En effet, prenant sur ce développement la dérivée

différentielle de l'ordre général /u, par rapport à la quantité i con-

sidérée comme variable dans l'expression (4o)" dont il s'agit, et fai-

sant ensuite i=:o, valeur que nous distinguerons par /', on aurait

...(4o)'"
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de plus, si l'on fait a = o et b=^\, les sommes vFx, v2Fx,

v3Fx, etc., qui entrent dans cette dernière expression, seront

et les eoefficiens de la même expression (4o)'" deviendront infinis; de

sorte qu'on aurait ... (4°)IV

les coefficieiîs A, B, C, D, etc. étant des quantités infinies : et l'on

voit que, sous cette forme qui est celle des expressions (37)', l'expres-

sion des dérivées différentielles d'une fonction est toujours indétermi-

née. Il s'ensuit que, malgré la signification philosophique des va-

leurs consécutives Fx, F'(x4-g), F(x-\-i%), etc. d'une.fonction

Fx, ces valeurs, quoique servant EN PRINCIPEà déterminer les déri-

vées différentielles de la fonction, par le moyen des équations fonda-

mentales (37), ne sauraient, par elles-mêmes, donner EN RÉSULTAT

cette détermination, par la résolution immédiate (37)' de ces équa-

tions fondamentales; c'est-à-dire que, pour la détermination des dé-*

rivées différentielles d'une fonction , et par conséquent pour la déter-

mination de cette fonction elle-même, les valeurs consécutives en

question constituent bien les raisons suffisantes PHILOSOPHIQUES( rela-

tives au savoir ), mais non les raisons suffisantes ALGORITHMIQUES( re-

latives à l'être ou aux conditions du tems ). Ces dernières raisons, for-

mant ainsi les véritables critériums secondaires et algorithmiques

d'une fonction, doivent donc se trouver parmi les quantités que nous

avons dénotées par v, v2, V-, etc. et construites sous la marque (38);

quantités qui, lorsque cela est possible, donnent toujours, par la ré-

solution immédiate (3g)' des équations (3g), là détermination des

dérivées différentielles de la fonction elle-même. Mais, ces quantités
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ou sommes vFx, VFx, V'Fx, etc. ne sont que des fonctions CON-

TINGENTES,formées arbitrairement avec les fonctions nécessaires Fx,
F (x -+-%"),.F (x 4- ag), etc. : ces sommes deltas ne sont point néces-

saires par elles-mêmes, c'est-à-dire qu'elles n'ont point d'existence

indépendante ou résultante nécessairement de la nature de nos fa-

cultés intellectuelles , comme en ont les diverses fonctions élémen-

taires et systématiques, primitives et dérivées, que nous avons recon-

nues et légitimées dans la Philosophie des Mathématiques, et qui
seules peuvent et doivent composer les principes de l'Algorithmie. Il

faut donc qu'outre les fonctions nécessaires Fx, F{x~st-%s),F(x-+-'i%),

F(x-+- 3g), etc., il existe encore, sous la forme des quantités vFx,

VFx, V Fx, v^Fx, etc., d'autres fonctions philosophiques ou né-

cessaires, propres à former les raisons suffisantes algorithmiques pour
la détermination des dérivées différentielles. Or, ces autres fonctions

philosophiques ou nécessaires, ce sont les DIFFÉRENCES;aussi, comme

on le sait d'ailleurs et comme nous avons déjà eu occasion de le re-

marquer dans la question présente, ces fonctions se trouvent-elles

intimement liées avec les valeurs consécutives Fx , F (a?4- g) ,

F (x-\- a|), F(x+ 3g), etc. formant les raisons suffisantes philoso-

phiques de la même détermination. En effet, si, dans la construc-

tion (38) des quantités vFx, v2Fx, v Fx, etc. en question, on

fait eo=i, et ensuite k0= —1 et kl = -H 1, ces quantités seront

évidemment les différences de tous les ordres de la fonction Fx, c'est-

à-dire qu'on aura

en dénotant par A les différences progressives, prises ici par rapport
à l'accroissement g; et, de plus, cette même détermination étant in-

troduite dans l'expression (4o)"' de la dérivée différentielle de l'ordre

général fjt, on aura .. . (4°)v

1. 16
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et l'on reconnaîtra que, puisque les eoefficiens dans cette dernière

expression ne deviennent jamais infinis, les dérivées différentielles

d'une fonction se trouvent complètement déterminées par les diffé-

rences de tous les ordres de la même fonction; de sorte que, si l'on

introduisait cette dernière détermination des quantités vFx, vzFx,

VFx, etc. dans les équations générales (3g), ces équations, par

leur résolution immédiate (3g)', donneraient, sous la forme précé-

dente (4°)v> 'a détermination complète des dérivées différentielles

par le moyen des différences de la fonction. Il se pourrait que les

séries (4°)T> correspondantes aux différens exposans fx, ne fussent

pas convergentes; mais, pourvu que les eoefficiens de ces séries se

trouvent déterminés, les valeurs des séries le sont nécessairement

aussi : et, ce n'est plus alors qu'un artifice de l'Algorithmie de donner

à ces séries une forme convergente, artifice qui est précisément l'objet

des fonctions ou sommes dénotées par v, V, V, etc. dans les équa-

tions générales (3g). Ainsi, la signification philosophique complète

des équations (3g), est d'être l'expression générale des relations qui

se trouvent entre les DIFFÉRENCESet les dérivées DIFFÉRENTIELLES

d'une fonction; et, quant aux équations fondamentales qui fixent

ces relations dans leur principe, ce sont évidemment les équations

particulières présentées par les équations générales (3g) dans le cas

où l'on donne aux quantités vFx, v2Fx, vsFx, etc. la détermination

qui les rend différences de la fonction Fx, e'est-à-dire, les équations

particulières suivantes .. . (4a)
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etc., etc.,

en distinguant ici par 'A les différences prises par rapport à l'accrois-

sement égal à l'unité, et en marquant toujours par i la valeur zéro

de la variable z, et par x une valeur quelconque déterminée de la

variable x. — Ce sont donc ces dernières équations (4a) qui consti-

tuent proprement les conditions fondamentales ALGORITHMIQUESde

la possibilité des Méthodes d'interpolation, et les équations que nous

avons connues plus haut à la marque (37), ne sont que les conditions

fondamentales PHILOSOPHIQUESde la même possibilité; c'est-à-dire

que les équations présentes (4a) sont proprement la détermination

algorithmique des équations philosophiques générales (37). Et, telle

est aussi la différence qui, par rapport à une fonction Fx, se trouve

entre lès valeurs consécutives Fx, F(x-+-%), F(i4-ag), F(i4-3g), etc.

et les valeurs des différences AFX, ^FX, A3Fi, etc. de cette fonc-

tion : les premières, comme nous l'avons déjà remarqué, ne sont que

les raisons suffisantes philosophiques, et les dernières sont les raisons

suffisantes algorithmiques, pour la détermination de la fonction,

c'est-à-dire que les dernières sont une spécification algorithmique

des premières. Par la même raison, les valeurs consécutives Fx,

•F(i4-i), i?(i + 2g/), etc. ne sont que les critériums secondaires

philosophiques, et les valeurs des différences, savoir, AFX, A2Fx,
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A Fx, etc., sont les véritables critériums secondaires algorithmiques

de la nature de la fonction Fx; les critériums primaires ou absolus

de cette nature étant, comme nous l'avons vu plus haut, les dérivées

différentielles elles-mêmes de la fonction. Aussi, et c'est ce qu'il im-

porte de remarquer, les dérivées différentielles d'une fonction sont,

en quelque sorte, les ÉLÉMENSPRIMAIRESde sa génération, et les dif-

férences de tous les ordres de cette fonction, sont des ÉLÉMENSSE-

CONDAIRESde cette génération; distinction dont nous avons déjà fait

usage ailleurs et que nous emploierons toujours dans la suite.

En résumant maintenant ce que nous avons reconnu pour la

possibilité des Méthodes d'interpolation, on verra i°. que cette

possibilité se trouve fondée sur le principe logique de la raison suf-

fisante, et spécialement sur le mode direct de ce principe, en vertu

duquel mode, par la vérité de la totalité absolue des conséquen-

ces d'une connaissance, on conclut à la vérité de cette connaissance;

2°. que, pour une fonction algorithmique, cette totalité des con-

séquences formant les critériums de la fonction, se trouve don-

née, principalement, par les valeurs des dérivées différentielles de

tous les ordres, et, accessoirement, par les valeurs consécutives

de la fonction, ou plus spécialement par les valeurs de ses diffé-

rences de tous les ordres qui sont intimement liées avec ces valeurs

consécutives ; et enfin, 3°. que, ces valeurs des dérivées différen-

tielles ou des différences d'une fonction étant données, il existe des

procédés qui, en vertu des principes précédons, conduisent à la gé-

nération technique de la fonction ; procédés qui précisément consti-

tuent les véritables Méthodes d'interpolation.

Nous disons les véritables Méthodes d'interpolation, parce qu'en,

s'écartant des bornes que nous venons de reconnaître à ces Mé-

thodes, on a quelquefois traité, sous le nom d'interpolation, la gé-

nération technique de certaines fonctions qui se trouvaient données,
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dans toute leur généralité, par des algorithmes théoriques, et non

simplement par des valeurs particulières et déterminées de ces fonc-

tions. Ainsi, par exemple, Euler et d'autres géomètres ont considéré

comme interpolation la génération technique des fonctions formant

des intégrales finies (des sommes) et des facultés algorithmiques;

fonctions qui, comme il résulte de notre Philosophie des Mathéma-

tiques, sont évidemment données, dans toute leur généralité, par

des algorithmes théoriques.
— A propos d'Euler et d'interpolation ,

nous devons ici ajouter quelques mots sur l'idée philosophique que

ce géomètre et, avec lui, tous les géomètres de nos jours ont des Mé-

thodes d'interpolation; idée dont l'insuffisance paraît actuellement

dans tout son jour à côté de la métaphysique que nous venons de pré-

senter pour ces méthodes. En effet, supposant bonnement que les

quantités données F0, F-,, F%, F3, etc. pour l'interpolation sont des

valeurs consécutives d'une fonction Fx, correspondantes aux valeurs

x, (i'4-^g), (i4-2g), (i4-3g), etc. de la variable x formant l'in-

dice, les géomètres, partant d'ailleurs de la nature des séries et fai-

sant ... (43)

se bornent à déterminer les eoefficiens A, B, C, D, etc. de manière

à ce que cette série donne les valeurs consécutives proposées F0,

F,, F2, F3, etc.; et, pour compléter cette expression (43), ils y

ajoutent une fonction arbitraire fQ d'une quantité Q formée avec

la variable x et ses valeurs consécutives i, (i 4- g), (i 4- 2g),

(i4-3g), etc. de manière à ce qu'on ait Q=o et fQ = o lorsque

l'indice ou la variable x reçoit une de ces valeurs consécutives "x,

(i4- g), (i4-2g ) , etc. (Voyez surtout Euler, Opuscula analytica,

T. I. pag. 162 et 188).
— C'est là toute la métaphysique que, jusqu'à

ce jour, les géomètres ont eue pour les Mélhodes d'interpolation; et
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l'on voit actuellement combien elle est peu suffisante pour expliquer

ces Méthodes. Car, d'où, vient, d'une part, la série déterminée (43),

engendrée par le moyen des quantités consécutives données F0, Fl}

F2, Fs, etc.; et d'où. Vient, de l'autre part, la fonction arbitraire

fQ qui rend indéterminée la fonction Fx qu'il s'agit de trouver ?

C'est là proprement la question délicate qui constitue l'objet de la

métaphysique des Méthodes d'interpolation; question que la déduc-

tion philosophique qui vient d'être présentée pour ces Méthodes,

résout complètement. On voit en effet, par notre déduction, que,

dans les cas où les quantités consécutives données F0, Fl, F2, F$, etc.

sont telles que, par le moyen des équations fondamentales (37) ou

(42), elles peuvent déterminer les dérivées différentielles d'une fonc-

tion, cette fonction se trouve parla même déterminée; et ce sont

précisément alors les cas où la fonction arbitraire susdite fQ, comme

étrangère à la question, est pour le moins superflue, et où la série

(43), savoir, (A -t-Bx-+ Cx24- etc. ) , a toujours une signification

réelle, parce que les eoefficiens A, B, C, D, etc. ont alors des va-

leurs déterminées, pour toutes ou du moins pour certaines valeurs x

de l'indice x. On voit de plus, par la même déduction, que, dans

les cas contraires où les quantités consécutives données F0, F1} F2,

F3, etc. ne peuvent ainsi déterminer les dérivées différentielles, la

fonction correspondante cherchée est indéterminée; et ce sont alors

les cas où la fonction arbitraire fQ, quoique encore étrangère à la

question, peut cependant avoir lieu occasionnellement, mais où la

série (43), savoir, {A-\-Bx ~\-Cxz + etc.), n'a absolument aucune

signification, parce que, pour toute valeur i de l'indice x, les

eoefficiens A, B, C, D, etc. sont toujours indéterminés. On voit

enfin que, par l'emploi nécessaire de la fonction arbitraire fQ, la

métaphysique d'Euler et des géomètres de nos jours , confond l'in-

détermination particulière de la fonction cherchée, provenant de la
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nature (incohérente) même des valeurs consécutives données F0,

F1} F2, F3, etc., indétermination dont nous venons de parler,

avec l'indétermination générale de la fonction cherchée, qui a lieu

lorsque les,quantités proposées F0, Fl, F2, F$, etc. sont périodiques

ou dépendent de fonctions périodiques; indétermination générale

qui seule donne proprement lieu, à la fonction arbitraire fQ. Voici les

raisons de cette dernière indétermination, telles qu'elles résultent de

notre déduction des Méthodes d'interpolation.

Lorsque la fonction Fx est une fonction périodique, c'est-à-dire,

une fonction telle qu'on a

far étant un certain nombre déterminé et /u, un nombre entier quel-

conque, positif ou négatif, les équations (37) seront évidemment

... (44)

etc., etc.;

et, à cause du nombre arbitraire u, ces équations donneront gé-

néralement des quantités arbitraires pour les valeurs s0, s,, s2,

E3, etc. des dérivées différentielles. C'est là, ET MÊMESEULEMENTLÀ,

le principe et le véritable lieu de la fonction arbitraire fQ dont les

géomètres se servent indistinctement dans toutes les applications des
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Méthodes d'interpolation.
— Ainsi, dans les cas où les quantités

proposées Fx, F {x ~\-%), F (x + il) , F (x-\~3<£), etc. sont pério-

diques ou dépendent, de fonctions périodiques, il existe une infinité

de pareilles fonctions propres à donner les quantités Fx, F(x 4- g) ,

JF(i4-2g), etc.; de sorte que, dans ces cas, l'application des Mé-

thodes d'interpolation ne peut conduire qu'à des résultats particu-

liers, correspondans aux valeurs particulières et déterminées du nom-

bre arbitraire /x. Cependant si, en vertu de ce que les dérivées diffé-

rentielles S0, Si, 22, E3, etc. restent indéterminées dans les équations

précédentes (44)? on assigne à certaines de ces dérivées des valeurs

telles que, par la nature des quantités proposées For, ^(i + l),

F (x ~\~94) , etc., la quantité arbitraire /u se trouve éliminée dans

toute sa généralité, il est évident que, lorsque cela sera possible, c'est-

à-dire, lorsque les quantités données Fx, F(x+k), F (i'-h^g), etc.

auront pour cela des valeurs convenables, les dérivées différentielles

restantes seront déterminées par les équations (44) J et> Par consé-

quent, la fonction périodique correspondante Fx se trouvera égale-

ment déterminée. C'est sur ce principe métaphysique (*) que se trouve

fondée l'application des Méthodes d'interpolation qui conduit à la

belle expression générale . .. (44)'

(*) En faisantzéro les dérivéesdifférentiellesde l'ordre pair, savoir, S0, H2,S/t,

SQ,etc., et.en observantque, pour un nombreentierquelconquefi, positif,négatif

ou zéro, on a généralementdiverseséquationsdela forme

n étant le nombrephilosophiquede la théoriedessinuset cosinus,ou la circonfé-

rencedu cerclepour le rayonégalà l'unité.
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4>étant une quantité quelconque (Euleri Opuscuïa analytica, T; Ij

pag. 167).

Nous avons ainsi la déduction la plus complète de la possibilité des

Méthodes d'interpolation; laquelle, suivant ce que nous avons déjà

observé plus haut, forme la déduction théorique de ces méthodes]

— Quant à la déduction de la nécessité des Méthodes d'interpolation,

c'est-à-dire, de leur présence indispensable dans l'Algorithmie, elle

forme la déduction technique de ces méthodes; et, comme la déduc-

tion pareille des autres algorithmes techniques, elle appartient pro-

prement à la Transition de la Théorie à la Technie de l'Algorithmie,

exposée dans notre Introduction à la Philosophie des Mathématiques.

Aussi, cette déduction technique se trouve-t-elle donnée dans cette

Transition, où, en résumant les différens argumens, on verra que la

nécessité des Méthodes d'interpolation est fondée sur la finalité

algorithmique qui résulte de la NÉCESSITÉLOGIQUEde la fonction

réfléctive du Jugement, par laquelle nous sommes conduits du parti-

culier au général (à particulari ad universale), ou des faits aux lois.

Il faut cependant remarquer que, nonobstant ce principe logique de

• la nécessité des Méthodes d'interpolation, on ne saurait les considérer

comme de simples procédés d'induction, si ce n'est dans les cas où les

quantités consécutives données F0, Fl} F2, F3, etc. ne sont pas en

nombre infini; car, suivant le principe de la possibilité de ces mé-

thodes, c'est-à-dire, le principe de la raison suffisante, on a vu que,

lorsque les quantités données F0, F1} F2, etc. sont en nombre infini,

elles forment des conditions suffisantes de la DÉTERMINATIONmême de

la fonction Fx, et non simplement les conditions de la RÉFLEXION

(manière de penser) sur cette fonction, laquelle dernière (réflexion)

,est le véritable objet de l'induction. Il s'ensuit que les Méthodes d'in-

terpolation appartiennent tout à la fois à la fonction réfléctive et à la

1. ,7
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fonction déterminative du Jugement, suivant qu'elles sont considérées

par rapport à leur nécessité ou à leur présence indispensable dans la

science, et par rapport à leur possibilité ou à leurs modes de généra-

tion, c'est-à-dire, suivant qu'elles sont considérées dans la Technie ou

dans la Théorie de l'Algorithmie. Cette distinction est d'une haute

importance pour la philosophie des Méthodes d'interpolation; et les

géomètres doivent y faire attention d'autant plus que, jusqu'à présent,

ils se trouvent encore dans l'opinion erronnée de ce que ces méthodes

ne sont généralement que deë procédés d'induction.

C'est en nous fondant sur cette double origine Jpgique des Mé-

thodes d'interpolation, savoir, sur le principe logique véflectif de leur

nécessité et le principe logique déterminatif de leur possibilité, que,

dans le Tableau architectonique des fins formant l'objet ou le but de

la Technie, qui se trouve exposé dans notre Introduction à la Philoso-

phie des Mathématiques (page 255), nous avons placé ces méthodes

sous le point de vue logique des fins données par la partie élémentaire

de la Théorie. —D'ailleurs, en considérant les ÉGALITÉSet les INÉGA-

LITÉSou les RAPPORTS,telles que, dans leur simplicité primitive, elles

appartiennent au point de vue logique de la partie élémentaire de la

Théorie algorithmique (pages 196 et suiv. de la Philos, des Màthém.),

on verra que, lorsqu'il s'agit de fonctions, comme cela a toujours lieu

dans l'application de la Technie, les relations algorithmiques formant

les simples,égalités et spécialement les, inégalités ou les rapports, ne

peuvent présenter que les valeurs des DIFFÉRENCESde la fonction ou

de ses logarithmes; valeurs qui sont précisément les élémens ou les

données pour l'emploi des Méthodes d'interpolation.
— Mais, il ne

faut pas confondre le point de vue logique des FINSOUBUTSconsti-

tuant l'objet de l'application de la Technie algorithmique, avec le

point de vue loigque des algorithmes mêmes constituant les MOYENS
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ou INSTRUMENSde cette technie : nous parlerons bientôt de ce dernier

point de vue logique (*).

En terminant ici la déduction des Méthodes d'interpolation, nous

terminons la déduction de toute la partie élémentaire de la Technie

de l'Algorithmie, et, à oertains égards, comme nous l'avons déjà ob-

servé plus haut, la déduction de toute cette technie. Nous disons à

certains égards, parce que, pour la partie systématique de la Technie

de l'Algorithmie, constituant, dans notre Philosophie des Mathéma-

tiques, la loi absolue ou suprême (xxxii) qui, comme loi universelle,

se trouve reproduite dans l'ouvrage présent sous la marque (7), nous

avons bien donné la déduction complète et explicite de la possibilité

de cette loi absolue et universelle, en présentant, dans cet ouvrage-ci,

(+)Il existeencore,danslaTechnie,unetroisièmedistinctionentrelepointdevue

transcendantalet le point devue logique: c'estcellequi correspondà la distinction

mêmedesMOYENSOUINSTIUTMENSet desFINSou BUTSde laTechnie; distinctionque

nous avonsétabliedanslaPhilosophiedesMathématiques(liages253et254) et d»ns

le Tableauarchilectoniquedes Mathématiquesqui est annexéa cettePhilosophie.

Mais, quoiquecettedistinctionait lieu réellement,par lesraisonsmêmesque nous

avonsalléguéesà l'endroitcité,elleesttrop peuinfluentesurlesrésultatsde la science

elle-même,pour qu'onnepuissela négliger; d'autantplusque, de cettemanière,la

distinctionprincipaledespointsde vue, transcendantalet logique,qui a lieurespec-

tivementparmiles moyensou instrumens,et parmilesfinsoubuts dela Technie,et

qui estde la plus haute importancepour la scienceelle-même,se trouvera relevée

davantage,n'étant plus exposéeà se trouverconfondueaveccelledontnousvenons

déparier. Aussi, dans le Tableauarchitectoniquedelà Techniede YAlgorithmie,

quenousjoindronsà la findecettePhilosophiede laTechnie,négligerons-nouscette

distinctiondu point devuetranscendantalcorrespondantà l'ensembledesmoyensou

instrumensde laTechnie,et du pointdevue logiquecorrespondantà l'ensembledes

finsoubuts de laTechnie; en nousbornant, dans la distinctiondecesdeuxparties

de la Technie dont il s'agit, au principe analytiquede la distinctiongénéraledes

MOYENSet desFius'dansla conceptiondelaFINALITÉengénéral.
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les conditions (8) de cette possibilité; mais, pour ce qui concerne la

nécessité de la loi suprême en question (sa présence indispensable

dans la science), et par conséquent la nécessité de la partie systéma-

tique de la Technie, nous ne l'avons encore déduite qu'lMPLiciTEMENT

en reproduisant, vers le commencement de l'ouvrage présent, la dé-

duction de la nécessité de la Technie algorithmique en général, que

nous avons déjà donnée dans la Philosophie des Mathématiques : et

cela, parce que la loi absolue et universelle dont il s'agit, est, en même

tems, la loi générale de toute la Technie; de sorte que la déduction

de la nécessité de cette dernière implique la déduction de la nécessité

de sa loi générale, c'est-à-dire, de la nécessité de la loi suprême (xxxn)

elle-même. Quant à la déduction EXPLICITEde la nécessité de celte loi,

et par conséquent de la nécessité de toute la partie systématique de la

Technie, elle appartient proprement, suivant l'observation que nous

avons déjà faite plus haut, à la Transition de la Théorie à la Technie

de l'Algorithmie, telle que nous l'avons présentée dans l'Introduction

à la Philosophie des Mathématiques, où cette déduction explicite se

trouve donnée réellement. Et, résumant les argumens qui y consti-

tuent cette dernière déduction, on verra qu'elle se trouve fondée sur

la nécessité indispensable d'une forme unique de la génération des

quantités, pour la possibilité de la concordance des divers modes

distincts et indépendans de cette génération, c'est-à-dire, sur la néces-

sité d'une GÉNÉRATIONUNIVERSELLEdes quantités; de sorte que même

sous ce point de vue technique, c'est-à-dire, sous le point de vue de

la finalité (subjective) qui se trouve impliquée dans la conception de

la Technie, l'objet général de cette nouvelle partie de l'Algorithmie se

trouve être PUNIVERSALITÉDANSLAGÉNÉRATIONDESQUANTITÉS.

Telle est donc définitivement cette branche nouvelle formant la

Technie de l'Algorithmie, dont nous venons d'achever la déduction

sous l'aspect de la possibilité et sous celui de la nécessité de toutes ses
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parties constituantes. — Nous avons déjà reconnu plus haut que cette

branche de l'Algorithmie se trouve fondée sur un principe étranger à

la simple SPÉCULATIONalgorithmique qui est le domaine de la Théo-

rie, et nommément sur le principe de la FINALITÉ(action) algorith-

mique qui, par sa différence essentielle avec la simple spéculation,

rend cette branche, la Technie, esseptiellement hétérogène à la

Théorie. Et, c'est en nous fondant sur cette différence essentielle qui

a lieu entre la Théorie et la Technie de l'Algorithmie, que, déjà

dans l'Introduction à la Philosophie des Mathématiques, nous avons

reconnu la nécessité d'une dénomination particulière pour les propo-

sitions de la Technie, afin de les distinguer des propositions de la

Théorie, nommées théorèmes; et cela surtout parce que cette dernière

dénomination (théorème) ne convient pas généralement aux propo-

sitions de la Technie dont la nécessité, comme nous l'avons vu, ne

saurait être établie par la seule Théorie. En conséquence, nous avons

proposé (Philos, des Mathém. pages 4 bis', ai6 et suiv.) de nommer

méthodes, porismes ou problèmes les propositions de la Technie des

Mathématiques en général, en référant aux géomètres le choix défi-

nitif de cette dénomination. Mais, le nom de méthode convient assez

aux propositions auxiliaires, communes à la Théorie et à la Technie,

et constituant les procédés mêmes (les moyens) de la science, procé-

dés qui sont l'objet de la MÉTHODOLOGIEdes Mathématiques (*) ; et le

nom de problème convient également aux propositions constituant les

différentes questions (les fins) de la science; de manière que, désirant

(*)La MéthodologiedesMathématiquesappartientà la Philosophiemêmede ces

sciences,ainsiquenous l'avonsmontrédansl'Introductionà cettephilosophie(pages

3 et suiv.). — Nous en avonsdéjà présentéun exemplepar la déduction:des MÉ-

THODESINFINITÉSIMALES,qui se trouve dans notre Philosophiede l'Infini (pages44

et suiv.) ...
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éviter autant que possible toute innovation de pure nomenclature et

voulant, par conséquent, conserver les dénominations de méthodes et

de problèmes pour les propositions respectives qu'elles servent à dé-

signer, nous adopterons définitivement, pour les propositions de la

Technie des Mathématiques, la dénomination de porisme dont on a

perdu l'objet qui, autant qu'on peut conjecturer à priori, paraît

effectivement le même que celui des propositions de la Technie, ainsi

que nous l'avons montré dans la Philosophie des Mathématiques ('*).
-— Quoique nous ayons déjà légitimé suffisamment l'introduction

d'une dénomination particulière pour les propositions de la Technie,

nous devons rappeler encore une fois qu'elle se trouve motivée par

l'hétérogénéité essentielle qui a lieu entre la Théorie et la Technie des

Mathématiques, lorsque cette dernière (la Technie) est considérée

par rapport à sa nécessité où à sa présence indispensable dans la

science : il est vrai que les différens algorithmes constituant la Tech-

nie sont donnes par la Théorie, car c'est là (dans la Théorie) qu'est

le principe de la possibilité de la Technie; mais, étant considérée par

rapport à sa nécessité, la Technie se sépare entièrement de la Théorie,

en fondant son indépendance sur le principe de la finalité algorith-

mique, qui est tout-à-fait étranger au principe de la spéculation algo-

rithmique dominant dans la Théorie (**). On voit ainsi que la Tech-

(*) Cettedénominationdeporismesconvientd'autantmieuxauxpropositionsde la

Technie, que l'objet.de,cespropositions,portant essentiellementsur I'UNIVERSALITÉ

de la générationdesquantités,supposeou postulenécessairementsapropre possibi-

lité; circonstancequi, par là même, exclutce qu'ily a de problématiquedansces

propositions,parcequ'il faut bienqu'il existeun principeuniverselde la génération
desquantités.Et, suivantla déductionà priori que, dansla PhilosophiedesMathé-

matiques(page 220), nous avonsdonnéede la significationdu motporisme, c'estlà

précisémentle caractèredistinctifde cettesignification.

(**)C'estsur l'hétérogénéitéqui a lieu entre ces deux conceptionsde là finalité



DE LA TECHNIE. i35

nie algorithmique, dont il est spécialement question dans cet ouvrage,

se rattache à la Théorie algorithmique par sa possibilité, mais qu'elle

s'en détache par sa nécessité ; de manière que les propositions de la

Technie sont tout à la fois des théorèmes et des porismes ; elles sont

THÉORÈMES,lorsque, comme cela arrive dans la Philosophie, il s'agit

de leur possibilité qui, comme nous l'avons reconnu, se trouve don-

née par la Théorie; et elles sont PORISMES,lorsque, comme cela arrive

généralement dans l'Algorithmie elle-même, il s'agit de leur nécessité

ou de leur présence indispensable, nécessité qui, comme nous l'avons

reconnu également, ne saurait être établie par la seule Théorie.

A propos de nomenclature, nous avons attribué, dans la Philoso-

phie des Mathématiques (page 253), le nom général de développe-

mens aux procédés dépendant immédiatement de la loi universelle

(xxxii) qui forme l'algorithme technique systématique, et le nom

particulier de valeurs aux procédés que donnent les algorithmes- tech-

(action) et de la spéculationalgorithmiques,que se trouvefondée, en premierprin-

cipe, la distinctionentre la Technie et.la Théorie de l'Algorithmie,ainsique nous

l'avonsreconnuen détaildansl'ouvrageprésent.Mais,cettehétérogénéitéestentière-

ment philosophique;et, commetelle, ellene sauraitservirde critériumà la distinc-

tion de la Technieet de la Théoriepour ceuxdesgéomètresqui, sebornant auméca-

nismedes calculs, ne porteront pas leurs regardsjusque sur les principesou sur la

philosophiede leurscience,et encoremoinspour les étudiansdesMathématiques.En

conséquence,il faut, pour cette classede géomètreset pour les étudians,prendre le

critériumde la distinctionde laTechnieet de la Théorie, non dansle principemême

de cette distinction,maisbien danssesrésultats; et, d'aprèsce que nous avonsre-

connudesobjetsrespectifsde la Théorie et de la Technie, les résultatsde cettedis-

tinctionsont, pour l'Algorithmie,que la Théorie présenteles DIFFÉUENSMODESDIS-

TINCTSETINDÉPENDANSpour la générationdes quantités, et que la Technieprésente

au contraireI'UNIVERSALITÉdans la générationdes quantités.— Aussi,est-celà la

distinctionqu'ondoitassignerà cesdeuxbranchesdel'Algorithmie,dansdesouvrages

étrangersà la philosophiemêmedesMathématiques.
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niques élémentaires ; et cela par la raison que nous y avons alléguée.

Mais, d'une part, le nom figuré de dèveloppemens convient, à certains

égards, à tous les procédés techniques indistinctement, parce que ces

procédés ne sont que des modifications de la loi universelle dont la

forme répond à cette dénomination; et, de l'autre part, le nom de

valeurs peut aussi, à certains égards, s'étendre à tous les procédés

techniques, parce que les procédés systématiques donnés par la loi

universelle, sont des généralisations des procédés élémentaires aux-

quels convient plus spécialement cette dernière dénomination. Ainsi,

pour ne pas multiplier les difficultés, nous renonçons à cette distinc-

tion subtile; et nous qualifierons dorénavant tous les procédés tech-

niques indistinctement par les noms de dèveloppemens et de valeurs.

— Enfin, nous avons nommé, jusqu'ici, facultés strictement dites le

quatrième algorithme technique élémentaire, en considérant par là

les facultés algorithmiques comme appartenant, pour ainsi dire exclu-

sivement, à la Technie de l'Algorithmie: mais, dans sa généralité,

cette considération ne serait pas tout-à-fait exacte, comme nous allons

le montrer; et, par conséquent, ayant égard à ce que l'exposant des

facultés particulières qui constituent le quatrième algorithme tech-

nique en question, est une fonction de la quantité variable, nous

nommerons désormais facultés exponentielles ce quatrième algo-

rithme technique élémentaire, par analogie avec la même dénomina-

tion employée pour les puissances.

Nous venons de remarquer que, prise en général, la considération

de ce que les facultés algorithmiques appartiennent exclusivement à

la Technie, ne serait pas tout-à-fait exacte. En effet, ces FACULTÉSet

la NUMÉRATIONalgorithmiques forment à la vérité les seuls instrumens

de la Technie, par leur caractère propre de SERVIRDE MOYENSÀ DES

FINSALGORITHMIQUES,ainsi que nous l'avons reconnu dans la Philo-

sophie des Mathématiques (page 173) j mais, étant considérés clans
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leur origine, ces algorithmes se trouvent donnés par la Théorie de

l'Algorithmie, où ils constituent les deux algorithmes élémentaires

dérivés immédiats; et, par conséquent, sous ce dernier aspect, les

facultés et la numération appartiennent entièrement à la Théorie :

c'est-à-dire que, par rapport à eux-mêmes, les algorithmes de la nu-

mération et des facultés sont théoriques, mais, par rapport à leur

usage ou emploi dans l'Algorithmie, ils sont techniques. Et, c'est pré-

cisément sûr cette double considération des instrumens de la Technie,

que se trouvent fondées respectivement la possibilité et la nécessité de

cette branche de l'Algorithmie : savoir, en tant que ses instrumens,' la

numération et les facultés, appartiennent à la Théorie par laquelle ils

se trouvent donnés, la Technie se rattache à la Théorie par sa possi-

bilité; et, en tant que les mêmes instrumens sont employés arbitrai-

rement pour l'obtention de certaines fins algorithmiques et que, de

cette manière, ils deviennent indépendans de la Théorie, la Technie

dont il s'agit se détache de la Théorie par sa nécessité, et donne alors

naissance à des modes distincts et universels de la génération des

quantités, modes qui constituent les algorithmes techniques (*). Tou-

tefois, il faut remarquer que la numération et les facultés peuvent

aussi être employées dans la Théorie ; mais alors, quelle que soit la

généralité dans laquelle se trouveraient employés ces algorithmes, ils

(*)C'estpourquoi, dansla PhilosophiedesMathématiques(page254), eriparlant
de la distinctiondesMOYENSet des FINSalgorithmiques,appartenantà la Technie,
nousavonsavancéque, dansla partiequidonnelesmoyenstechniqueset qui estpré^
cisémentl'objet de la premièresectionde la Philosophiede la Technie, prédomine
l'Entendement(en général), c'est-à-dire, la faculté de la spéculation(x«T««-*«irÀ)
dont le domaineestlaThéorie; et que, dans la partie qui donneles finstechniques,
formant la secondesectionde-la Philosophiede laTechnie, prédominela Volonté,

c'est-à-dire,la faculté de l'actionou des buts (TrfcvyftitTtU)dont le domaineestla

Technie.

ï. i8
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seraient toujours réductibles aux cas simples des numérales et des

factorielles que, dans la Philosophie des Mathématiques (page 174)5

nous avons reconnues effectivement comme appartenant à la Théorie

de l'Algorithmie.
— Il résulte de cette considération des algorithmes

de la numération et des facultés, que, non seulement leurs CONCEP-

TIONSGÉNÉRALES.respectivesqui se trouvent données exclusivement

par la Théorie, mais, de plus, leurs LOISFONDAMENTALESet leurs CIR-

CONSTANCESIMMÉDIATESrespectives qui sont nécessairement données

par des procédés techniques, appartiennent à la Théorie. Quant à

cette influence nécessaire des procédés techniques dans la .détermina-

tion des lois fondamentales et des circonstances immédiates des algo-

rithmes de la numération et des facultés, elle vient de la nature même

de ces algorithmes: en effet, la numération présenté immédiatement

la sommation infinie qui est l'algorithme universel faisant l'objet dé

la Technie; et les facultés, étant considérées clans leurs facteurs élé-

mentaires ou philosophiques, et ramenées, par la multiplication de

ces facteurs, à dés sommes de termes distincts et séparés, présentent

encore la sommation infinie constituant l'algorithme fondamental de

la Technie. Et, c'est à causé de cette
infiuenjlÉhécessaire des procédés

techniques dans les lois fondamentales et \emL\xconstances immédiates

respectives des algorithmes de la numération et des facultés, que,

dans l'Introduction à la Philosophie des Mathématiques, nous ren-

voyons* à la seconde partie de cette Philosophie, c'est-à-dire, à la

Technie, la détermination de ces lois et de ces circonstances. Aussi,

en donnant, dans l'ouvrage présent, la loi fondamentale de l'algo-

rithme technique systématique (xxxn), c'est-à-dire, en donnant l'ex-

pression de la loi universelle (7), nous aurons, en même tems, la loi

fondamentale de l'algorithme général de la numération, dont la forme

est contenue dans celle de cette loi universelle ; et, pour ce qui con-

cerne la loi fondamentale des facultés, nous l'avons déjà présentée,
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par anticipation, dans la première des Notes attachées à la Réfutation

de Lagrange, et nous nous réservons d'en donner ailleurs la déduction

ou la démonstration : quant aux circonstances immédiates respectives

de ces deux algorithmes, nous exposerons celles des facultés dans la

Philosophie présente, et celles de la numération dans un autre ou-

vrage.
— Au reste, cette considération des algorithmes de la numéra-

tion et des facultés, formant les instrumens de la Technie, revient

entièrement à celle sous laquelle nous les avons présentés dans la Phir

losophie des Mathématiques; et, ce n'est que la dénomination de

facultés strictement dites, employée pour l'espèce particulière de facul-
o lit»

tés constituant le quatrième algorithme technique élémentaire, qui

pouvait donner lieu à une considération inexacte des deux algo-

rithmes, de la numération et des facultés, dont il s'agit ; inconvénient

que nous éviterons en substituant à cette dénomination, celle plus

exacte de facultés exponentielles.

Nous terminons ici la déduction philosophique des algorithmes qui

réunis constituent, dans l'Algorithmie, cette branche nouvelle et dis-

tincte que nous nommons Technie et dont la philosophie est l'objet,

de cet ouvrage.
— Mais, ces divers algorithmes techniques, qui sont

ceux que nous avons déjà déduits, quant à leur nécessité, dans la

Transition de la Théorie à la Technie présentée dans notre Philosophie

des Mathématiques, ne forment proprement, dans cette Technie, que

la partie qu/on découvre sous le point de vue TRANSCENDANTALde cette

branche de l'Algorithmie; et il existe encore ici, tout comme dans la

Théorie, une partie correspondante au point de vue LOGIQUE.— Voici

cette partie complémentaire de la Technie.

Il serait inutile de reproduire ici la déduction des deux points de

vue,, transcendantal et logique, sous lesquels se présentent nécessaire-

ment toutes les branches fondamentales des Mathématiques : nous en

avons déjà dit assez;.dans l'Introduction à la Philosophie des Mathé-
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matiques (pages 29 et 3o, g6 et g7, 196 et ig7, et surtout pages 9g

et 100) pour bien établir la distinction de ces deux points de vue de la

science, et, par conséquent, des deux parties correspondantes dans

toutes les branches fondamentales des: Mathématiques ,^et même des

autres sciences. Nous nous bornerons donc à rappeler que, pour les

Mathématiques en général, le point de vue TRANSCENDANTALporte sur

la GÉNÉRATIONelle-même des quantités, et qu'il donne ainsi lieu à

celte partie qui embrasse la constitution algorithmique; et que le

point de vue LOGIQUEporte seulement sur la RELATIONréciproque des

quantités, et qu'il ne donne lieu qu'à cette partie qui embrasse la

simple comparaison algorithmique.
—

Ainsi, pour la Technie de

l'Algorithmie dont il s'agit ici, nous aurons, sous le point de vue

transcendantal, la génération technique, c'est-à-dire, l'universalité de

la génération des quantités, et c'est là la partie de la Constitution

technique que nous avons déduite jusqu'ici; et, sous le point de vue

logique, nous aurons la relation technique, c'est-à-dire, l'universalité

de la relation des quantités, qui formera la partie de la Comparaison

technique qu'il nous reste à déduire.

Oii, la comparaison des quantités algorithmiques porte.générale-

ment sur leur ÉGALITÉou sur leur INÉGALITÉ,comme nous l'avons vu

dans la Philosophie des Mathématiques et comme cela est clair par
soi-même. Ainsi, lorsqu'il ne s'agit que de SPÉCULATION,comme dans

la Théorie, toute la partie de la comparaison des quantités se réduit

évidemment à la considération même des égalités et des inégalités

algorithmiques; et c'est là effectivement la théorie de la comparaison
des quantités que, dans notre Philosophie des Mathématiques, nous

avons présentée pour les deux parties, élémentaire et systématique,
de la Théorie de l'Algorithmie. Mais, lorsqu'il s'agit d'ACTlONalgo-

rithmique, c'est-à-dire, de FINSou BUTSalgorithmiques, comme dans

la Technie qui nous occupe, la considération des égalités ou des iné-
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galités des quantités doit recevoir une certaine destination, laquelle,

sans en fixer encore la nature particulière, sera évidemment en géné-

ral une certaine FORMATIONet une certaine TRANSFORMATIONdes éga-

lités ou des inégalités algorithmiques ; c'est-à-dire, en ne nous attaT

chant ici qu'aux seules égalités, parce qu'elles sont les conditions des

inégalités, et en observant que la transformation des égalités se réduit,

en dernier lieu, à la résolution des égalités ou, ce qui est la même

chose, à la résolution des équations, on verra que, d'après cette dé-

termination générale delà comparaison technique, cette comparaison

consiste dans une certaine FORMATIONDESÉGALITÉSet dans une cer-

taine RÉSOLUTIONDESÉQUATIONS.Il ne reste donc qu'à fixer, par une

détermination ultérieure, cette certaine nature de la formation et de

la résolution que nous venons de nommer ; et cette détermination ulté-

rieure ne présente non plus aucune difficulté-. En effet, l'objet général

de la Technie, tel que nous l'avons déduit plus haut, étant l'universa-

lité algorithmique, et, par conséquent, l'universalité de la génération

des quantités dans la partie de la Constitution technique, et l'univer-

salité de la relation des quantités dans la partie de la Comparaison

technique, il est clair que cette certaine nature de la formation des

égalités et de la résolution des équations, consiste dans l'universalité

respective de cette formation et de cette résolution ; de sorte que les

objets de la comparaison technique dont il est question, sont définiti-

vement i°. la FORMATIONUNIVERSELLEDESÉGALITÉS,et i°. la RÉSOLU-

TIONUNIVERSELLEDESÉQUATIONS.

C'est là la déduction technique, c'est-à-dire, la déduction de la né-

cessité ou de la présence indispensable dans la science, de ces deux

objets accessoires de la Technie de l'Algorithmie, qu'on découvre en

la considérant sous le point de vue logique. Nous allons maintenant

donner leur déduction théorique, c'est-à-dire, la déduction de là' pos-

sibilité même de ces deux objets accessoires et. complémentaires clé la
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Technie; et cela en indiquant les principes algorithmiques dont dé-

pend cette possibilité.

Commençons, comme eela est naturel, par la formation universelle

des égalités.
—<Pour cela, soit Ft une certaine fonction de la quantité

t; et, suivant la loi universelle (7) de la génération des quantités, dé-

veloppons cette fonction Ft par rapport à une suite de fonctions quel-

conques a0, »r, n2, a3, etc. de la même quantité t; de sorte qu'on

ait ... (45)

De plus, ft étant une autre fonction de t, multiplions les deux mem-

bres de cette expression par ft, et nous aurons ... (45)'

Or, suivant maintenant la forme générale (vm) des séries, si l'on

développe, par rapport aux facultés progressives d'une nouvelle fonc-

tion <pt,d'une part, la fonction ft.Ft, et, de l'autre part, les fonc-

tions A0.ft.a0,
'
Al.ft.al, A2.ft.a2, A3.ft.ti3} etc., c'est-

à-dire, les termes successifs.du développement (45)!> de sorte qu'on

ait d'une part... (45)"

T étant l'accroissement de t pour former les facultés; on aura ... (45)1T
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Ainsi, faisant successivement

on obtiendra les égalités ... (45)v

et, faisant attention à ce que les fonctions Ft, ft, <pt,et n0, nr, n2,

S23,etc. que nous avons employées pour la construction dé ces égali-

tés, sont ARBITRAIRES,on reconnaîtra facilement que cette construc-

tion est réellement la FORMATIONUNIVERSELLEDES ÉGALITÉS,puis-

qu'elle est entièrerhent arbitraire et, par conséquent, diversifiable à

l'infini (*); c'est-à-dire qu'il ne saurait exister, entre des quantités

algorithmiques, des égalités suivant des lois déterminées, qui ne se

trouveraient pas contenues sous la forme (45)v, ou du moins dont les

(*)Surtout en opérantlesdéveloppemens(45)"et (45)'",non seulementpar rapport

aux facultésprogressivessimples

iStWusgénéralement,suivantla forme(ai)'" ou (ii)yn, par rapport aux facultéspro-
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principes ne se trouveraient pas donnés par cette forme. <—Il est donc

possible de ramener, à une seule forme, la construction des égalités

algorithmiques; et c'est là la déduction théorique, c'est-à-dire, la dé-

duction de la possibilité même de la formation universelle des égalités,

qui est le premier des deux objets composant, dans la Technie, la

partie de la Comparaison des quantités.

La dénomination la plus convenable pour cette branche particulière

de la Technie de l'Algorithmie, serait Canon algorithmique (*); parce

que, d'une part, sans employer aucun autre algorithme, on peut, par

ce moyen, comme par une espèce de règle générale (en quelque sorte

comme par un Barème), arriver à une infinité d'égalités algorith-

miques, données par les divers algorithmes constituant la science, et

parce que, d'une autre part, on peut, par ce même .moyen, trouver

la renie que doivent suivre certaines expressions algorithmiques dans

des cas donnés,.par exemple, dans les cas où les variables sont des

gressivescomposéesque nous avonsindiquéesci-dessusà la marque (ao) ou (ai)v,

savoir,

Il faut de plusremarquerque, jusqu'ici, ayantseulementen vue lesprincipes,nous

ne nous attachonsgénéralementqu'aucassimpled'uneseulevariable,où setrouvent,

précisémentlesprincipesdesdéveloppcmenstechniques;etpar.conséquentque, dans

la questionprésente,si l'onprend, au lieudesfonctionsFt et ft de la seulevariable

t, desfonctionsF(t, t1}U, h, etc.) etf(t, tt, t,., t3, etc.) de plusieursvariables

indépendantest, tx, t%,l3, etc., on peut opérer les développemens(45), (45)"et

(45)'"par rapportà cesvariablesindépendantes,et multiplierou diversifierainsià

l'infinicesfondemensde la formationdeségalités.

(*) Cettedénominationqui dérivedu mot x-mm(règle) a déjà été employéedans

les Mathématiques;mais, commesonusages'estpresqueperdu, nouspouvonslui

assignerune acceptionnouvelleet permanente,laquelle, au reste, revientà certains

égardsà l'ancienneacception, -~
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nombres entiers, ainsi que nous le verrons ailleurs. Aussi, pour la suite

de nos recherches, adopterons-nous cette dénomination. t .
'

Pour donner un exemple de ce Canon algorithmique, nous allons

en exposer le cas le plus particulier, celui qui, pour un développement

quelconque (45), a lieu lorsque, dans les développemens (45)" et.

(45)'", l'accroissement r est zéro et que la fonction <ptest simplement

t, c'est-à-dire, lorsque ces développemens procèdent par rapport axix

simples puissances de la variable t. —
Mais, avant tout, observons

que, dans ces développemens (45)" et (45)'", nous n'avons considéré

que la partie des séries qui contient les facultés à exposans positifs, et

que, par la nature tout arbitraire de la fonction ft, ces développe-

mens peuvent généralement être considérés comme contenant, de

plus, les termes affectés des facultés à exposans négatifs; de sorte

qu'au Heu des développemens particuliers (45)" et (45)'", on ait géné-

ralement ... (45)'Vl

en embrassant ici par l'indice p, les différens développemens (45)'".

Alors, le Canon algorithmique (45)v contiendra en outre les égalités

correspondantes aux indices négatifs des quantités désignées par les

caractéristiques M et N, savoir, ... (45)v"



Ï46 PHILOSOPHIE

dé sorte que, considéré généralement^ le Canon dont il s'agit; sera

exprimé par l'égalité .v. (46) -.,-., •-

'' ; '
M, = #(ô)*'4- JV(i)»'4- iy(a), 4- iV(3)x.H- etC;,

l'indice x étant toujours et nécessairement un nombre entier, positif,

négatif ou zéro. — Nous disons nécessairement, parce que, suivant la

déduction précédente du Canon algorithmique, le cas où l'indice x

ne serait pas un nombre entier, n'a ici évidemment aucune significa-

tion; et ce n'est que PARINDUCTIONqu'on pourrait étendre le Canon

aux cas de x fractionnaire, transcendant, etc.

Or, pour en revenir à notre exemple, dans le cas le plus particulier

que nous nous sommes proposé de déduire, les développemens (45)yi

seraient simplement ... (45)7

Et, pour donner également une détermination particulière au déve-

loppement fondamental (45), considérons le cas où la suite des-fonc-

tions a0, a1} a2, a3, etc. par rapport auxquelles procède ce dévelop-

pement, est la suite des facultés

4" désignant une fonction quelconque, et a étant l'accroissement de t
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dans la formation de ces facultés ; de manière à ce que, la fonction

développée F; se trouvant être tout-à-fait arbitraire, ce développement

fondamental puisse être considéré comme contenant, outre les facul-

tés à exposans positifs, celles à exposans négatifs, c'est-à-dire, comme

étant... (45) t

Alors, le Canon algorithmique correspondant à ce cas particulier

(45),, sera exprimé par l'égalité ... (46)i

et, dans l'exemple dont il s'agit, correspondant aux développemens

précédens (45)r, les quantités i\r(o)r, iV(-r-0*, #(-+-*)„ etc. et

2V( IVJ 77(—2)x, etc. se trouveront données généralement par le

développement ... (45)"

Supposons maintenant que la fonction arbitraire ft, développée par

rapport aux puissances de la variable t, donne ... (47)
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en désignant par [o], [-t-i],. [4-2], etc..et [—1], [—2], etc. les

eoefficiens de ce développement; et observons que, puisque la fonc-

tion ft est entièrement arbitraire, ces eoefficiens peuvent, en vertu

du principe des méthodes .d'interpolation, être considérés comme

étant les valeurs consécutives d'une fonction quelconque donnée qui

se trouvera désignée par (>]. Supposons, de plus, que les fonctions

Ft et j4v..tyi)V\', développées de même par rapport aux puissances

de la variable t, donnent ... (47)'

en désignant par F0, F+I, F+2, etc., F_>, F„2, etc. et * G«*)o,•*"(/*)+,,

•*•(/«•)+,, etc., ¥(/«*)_:„ *0t*)^, etc. 4es eoefficiens respectifs de ces

développemens. Alors, multipliant entre eux, d'une part, les dévelop-

pemens (47) et (47)' de /* et Ff, et, de l'autre part, les développe-
mens (47) et(47)'de/îret^.(4/)'*l% on obtiendra, pour les eoeffi-

ciens des développement 05)7* et (45)!1, les expressions générales

-•(45)r
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l'indice x étant un nombre entier quelconque, positif, négatif ou

zéro. — Or, l'une et l'autre de ces expressions se trouvant construites

avec la fonction [x] et ses valeurs consécutives [x—i], \x—2],

[x— 3], etc. et [x+.i],[xl-+-2.~\, [#-4-f3], etc.j>et, de.plus, lesieoéfr

ficiens respectifs Fa ', F+1, F+s., F+3, etc., F^r,, F_2, 'FL4-,setc. et

*Q*)o, "*&)'+» ,*(j*)+»'*'(j")+3> etc.,,*.^)^,.-*?^)^-^^)^-, etc;

se trouvant donnés par Jes fonctions arbitraires ^Ft et &t-yon peut-tou-

jours prendre, pour ces dernières,'dês fonction^,telles' qneSces.expres-
sions (45)r présentent respectivement certaines fonctions. | théoriques

ou techniques, déterminées et construites avec les valeurs consécutives

d'une fonction [x~\. Ainsi, donnant alors à l'indice (A,ses différentes

valeurs entières, positives, négatives et zéro, et substituant les'expres-

sions correspondantes (45)^ dans .Je,,Canon algorithmique particulier

(46) 1, on obtiendra une égalité'entre ces certaines fonctions, théo-

riques ou techniques, dont nous venons de parler:—• Par, exemple,

soit

et supposons que, dans le développement (45),, l'accroissement onsoit

zéro; ce développementsera : : -.•.;• ;....;. ;-::-nr '<[ >.

de sorte que l'on aura ..• ^ .
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Ainsi, les développêmiens (47})' donneront-, pour les quantités respec-

tives F0, F+1, F^, etc., F^t, F^, été; et •*-(#)<,>-•*,(j*)+i, 1r(j*)+v etc.,

"f*(yt*)_i, "F(,w-)_.i,ët£ formant leurs eoefficiens, les valeurs générales

.-.(47)"

l'indice p étant un nombre entier, positif ou zéro, et toutes les autres

quantités F0, F+T)-F^, F+2, /C2, etc. et *(/*)*> *;(/t*)H;I,.'*,(/t*)_„

'^(/M')+23-^C/1*)-»»etc->nPn comprises sous les formes générales FaJ,et

^(ÀOO'Pi'étantx>évidemmeut zéro. Or, ai l'on fait «j= r, et-si l'on sub-

stitue ces' demièreè valeurs ;(47)"' des eoefficiens susdits, dans les ex-

pressions' (45)Il
:dés' quantités; M^ et N (jw)x, il viendra ' -•' '!

enndésignant pan Ales différences régressives, relatives-^ la variable x,

et prises par rapport à un accroissement égal à l'unité., Donc, en assi-

gnant à l'indiceju ses différentes valeurs entières, et substituant les

valeurs correspondantes (47)'" dans le Canon particulier (46)i, on

obtiendra, pour une fonction quelconque [x], l'égalité
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Si Von faisait a = ^-T-i, les valeurs précédentes (47)'', subslituéesdans

les expressions (45)"? donneraient i s .,• • ri i h : i "• « ••<

en désignant ici par 'A les différences progressives. Alors, assignant à

l'indice /u, ses différentes valeurs entières, et substituant les valeurs

correspondantes (47)1Vdans le Canon particulier (46) l} on obtiendrait

l'égalité

Et, généralement, en laissant subsister a, dans les expressions (47)",

ces valeurs, substituées dans les expressions (45)3%donneraient
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en-dénotant par ^v'iès'di'fférenfcés régressives,'prises par rapport à

l'accroissement a de la variable ajJAinsij'en assignant à»l'indjce /*»

ses différentes valeurs entières, et substituant les valeurs correspon-

dantes (47)Tdans le Canon (46),, on obtiendrait l'égalité générale

Mais, il faut remarquer que, suivant la construction du Canon

algorithmique et la déduction de l'égalité précédente (47)VI>cette
1
éga-

lité ne se trouve proprement DÉTERMINÉEque dans les cas où les

quantités x, j et et sont des nombres entiers; et, par conséquent, que

c'est seulement PARINDUCTIONqu'on peut l'étendre aux cas où ces

quantités ne seraient pas des nombres entiers. — Telle, est proprement

la natùre; dû Canon algorithmique;' car, Comme nous l'avons'déjà'

remarqué en fixant sa dénomination, ce Canon ne 'doit' servir'dans"

l'Algorithmie que pour établir la RÈGLEque suivent certaines expres-

sions algorithmiques, en donnant ces expressions dans le cas où les

quantités dont, elles dépendent, sont des nombres entiers (^)., 11'reste

ensuite à étendre ces expressions aux cas où leurs quantités sont des

P ' — : ——^ ;
~^ '

(*) Decettemanière,le Canondont il s'agitprésente,pour ainsidire, lesLOISPAS-.

SIYESdel'Algorithmie,en fixantles conditionsdela sommation,manifestéespar les

nombresentiers,-auxquellesdoiventse soumettrelestexpressionsalgorithmiques,

c'est-.à-dire,lagraduation'danslagénérationdesquantités.
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nombres quelconques, fractionnaires, transcendans, etc.; et cela, pro-

visoirement, par le moyen réflectif de l'induction, ou, péremptoire-

ment, parle moyen déterminatif de procédés rigoureux, comme nous

le verrons dans la suite de cette Philosophie de la Technie, lorsque

nous nous occuperons des lois fondamentales ou de la résolution défi-

nitive de chacune des différentes parties qui composent la Technie et

que nous découvrons actuellement.

Avant de quitter cette déduction du Canon algorithmique, nous

devons encore remarquer que le cas le plus particulier de ce Canon,

celui que nous venons d'exposer sous la marque (45)3' pour avoir un

exemple, constitue proprement le système de procédés algorithmiques,

découvert par M. le comte Laplace et nommé par lui Théorie des

fonctions génératrices, ou plutôt que cette Théorie n'est que le cas le

plus simple de ce cas particulier, savoir, lorsque, dans le développe-

ment (45)i, l'accroissement o" est zéro et que la fonction arbitraire tyt

est un polynôme fini de la forme (a + bt+ ct*-+- dt5~+~etc.).
— Une

faible attention suffira pour reconnaître, d'une part, que ce cas parti-

culier (45)3' du Canon algorithmique présente, DANSTOUSLEURSDÉ-

TAILS,les principes des procédés ABRÉGÉSde M. le comte; et, de l'autre

part, quelle est l'utilité et la fécondité de ces procédés. Aussi, vu cette

fécondité et surtout le rang que ces nrocédés occupent dans la science,

devons-nous les considérer comme la découverte principale de M. le

comte Laplace dans les Mathématiques pures.

Venons maintenant à la RÉSOLUTIONUNIVERSELLEDES ÉQUATIONS

formant le second des deux objets qui, dans la Technie, dépendent

du point de vue logique et portent sur la Comparaison des quantités.

— Or, pour déduire la possibilité de cette résolution universelle, car

c'est tout ce qu'il nous reste à faire ici, la nécessité de cette résolution

étant déjà déduite plus haut, il suffit évidemment de reconnaître,

d'abord, que toutes les équations en général peuvent être ramenées à

i. 20
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une seule forme, et ensuite que, sous cette forme, on peut toujours et

généralement obtenir la valeur des inconnues des équations. Et, con-

naissant déjà la forme (7) de la génération universelle des quantités,

l'une et l'autre de ces déductions ne présentent plus aucune difficulté,

comme nous allons le voir.

Avant tout, il faut ici remarquer que la loi universelle (7), ainsi

que tous les algorithmes techniques, qui n'en sont que des transfor-

mations, peuvent être étendus aux fonctions de plusieurs variables

indépendantes. Mais, dans cette Philosophie de la Technie, nous ne

nous occupons que des fonctions d'une seule variable, parce que c'est

là proprement à quoi se réduisent tous les autres développemens des

fonctions et, par conséquent, tous les procédés formant l'objet de la

Technie : les développemens des fonctions à plusieurs variables n'é-

tant que des extensions ou plutôt des répétitions des développemens

des fonctions à une seule variable, ces derniers développemens consti-

tuent les véritables principes de la Technie ; et c'est évidemment à la

déduction de ces principes que se réduit la Philosophie de cette

branche de l'Algorithmie. Ce n'est donc qu'autant que ces développe-

mens à plusieurs variables indépendantes peuvent être nécessaires

pour la déduction de ceux à une seule variable, lesquels derniers sont

proprement notre objet présent, que nous pouvons ici opérer cette

extension ; et c'est pour cette raison, car nous aurons besoin de ces

développemens à plusieurs variables pour la déduction de la Résolu-

tion universelle des équations, que nous allons étendre la loi suprême

(7) aux fonctions de plusieurs variables.

Soit F(xl} xz, x3, etc.) une fonction quelconque de plusieurs va-

riables indépendantes #,, x2, x3, etc. En la considérant d'abord

comme n'étant fonction que de la seule variable x1} et considérant

d'ailleurs une suite quelconque de fonctions pareilles
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comme n'étant aussi que des fonctions de la seule variable xt, la

fonction proposée F (xl} x2, x3, etc.) pourra, en vertu de la loi uni-

verselle (7), être développée sous la forme ... (48)

les eoefficiens A0, Al, A2, A3, etc. étant évidemment des fonctions

des autres variables x2, x3, x>, etc. Ainsi, en considérant de nouveau

ces eoefficiens comme fonctions de la seule variable x2, et considérant

de plus les suites quelconques de fonctions pareilles

comme n'étant aussi fonctions que de la seule variable x2, on pourra,

toujours en vertu de la loi universelle (7), onérer les déveloonemens

etc., etc.,

et, substituant ces derniers dans les premiers développemens (48), on

aura .. . (48)'
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les eoefficiens A(0a),A^, Af, etc., A-, A*i\ J?, etc., A?', Af,

A^ 1, etc., etc., n'étant plus fonctions que des variables restantes x3,

#4, etc. Et, développant de la même manière ces eoefficiens par rap-

port à une suite de fonctions quelconques des variables restantes x3,

Xft, etc., considérées comme n'étant fonctions que de la seule variable

x3, et successivement les eoefficiens de ce nouveau développement par

rapport à des suites de fonctions quelconques des variables respectives

restantes x^, x$, etc., on parviendra évidemment au développement

complet de la fonction F(xl} x2, x3, etc.), procédant par rapport à

des suites de fonctions quelconques des variables indépendantes ar,,

x2, x3, x^, etc.

Quant à la possibilité de ce développement, elle est naturellement

soumise aux conditions (8) de la possibilité de la loi universelle (7)

elle-même, pareeque, comme nous venons de le voir et comme nous

l'avions déjà remarqué auparavant, ce développement complet de la

fonction F(x,, x2, x3, etc.) à plusieurs variables, n'est autre chose

qu'une répétition ou une application réitérée de la même loi (7) ; de

sorte qu'on voit, par là même, quelle est la suite des fonctions mar-

quées avec les caractéristiques ... (48)"
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par rapport auxquelles peut être développée une fonction F(x1} x2,

x3, etc.) de plusieurs variables indépendantes. On voit également, par

cette déduction du développement des fonctions à plusieurs variables,

que les eoefficiens du développement complet seront construits avec

les valeurs des différentielles partielles de la fonction F(xl, x2, x3, etc.)

qui se trouve développée, et des fonctions (48)", savoir, a0, a,, a2,

etc., etc. par rapport auxquelles procède le développement; car, sui-

vant ce que nous avons reconnu plus haut, les eoefficiens du dévelop-

pement que présente la loi universelle (7), sont construits avec les

valeurs des dérivées différentielles de la fonction qui se trouve déve-

loppée et des fonctions par rapport auxquelles procède le dévelop-

pement.

Revenons maintenant à notre déduction de la possibilité de la

Résolution universelle des équations, et nommément, suivant ce que

nous avons remarqué plus haut, à la déduction de ce que toutes les

équations en général peuvent être ramenées à une seule forme, et

que, sous cette forme, on peut toujours obtenir les valeurs des incon-

nues des équations.

D'abord, pour ce qui concerne la réduction de toutes les équations

possibles à une seule forme, soient a, b, c, etc. des quantités cons-

tantes; g, i\, Ç, etc. des quantités variables indépendantes; et x la

quantité inconnue liée avec les précédentes par une équation quel-

conque qui en donne la détermination. Or, quelle que soit cette

équation, sa forme vague ou individuelle, c'est-à-dire, dépendante de

la nature particulière de la question, sera nécessairement... (49)

la caractéristique * dénotant une certaine fonction formée, avec les
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quantités x, a, b, c, etc., g, *;, £, etc., suivant quelques unes des

diverses lois possibles de la génération des quantités. Et, alors, consi-

dérant cette fonction particulière ... (49)'

comme étant simplement une fonction des variables indépendantes

g, », Ç, etc.; et concevant une suite quelconque de fonctions des

mêmes variables indépendantes, suite de fonctions que nous désigne-
rons par ... (49)"

notre loi universelle (7) de la génération des quantités, étendue aux

cas des fonctions de plusieurs variables et appliquée au développe-

ment de la fonction particulière (49)' dont il s'agit, donnera ... (49)'"

les eoefficiens A0, A,, A2, etc. se trouvant principalement fonctions

de l'inconnue x qui n'entre pas dans les fonctions arbitraires (49)"

savoir, a0, a,, az, etc. par rapport auxquelles procède ce développe-

ment. Ainsi, ayant l'équation (fig), on aura aussi l'équation ... (5o)

dont la forme, suivant ce que nous avons reconnu plus haut en don-

nant la déduction de la loi (7), est la forme de la génération univer-

selle des quantités; et il est vrai qu'une équation quelconque (4g)

étant donnée, on peut toujours la ramener à la forme unique et uni-

verselle (5o).
— On conçoit, de plus, que ce que nous venons de dire

concernant l'équation (4g) où il n'entre qu'une seule inconnue x,

peut facilement être étendu aux équations quelconques contenant

plusieurs inconnues ic, y, z, etc. En effet, on aura alors autant d'é-

quations différentes ... (4Q)I
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les caractéristiques * , *• , •* , etc. dénotant des fonctions diffé-

rentes des quantités données a, b, c, etc., g, JJ, Ç, etc., et des quan-

tités inconnues x, y, z, etc. ; et, appliquant, au développement de

ces fonctions particulières, notre loi universelle (7), étendue aux cas

des fonctions de plusieurs variables, on ramènera les équations (49)i

à la forme universelle ... (5o)t

dans lesquelles équations universelles les quantités

seront autant de fonctions différentes, et nommément les premières A

seront des fonctions des quantités inconnues x, y, z, etc., et les der-

nières a seront des fonctions des quantités indépendantes et données

g, «, Ç, etc.

Il est donc vrai qu'une équation quelconque (49) et généralement

que des équations quelconques (49) 1 peuvent toujours être ramenées

à la forme universelle (5o) et (5o), ; et, pour achever la déduction de

la possibilité de la Résolution universelle des équations, il ne reste
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plus qu'à reconnaître que, sous cette forme universelle (5o) et (5o),

des équations, on peut toujours obtenir les valeurs de leurs inconnues.

Pour y parvenir, considérons les fonctions a0, n,, ft2, a3, etc. qui

entrent dans la forme universelle (5o), comme étant des quantités

quelconques ; et faisons

De plus, en observant que les eoefficiens A0, Al} Az, A3, etc. dans

la même équation (5o), sont des fonctions de l'inconnue x, désignons-

les de la manière suivante

Alors, l'équation universelle (5o) sera ... (5i)

et il est évident que l'inconnue x sera une fonction des quantités xl}

x2, x3, etc., savoir, ... (5iY

en dénotant par $ cette fonction en question.
— Or, si l'on applique

à la fonction à?(xs, xz, x3, etc.) la loi suprême (7), étendue aux dé-

veloppemens des fonctions de plusieurs variables, et si l'on prend pour

cela une suite de fonctions quelconques ... (5i)"

des mêmes variables xx, xz, x3, etc., on obtiendra, sous la forme

universelle, le développement ... (52)
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les eoefficiens s0, a,,' E2, £3, etc. étant construits avec les valeurs des

différentielles partielles de la fonction Q>(xl} x2, x3, etc.) ou de l'in-

connue x considérée comme fonction des variables indépendantes

x1} x2, x3, etc.'Mais, ces différentielles partielles peuvent être dé-

duites immédiatement de l'équation universelle (5i) , en prenant, de

cette équation même, ses dérivées différentielles, et en tirant, de ces

équations dérivées, par le procédé simple de la solution des équations

du premier degré (*), les différentielles

Donc, les valeurs de ces dérivées différentielles se trouvant données

immédiatement par l'équation universelle (5i), les eoefficiens précé-

dens s0, s,, S2, 33, etc., où entrent ces valeurs, pourront être cons-

truits ; et la résolution universelle (5a) sera possible.

Bien plus, non seulement l'inconnue x, mais une fonction quel-

conque Fx de cette inconnue, pourra, par le même moyen, être tirée

de l'équation (5i). En effet, on aurait ... (5i)'"

et, appliquant la loi suprême (7) au développement de la fonction

(*) Lesprocédésde la solutiondes équationsdu premier degré, sont eux-mêmes

donnéspar notre loi universelle(7), ainsique nous le verronsdansla suite de cette

Philosophie.

1 '21
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F
(<b(xs, x2, x3, etc.)) des variables indépendantes x1} x2, x3, etc.,

on obtiendrait encore, sous la forme universelle, le développement

... (5*)'

les eoefficiens so, s,, S2J s,, etc. n'impliquant ici, outre les différen-

tielles partielles de l'inconnue x ou de la fonction $ (x,,x2, x3, etc.),

que les dérivées différentielles de la fonction Fx qui est donnée.

Or, si l'on observe que les quantités xx, x2, x3, etc. de l'équation

(5i) sont respectivement

et que les quantités a0, a,, a„ a3, etc. de l'équation (5o) sont des

fonctions des variables indépendantes g, «, ç, etc. qui entrent dans

l'équation proposée (4g), on verra qu'en substituant, dans les expres-

sions (Su) ou (5a)', ces valeurs des quantités xl} x2, x3, etc., les ex-

pressions (5a).ou (5?.)' deviendront des fonctions des quantités |, „,

Ç, etc. et donneront ainsi la résolution universelle de l'équation pro-

posée (4g) •

Mais, jusques là, cette résolution universelle (5a) et (5a)' ne pré-
sente encore aucun caractère particulier : elle n'est encore que l'ap-

plication générale de la loi suprême (7) à la génération de la quantité
inconnue x ou de la fonction Fx de cette quantité, moyennant ses

dérivées différentielles données par l'équation transformée (5i) , ou

même par l'équation.proposée (49); car, on pourrait tirer immédia-

tement, de l'équation (49), les dérivées différentielles de x prises rela-
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tivément aux variables indépendantes g, «, Ç, etc. qui entrent dans

cette équation et qui sont les quantités par rapport auxquelles pro-

cèdent définitivement les expressions universelles (5a) et (5a)'. Et, vu

cette dernière circonstance, c'est-à-dire, la possibilité de déduire im-

médiatement, de l'équation proposée (49)? les dérivées différentielles

de l'inconnue x, prises partiellement par rapport aux variables indé-

pendantes g, n, Ç, etc., on ne voit même pas l'utilité de la transfor-

mation de cette équation (4g) sous l'expression universelle (5o) on

(5i), pour arriver à la résolution (5a) ou (5a)' qu'on pourrait obtenir

sans cette transformation. Aussi, cette résolution immédiate de l'équa-

tion (49) >sans recourir à la transformation (5o) et (5i), constitue-

t-elle, dans la Technie, une partie importante de l'application géné-

rale de la loi suprême (7) pour la génération des quantités, comme

nous le verrons dans la suite de cette Philosophie de la Technie. — Il

reste donc à découvrir quel est le CARACTÈREPARTICULIEROU SPÉCIAL

de la Résolution universelle des équations, dépendant de la transfor-

mation de l'équation proposée (4g) sous l'expression universelle (5o)

et (5i); car, il est nécessaire que ce caractère existe, parce que la

forme universelle (5o) ou (5i) de toute équation (4g) existe nécessai-

rement, et cela comme génération primordiale ou même comme prin-

cipe de la génération des quantités dont la relation donne ici lieu à

une équation.

La question présente se trouvant ainsi bien déterminée, il n'y a

plus aucune difficulté à la résoudre. En effet, avec un peu d'attention,

on verra que cette question se réduit à découvrir quelle est la forme

particulière des expressions (52) et (52)', qui, sans rien préjudicier à

l'universalité de la résolution de toute équation (49), soit le principe

de la génération ou de la construction de toutes les autres formes

possibles des expressions (5a) et (52)' donnant la résolution de l'équa-

tion transformée et universelle (5o) ou (5i). Or, cette forme parti eu-
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lière des expressions (5a) et (5a)' est évidemment celle qui a lieu

lorsque ces expressions constituent des développemens procédant par

rapport aux simples puissances progressives des quantités xY, x2,

x3, etc., c'est-à-dire, lorsque les fonctions qui y sont dénotées par

$o> <Pi><P2><Pi,etc., reçoivent cette détermination particulière : car,

d'une part, ces quantités x,, xz, x3, etc. étant construites avec les

fonctions a0, a,, a2, n3, etc. par rapport auxquelles procède le dé-

veloppement constituant l'équation transformée (5o), et ces fonctions

étant arbitraires et par conséquent diversifiables à l'infini, la forme

particulière en question des expressions (52) et (5a)' est effectivement

la forme universelle de la génération de la quantité x ou de sa fonc-

tion Fx; et, de l'autre part, cette même forme particulière est évi-

demment le principe de la génération ou de la construction de toutes

les autres formes possibles des expressions (52) et (5a)', parce que,

suivant ce que nous avons vu dans la déduction des conditions (8)

pour la possibilité de la génération universelle (7) des quantités, toutes

les autres formes possibles des expressions (5a) et (52)' dont il s'agit,

se réduisent à celle où ces expressions procèdent par rapport aux

simples puissances progressives des quantités xs, x2, x3, etc. —
Ainsi,

la forme particulière des expressions (5a) et (52)', ou généralement de

l'expression (52)', constituant le principe de toutes les solutions pos-

sibles de l'équation transformée (5i), savoir, de l'équation

et constituant, de plus, la Résolution universelle elle-même de toute

équation donnée (49)5 savoir, de toute équation

cette forme particulière de l'expression (5a)', disons-nous, est évi-

demment ... (53)
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les eoefficiens 2(o)0, s(i)o s(2)u etc-> ^C1? 1)z>S(IJ 2)a> etc-> etCi

de cette expression particulière pouvant être formés comme les eoeffi-

ciens de l'expression générale (5a)'. C'est donc là le caractère particu-

lier de la résolution des équations, dépendant de la forme universelle

(5i) de toutes les équations possibles; et c'est aussi là ce que, sous le

nom de Bésolution universelle des équations, nous avons reconnu

plus haut former le second des deux objets qui, dans la Technie , dé-

pendent du point de vue logique et portent, sur la Comparaison des

quantités.

Voici un exemple de cette Résolution universelle. — Si l'équation

proposée (49), savoir,

était telle qu'en la ramenant à la forme universelle (5o) et (5i), cette

forme se réduisît au cas particulier suivant. .. (5i)t

c'est-à-dire si, dans la forme universelle (5i), les quantités x2, x3,

#4, etc. ou les fonctions f2x, f3x, fi^x, etc. se trouvaient être zéro,

la formule générale (53) donnerait, pour ce cas, l'expression ... (53)'

Or, en vertu de l'équation particulière présente (5iV, la quantité xx
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est évidemment fonction de l'inconnue x, fonction que nous dénote-

rons par <px; de sorte que

et que l'expression (53)' sera ... (53)"

Comparant cette expression avec le porisme de Paoli que nous avons

déduit au commencement de cet ouvrage, sous la marque (6)', et qui

est évidemment un cas particulier de la loi suprême (7), on obtien-

dra, pour les eoefficiens S0, S,, S2, s3, etc. de cette expression, les

valeurs ... (53)'"

en marquant par le point placé sur x, la valeur que donne, pour cette

quantité, la relation fx = o. Ainsi, substituant ces valeurs à la place
des eoefficiens s(o)0, E(I),, s(i, i)2, S(I,I,I)3, etc. de la première

expression (53)', cette expression, dans laquelle tout sera connu, don-

nera la résolution de l'équation particulière (5i),.
— Dans le cas le

plus simple, celui où la fonction fx qui entre dans cette équation,
serait (x

—
a), la quantité a étant donnée, c'est-à-dire, dans le cas

simple où l'on aurait l'équation ... (5i)2

la fonction fx étant d'ailleurs une fonction quelconque; les valeurs
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précédentes (53)"' se réduiraient, comme nous le prouverons dans la

suite, à la forme très simple ... (53)IV

de sorte que la formule (53)' donnerait, pour la résolution de l'équa-

tion simple (5i)a, l'expression ... (5i)3

C'est là, en faisant a?,= 1, le célèbre porisme ou soi-disant théo-

rème de Lagrange; porisme qui, comme nous l'avons déjà observé

ailleurs (Réfut. de la Théor. des Fonct. anal., pages 29 et suiv., et

sur-tout Philos, de l'Infini, page 98), est, dans les Mathématiques

pures, la découverte principale de cet illustre géomètre. On voit
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maintenant,.avec évidence, que ce célèbre porisme n'est, que le cas

le plus simple du cas le plus particulier de la Résolution Universelle

des équations. Et, l'on voit, en même tems, que cette Résolution uni-

verselle, prise dans sa généralité absolue, consiste dans la connais-

sance de la construction algorithmique ou de la nature des eoefficiens

dénotés par S dans l'expression (53) donnant cette Résolution, c'est-à-

dire, dans la connaissance de la loi que suit généralement cette cons-

truction algorithmique. Aussi, en venant ci-aprês à la solution défini-

tive des diverses parties de la Technie, que nous découvrons actuelle-

ment, déduirons-nous cette importante loi constituant la Résolution

universelle des équations; loi que, par anticipation, nous avons déjà

fait connaître aux géomètres dans notre Réfutation de Lagrange (à la

fin du premier Mémoire, pages 3o et suiv.).

Dans la déduction de cette Résolution universelle, et spécialement

dans la déduction de la possibilité de la résolution générale des équa-

tions ramenées à leur forme universelle (5o) et (5i), nous nous

sommes bornés au cas de l'équation (5o) où il n'entre qu'une seule

inconnue; parce que, comme cela est manifeste, c'est à ce cas que

revient la possibilité de la résolution du cas général (5o), où il entre

un nombre quelconque d'inconnues. En effet, appliquant l'expression

(53) à l'une quelconque des équations universelles (5o),, on détermi-

nera, pour l'une des inconnues, x par exemple, les diverses fonctions

F\x, F2x, F3x, etc. sous lesquelles cette inconnue entre dans les

autres équations, et l'on pourra ainsi éliminer des équations (5o),

l'une des inconnues; de sorte que, procédant de la même manière

pour les autres inconnues, on parviendra définitivement, comme dans

la Théorie de l'Algorithmie, à une équation qui n'aura plus qu'une

seule inconnue. Mais, pour faciliter les opérations et sur-tout pour

arriver aux lois constituant cette résolution générale, on peut tirer

tout à la fois, des équations simultanées (5o),, les dérivées différen-
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tielles des inconnues x,,y, z, etc., dont on a besoin pour, construire

les eoefficiens des développemens qu'on veut, obtenir; ainsi que nous

le verrons dans la suite de cette Philosophie de la Technie.

En terminant cette déduction de la Résolution universelle des équa-

tions, nous devons remarquer que les équations (5o) ou (5o), sont les

schémas du Problème universel des Mathématiques. En effet, toutes

les questions de ces sciences se réduisent immédiatement à la connais-

sance de quelques quantités algorithmiques ou géométriques; et,

comme les quantités algorithmiques sont les conditions de la possibi-

lité des quantités géométriques, on voit que, dans le principe, toutes

les questions que nous venons de nommer se réduisent définitivement

à la connaissance de quelques quantités algorithmiques. Or, dans ces

questions, il se trouve toujours établi certaines relations entre des

quantités données et les quantités qu'il s'agit de découvrir; car, c'est

là même la nature ou l'essence de toute question mathématique. Et,

suivant ce que nous avons déjà dit plusieurs fois concernant le point

de vue logique de l'Algorithmie, ces relations des quantités ont pour

objet général la comparaison des quantités, laquelle forme des égalités

ou des inégalités entre ces quantités, et, dans leur dernière détermi-

nation, des équations ou des inéquations. Ainsi, comme on l'a même

déjà aperçu à posteriori, toutes les questions des Mathématiques se

réduisent à des relations de quantités, qui, dans leur dernière déler-

mination, forment des équations, dont, dépendent aussi les inéqua-

tions. Mais, les expressions (5o) et (5o)t présentent la forme univer-

selle de toutes les équations possibles; elles sont donc, comme nous

l'avons avancé, les schémas du PROBLÈMEUNIVERSELDESMATHÉMA-

TIQUES,c'est-à-dire, les règles d'après lesquelles seules peuvent s'établir

des équations et, par conséquent, des questions mathématiques.

De cette remarque résultent deux conséquences de la plus haute

importance.
— D'abord, pour la philosophie de la science, nous dé-

i. 22
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couvrons par là le lien secret et presque mystique entre le point de

vue transcendantal et le point de vue logique de l'Algorithmie, c'est-

à-dire, entre la Constitution même des quantités et les résultats de la

Comparaison des quantités. En effet, sous le point de vue transcen-

dantal, la Constitution des quantités donne lieu à certains algorithmes

déterminés, les seuls possibles pour la génération des quantités; et,

sous le point de vue logique, la Comparaison des quantités donne lien

à des relations algorithmiques, formant des égalités ou des équations

qui, lorsqu'elles se trouvent résolues, amènent des quantités dont la

génération s'opère précisément par les algorithmes déterminés dont

nous venons de parler: or, cette unité, cette liaison entre les deux

points de vue de l'Algorithmie, entre la Constitution et la Comparaison

des quantités, qui, sans contredit, était l'objet le plus sublime de la

philosophie du géomètre, se trouve donnée avec clarté par les sché-

mas (5o) et (5o)t de toutes les équations possibles et, par conséquent,

de toutes les questions mathématiques. On voit, par là, que toutes

ces questions ne peuvent en principe s'engendrer que d'après les règles

que présentent les schémas (5o) et (5o), qui, eux-mêmes, s'établissent

sous le point de vue transcendantal, c'est-à-dire, par le moyen de la

loi suprême (7) de la génération des quantités ; de sorte que, par ce

lien, toutes les équations ou toutes les questions mathématiques se

trouvent réellement rattachées à ce même point de vue transcendan-

tal, et elles doivent, par conséquent, produire les quantités mêmes

qui sont données sous oè point de vue, c'est-à-dire, qui sont données

•par l'un des différens algorithmes possibles de la génération ou de la

Constitution des quantités.

La seconde conséquence qui résulte de la remarque de ce que les

expressions (5o) et (5o), présentent les schémas du Problème universel

des Mathématiques, concerne la science elle-même, et consiste en ce

que, de cette manière, il.devient possible d'embrasser, sous une seule
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forme, la résolution de tous les problèmes des Mathématiques. C'est

là la réponse à la seconde des deux grandes questions philosophiques

que nous avons posées au commencement de l'ouvrage présent, sa-

voir, à la grande question suivante :

N'Y AURAIT-ILPASMOYEND'EMBRASSER,PARUNSEULPROBLÈME,

TOUSLES PROBLÈMESDES MATHÉMATIQUES, ET DE RÉSOUDRE

GÉNÉRALEMENTCE PROBLÈMEUNIVERSEL?

Ainsi, les deux grandes questions qui, suivant ce que nous avons

observé au commencement de cet ouvrage, doivent couronner la phi-

losophie du géomètre, se trouvent résolues, ou du moins leur possi-

bilité se trouve déjà déduite, et il ne reste plus qu'à effectuer leur

résolution; tâche que nous remplirons dans la suite de cette Philoso-

phie de la Technie, en commençant déjà dans la première partie qui

est l'objet de l'ouvrage présent.
— De plus, on a vu que ces deux

grandes questions philosophiques sont réellement contenues dans

notre loi suprême (7) de la génération des quantités; loi que, sous le

nom de loi algorithmique absolue, nous avions déjà trouvée à la fin

de notre Philosophie des Mathématiques, pour clore définitivement le

système de cette Philosophie, en le ramenant par là au principe

même, la sonamation, duquel précisément nous avions déduit cette

haute doctrine.

Avant de quitter ici l'examen de cette branche complémentaire

de la Technie qui, sous le point de vue logique, embrasse la Compa-

raison universelle des quantités et consiste dans les deux parties que

nous, avons nommées Canon algorithmique et Résolution universelle

des équations, et que, par les raisons précédentes,, nous nommerons

dorénavant Canon algorithmique et Problème universel, nous devons

observer que ces deux parties sont l'une ÉLÉMENTAIREet l'autre SYS-
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TÉMATIQUEdans cette branche logique de la Technie. En effet, la

formation universelle des égalilés, qui est l'objet de la première, c'est-

à-dire, du Canon algorithmique, ne porte que sur la relation des

ÉLÉMENSmêmes entre lesquels s'établissent des égalités; tandis que la

résolution universelle des équations, qui est l'objet de la seconde

partie, c'est-à-dire, du Problème universel, porte proprement sur la

RÉUNIONSYSTÉMATIQUEdes élémens dont la relation forme les équa-

tions, et cela en tant que cette réunion des élémens (des quantités

connues) doit réellement être opérée dans les quantités inconnues de

ces équations.
— Ainsi, comme dans la Théorie de l'Algorithmie,

cette branche accessoire et complémentaire de la Technie, qui dépend

du point de vue logique et qui, par conséquent, porte sur la Compa-

raison des quantités, se trouve aussi avoir deux parties : l'une élémen-

taire, le Canon algorithmique; et l'autre systématique, le Problème

universel.

Nous voilà au terme de la déduction de toutes les parties inté-

grantes de la Technie de l'Algorithmie.
— Nous connaissons mainte-

nant, avec exactitude et en détail, le nombre et la nature spéciale de

ces différentes parties intégrantes; nous connaissons, de plus, les

principes spéculatifs de leur possibilité, et les principes actifs ou

finals de leur nécessité ou de leur présence indispensable dans la

science. Nous savons, en outre, que, dans leur réunion, ces parties

intégrantes de la Technie forment l'ensemble des MOYENSOUINSTRU-

MENSde cette branche de l'Algorithmie qui porte sur l'universalité

dans la génération des quantités, et qui, par là même, se trouve

essentiellement distincte de la Théorie de l'Algorithmie.
— Il ne nous

reste donc, pour compléter cette déduction, qu'à résumer ces diffé-

rentes parties intégrantes de la Technie de l'Algorithmie dans le ta-

bleau architectonique suivant.
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TABLEAU ARCHITEGTONIQUE

Des moyens
ou instrumens de la Teclniîe, formant

les differens algorithmes particuliers
à cette branche

de l'Algorithmie.

A) Génération ; Point de vue transcendantal. = CONSTITUTION

TECHNIQUE,

.a) Partie élémentaire.

ai) Algorithmes techniques primitifs;

a3) Génération technique par sommation,

«4) Primordiale. = SÉRIES.

b/\) Secondaire. = FRACTIONSCONTINUES.

bZ) Génération technique par graduation,

«4) Primordiale. = FACULTÉSEXPONENTIELLES.

&4) Secondaire. = PRODUITESCONTINUES.

ba) Algorithme technique dérivé. = INTERPOLATION.

b) Partie systématique. — Loi SUPRÊMEou UNIVERSELLE.

B) Relation ; Point de vue logique. = COMPARAISONTECHNIQUE.

a) Partie élémentaire. = CANONALGORITHMIQUE.

b) Partie systématique. = PROBLÈMEUNIVERSEL.

Jusqu'ici nous n'avons encore que la déduction des differens pro-

cédés formant les moyens ou les instrumens de la Technie ; et cette

déduction ne présente évidemment encore que ce que, parmi les di-

verses parties de la science, nous nommons, dans notre Philosophie

des Mathématiques, CONCEPTIONGÉNÉRALEpour la Constitution algo-
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rithmique, et CLASSIFICATIONpour la Comparaison algorithmique (*).

Ainsi, suivant les principes supérieurs que nous avons allégués dans

notre Philosophie (pages 99 et 100), il nous reste, pour compléter

cette première section de la Philosophie de la Technie, portant sur les

moyens ou les, instrumens de cette branche de l'Algorithmie, il nous

reste, disons-nous, à donner, pour la Constitution technique, les LOIS

FONDAMENTALESet les CIRCONSTANCESIMMÉDIATESdes différentes par-

ties de cette Constitution, et, pour la Comparaison technique, la

RÉSOLUTIONet la CORRÉLATIONdes deux parties respectives de cette

Comparaison.

Venons, d'abord, aux lois fondamentales des differens algorithmes

techniques formant la Constitution algorithmique parmi les moyens

ou instrumens de la Technie. Et, en nous rappelant que la partie

systématique de cette Constitution, c'est-à-dire, la loi suprême ou

universelle de la génération des quantités, forme, en même tems, la

loi générale de toute la Technie, commençons ici par exposer cette

loi suprême ou universelle; en observant d'ailleurs que, par là même,

nous aurons immédiatement, la solution complète de la première des

deux grandes questions philosophiques qu'au commencement de cet

ouvrage nous avons reconnues devoir couronner l'a Philosophie des

Mathématiques.

(*) A proprementparler, nous n'avonsdonné, dans la Comparaisontechnique

précédente, quela spécificationgénéraledela partieélémentaireet dela partiesysté-

matique, c'est-à-dire,du Canonalgorithmiqueet.du Problèmeuniversel.Quant h la

spécificationparticulièrede chacunede cesdeuxpartiesséparément,présentantla

classification,d'unepart, pour les égalitésobtenuespar le Canonalgorithmique,et,

de l'autrepart, pour leséquationsrésoluespar le Problèmeuniversel,cettespécifica-

tionparticulièreou cetteclassificationappartientévidemmentà la Théoriedel'Algo-

rithmie; et elle se trouve donnée dans notre Introductionà là Philosophiedes

Mathématiques.
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Mais, avant d'y aborder, revoyons ici et généralisons davantage

l'espèce particulière des fonctions algorithmiques que, dans notre

Réfutation de Lagrange, nous avons nommées sommes combinatoires,

et que nous avons désignées par la lettre hébraïque Xi; et cela parce

que ces fonctions constituent la partie principale dés expressions de là

loi dont il est question. —Pour cela, soient X1} Xzi X3, .>>Xu)des

fonctions d'une ou de plusieurs Variables, et soient €i, ëaj €3, <.* €â>

les exposans des différences de ces fonctions (*), prises par rapport à

une, à plusieurs ou à toutes les variables indépendantes. Formons,

avec les exposans €i, €2, £3, ... Cw, toutes les permutations pos-

sibles, et donnons ces exposans, dans chaque ordre de leurs permuta-

tions, aux différences consécutives qui composent le produit

ainsi que nous l'avons dit dans le premier dés Mémoires de notre

Réfutation des fonctions analytiques. 11en résultera autant de produits

partiels qu'il y a de permutations entre les exposans €1, £2, £3, ... £a;

et c'est la somme de ces produits partiels, pris alternativement avec le

signe positif et le signe négatif, qui forme la fonction que nous avons

(*) Onpeut considérergénéralementlesquantités61, €2, 63, ... C»commeles

exposansou les indicesde tout autre systèmede fonctionsprises sur les fonctions

donnéesX,, X,., X3, ... Xa. Mais, pour plus de simplicité,nous nous bornons

d'abord au casparticulierdu systèmede différencesprisessur CesfonctionsXt, X,.,

X3, ... Xm;en nous réservant, pour la suite, d'étendre ce cas particulierau cas

générald'uft systèmequelconquede fonctionsdépendantdes exposansou indices

Ci, Si, €3, ... Sa. D'ailleurs,rien n'empêcheici de considérerimmédiatementla

CaractéristiqueA dés différencesCommeétant la caractéristiquede tout autre sys-

tème de Ponctions)dontiesdiversesfonctionscomposantesseraientdénotées,en par-

ticulier, paf lés caractéristiquesSpécialesA1, A2, à , A^, etc. et, en général,par

les caractéristiquesspécialesAfl, A 2̂, Af3, A4̂, etc.
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nommée somme combinatoire, et que nous avons désignée de la

manière suivante ... (54)

Quant au signe, positif ou négatif, de chaque >produit partiel qui

entre dans la composition de cette fonction, il doit être positif lors-

que le nombre des variations des exposans Ci, £2, £3, ... ëco, consi-

dérés dans l'ordre numérique de leurs indices 1, a, 3, ,.. a, est nul

ou pair; et il doit être négatif, lorsque ce nombre de variations est

impair.— Nous aurons ainsi, par exemple, comme dans l'ouvrage

cité, ... (54)'

Pour ne pas introduire de noms nouveaux, oh peut simplement

appeler ces fonctions du nom schin de la lettre tir dont on se servira

pour les désigner; et nous le ferons ainsi dorénavant, comme nous le

faisons dans la dénomination de nos fonctions alephs (*).

On sait, et nous en avons déjà prévenu dans la Réfutation de

(*)Depuisquenous avonsmontrél'influencede ces fonctionsdansla loi générale

desSéries,on a reprisleur examen,du moinsdansle cassimpleoù les quantitésqui

entrent dans leur construction,ne sont pas considéréescommeétant elles-mêmes

fonctionsd'autresquantités.— Nouspensonsque la découvertede l'influencema-

jeure desmêmesfonctionsdansla loi suprêmeou universellede la générationalgo-

rithmique,nous donne le droit, du moinspour nosouvrages,d'adopter,pour ces

quantités,unenotationet une dénominationspéciales.
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Lagrange, que ces sommes combinatoires ou fonctions schinâ peuvent

être développées de différentes manières. Nous nous bornerons ici à

présenter deux formules générales pour ces développemens ; formules

qui dérivent immédiatement de la définition des fonctions dont il

s'agit. Mais, pour avoir ces formules dans toute leur généralité, on se

trouve obligé de considérer un facteur quelconque hXy_comme n'é-

tant pas contenu dans la suite des facteurs AXl} bX2, AX3, ... AXWfor-

mant le produit partiel (AXL. \X2.&X3 ... AXW),et un exposant quel-

conque £v comme ne se trouvant pas dans la suite d'exposans £1, £2,

£3, ... €a>. Nous désignerons cette circonstance de la manière que

voici ... (55)

de sorte que nous aurons, par exemple,

Or, les deux formules générales pour les développemens des fonctions

schins doivent évidemment présenter, l'une les termes séparés dépen-

dans d'un même facteur AX^, et l'autre les termes séparés dépendans

d'un même exposant &v; et, suivant la notation (55), la première de

ces formules est ... (56)

1. * '
23
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Cette formule générale, considérée par rapport aux termes mêmes

dont se compose le développement, est évidente et résulte immédia-

tement de la définition des fonctions schins et de la nature des permu-

tations; et, pour ce qui concerne les signes respectifs de ces termes

séparés, en voici la raison. — Un terme quelconque du développe-

ment en question, correspondant à l'indice p, savoir,

doit, suivant la définition des fonctions schins, avoir le signe

qui est le signe du même terme dans la formule (56). Car, si l'on

considère le premier terme du développement de la fonction schin

partielle

et, si l'on y joint le facteur A(X„ dans le rang qui lui revient parmi
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les facteurs AA't, AX2, AX3, ... AXW, on verra facilement que le

nombre des variations dans l'ordre numérique des indices des expo-

sans £1, €2, £3, etc., sera (/u—p), et par conséquent, suivant la

définition des fonctions schins, que le signe de ce premier terme sera

(•—•i)'*-f. Quant aux autres termes de la fonction schin partielle

précédente, leurs signes ne dépendent plus que des variations de

l'ordre numérique parmi les indices des exposans

variations qui n'établissent évidemment aucune variation nouvelle

relativement à l'exposant €p du facteur général AX^. Donc, etc. —

Voici un exempledu développement général (56) :

La seconde des deux formules générales pour le développement des

fonctions schins, celle qui présente les termes séparés de ce dévelop-

pement, dépendans d'un même exposant Gv, est ... (57)
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La raison des signes des termes composant le développement dans

cette seconde formule, est la même que celle que nous avons alléguée

pour la première formule (56).
— Voici un exemple de cette seconde

formule générale (57) :

Nous observerons encore que les deux formules générales (56) et

(57) peuvent être exprimées de la manière plus simple que voici :

en dénotant respectivement par la caractéristique sv la somme des

termes correspondais à. toutes les valeurs entières et positives de

l'indice v, depuis v= i jusqu'à y= a>inclusivement, et par la ca-

ractéristique 2^ la somme des termes correspondans à toutes les va-

leurs entières et positives de l'indice p, depuis ytt= 1 jusqu'à ju,= a>

inclusivement. ,

Mais, une observation essentielle qu'il faut ici faire sur la nature

des fonctions schins, c'est-qu'elles n'entrent dans l'expression de la

Loi suprême ou universelle qui est notre objet actuel, que sous la

forme ... (58)
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Z étant une fonction différente de XM;de manière que, si l'on désigne

par Ya ce rapport (58) de fonctions schins, la quantité Ya se trouvera

donnée par les équations linéaires ou du premier degré que voici

... (58)'

les quantités Jri, Yz, Y3, ... Y(a_l étant les inconnues complémen-

taires de ces équations, mais dont la considération n'entre pas dans le

rapport (58) dont il est question (*).— Il s'ensuit que tout ce qui

peut particulariser et, par conséquent, faciliter la résolution des

équations précédentes (58)', pour la détermination de la quantité Ya

équivalente au rapport (58), doit également particulariser et faciliter

les expressions où entre cette quantité Ya ou le rapport (58).
— Cette

circonstance est d'une importance majeure dans l'application de la

Loi universelle pour laquelle nous venons de préparer les fonctions

schins.

'(*) Cette relationd'identitéqui se trouveentre le rapport (58)et la quantité Yu

donnéepar leséquations(58)',et que nousne remarquonsici que par anticipation,

dépendévidemmentde la solutiondeséquationslinéairesou de premierdegré; solu-

tion qui, commenous en avonsdéjàprévenudansla note de la page161, se trouve

elle-mêmedonnéepar la Loisuprêmedont il estactuellementquestion.
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Il faut enfin observer (*) que si la caractéristique A, au lieu de

désigner les différences prises sur les fonctions Xl} X2, X3, etc., dé-

notait tout autre système de fonctions algorithmiques prises sur les

mêmes fonctions Xx, X2, X3, etc., tout ce que nous venons de dire

concernant les fonctions schins, se trouverait également vrai. Mais,

pour notre but présent, nous nous bornons ici à désigner par la lettre

A, selon l'usage, les différences prises par rapport à des accroissemens

quelconques des variables.

4- Procédons maintenant à l'exposition de la Loi suprême ou univer-

selle, en nous rappelant que la forme de cette loi, d'après la déduction

que nous en avons donnée plus haut à la marque (7), est

Fx étant la fonction de la quantité x, de laquelle il s'agit de donner

la génération universelle, et n0, n,, o2, o3, etc. étant des fonctions

quelconques de la même quantité x, moyennant lesquelles doit être

opérée cette génération.
— Il est évident que la détermination de la

loi en question se réduit' à la détermination générale des eoefficiens

A0, A t, A2, A3, etc.; et c'est cette détermination générale que nous

allons présenter, en supposant, sans préjudjcier à l'universalité de

cette loi, que la fonction a0 est une quantité constante et égale à

l'unité.

Formons, en premier lieu, avec les quantités Fx, si0, Ql} çi2,

fi3, etc., les rapports de fonctions schins, analogues à l'expression

(58), suivant la formule générale ... (5<))

(*)Commenousl'avon,sdéjàfaitplushaut çUns,la n,qtedela page1̂ 5,' . -,
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SMétant la quantité générale équivalente à ces rapports; et donnons

aux exposans êo, Ci, €2, £3, etc. les valeurs ... (59)'

Or, dans le cas où l'indice OÙest zéro, la formule précédente (5ç))

donne immédiatement, pour S0, la valeur ... (60)1

Quant aux valeurs de S^ correspondantes aux autres indices /u, obser-

vons qu'en vertu de la formule de développement (56), on a

P" désignant ici collectivement et la quantité Fx qui se trouve au

numérateur, et la quantité n0iqui se trouve au dénominateur de l'ex-

pression (59). Ainsi, en observant que n0= 1, et par conséquent

A°û„ := 1, A'flo = o, A*£2„= o, A3iî„= o, etc.,

on verra que, pour les indices a> differens de zéro, la formule géné-

rale (5g) prend la forme plus simple ... (5g)"

les exposans Ci, £2, £3, etc. ayant toujours les valeurs que nous leur
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avons assignées sous les marques (59)'.
— Cette formule simplifiée

donnera ainsi les expressions particulières suivantes ... (60)'

etc., etc.

Il faut observer ici, et cela est essentiel, que, pour la loi pour la-

quelle nous formons ces quantités, les différences A qui entrent dans

les expressions précédentes et dans celles qu'il nous reste à former,

peuvent être prises à volonté, suivant la voie progressive ou la voie

régressive, par l'apport à un accroissement quelconque de la va-

riable x.

Formons, en second lieu, avec les seules quantités a0, ni> a2,

a3, etc., des rapports pareils de fonctions schins, suivant la formule

îïénérale ... (61)

n„ étant une fonction différente de nw, et <D(p)wreprésentant la

quantité générale équivalente à ces rapports et dépendante des indices

p et CÙ.— Or, en donnant encore ici aux exposans ëo, Ci, Ci,

€3, etc. les valeurs que nous leur avons assignées plus haut, on aura

immédiatement, pour a>= o, la valeur ... (62)
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et, pour ce qui concerne les valeurs de
<&(p)wcorrespondantes aux

indices co differens de zéro, on trouvera, suivant la transition de

l'expression (5g) à l'expression (5g)", que la formule générale (61)

prend alors la forme plus simple ... (61)'

Cette formule simplifiée donnera ainsi, avec les valeurs convenues

pour les exposans Ci, Co., £3, etc., les expressions particulières que

voici... (6a)'

Formons, en troisième lieu, avec les quantités auxiliaires précé-

dentes (62)', les quantités générales suivantes ... (63)
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et, en général, pour deux indices quelconques [/, et v, la quantité

...(63)'-

Il faut remarquer ici que, tenant compte de la relation d'identité qui

se trouve entre l'expression (58) et la quantité Yu des équations (58)',

relation que nous supposons ici donnée par anticipation sur la Loi

suprême qu'il s'agit.de reconnaître, on pourra obtenir, pour les quan-

tités précédentes (63) ou (63)', des expressions indépendantes les unes

des autres. En effet, examinant les expressions particulières (62)' ou

l'expression générale (61)', on verra i°. que, lorsque p= co, on a gé-

néralement <D(p)w= 1, et 2Q.que, lorsque p <^ a, on a généralement

aussi <D(p)w:=o; de sorte que, considérant séparément les expres-

sions précédentes (63) dont il est question, d'abord la première toute

seule, ensuite les deux premières ensemble, après cela les trois pre-

mières ensemble, et ainsi de suite, ces expressions (63) prendront les

formes successives que voici ... (63)"

Et, comparant successivement ces"dernières équations {63)" avec les

équations (58)', on trouvera, en vertu.de la formule -(58), que le

premier système (A) de ces équations donne ... (À)' ;.
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que le second système (B) des équations (63)" donne .. • (B)'

que le troisième système (C) des équations (63)" donne ... (C)'

et ainsi de suite; de-sorte qu'on aura généralement... (63)'"

les quantités €1, £2, £3, etc. ayant les valeurs (5g)' et étant les élé-

mens de la permutation desquels dépendent ici les fonctions schins.

Mais, il faut aussi remarquer que ces expressions indépendantes

(63)'" contiennent des termes qui deviennent zéro, et que, pour élu-

der ces termes en quelque sorte superflus, il faut développer leurs

fonctions schins suivant le procédé d'exclusion que nous avons fait

connaître dans l'Errata annexé à notre Philosophie de l'Infini.

Maintenant, observons que les quantités dénotées par les caracté-

ristiques S, $ et "¥, que nous venons de former, sous les marques

(59), (61) et (63) ou (63)'", avec les fonctions Fx et a0, nl} a2,

a3, etc., sont toutes des fonctions de la variable x ; et donnons arbi-

trairement, dans ces fonctions, à la variable x une valeur quelconque

déterminée que nous distinguerons ici par un point placé sur la lettre

x et sur les lettres S, <£>et "&formant les caractéristiques de fonctions
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de cette variable. Alors, prenant, d'une part, les fonctions S,,., Hp.+i,

S/x+a, etc. construites d'après l'expression (5g), et, de l'autre part, les

fonctions "F(ff)l} "¥(/M.)2,"P(1^)3,etc. données par les expressions (63)

ou (63)'", formons, en dernier lieu, l'expression générale ... (64)

Ce sera là l'expression générale des eoefficiens A0, Ax, A2, A3, etc.

qui entrent dans la construction dé la Loi suprême ou universelle (7),

savoir, de la loi .... (64)'

et, par conséquent, c'est cette expression (64) qui donne la détermi-

nation définitive de la Loi universelle de la génération des quantités,

que nous nous sommes proposé de faire connaître. — Il ne nous reste

qu'à donner la déduction algorithmique ou la démonstration de cette

dernière détermination; et c'est ce que nous allons faire.

Mais, cette démonstration de la Loi universelle précédente, dépend

d'une théorie supérieure des fonctions schins, en les considérant,

ainsi que nous le faisons ici, comme étant formées, non avec des

quantités immédiates et constantes, mais avec des fonctions de quan-

tités variables. Nous allons donc, avant tout, exposer ici cette théorie,

en la réduisant à un lemme, un théorème et ses corollaires, c'est-à-

dire, à proprement parler, en réduisant cette théorie à un seul théo-

rème.

LEMME.

Soient Y1, Y2, Y3, ... Yaet Z des fonctions d'un nombre quel-

conque de variables indépendantes. Désignons généralement par la

caractéristique A une fonction nouvelle quelconque prise sur ces



DE LA TECHNIE. 189

fonctions, mais telle qu'elle dépende d'exposans differens, c'est-à-

dire, de caractéristiques spéciales A1, A2, A , etc., comme le sont, par

exemple, les puissances, les différences, ou les sommes deltas que

plus haut, à la marque (38), nous avons dénotées par v ; et soient

cTi, eTa, J3, ... cPcodes exposans quelconques de cette fonction A. On

aura toujours ... (65)

dV étant l'un des exposans ePi, «f2, eT3, ... £co, et la caractéristique

s^ désignant la somme des termes correspondans à toutes les valeurs

entières de l'indice /x, depuis /x=i jusqu'à /u,= et>inclusivement.

DÉMONSTRATION.

Suivant la formule (57)' du développement des fonctions schins, on

a généralement ... (A)

en désignant par l'indice p le rang numérique du facteur AYmdans la

suite des facteurs

et par la caractéristique sOTla somme des termes correspondans à

toutes les valeurs entières de <ZET,depuis <w=.i jusqu'à (^=00, à
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l'exception du terme correspondant à '<W= /LI,c'est-à-dire, au facteur

AF^qui ne s'y trouve plus. Or, on a toujours ... (B)

Car, lorsque les indices ju, et <arreçoivent respectivement, d'abord,

les valeurs déterminées m et p, et ensuite les valeurs alternées p et

m, les signes donnés par (—i)I+f/" changent et ceux donnés par

(—i)v+p restent les mêmes, ou réciproquement ; de sorte que, pris

deux à deux, tous les termes de l'expression précédente (B) se détrui-

ront entre eux. Quant à la raison de ce changement des signes, elle

est évidente : en effet, lorsque les valeurs m et p de p. sont, toutes

deux, paires ou impaires, les signes donnés par (—i)1+,% savoir, par

ne changent point, mais alors les signes donnés par (— i )v+|
3

chan-

gent nécessairement, parce que. les rangs respectifs p, correspondans

aux valeurs consécutives m et p de fw, changent de pairs en impairs,

ou réciproquement; et, lorsque les valeurs particulières m et p sont

l'une paire et l'autre impaire, les signes donnés par (—i)1+f*,

savoir, par

changent évidemment, tandis que ceux donnés par (—• i )v+p res-

tent les mêmes, parce que les rangs respectifs p, correspondans aux

valeurs consécutives m et p de <zër,sont alors, dans les deux cas,

pairs ou impairs.

De plus, suivant la formule (57)' du développement des fonctions

schins, on a généralement aussi .,. (C).
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Donc, substituant les valeurs (B) et (C) dans l'expresion (A.), il

viendra

égalité qui est l'objet du Lemme qu'il s'agissait de démontrer.

Pour éclaircir ce Lemme et la démonstration que nous venons d'en

donner, nous joindrons ici, pour exemple, un cas particulier, celui

lorsque ce= 3. Dans ce cas, l'expression générale (65) donne l'égalité

particulière suivante ... (65)'

JV étant toujours l'un des trois exposans c^i, J^, cT3dont les valeurs

peuvent être quelconques.

Observons d'abord que la caractéristique s,,, désigne ici la somme

des trois termes correspondans aux indices JU= 1, p,= i, et [A,= 3 ;

c'est-à-dire qu'on a ... (a)
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Observons maintenant que, si l'on désigne par p le rang numérique
du facteur général AYmdans la suite des facteurs

et par la caractéristique sOTla somme des termes correspondans aux

valeurs entières de l'indice ^r, la formule (57)' donnera en géné-
ral ... (b)
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Or, en substituant ces dernières valeurs (c) dans l'expression (a), on

s'apercevra facilement que les termes provenant de la double somme

dénotée par les caractéristiques s^ et s*», se détruisent réciproque-

ment ; et cela précisément par la raison que nous avons indiquée

dans la démonstration générale du Lemme dont il est question. Les

termes restans formeront l'expression

qui, en vertu de la formule (57), est le développement de la fonction

On aura donc

et c'est ce qu'il falloit reconnaître,

THÉORÈME.

Soient Y0, Yl,-Y2, Y3, ... Ym des fonctions d'une variable x, et

soit, pour cette fois, A la caractéristique des différences prises à vo-

lonté, suivant la voie progressive pu la voie régressive, par rapport

à un accroissement quelconque de la variable x. Si, avec ces fonc-

tions, on construit, d'une part, les quantités ... (66)
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et, d'une autre part, les quantités ... (66)'

et généralement, pour un indice quelconque p,

en faisant i=-4- i lorsque les différences A sont prises suivant la voie

progressive, et i = —-i lorsque ces différences sont prises suivant la

voie régressive; on aura la relation d'égalité ... (Q6)"

en donnant aux exposans Ci, Ci, C3, ... Cooet <Po, J1!, £i, ... S'a,

de la permutation desquels dépendent ici les fonctions schins, les

valeurs suivantes ... (66)"'
'

r

«^étant un nombre entier quelconque, et v un indice arbitraire.

DÉMONSTRATION.

Pour démontrer ce théorème, il faut prouver que si, pour un

indice quelconque p,, pris parmi les indices 1, 2, 3, ... OÙ,on a

l'égalité ... (67)
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M étant une quantité quelconque indépendante de l'indice p,, on

aura aussi l'égalité ... (67)'

En effet, le théorème en question (66)" résulte immédiatement de la

relation des égalités (67) et (67)', comme on le verra ci-après.

Or, pour reconnaître cette dernière relation, observons qu'en

vertu de la formule (57)' du développement des fonctions schins,

on a ... (57)"

en désignant toujours, comme plus haut, par la caractéristique s^ la

somme des termes correspondans à toutes les valeurs entières de

l'indice p,, depuis /u,= i jusqu'à p, = co inclusivement, et en nous

rappelant que, suivant la détermination (66)"', on a Cco= (OÙ
— 1) .

Ainsi, en supposant que, pour un indice quelconque p,, pris parmi

les indices 1, 2, 3, L\, ... OÙ, on ait l'égalité (67), on aura ... (68)
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en substituant, dans l'expression (5j)", la valeur que donne l'égalité

hypothétique (67) pour la fonction

il faut, pour avoir l'expression de AM*
x^ en différences des fonc-

tions F0 et F„, développer les différences

au moyen de notre loi fondamentale de la théorie des différences,

que nous avons présentée dans la Philosophie des Mathématiques

(page 36) et reproduite dans la dernière Note de notre Philosophie

de l'Infini. Mais il faut remarquer que, dans l'état où. se trouve cette

loi fondamentale dans les ouvrages que nous venons de citer, elle ne

s'applique qu'aux différences prises suivant la voie régressive, c'est-

à-dire, aux différences formées d'après le schéma

et non aux différences prises suivant la voie progressive, c'est-à-dire,

aux différences formées d'après le schéma

Vx désignant une fonction de la variable x . Pour passer de l'une de
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ces deux espèces de différences à l'autre, il suffit, suivant leurs

schémas précédens, comme nous l'avons déjà remarqué ailleurs, de

changer le signe de l'accroissement Ax et le signe des différences de

l'ordre impair. Ainsi, pour .embrasser, par une seule expression,

les deux espèces de différences dont il s'agit, il suffit de mettre

notre loi fondamentale de la théorie des différences, sous la

forme ... (69)

en supposant i = 4- i pour les différences prises suivant la voie

progressive, et i =— i pour les différences prises suivant la voie

régressive, comme nous l'avons fait plus haut à la marque (66)'.

Actuellement, en nous rappelant que, suivant la détermination

(66)'", nous avons ici

nous obtiendrons, au moyen de la loi précédente (6g), les expres-

sions ... (70)
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Ainsi, en réunissant le premier terme de la seconde (B) des expressions

(70) avec le second terme de la première (A) de ces expressions, le

second terme de la seconde expression (B) avec le troisième terme de

la première expression (A), et ainsi de suite les termes consécutifs ;

et en observant que, pour toutes les valeurs de m et de n, on a

on obtiendra, pour la différence Aw l
X^, l'expression ... (71)
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et généralement, pour l'indice r,

Et, faisant attention à la valeur de F0, donnée sous la marque (70)',

et aux valeurs précédentes de Rl) R2, R3, etc., on verra facilement

que l'expression (71) de la différence AW_IX^ peut être mise sous la

forme suivante ... (72)

en dénotant par la caractéristique sv la somme des termes correspon-

dans à toutes les valeurs entières de l'indice v, depuis v= o jusqu'à

V= OÙ,ou même depuis v=—00 jusqu'à v= -\-.cx>,car les termes

correspondans aux valeurs négatives de l'indice j>et aux valeurs po-
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sitives plus grandes que OÙ,sont évidemment zéro par eux-mêmes.

— Si l'on fait donc ... (73)

on aura, pour la différence A
01 l

X^, l'expression abrégée ... (73)'

Substituant maintenant cette expression dans l'égalité (68), on

obtiendra l'égalité nouvelle ... (74)

dans laquelle, suivant ce dont nous sommes convenus, la caracté-

ristique Sp désigne la somme des termes correspondans à toutes les

valeurs de l'indice p., depuis //. = 1 jusqu'à /U=CÙ inclusivement,

et la caractéristique sv la somme des termes correspondans à toutes

les valeurs de l'indice v, depuis v= — co jusqu'à y= 4- 00, ou seu-

lement depuis v= o jusqu'à v= o>inclusivement. Et, pour renfermer

les valeurs de l'indice v entre les mêmes limites entre lesquelles se

trouvent les valeurs de l'indice yu, considérons séparément, dans

l'expression précédente (74) > les termes correspondans à l'indice

v= o; et nous aurons définitivement l'égalité ... (74)'

1. 26
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en observant que les expressions (73) et (66)' donnent

et en dénotant ici par la caractéristique s^, comme plus haut, la

somme des termes correspondans à toutes les valeurs entières de l'in-

dice JU.,depuis p,= i jusqu'à /u=:ee, et parla caractéristique s„ la

somme des termes correspondans à toutes les valeurs entières de l'in-

dice e, également depuis v= i jusqu'à v= (0.

Or, suivant le Lemme (65), on a

parce que, dans les limites ou se trouvent les valeurs de 1indice c,

l'exposant (a>— 11+ So) est toujours égal à l'un des exposans So,

Si, Si, S3.... S (OÙ
—

1) . Donc, l'égalité précédente (74)' se réduit

à celle-ci ... (74)"
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Il nous reste à évaluer la somme dénotée par sv . — Pour cela,

observons que, d'après l'expression (73), nous avons

eii observant que eT(v 4- p— 1) = v 4- p
— 1 4- So, et en dénotant

par la caractéristique s„ la somme des termes correspondans à toutes

les valeurs entières de l'indice p, depuis p
= 1 jusqu'à p= (OÙ

— f+i)
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inclusivement. Or, si nous donnons à l'indice v, considéré par rap-

port à la somme dénotée par sv, deux valeurs déterminées a et (B,
et à l'indice p, considéré par rapport à la somme dénotée par s„,
une valeur déterminée y, nous aurons, pour les deux élémens de la

double somme dénotée par les caractéristiques 2vsp, correspondans
aux valeurs a, /3, et y, les expressions

De plus, en établissant entre les deux nombres et et (2 la relation

donnée par l'équation ... (75)'"

on pourra éliminer le nombre /3 de la seconde (75)" des deux ex-

pressions précédentes ; et l'on parviendra à une expression identique
avec la première (75)' de ces expressions. En effet, on aura

et la seconde expression (75)" deviendra d'abord ... (75)','



DE LA TECHNIE. 2o5

Mais, suivant la nature des facultés algorithmiques et particulière-

ment des factorielles (Voyez la première Note à la fin de la Réfutation

de Lagrange), on a

et par conséquent

Ainsi, en substituant cette valeur dans (75)',', on aura ... (75)a

expression qui, à l'exception du signe, se trouve identique avec l'ex-

pression (75)' . Il s'ensuit que, pour toutes les valeurs entières et

déterminées y et et, positives ou négatives, il existe une valeur entière

et réciproque jS, donnée par l'équation (75)'", savoir,
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qui est telle que les deux élémens correspondans (75)' et (75)" de la

double somme en question dénotée par svsp, se détruisent récipro-

quement, lorsque les valeurs et et (i sont différentes. Quant au cas

particulier où ces deux valeurs et et /3 ne se trouvent pas différentes,

les élémens (75)' et (75)" dont il s'agit, se détruisent par eux-mêmes,

parce qu'ils contiennent les facteurs respectifs

qui, en vertu de l'équation (75)'", sont alors zéro. Donc, en consi-

dérant dans sa totalité la double somme, dénotée par.^Sp, qui entre

dans l'expression (75), c'est-à-dire, en la considérant pour toutes les

valeurs entières des indices v et p, depuis l'infini négatif jusqu'à

l'infini positif, cette somme sera égale à zéro. Or, tous ceux des élé-

mens de cette double somme qui correspondent à p
= o, aux valeurs

négatives de p , et aux valeurs positives de p plus grandes que

(a>
— v 4- i)? sont évidemment égaux à zéro, quelle que soit la valeur

de v; parce que, dans les deux premiers cas, le facteur

devient zéro, et que, dans, lé dernier cas, le facteur

devient également zéro* De plus, tous les élémens de la double

somme svsp en question, qui correspondent aux valeurs négatives

de v, et aux valeurs positives de v plus grandes que OÙ,sont de même

égaux à zéro, quelle que soit la valeur positive de p; parce que, dans

le premier cas, le facteur
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devient zéro, et que, dans le second cas, le facteur

devient également zéro. Ainsi, la partie de la double somme svsp de

l'expression (75), prise inclusivement entre les valeurs zéro et OÙde

l'indice v, et entre les valeurs 1 et (OÙ
— f + i) de l'indice p, sera

aussi égale à zéro; et, par conséquent, la partie de cette somme,

prise inclusivement entre les valeurs 1 et OÙde l'indice v, et entre les

mêmes valeurs 1 et (OÙ
—

p+i) de l'indice p, partie qui seule se

trouve dans l'expression (75), sera négativement égale à la somme

des élémens de la double somme svsp, correspondans à la valeur

11= 0 et à toutes les valeurs entières de p, depuis p=^ 1 jusqu'à

p= (OÙ4- 1) inclusivement. Mais la somme de ces derniers élémens

se réduit à ... (nS\n

en désignant ici par la caractéristique sp
la somme des termes cor-

respondans à toutes les valeurs entières et positives de l'indice p,

depuis p= 1 jusqu'à p
= eo, ou généralement à toutes les valeurs de

cet indice p, parce que, hors des limites que nous venons d'assigner,

tous les termes sont zéro. Donc, substituant cette dernière valeur

(75)IV, prise négativement, à la place de la partie de la double

somme dénotée par svsp, qui entre dans l'expression (75), on

aura ... (76)
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à cause de Si =: i 4- So, Si = 3 4- So , S3 = 3 4- So, etc. Et,

ayant égard aux expressions (66)', on aura définitivement ... (76)'

Pour déterminer cette valeur, nous avons suivi le procédé qui, par

le moyen de l'équation (75)'", savoir,

nous fait connaître jusqu'aux élémens et, par conséquent-, jusqu'aux

premiers principes du théorème qui nous occupe. S'il n'avoit été

question que d'évaluer la somme

et non d'en connaître la nature même, npus aurions pu le faire, avec

bien plus de facilité, de la manière suivante. — Nous avons trouvé

ci-dessus, à la marque (73)', l'expression

en désignant d'abord par la caractéristique 3Vla somme des termes

correspondans à toutes les valeurs entières de l'indice y, depuis v==o

jusqu'à y= OÙ, Ainsi, considérant séparément le terme correspon-

dant à v= o, nous aurons

, en observant, comme plus haut, que les expressions (73) et (66)'

donnent Va= Ta_I, et en dénotant ici par la caractéristique sv la

somme des termes pris inclusivement entre les limites de v = 1 et

v=(t>. Or, nous avons vu plus haut, à la marque (68)', que
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Donc, il viendra

F0 et FJAétant des fonctions quelconques. Ainsi, lorsque Ff4==F0,

on aura

qui est la valeur (76)' que nous avons trouvée par le procédé an-

térieur.

Substituant maintenant cette valeur dans l'égalité (74)" ; nous au-

rons ... (74)'"

la caractéristique s^ désignant toujours la somme des termes corres-

pondans à toutes les valeurs de l'indice y,, depuis /u,= i jusqu'à

p, = 00 inclusivement. Mais, en vertu des formules (57) et (5^)',

conservant la signification présente de la caractéristique 2^, on a
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Donc, en observant qu'on a ici

l'égalité (74)'" se réduira définitivement à celle-ci... (74)IV

Ainsi, il est vrai que si, pour tous les indices 1,2, 3, [\, ... OÙ,on

a l'égalité (67)

dans laquelle ,« désigne un quelconque parmi les indices 1, 2, 3,

... OÙ,et Jf une quantité quelconque indépendante de l'indice^,

on aura aussi l'égalité (67)'

les exposans £1, £2, C3, ... £« et eTb,eTi, Si, ... Soa ayant les va-

leurs que nous leur avons assignées plus haut à la marque (66)'", et

la quantité 2V-, étant donnée par les expressions (66)'.

Cette vérité étant reconnue, il est facile de démontrer le théorème

(66)" qui est notre objet actuel. En effet, ce théorème en résulte

immédiatement, comme nous l'avons déjà avancé, et comme nous

allons le prouver.

Désignons, d'une manière générale, par ct\, ai, «3, etc. les indices

particuliers 1,2, 3, etc. des fonctions Yx, Y2, Y3, etc., de sorte que

chacun des indices généraux eti, ai, a.3, etc. puisse représenter in-

distinctement tous les indices particuliers et differens 1, 2.3, etc.,
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et que, de cette manière, ces indices généraux puissent servir à dési-

gner les indices particuliers quelconques. Suivant cette noiation, la

proposition précédente (67)', dans laquelle F,, Y2, Y3, etc. sont des

fonctions quelconques de x et indépendantes entre elles, peut être

transformée en celle-ci ... (77)'

en supposant que, pour tous les indices ai, ai, etb, ... aa, on ait

l'égalité ... (77)

ap, étant un quelconque parmi les indices ai, a2, a3, ... a», et

M étant une quantité quelconque indépendante de l'indice /u.

Or, pour &)= a, on a immédiatement ... (78)

M.étant indistinctement i ou 2 . Car, d'abord lorsque /u = i, on a

et puisque, d'après (66)'", on a ^1=0, d'après (66) on aura
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Et, en second lieu, lorsque ju= a, le premier membre de l'égalité

(78) en question, devient

par les mêmes raisons; et telle est aussi, dans ce cas, la valeur du

second membre de l'égalité (78). Ainsi, comparant cette égalité

réelle (78) avec l'égalité hypothétique générale (77), en supposant

M = 1, l'égalité corrélative générale (77)' donnera l'égalité réelle

...(78)'

Mais, ayant égard à la généralité des indices ai, a2, a3, etc., cette

dernière égalité (78)' peut être mise sous la forme ... (70)

y, étant indistinctement 1, 2, ou 3. Ainsi, comparant de nouveau

cette égalité réelle (79) avec l'égalité hypothétique générale (77), en

supposant M=Tl, l'égalité corrélative générale (77)' donnera l'égalité

réelle suivante ... (79)'

Et, ayant toujours égard à la généralité des indices ai, a2, a3, etc.,

cette dernière égalité (79)' peut être mise sous la forme ... (80)
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l«.étant indistinctement i, 2, 3 ou 4- Ainsi, comparant encore cette

égalité réelle (80) avec l'égalité hypothétique générale (77), en sup-

posant M=Tt T2, l'égalité corrélative générale (77)' donnera l'égalité

réelle ... (80)'

Et, procédant toujours de la même manière, on obtiendra évidem-

ment, par la nature même de cette construction algorithmique,

l'égalité réelle générale ... (81)

ou simplement ... (81)1

et c'est là le théorème (66)" que nous nous sommes proposé de dé-

montrer, et qui, comme nous le verrons bientôt, est le principe

fondamental de la déduction algorithmique ou de la démonstration

de la Loi suprême et universelle qui est notre objet actuel.

PREMIER COROLLAIRE.

Formons, avec les fonctions Xx, X2, X3, etc. construites d'après les

expressions (66), une suite de fonctions analogues à elles-mêmes,

savoir, ... (82)'
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l'exposant £^(1)0 étant un nombre entier quelconque, et l'exposant

eT(i)i étant égal à (1 4- ^(1)0) . Formons encore, avec ces fonctions

nouvelles X(i)2, ^(1)3, -^(1)4; etc. des fonctions pareilles, savoir,

• • • (82)"

l'exposant S(2)0 étant encore un nombre entier quelconque, et

l'exposant 6^(2)1 = (i-+-S(i)o). Formons de nouveau, avec ces

dernières fonctions X(i)3, X(i)^, X(i)5, etc., des fonctions ana-

logues , savoir, ... (82)'"

l'exposant «T(3)o étant un nombre entier quelconque, et l'exposant

cT(3)i =(1 + eJ\3)o) . Et, poursuivons cette construction de fonc-

tions pareilles ou analogues à elles-mêmes, aussi loin qu'on voudra,

d'après les formules ... (82)
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l'exposant S(p)o étant toujours un nombre entier quelconque, et

l'exposant S(/u)ï = (i 4-^(^)0) ; en observant d'ailleurs que, pour

employer généralement ces formules, il faut considérer la fonction

particulière X(o)v, correspondante à /&= 1, comme étant identique

avec la fonction simple Xv.

De plus, construisons, avec les premières quantités de chacun de

ces systèmes, savoir, avec les quantités X1}X(i)2, X(i)3, XÇS)^, etc.,

des fonctions analogues à celles que, sous la marque (66)', nous

avons construites avec la quantité Y0 ; c'est-à-dire, construisons les

fonctions suivantes. D'abord, ... (83)'

les exposans S(i)o, S(i)i, S(i)i, «J\i)3 , etc., dont nous avons déjà

employé les deux premiers, formant la progression .., (83)'t
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En second lieu, ... (83)"

les exposans cT(2)o, SQ>)i, S(i)i, S(i)3, etc., dont nous avons éga-

lement employé déjà les deux premiers, formant de nouveau la pro-

gresssion ... (83)"

En troisième lieu, ... (83)'"

les exposans <^(3)o, <^(3)i, <^(3)2, etc., dont les deux premiers ont

déjà été employés, formant la progression ... (83)x"
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Et, ainsi de suite, d'après les formules générales, ... (83)

en statuant toujours que les exposans S(/u)o, S(p)i, S"(fx)i,

S~(p)3, etc., dont les deux premiers se trouvent déjà, dans les for-

mules générales (82), forment la progression ... (83)t

et en considérant d'ailleurs, ainsi que plus haut, la fonction particu-

lière X(6)l} correspondante à ju== 1, comme identique avec la fonc-

tion simple J?!.

Or, si l'on conserve ici aux exposans Ci, Ci, C3, C^., etc., les va-

leurs que nous leur avons assignées sous la marque (66)"', l'expres-

sion générale (81) du théorème précédent, donnera d'abord immé-

diatement ... (84)

en dénotant indistinctement, comme plus haut, par ai, «3, a4,

1. 28
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... aooles indices quelconques 2, 3, 4? •• • &>des fonctions X2\ X3,

JÇ4, ... Xw, et en observant que, dans le second membre de cette

dernière égalité, l'indice de la fonction XLdoit être particulièrement
= 1, et non généralement = ai. Mais, lorsque l'exposant arbitraire

eT(i)o est zéro, la même expression générale (81) du théorème pré-

cédent, en v supposant ai = 1, donne

Donc, en formant d'ailleurs le système de quantités que voici

l'égalité (84) se réduira à celle-ci ... (84)'

Suivant encore l'expression générale (81) du théorème précédent,
on aura l'égalité . .. (86)
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en observant que, dans le second membre de cette dernière égalité,

l'indice delà fonction X(i)2 doit être particulièrement =1, et non

généralement =: ai. Mais, lorsque l'exposant arbitraire ^(2)0 est

zéro, l'égalité antérieure (84)', en y supposant a2 = 2, donne

Donc, en employant les expressions (85), l'égalité (86) se réduira à

celle-ci ... (86)'

Suivant de nouveau l'expression générale (81) du théorème précé-

dent, on aura l'égalité ... (87)

en observant que, dans le second membre de cette dernière égalité,

l'indice de la fonction X(i)3 doit être particulièrement = 3, et non

généralement = a3. Mais, lorsque l'exposant arbitraire s^(3)o est

zéro, l'égalité antérieure (86) ', en y supposant a3 = 3, donne
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Donc, en employant les expressions (85), l'égalité (87) se réduira à

celle-ci ... (87)'

Et, procédant toujours delà même manière, on obtiendra évidem-

ment, par la nature même de cette construction algorithmique,

l'égalité générale ... (88)

Il faut ici remarquer que les quantités #„_,, H(i)w_2, H(i)a_3,

.. . H(p)là_1_[l4qui entrent dans cette égalité générale, ne contiennent

que les fonctions particulières et déterminées Y0, Y1> Y2, Y3, etc.

jusqu'à Yy. inclusivement, et nullement les fonctions indéterminées

^/«((/.+i)j^«(f/.+2)5YO.(IJ.+3)>••• YOMdépendantes des indices généraux

a (p, 4- 1) , a (p. 4- 2) , a (p, 4- 3) , ... aoù. Cela est évident par

la construction même des quantités #„_,, H(\)a_2, #(2)w_3,

... H(p)a_l_y,, suivant les expressions (85), (83), (82) et (66).

SECOND COROLLAIRE.

Puisque, en vertu de la remarque précédente, les quantités #„_,,

H(i)a-2., H(i)a_3, ... H(p)u_l_y_ sont indépendantes des indices

généraux a (p. + 1) , a(p-+-i), ct(p.^-3), ... aoù, il est clair

que, quels que soient ces indices généraux et, par conséquent, les
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fonctions Fa((,+I), F"«(ft+2),r«Cft+3), ••• ¥«* qui en dépendent, le

produit

restera toujours le même. Donc, si l'on donne successivement des

significations différentes aux indices généraux a(/u4-i), a (,1*4-2),

a (p.+ 3), ... aoo; en les distinguant, d'une part, moyennant la

lettre z, savoir,

et, d'une autre part, moyennant la lettre A, savoir,

l'égalité générale (88) du Premier Corollaire, donnera, pour le rap-

port des fonctions schins, l'expression générale ... (89)

TROISIÈME COROLLAIRE.

Maintenant, si, dans l'expression générale (89) du Corollaire pré-

cédent , on fait d'abord OÙ=± p 4- 2, on aura l'expression particulière

••• (00)
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De plus, si l'on donne aux indices généraux v,(p, 4- i), Jt (/«. 4- 2),

et A(p+ 1),. A(/t*4- 2), la signification déterminée suivante

on aura l'expression déterminée ... (01)

dans laquelle JTpest l'expression générale de l'une des fonctions Yx,

Y2, Y3, etc., ou d'une autre.fonction quelconque qui entre dans la

formation de la fonction générale X(p)?.

C'est cette expression théorique particulière (91) qui est le principe

de la déduction algorithmique ou de la démonstration qu'il nous reste

à donner de l'expression générale (64) constituant-la détermination

de la Loi suprême et universelle ; démonstration à laquelle nous allons

procéder.

Suivant la déduction philosophique de cette Loi universelle de la

génération des quantités qui est notre objet actuel, et spécialement
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suivant la déduction philosophique de la nécessité de cette loi, fondée

sur la nécessité d'une forme unique et primordiale dans la génération

des quantités, nous avons reconnu, à la fin de notre Philosophie des

Mathématiques, sous la marque (XXXII), et même implicitement

dans l'ouvrage présent, sous la marque (7), que la forme de cette Loi

universelle est ... (92)

en dénotant par a0, n,, n2, a3, etc. des fonctions quelconques de la

variable x. De plus, suivant spécialement la déduction philosophique

de la possibilité de cette loi, nous avons reconnu, clans l'ouvrage

présent, que les conditions de cette possibilité se trouvent données

par les équations (8) ; et qu'en vertu de ces équations, les eoefficiens

A0, A1} A2, A3, etc. qvii entrent dans l'expression (92) de la Loi

universelle, se trouvent déterminés moyennant les valeurs des dé-

rivées différentielles de tous les ordres des fonctions Fx et n0, n,,

a2, a3, etc., valeurs qui, suivant ce que nous avons reconnu en par-

lant des Méthodes d'interpolation, sont précisément les élémens pri-

maires de la génération de ces fonctions. Ainsi, la forme de la Loi

universelle se trouvant donnée et démontrée, jusque dans ses élémens,

il ne nous reste qu'à déterminer, moyennant ces élémens, les parties

constituantes de cette forme (92) de la loi dont il s'agit, et nommé-

ment les eoefficiens A0, Ax, A2, A3, etc., parce que les fonctions

n0, a,, n2, a3, etc. sont arbitraires; et, pour avoir proprement la

détermination de cette Loi universelle elle-même, il nous reste à

déterminer l'expression générale de ces eoefficiens pour un indice

quelconque p, c'est-à-dire, l'expression générale de Ay..

Or, cette expression du coefficient général' A^ réduite à ses prin-

cipes, se trouve déjà exposée plus haut, à la marque (64): nous

l'avons donnée d'avance pour faire embrasser, dans son ensemble,
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cette détermination de la Loi universelle, et pour préparer ainsi à la

déduction algorithmique de cette loi. Nous n'avons donc ici qu'à

démontrer cette expression fondamentale (64), et à l'étendre ensuite

selon l'extension que peuvent recevoir les équations (8) constituant

les conditions pour la possibilité de la forme (92) . — Nous allons le

faire.

Pour abréger l'exposition, désignons la fonction Fx simplement

par la lettre F; et, sans préjudiciel' à l'universalité de la loi dont il

est question, supposons, comme plus haut, que la fonction n0 forme

une quantité constante et est = 1. Nous aurons ainsi ... (93)'

Faisons maintenant ... (g3)
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et généralement, pour des indices quelconques p et: p,

en désignant par A les différences prises à volonté, suivant la voie

progressive ou la voie régressive, par rapport à un accroissement

quelconque de la variable x; et en considérant d'ailleurs la fonction

to(o)p comme identique avec la fonction simple np. Faisons de plus

•••(94)

et généralement, pour un indice quelconque /u,,

en considérant la fonction F(o) comme identique avec la fonction

simple F. Enfin, marquons par un point placé au-dessus des lettres,

ce que deviennent les quantités qu'elles désignent dans le cas où la

variable x reçoit une certaine valeur arbitraire, mais déterminée ;

valeur que, suivant la même notation, nous marquerons par x.

Or, l'expression fondamentale (92)' donne d'abord immédiatement
'

•••(95)

Ensuite, prenant la différence de cette expression fondamentale (92)',

on aura

et, divisant ici les deux membres par An, il viendra ... (96)



226 PHILOSOPHIE

relation qui donne ... (96)'

Si l'on prend maintenant la différence de l'expression (96), on aura

et, divisant ici les deux membres par An(i)2, il viendra ... (97)

relation qui donne ... (g7)'

Prenant de nouveau la différence de l'expression (97), on aura

et, divisant ici les deux membres par An(2)3,il viendra ... (98)

relation qui donne ... (98)'

Et, continuant ainsi- de prendre les différences, on obtiendra évi-

demment, par la nature même de cette construction algorithmique,

l'expression générale ... (99)

qui donne d'abord,... (100)
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et de plus ... (100)'

p, et v étant des indices quelconques.

Or, si l'on fait

et si l'on substitue, dans l'expression précédente (100), la valeur de

•^n+i donnée par l'expression (100)', on aura ... (101)

Si l'on fait encore

et si l'on substitue, dans l'expression précédente (101), la valeur de

A,,.+2 donnée par l'expression générale (100)', on aura ... (102)

Si l'on fait de nouveau
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et si l'on substitue, dans l'expression précédente (102), la valeur

de A^+3 donnée par l'expression générale (101)', on obtiendra

...(io3)

Et, procédant toujours de la même manière à la substitution consé-

cutive des valeurs de A^^, de A^+s, de A^+Q, etc., données par

l'expression générale (ioo)', on verra facilement, non par induction,

mais par la nature même de cette construction algorithmique, que

l'expression générale de A^ est ... (io4)

en donnant généralement aux quantités subsidiaires "¥ (/«•),, "f1((U.)^,

•? (/tt)3, etc., les valeurs systématiques suivantes ... (io5)
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Ainsi, nous avons déjà, dans l'expression (io4), le moyen de dé-

terminer le coefficient général A^ dont les valeurs particulières A0,

Ax, A2, A3, etc. entrent dans l'expression (92)' de la Loi universelle.

Mais, ce n'est point encore la détermination elle-même de ce coeffi-

cient général ; détermination qui, suivant ce que nous avons dit plus

haut concernant les élémens primaires et secondaires de la génération

des fonctions algorithmiques, doit ici être donnée immédiatement au

moyen des différentielles ou des différences prises séparément sur les

fonctions 2^et n0, n,, n2, n3, etc. Il nous reste donc, pour arriver

à cette détermination définitive, à exprimer les quantités F (p.) ,

F(p,+ i), F(p,+ i), etc. et ^(p)^ ^ (p)2, <ir(p,)3, etc. qui

entrent dans l'expression (io4) en question, et par conséquent les

quantités a(p)y+l, n(/w)ft+2, etc., a(p-\- i),,.+2, &'Kp,+ i)M+3, etc.,

n (p. 4- i)^+3, n (p4- i)y,+^, etc., etc., etc. dont se trouvent for-

mées les quantités "^(/M.),, ^(p)2, "¥ (p)3, etc., il nous reste,

disons-nous, à exprimer ces quantités respectives au moyen de diffé-

rences prises sur les fonctions individuelles F et n0, n,, n2, n3, etc.;

différences qui proprement sont, les élémens de la génération de ces

fonctions et, par conséquent, de la génération des eoefficiens A0,

Aï, Az, A3, etc. dans la Loi universelle (92)'.

Pour y parvenir, observons que, si l'on a quatre quantités P, Q,

R et S, formant des fonctions de la variable x, et si l'on prend les

différences premières de leurs rapports
-—et —, on a

lorsque les différences A sont prises suivant la voie régressive; et
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lorsque les différences Asont prises suivant la voie progressive. On

aura donc généralement

le signe supérieur
—

répondant aux différences régressives, et le

signe inférieur + aux différences progressives. Ainsi, lorsque R = S,

on a, pour les deux espèces de différences, l'expression identique

...(106)

en donnant aux exposans £i et £2 les valeurs que nous leur avons

assignées sous les marques (66)'", savoir, £1= 0, et £2 = H-£I = I,

et en faisant dépendre les fonctions schins de la permutation de ces

exposans. Construisons maintenant, avec les quantités n0, «„ «2,

«3, etc., des fonctions schins analogues à celles que nous avons con-

struites plus haut sous les marques (66) et (Ba)', (82)", (82)'", etc.,

savoir, d'abord, ... (107)
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et ensuite, les fonctions ... (108)'

déplus ... (108)"

de plus encore ... (108)'"

et généralement d'après les formules ... (108)
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en supposant que la fonction Z (o)v, correspondante à l'indice /u = i,

est identique avec la fonction simple Zv. Alors, si l'on observe que

Û0= I, nous aurons, d'après l'expression (106),' pour les quantités

que plus haut nous avons construites sous la marque (g3), les valeurs

suivantes ... (109)
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Et, poursuivant cette évaluation, on obtiendra évidemment, pour des

indices quelconques /u et <z«r,les valeurs générales ... (no)

Ainsi, en appliquant ici, à l'expression générale de 0(^ + 2)^,,
la proposition (91) du troisième des trois Corollaires théoriques que

nous avons déduits plus haut, nous obtiendrons, pour la détermi-

nation définitive de la quantité générale n.(p + 'i)w , l'expression

les exposans «To, cTi, «Ta, tT3, etc. ayant ici les valeurs suivantes

...(m)'
'

et nw étant, parmi les fonctions .H,, n3, a3,. etc., celle qui, suivant

les expressions (g3), entre dans la construction delà fonction générale
a 0+ a)OT.Enfin, si l'on change l'indice (^ + 2) en a>, et l'indice

<aren p, l'expression précédente (m) prendra la forme ... (112)
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Pour déterminer de la môme manière les quantités F(i), F(i),

F (3), etc. que nous avons construites plus haut sous la marque (g4)

et qui entrent également dans l'expression générale (io4) des coeffi-

ciens de la Loi universelle, prenons, d'une part, la fonction proposée

F qui est ici la partie constituante principale, et, d'une autre part,

les fondions Z», Z(i)*,, Z(a)„, Z(3)«,, etc. formées sous les mar-

ques (107) et (108), et construisons, avec ces quantités, les fonctions

schins consécutives et analogues aux fonctions mêmes Zm, Z{\)v,

Z(i)w> etc., savoir, ... (n3)

les exposans £1 et £2 ayant toujours les valeurs assignées plus haut,

savoir, £1=0, £2 = 1 + €1 = 1. Alors, procédant comme sous la

marque (109), nous obtiendrons, d'après les expressions (106), (107)

et (108), les résultats suivans ..: (n4)
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Et, poursuivant cette évaluation, nous obtiendrons évidemment, pour

un indice quelconque /u, non par induction, mais par la nature

même de cette construction algorithmique, la valeur générale

...(n5)

Donc, si l'on suppose que la fonction générale X(/u)p qui entre

dans l'expression (91) du troisième des Corollaires précédens, désigne

la fonction présente C(/t*), c'est-à-dire que la fonction Yp de cette

expression désigne la fonction proposée F, et si l'on applique cette

expression générale (91) au développement de l'expression précédente

(115), on aura ... (116)

les exposans «To,eh, (^2, <T3,etc. ayant les valeurs que nous venons

de leur assigner sous la marque (111)'. Enfin, si l'on fait /x~\- 2 = OÙ,

on aura l'expression plus simple ...(117)
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Or, pour nous conformer à la notation employée dans l'expression

(64) donnant la détermination générale de la Loi universelle, qu'il

s'agit de démontrer, faisons généralement... (118)

et les expressions (117) et (112) seront ... (118)'

expressions qui sont respectivement les formules générales (5g) et (61)

donnant, pour la loi (64) en question, les quantités auxiliaires S0,

S,, Sa, etc. et $ (p)0, $ (p)t, 3»(p)25etc. rapportées sous les marques

(60), (60)', et (62), (62)'. De plus, si, en vertu de la même nota-

tion (118), on substitue, dans les expressions (io5), à la place des

quantités a (&>)pleurs équivalentes $ (p)w, ces expressions deviendront

et telles sont effectivement les expressions auxiliaires (63) des quan-

tités '*'(/M.)I, "^(^a, "ï"(/i*)3, etc. qui entrent dans l'expression (64)

dont il est question. Enfin, substituant dans l'expression (io4), tou-

jours en vertu de la notation (118), les quantités EMà la place de leurs

équivalentes F(ai), cette expression (io4) deviendra ... (120)
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et c'est là l'expression (64) donnant la détermination générale de la Loi

suprême et universelle.—Ainsi, cette détermination générale se trouve

rigoureusement démontrée.

Nous allons maintenant, comme nous nous le sommes proposé plus

haut, étendre l'expression (64) ou (120) selon l'extension que peuvent

recevoir les conditions de la possibilité même de la Loi universelle.

— Maisj avant tout, observons que, dans son état actuel, cette ex-

pression (64) ou (120) se trouve réduite à ses premiers principes.

En effet, cette expression se trouve donnée moyennant les diffé-

rences prises arbitrairement ou par rapport à un accroissement quel-

conque de la variable x, sur les fonctions séparées ou individuelles

Fx et a0, a,, a2, a3, etc. qui entrent dans la construction de la Loi

universelle; et, comme nous l'avons reconnu plus haut, en parlant des

Méthodes d'interpolation, ces différences arbitraires sont les élémens

mêmes de la génération des fonctions Fx et a0, a,, a3, a3, etc., et,

nommément, elles sont les élémens primaires lorsque l'accroissement

dont dépendent ces différences est idéal ou indéfiniment petit, c'est-

à-dire, lorsque ces différences sont des différentielles, et elles sont les

élémens secondaires lorsque cet accroissement est réel ou fini,.c'est-à-

dire, lorsque les différences dont il s'agit, sont des différences pro-

prement dites. Or, en vertu des conditions que présentent les équa-

tions (8) pour la possibilité de la Loi universelle, les coefficiens A0 ,

Al} A2, A3, etc. qui entrent dans cette loi, se trouvent effectivement

donnés moyennant les différentielles des fonctions Fx et a0, a,, a2,

a3, etc., c'est-à-dire, moyennant les élémens primaires de la généra-

tion de ces fonctions. Ainsi, en supposant que, dans l'expression (64)

ou (120), les différences dénotées par Asoient des différences idéales
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ou des différentielles, c'est-à-dire, des différences prises par rapport

à un accroissement indéfiniment petit de la variable x, cette expres-

sion (64) ou (120), considérée dans ce cas particulier, sera effective-

ment l'expression des coefficiens A0, Ay, A2, A3, etc., réduite à

ses premiers principes, tels qu'ils se trouvent donnés par les con-

ditions fondamentales (8) de la possibilité même de la Loi uni-

verselle.

Mais, puisque l'accroissement de la variable x, duquel dépendent

les différences A qui entrent dans l'expression (64) ou (120) dont il

s'agit, peut avoir une valeur quelconque, idéale ou réelle, infiniment

petite ou finie, cette expression présente déjà une extension de l'ex-

pression primaire qui, comme nous venons de le voir, ne doit impli-

quer ou du moins n'implique que les différentielles des fonctions Fx

et a0, ax, a2, a3, etc., telles qu'elles sont données immédiatement

par les conditions fondamentales (8) de laMoi dont il est question ; et

cette extension contenue dans l'expression (64) doit évidemment dé-

pendre d'une extension correspondante que peuvent recevoir les con-

ditions fondamentales (8), car ce sont ces conditions qui seules peu-

vent fonder les diverses déterminations possibles de la Loi universelle.

Et, en effet, nous avons reconnu que les différences des fonctions,

en tant qu'elles peuvent déterminer les différentielles mêmes des

fonctions, constituent les élémens secondaires de la génération de

ces fonctions ; et, par conséquent, que les valeurs des différences

...(121)
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formant ces élémens secondaires de la génération des fonctions Fx,

"o, «IJ n2J etc., peuvent, aussi bien que les différentielles mêmes

de ces fonctions, servir à leur détermination; de sorte que, si .l'on

part de l'équation fondamentale ... (122)

qui est la forme (7) de la Loi suprême et universelle, et si, après en

avoir pris successivement les différences de tous les ordres, on donne

à la variable x une valeur déterminée x que l'on marquera généra-

lement par un point placé au-dessus des caractéristiques des fonctions

de cette variable, on aura le système infini d'équations ... (i23)

lesquelles, aussi bien que les équations primaires (8), serviront pour

déterminer les quantités A0, A,, A2, A3, etc., parce que les dif-

férences (121) qui entrent dans ces équations (.123), servent, aussi

bien que les différentielles des mêmes fonctions, pour déterminer ces

fonctions elles-mêmes qui précisément entrent dans l'équation fonda-

mentale (122). Or, ces équations (ia3), où les différences A sont

prises arbitrairement par rapport à un accroissement quelconque de

la variable x, présentent évidemment une extension des équations

fondamentales (8) où il n'entre que des différentielles; et, faisant

attention à ce que les différences finies sont, aussi bien que les diffé-

rentielles, les élémens de la génération des fonctions, on comprendra

que les équations précédentes (ia3) constituent les conditions fonda-

xnentales GÉNÉRALESde la possibilité de la Loi universelle, et que les
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équations (8) ne sont que les conditions fondamentales PARTICULIÈRES

qui ont lieu lorsque, dans ces conditions générales (ia3), l'accrois-

sement arbitraire dont dépendent les différences A, est idéal ou indé-

finiment petit. Et, pour en revenir à l'expression (64) ou (120), donnée

moyennant les différences individuelles ou séparées (121), on com-

prendra maintenant que cette expression se trouve réellement réduite

à ses permiers principes, pris dans la généralité dans laquelle ils se

trouvent donnés par les conditions fondamentales générales (i23) de

la loi dont il s'agit.

Il résulte de ce dernier rapprochement des équations (ia3) et de

l'expression (64) ou (120), une remarque de la plus haute impor-

tance. C'est que l'expression (64) présente immédiatement la solution

générale des équations (i23), en donnant la valeur générale des

quantités A0, As, A2, A3, etc. considérées comme inconnues,

moyennant les différences (121) dont les valeurs entrent dans les

équations (i23) et forment les quantités considérées comme données

ou connues. Aussi, est-ce là évidemment la SIMPLICITÉABSOLUEdans

laquelle devait se présenter la Loi suprême et universelle de la géné-

ration des quantités. Car, tous les algorithmes possibles étant fondés

sur l'algorithme primordial de la sommation (addition et soustrac-

tion), la Loi suprême et universelle, qui doit ramener à cet algorithme

primordial tous les modes possibles de la génération des quantités,

doit évidemment consister dans une sommation indéfinie, pour ré-

pondre à l'influence de l'idée de l'infini qui précisément donne nais-

sance à ces divers modes de génération algorithmique; et, par con-

séquent, sans aucune autre déduction, il est d'abord évident que la

forme de cette Loi universelle est effectivement l'expression (7) ou

(122). Or, suivant toujours le même algorithme primordial de la som-

mation, qui, d'après ce que nous avons vu dans la Philosophie des Ma-

thématiques, est le véritable objet de la théorie des différences, si l'on

1. 3-1
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prend, sur l'expression (7) ou (122), les différences consécutives de

tous les ordres, il en résultera le système infini d'équations que, sous

la marque (i23), nous avons reconnu pour les conditions fondamen-

tales de la possibilité de la Loi suprême; et, la solution de ces équa-

tions (i23), donnant les quantités A0, At, A%, A3, etc., sera aussi

évidemment, dans cette simplicité absolue, la détermination générale

de cette grande loi.

En observant maintenant, d'une part, que, suivant ce que nous

venons de reconnaître, les équations (ia3) ne constituent les condi-

tions de la Loi suprême que parce qu'elles contiennent, outre les

quantités A0, Al} A.^, A3, etc., les différences (121) qui, comme

élémens, suffisent pour la détermination des fonctions Fx et a0, a,,

a2, a3, etc. composant cette loi; et, en observant, d'une autre part,

que, suivant ce que nous avons reconnu plus haut en traitant des

Méthodes d'interpolation, il existe, outre les différences d'une fonc-

tion fx, d'autres modifications de cette fonction, telles que sont, par

exemples, les valeurs consécutives fx, f(x -f-|), f\x -+•2|),

f(x-h3%), etc., ou généralement les sommes deltas que, sous la

marque (38), nous avons construites et dénotées par v/r, v%fx

v fx, etc., modifications qui suffisent également pour la détermina-

tion de la fonction fx; on comprendra qu'outre les équations (i23)

qui présentent proprement les conditions FONDAMENTALESde la Loi

suprême, parce que les différences qu'elles impliquent sont immédia-

tement les ÉLÉMENSde la génération des fonctions, il peut exister

encore d'autres systèmes d'équations pareilles, qui, au lieu des diffé-

rences des fonctions Fx et a0, a,, a2, a3, etc., contiendront d'au-

tres modifications de ces fonctions, suffisant également pour la dé-

termination de ces dernières. Et, l'on comprendra en même tems

que, suivant cette extension ou plutôt cette modification des condi-

tions fondamentales (t23), on pourra donner une extension ou une
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modification pareille à l'expression (6/J) ou (120) de la loi à laquelle

appartiennent ces conditions. — Mais, avant de nous occuper de ces

conditions SUBORDONNÉESet de l'extension correspondante de l'ex-

pression (64), jetons encore un coup d'oeil sur les conditions fonda-

mentales (i23), pour fixer les limites générales de l'impossibilité de la

génération des quantités.

Pour peu qu'on examine les équations (i23) constituant les condi-

tions de la génération d'une fonction Fx moyennant d'autres fonc-

tions a0} a,, a2, a3, etc., on reconnaîtra que l'impossibilité de cette

génération ne peut avoir lieu que dans deux cas; savoir, t°. lorsque

ces équations donnent, pour les quantités A0, Ax, A^, A3, etc., des

quantités IDÉALESet nommément INFINIES,et, 20. lorsque ces équa-

tions donnent, pour les quantités A0, At, Az, A3, etc. en question,

de véritables ABSURDITÉS(*). Dans le premier cas, il n'existe qu'une

IMPOSSIBILITÉRÉELLEpour la génération de la fonction Fx moyennant

les fonctions a,,, a,, a2, a3, etc., parce qu'il est possible au moins

idéalement, par le moyen de quantités infinies, d'opérer cette géné-

ration; mais, dans le second cas, il existe une IMPOSSIBILITÉIDÉALE

et par conséquent ABSOLUEpour la génération de la fonction Fx

moyennant les fonctions a0, a,, a2, n3, etc., parce qu'il n'existe

alors, ni des quantités réelles, ni même des quantités idéales, propres

à opérer cette génération (**).
—• Nous allons examiner séparément

(*) Nousne parlonspas ici du casoù lese'quations(ia3) donnent, pour les quan-

titésA0, Ai, A,., A3, etc., des quantitésindéterminéesdelà forme —, parce qu'a-

lors lagénérationdela fonctionFarmoyennantlesfonctionsa0, a,, a2, a3, etc. est

purement INDÉTERMINÉEet non IMPOSSIBLE.— Voyez ce que nous avonsdit à cet

égardentraitant ci-dessusdesMéthodesd'interpolation.

(**)Nousavonsdéjà indiqué, dansla Philosophiedes Mathématiques(pages1C7
et 168), cettedouble impossibilitéde la générationdes quantités.Pour compléterici
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ces deux cas de l'impossibilité de la génération d'une fonction Fx

moyennant d'autres fonctions données a0, a,, a2, a3, etc.

D'abord, lorsque l'expression (64) ou, ce qui est la même chose,

cet aperçu, il faut savoirqu'il existedeux espècesde QUANTITÉSIDÉALES,savoir,

i°. lesquantitésinfinies,et 2".les quantitésdépendantesdesracinespairesdesquan-

titésnégativesou, enpremierprincipe,lesquantitésradicales\/— i r,c'est-à-dire,en

remontantà leur sourcetranscendantaie, i?. les quantitésqui impliquentexpressé-
ment l'idéede l'infinidans la considérationdelà QUANTITÉmême,et 2°. cellesqui

impliquentde la mêmemanièrel'idéede l'infinidansla considérationde la QUALITÉ

quiconstituel'étatpositifounégatifdesquantitésen général.Or, l'une et.l'autre de

cesdeuxespècesde quantitésidéales,ne sontimpossiblesqueRÉELLEMENT;car, con-

sidéréesIDÉALEMENT,ellessont possibles,commenous l'avonsmontré (à l'endroit

cité)pour lesquantitésradicales\/—\ , et commecela est évidentpour les quan-
titésinfinies,par l'actualitémêmedel'idéede l'infini.

QuantauxQUANTITÉSABSURDES,proprementditestelles,que nousavonsnommées

quantitésimaginaires,parce qu'ellessont des produits exclusifsde la faculté de

l'Imagination,et non, commelesquantitésidéales,desproduitsde la facultéde la

Raison, ce que nousenavonsdit (au mêmeendroitcité), suffitcomplètementpour
les caractériser;et il en résulte que ces quantitésabsurdesou imaginairesne sont

possiblesni réellementni mêmeidéalement.Mais,l'exempleque nous avonsallégué

pour cesquantités,savoir,lesdeuxéquations... (A)

Or= 3ar— 27 4- 5, o = 6ar— 4/ — 5,

n'estpointexact.Car,les deuxquantitésar et.y quipeuventsatisfaireà ceséquations,
ne sont point des quantitésABSURDES: ce sont de véritablesquantitésIDÉALES, et

nommémentdesquantitésinfinies.Pour rectifiercet exemple, il faut ajouter à ces

deuxéquations(A)encoreune troisièmeéquation,par exemple,... (B)

o = x 4- y 4- 2 .

Alors,les deuxquantitésar et y qui, suivantl'Imagination,devraientsatisfaireaux

trois équations(A)et (B), seraientproprementdesquantitésabsurdes.En effet, l'é-

quation(B)et lapremièredesdeuxéquations(A)donneraientx —
^-, y=z —;5 5
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lorsque les équations (i23) donnent pour les quantités AQ, A1, A2,

A3, etc. des quantités infinies , la génération de la fonction Fx

moyennant les fonctions a0, a,, a2, a3, etc., n'est possible qu'idéa-

lement. C'est le cas où les géomètres disent, du moins pour quelques

séries qui leur sont connues, que les développemens sont en défaut.

Mais cette manière de parler n'est exacte qu'autant que, par le mot

défaut, on entend ici une pure absence de réalité; car, considérés

idéalement, ces développemens ne sont nullement en défaut : il ne

leur manque rien pour l'absolue rigueur de la vérité, pourvu que,

comme cela est requis, on attache aux quantités infinies la véritable

idée qu'on doit en avoir; idée d'après laquelle les quantités infinies

peuvent être augmentées ou diminuées d'une quantité finie quel-

conque, sans cesser d'être égales à elles-mêmes (*).
— Par exemple,

si la fonction proposée Fx était le logarithme naturel de x, savoir,

Lx, et que, a0 étant toujours = 1, les fonctions a15 a2, a3, etc., par

et l'équation(B)et la secondedeséquations(A)donneraient,pour lesmêmesquan-
3 M

'
.

tités, ar=r , y z=. - ; de sortequ'onaurait i8 = 3, et 2 = 17, qui sont

desabsurdités.— 11en seraitde mêmede tout autresystèmeimaginaired'équations,

qui donneraitdesvaleursessentiellementdifférentespour toutes,pour plusieurs, ou

mêmepour une seuledesquantitésquiy seraienten question.

(*) C'estd'après la mêmeidée des quantitésinfiniesque les développemenspar

graduationqui ont ététrouvésplushaut, souslesmarques(28)", (28)'", (29)",(29)'",

(3o), (3o)', etc., et danslesquelsil entredesquantitésinfinies,ne sontnullement,en

défaut, quand on les considèreidéalement.Souscet aspect,cesdéveloppementssont

rigoureusementvrais, pourvu que, pour les différentesvaleursde la variablear de

laquelledépendentles fonctionsdéveloppées,on considèrecommeétant différentes

les quantitésfiniesdont peuventêtre augmentéesou diminuéeslesquantitésinfinies

qu'impliquentcesdéveloppemens,sansque ces quantitésinfiniescessentd'être les

mêmes.
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rapport auxquelles on voudrait développer ce logarithme, fussent

toutes égales à la variable même x, c'est-à-dire, si l'on avait

les expressions (60), (60)', (62) et (62)' donneraient

où 00,, cc2, co3, 034, etc. dénotent autant de quantités infinies;

et, assignant à la variable x une valeur arbitraire x==. a, et con-

sidérant les différences A comme étant des différentielles, on aurait

Ainsi, les expressions (63) donneraient, d'abord, pour {A,= O, les

valeurs ... (ïa4)'

et ensuite, pour toute autre valeur de l'indice fx, ces expressions (63)

donneraient des quantités absolument indéterminées "*"(/t*)I, -4>(/a)2,

"¥(,(6)3, ^(/u)^, etc., mais telles cependant qu'on aurait ... (ia4)"

Substituant donc ces valeurs (ia4)> (I24)' et (124)" dans l'expression
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générale (64)> on obtiendra, pour les quantités A0, At, A2, A3, etc.

formant les coefficiens du développement en question, les valeurs

idéales ou infinies suivantes ... (ia4)'"

et, avec ces valeurs, l'expression (64)' de la loi universelle donnera

le développement demandé ... (i24)iy

développement qui, considéré idéalement, ne sera point en défaut

ou sera rigoureusement vrai, parce que, pour chaque valeur de la

variable x, on peut considérer comme étant différentes les quantités

finies dont peuvent être augmentées ou diminuées les diverses quan-

tités infinies co1? co2, c©3, 004, etc. sans cesser d'être égales à elles-

mêmes. En effet, désignant ces quantités finies généralement par mt,

m2, m3, m^, etc., on aura les égalités idéales rigoureuses

Qd = oo, 4- mt, ooa= co»4- mi, co3=- co34- m3, etc.;

et, variant ces mêmes quantités finies mi} m2, 7713,etc. dans les divers
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coefficiens du développement (i24),v, ce développement prendra la

forme ... (ia4)v

en distinguant par m, , m,,1', m3 , etc., /rej , m,, w3 , etc., /w^ ,

m3 , etc., etc. les diverses quantités finies dont peuvent varier les

quantités infinies cct, oo2, co3, etc. sans cesser d'être égales à elles-

mêmes. Et, ayant égard aux relations (124)" qui se trouvent entre

les indéterminées ^(i)^ ^(1)2? ^(1)3, etc., ^(2),, ^(2)2, etc.,

*^(3),, "^(3)2, etc., etc., on verra que les quantités infinies o^,

oo2, co3, 004, etc. disparaissent effectivement ou se détruisent dans

l'expression précédente (i24)v, et que cette expression se réduit ainsi

à l'expression tout-à-fait réelle suivante ... (i24)VI
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expression qui, moyennant les quantités finies et arbitraires m\l ,

m?, m^, etc., m?, m?, etc., rn?, 7?z35),etc., etc., peut évi-

demment être rendue vraie pour chaque valeur de x ; de sorte que

le développement (i24)v ou en origine le développement (i24)IV sera

idéalement possible.
— Mais, cette POSSIBILITÉIDÉALEde la génération

d'une fonction Fx moyennant certaines autres fonctions a0, a,, a2,

a3, etc., n'établit point encore la POSSIBILITÉRÉELLEde cette géné-

ration, pour laquelle dernière il faut que les quantités A0, Ax, Az,

A3, etc. formant les coefficiens. dans cette génération, ne soient,

non seulement pas absurdes, mais même pas infinies; et, par con-

séquent, sous l'aspect de cette possibilité réelle de la génération

technique d'une fonction, il est vrai que les développemens sont en

défaut, lorsque leurs coefficiens A0, A1} Az, A3, etc. sont des

quantités infinies. On pourra donc continuer à dire que les dévelop-

pemens des fonctions sont en défaut, lorsque leurs coefficiens A0,

A1} Az, etc. sont des quantités infinies; pourvu que, par le mot

défaut, on n'entende ici que l'absence de la possibilité RÉELLEde

pareilles générations des fonctions.

En second lieu, lorsque les équations (i23) ou, ce qui revient au

même, lorsque l'expression générale (64) donne, pour quelques unes

ou pour chacune des quantités A0, AI} Az, A3, etc., qui entrent

..dans la Loi universelle (64)' ou (122), des valeurs différentes à mesure

qu'on change la valeur arbitraire x de la variable x qu'il faut intro-

duire dans l'expression (64) , la génération d'une fonction Fx moyen-

nant les fonctions génératrices adoptées a0, a,, a2, a3, etc., est,

non seulement impossible réellement, mais même impossible idéale-

ment; c'est-à-dire que cette génération est alors ABSURDE,parce qu'elle

donne lieu à de véritables antinomies logiques ou absurdités (*).

(*) Un traitantplus haut desMéthodesd'interpolation,nous avonsbien distingué

I. 32
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— Par exemple, si l'on voulait développer une fonction Fx par

rapport aux puissances progressives d'un polynôme (/£<,+ k-^.x 4-

-h A2.#
2 4- /(3.x 3 ... 4- k^.xm) du degré <ar, c'est-à-dire, si l'on

donnait aux fonctions génératrices a0, a,I, a2, a3, etc., les détermi-

nations suivantes ... (i25)

lescasoùles équationsfondamentales(3^)ou (4a)de cesméthodes,donnent,pour

les dérivéesdifférentiellesE0,S.I?E2, E3, etc. de la fonctioncherchéeFx, des va-

leursde la formeindéterminée— et de la formeidéaleou infinie co; mais, nous
o

n'avonspas parlédu casoù, en variantla quantitédéterminéex qui entre dansles

valeursconsécutivesFx, F(x 4-g), F(x -h n!-), F(x-h3%), etc., ceséquations

fondamentales(3^) ou (4a) conduiraientà desvaleursdifférentesd'unemêmedes

différentiellesE0,E,, Ea, E3, etc., pour la mêmevaleurde la variablex. Ceder-

nier cascorrespondà l'impossibilitéabsolue,réelle et mêmeidéale,de la génération

des fonctions; impossibilitédont il est questionactuellement,pour en fixer les li-

mites.— Or, joignantcettedernièreconsidérationà ce que nousavonsdéjàreconnu

plushaut sur l'impossibilitédel'applicationdesMçthodesd'interpolation,onslatuera

définitivementque, lorsqueles équationsfondamentales(37), (4a) ou généralement

(3g)donnent, pour les dérivéesdifférentiellesE„, S,, E2,E3, etc., i°. des valeurs

de la forme~, la fonctioncherchéeFx est INDÉTERMINÉE; 2°. des valeursde la

forme co, la FonctioncherchéeFx n'estpossiblequ'iDÉALEMENT; et 3°. des valeurs

différentespour une mêmede cesdifférentielles,la fonctioncherchéeFx n'estpos-

sibleni RÉELLEMENT,ni mêmeIDÉALEMEWT.—Nos fonctionslamedsprésententdes

examplesdes deux premiersde ces trois cas, commenous l'avonsdéjàdit dansla

note de la page101; et nosfonctionsalephs,considéréesdanslasignificationpropre

qu'ellesontpour la ThéoriedesNombres,où leursvaleurssontzéropour,lesexpo-
sansnégatifs,présententun exempledu dernier des trois casprécédensconcernant

l'impossibilitéde l'applicationdes Méthodesd'interpolation.Déjà dans l'Introduc-

tion à la Philosophiedes Mathématiques,en parlant desMéthodesd'interpolation

(page247),nousavonsalléguécettepropriétédesfonctionslamedset alephs.
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l'expression générale (64) pourrait donner «ar valeurs différentes

pour chacun des coefficiens A0, Al} A2, A3, etc. de ce dévelop-

pement, comme nous allons le voir. — En assignant à la variable x,

pour la valeur arbitraire x, une valeur telle que le polynôme

(/£„ + k^.x 4- k2.x\ ... 4- k^.x**) devienne zéro, on aura évi-

demment

toutes les fois que l'indice p est plus grand que l'exposant OÙ. Ainsi,

considérant les différences Aqui entrent dans les expressions (5g) et

(61), comme étant des différentielles, et observant que, dans l'ex-

pression générale (61), telle qu'elle sert pour la construction des

quantités (63), l'indice p est toujours plus grand que l'indice a>, on

verra que, dans ce cas, les expressions (62) et (62)' donnent

de sorte que les quantités (63) seront alors .

Donc, l'expression (64) du coefficient général Ay_sera simplement

et, substituant la valeur de S^ donnée par l'expression générale (pg).

on aura définitivement ... (i25)'
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le point placé sur les lettres marquant toujours qu'il faut donner, dans

les fonctions qu'elles désignent, à la variable x la valeur déterminée

et convenue x, c'est-à-dire, la valeur de x qui satisfait à l'équation

...(125)"

Or, il peut y avoir <wvaleurs différentes de x qui toutes satisfont à

cette équation; donc, l'expression (i25)' pourrait donner rw valeurs

différentes pour le coefficient général A(l. Et, puisque dans l'expres-

sion fondamentale (64)' donnant le développement de la fonction Fx,

savoir, dans

les coefficiens A0, Ax, A,,, A3, etc. sont nécessairement identiques

chacun avec lui-même, si l'on désignait par

les <arvaleurs différentes que l'expression précédente (i25)' peut

donner pour le coefficient général Ay., on aurait, en vertu de

l'identité nécessaire que nous venons d'alléguer, les relations

absurdes

Ainsi, dansée cas, la génération de la fonction Fx moyennant les puis-

sances progressives du polynôme (^0 4- k1.x 4- /cz.x2 ... 4- k^.x™)

dans lequel «ff^> 1, est tout-à-fait absurde ou absolument impos-

sible, c'est-à-dire, non seulement impossible d'une manière réelle,

mais même impossible d'une manière idéale. — Une pareille géné-

ration d'une fonction quelconque Fx ne saurait avoir lieu qu'autant

que les coefficiens AQ, Aiy A2, A3, etc. qui entrent dans cette géné-

ration, se trouveraient eux-mêmes être des fonctions de la variable x,
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comme nous le verrons dans la suite de cette Philosophie de la

Technie; et cette dernière remarque s'applique non seulement au cas

où il s'agirait de développer une fonction par rapport aux puissances

progressives d'un polynôme, mais généralement à tous les cas où a

lieu l'impossibilité absolue ou l'absurdité dont nous venons d'examiner

les conditions.

En résumant ce que nous avons reconnu sur la double impossibilité

de la génération d'une fonction Fx moyennant certaines fonctions

données a0, a,, a2, a3, etc., il résulte que, dans tous les cas, il

suffit de s'en tenir à l'expression (64) de la Loi universelle, sans faire

attention aux conditions fondamentales (123) de cette génération;

car, lorsqu'une telle génération est impossible, relativement ou abso-

lument, l'expression de la Loi universelle le fera toujours connaître.

En effet, lorsque la génération d'une fonction Fx moyennant les

fonctions données a0, a,, a2, a3, etc., n'est impossible que réelle-

ment et qu'elle est possible au moins idéalement, c'est-à-dire, lorsque,

comme l'on dit, le développement qui présentera cette génération .

sera en défaut, l'expression (64) donnera pour les coefficiens A0, Ax,

A2, A3, etc. de ce développement, de? quantités idéales et nommé-

ment des quantités infinies; et, lorsque la génération d'une fonction

Fx moyennant certaines fonctions a0, at, a2, a3, etc. est absurde ou

absolument impossible , l'expression (64) donnera, pour quelques

uns ou pour chacun des coefficiens A0, At, Az, A3, etc., plu-

sieurs valeurs différentes, et elle conduira ainsi à de véritables

absurdités.

Procédons maintenant à l'extension que, d'après ce que nous avons

reconnu plus haut, peuvent recevoir les conditions fondamentales (12.3)

de la Loi universelle, en y introduisant, au lieu des différences des

fonctions Fx et a0, at, a2, a3, etc. qui entrent dans cette loi, d'autres

modifications des mêmes fonctions, suffisant également à leur déter-
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mination ; c'est-à-dire, procédons à l'établissement de ce que nous

avons nommé conditions SUBORDONNÉESde la Loi universelle.—Mais,

pour plus de généralité, remarquons encore qu'il n'est nullement

nécessaire défaire toujours a0 = i dans l'expression (64)' de la Loi

suprême dont il s'agit, et que, prenant pour a„ une fonction quel-

conque, les expressions générales (5g) et (6i), ou (118)', serviront

également; parce que, dans la démonstration de ces expressions, et

nommément sous les marques (109) et (114), nous avons pris, à la

place des fonctions F et aI? a2, a3, a^, etc., les fonctions

ce qui revient évidemment à diviser l'expression fondamentale (92)

par la fonction a0 . — Venons actuellement aux conditions subor-

données en question.

En traitant plus haut des Méthodes d'interpolation, nous avons

reconnu, comme nous l'avons déjà observé, qu'outre les différentielles

et les différences d'une fonction, qui constituent les véritables élémens

de la génération de cette fonction, il existe encore d'autres détermi-

nations ou modifications de la même fonction, lesquelles, aussi bien

que les différentielles et les différences, suffisent pour la détermination

de la fonction. Et, ces autres déterminations ou modifications d'une

fonction fx, sont, par exemple, les valeurs consécutives fx, f(x--±- |),

f\x 4- 2|) , f(x -h 3|), etc., et, généralement, les fonctions que,

sous la marque (38), nous avons dénotées par vfx, vV^? Vfx, etc.

et nommées sommes deltas.

Ainsi, partant de l'expression fondamentale (7) ou (92) de la Loi

universelle, et désignant dorénavant par n0x, axx, a2x, a3x, etc.

les fonctions génératrices que, jusqu'ici, nous avons désignées sim-
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plement par a0, a,, a2, a3, etc.; c'est-à-dire, partant de l'expression

fondamentale ... (126)

et, donnant, successivement à la variable x un accroissement g, et à

cette variable une valeur déterminée x, on obtiendra le système infini

d'équations ... (127)

équations qui, en vertu de l'observation que nous venons de faire,

formeront également, comme les équations (i23), les conditions delà

possibilité de la Loi universelle. Mais, ces dernières conditions ne sont

que subordonnées; et les conditions fondamentales sont; celles que

présentent les équations (i23), parce que les différences qui entrent

dans ces équations (i23), sont les véritables élémens de la génération

des fonctions Fx et &ax, axx, azx, o,3x, etc. — Quoi qu'il en soit de

la subordination de ces dernières conditions (127), il est clair qu'elles

suffisent également pour la détermination de la fonction Fx moyen-

nant les fonctions a0ar, axx, a2a7, a3,r, etc.; car, on peut en déduire,

parla résolution de ces équations, les valeurs des quantités A0, Ax,

A2, A3, etc. qui, par le moyen de l'expression fondamentale (126),

donneront la génération ou la détermination en question. En effet,

nous avons déjà remarqué plus haut que l'expression (64) de la Loi

suprême, n'est proprement autre chose que l'expression de la réso->-

lution générale du système infini d'équations (i23) : ainsi, comparant
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les équations présentes (127) avec les équations (i23), on verra

d'abord que, pour ramener les équations (127) aux équations (i23),

il suffit de prendre généralement

et l'on verra ensuite qu'en substituant ces valeurs dans les expressions

auxiliaires (59) et (61), l'expression (64) donnera la solution générale

des équations présentes (127), en donnant la valeur générale des

quantités Aa, Ax, A2, A3, etc. en question.

On aura donc, de cette manière, une autre expression de la Loi

suprême, différente de celle que nous avons donnée en premier lieu

sous la marque (64). Et, cette autre expression correspondra évidem-

ment aux conditions subordonnées (127); et ne sera, par conséquent,

qu'une expression subordonnée.

Mais, pour embrasser tout d'un coup, par une seule formule,

toutes les expressions possibles que peut recevoir la Loi suprême et

universelle, suivant les différentes formes sous lesquelles peuvent

être mises les conditions de la possibilité de cette loi, il'suffit de fixer

la forme générale de ces conditions, et d'en déduire l'expression

correspondante pour la loi dont il s'agit.
— Or, cette forme générale

en question dépend manifestement des sommes deltas, c'est-à-dire,

des fonctions yfx, \9'fx, v fx, etc. qui, suivant ce que nous avons

reconnu plus haut, sont les déterminations ou les modifications géné-

rales de la fonction fx, desquelles dépend la génération même de

cette fonction. Il suffit donc d'amener les équations (ia3) ou (127) à

la forme dans laquelle, au lieu des différences ou des valeurs consé-

cutives des fonctions Fx et &0x, a,a;, a2x, a3#, etc., il entre géné-

ralement les sommes v, v2, v3, etc. prises sur lès mêmes fonctions.

•— Pour cela, reprenons ici la construction générale des sommes
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deltas dont il est question, telle que nous l'avons exposée sous la

marque (38), savoir, ... (128)

les coefficiens >£„> ^i> ^3J ^3> ••• >L étant («4- i) quantités con-

stantes arbitraires, et g un accroissement quelconque; et, considérant

les deux membres de la forme de la Loi universelle, savoir, les deux

membres de l'égalité ... (i 29)

comme étant représentés alternativement par la fonction fx, appli-

quons à ces deux membres les déterminations précédentes (128).

Nous obtiendrons ainsi le système infini d'équations .,. (i3o)

équations dans lesquelles, suivant les formules (128), on aura, d'a-

bord pour la fonction Fx, les déterminations ... (i3o)'
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et ensuite, pour une quelconque ap# des fonctions a0x, axx, a2x,

&3X-,etc., les déterminations pareilles ... (i3o)"

Bien plus, on peut concevoir comme étant différentes, d'une part,

la valeur de la variable x dans chacune des équations (r3o), et, de

l'autre part, la valeur de l'accroissement g dans chacune des sommes

deltas ou déterminations (i3o)' et (i3o)". Nous distinguerons cette

doubk circonstance en plaçant un point et un accent sur la carac-

téristique V; de sorte que fx étant une fonction de x, nous

aurons

en marquant par le point que la valeur déterminée de x est diffé-

rente pour chaque exposant pf et par l'accent que la valeur de l'ac-

croissement g dont dépendent les sommes v, v2, v3, etc., est égale-

ment différente pour chaque exposant p. De cette manière, les

équations (i3o), portées à cette généralité, seront ... (I3I)
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dans lesquelles les sommes deltas (i3o)' et (i3o)", portées à la même

généralité, seront respectivement, d'abord, pour la fonction Fx,

et, ensuite, pour une fonction quelconque a.px, ... (i3i)'f

les accroissemens gx, g2, g3, etc. pouvant être autant de quantités

arbitraires différentes.

Enfin, pour atteindre à la généralité absolue, on peut encore, dans

ces diverses déterminations des fonctions Fx et nax, &xx, a2,r,

a3,r, etc., construire les sommes deltas dénotées par v, v2, v3, etc.

moyennant un accroissement g variable, c'est-à-dire, comme cela

revient au même, en supposant que dans cette construction l'accrois-

sement g dont dépendent les sommes deltas, s'applique à quelque

autre variable auxiliaire dont la variable x serait considérée comme
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formant une certaine fonction arbitraire. Mais, au reste, cette der-

nière généralisation absolue peut être conque comme étant déjà con-

tenue dans les équations (I3I), en admettant que, dans la formation

des sommes deltas, la variable x n'est que l'indice de la caracté-

ristique d'un système de fonctions, de manière que, cet indice venant

à varier, les fonctions elles-mêmes se trouvent différentes (*).

Or, les équations (i3o) et surtout (I3I) présentent manifestement

la forme générale des conditions pour la possibilité de la Loi univer-

selle; et, par conséquent, ce sont là les CONDITIONSGÉNÉRALESde

cette possibilité. En effet, toutes les autres formes que peuvent rece-

voir ces conditions, dépendent tout simplement du nombre {co+ i)

des quantités arbitraires A0, kx, kz, ... ku qui entrent dans les déter-

minations (I3O)' et (i3o)", ou (I3I)' et (I3I)", et de la valeur de

ces quantités arbitraires. Ainsi, par exemple, lorsque co= i, et de

plus k0 = o, et kx = i , les formules (t3o)' et (i3o)" donneront

respectivement

et les équations générales (i3o) prendront alors la forme particulière

sous laquelle elles constituent les conditions subordonnées que nous

avons examinées plus haut sous la marque (127). Ou bien, lorsque

(*) Nous auronsoccasionde mettre en usagecette considérationdans h»suite de

cette Philosophiede la Technie, pour montrer que la loi fondamentaledesSéries,

que par anticipationnous avonsfait connaîtredansla Réfutationde Lagrangeet qui

répond à l'expression(vin) de la Philosophiedes Mathématiques,embrassedéjà la

loi la plus généraledes Séries, cellequi répond à l'expression(ai)vu de l'ouvrage

présent.
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co== 1, et qu'on fait k0
— — 1, et kx= -4- 1, les formules (i3o)' et

(i3o)" donnent respectivement

A désignant ici les différences prises, suivant la voie progressive, par

rapport à l'accroissement g de la variable x; et les équations (i3o)

reçoivent alors la forme des équations (i23) qui constituent les con-

ditions fondamentales pour la possibilité de la Loi universelle, du

moins dans le cas où les différences A qui entrent dans les équations

(i23), sont considérées comme progressives. Dans le cas où ces der-

nières différences seraient considérées comme régressives, il faudrait,

dans les équations (i3o) et spécialement dans les formules (i3ô)' et

(i3o)", changer le signe de g, et faire k0=. 4- 1 et kx= — 1,

co étant = 1.

Ayant ainsi, dans les équations (i3o) et (I3I), les conditions gé-

nérales pour la possibilité de la Loi universelle, c'est-à-dire, l'ex-

pression générale des formes que peuvent recevoir les conditions de

cette possibilité, on peut, par le moyen de l'expression fondamentale

(64), en déduire la formule générale de toutes les expressions pos-

sibles de la Loi suprême et universelle, formule qui est ici notre

dernier objet. En effet, comme nous l'avons déjà remarqué, cette

expression fondamentale (64) n'est rien autre qxie l'expression de la

résolution générale d'un système infini d'équations, et nommément,

du système infini d'équations constituant les conditions fondamen-

tales (i23); et cela en donnant la valeur' générale des quantités A0,

Ax, A%, A3, etc. qui sont considérées comme les inconnues dans ce

système infini d'équations. Il suffit donc de ramener les équations
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générales présentes (i3p)ou (I3I) à la forme des équations fonda-

mentales (i2 3), en prenant généralement

m étant un exposant quelconque, -et de substituer ces quantités dans

l'expression fondamentale (64) et spécialement dans les expressions

auxiliaires {5Q) et (61), pour avoir la formule générale de toutes les

expressions possibles de la Loi universelle. Et, opérant ces substitu-

tions , on aura les résultats suivans.

D'abord, en désignant de nouveau simplement par a„, aI5 a2,

0.3, etc. les fonctions &0x, nxx, a2x, &3X, etc., les expressions (5g)

et (61) donneront les deux formules ... (i32)

les exposans £0, £1, £2, £3, ... €coayant toujours les mêmes valeurs,

savoir, ... (i32)'

Et, avec ces formules, on obtiendra les quantités particulières sui-

vantes : .. . (i33)
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et pareillement ... (i34)

Ensuite, les expressions (63) des quantités auxiliaires "P(/i*),,

SP'(^.)2, "^(AOS? etc- construites avec les dernières (i34) des quantités

précédentes, conserveront la même forme, savoir, ... (i35)

ou bien, suivant leur expression générale et indépendante (63)'"



364 PHILOSOPHIE

qui (*) donne proprement la solution des équations (i35), ces

quantités auxiliaires ^(yt*),, ^{/u)2, ^(yu)3, etc. conserveront la

même forme indépendante, savoir, ... (i35)'

(*) Nous avonsdéjà remarquéplushaut que cette solutiondes équationsdu pre-

mierdegrése trouveelle-mêmedonnéepar la Loisuprême.Nousnousen servonsici

par anticipation,pour compléterimmédiatementl'expressiongénéralede cette loi;

quoiquerigoureusementnous devrionsnous arrêter ici aux expressions(i35) qui

d'ailleurssontsuffisantes.— A.cette occasion,nous devonsremarquer aussique ce

procédéde la solutiondeséquationsdu premierdegré, par lequelnous avonstrans-

forméci-dessuslesexpressionsrelatives(63)en expressionsindépendantes(63)'",peut

être appliquégénéralementà tous les casanalogues.Ainsi, par exemple,en l'appli-

quantauxexpressionsrelatives(ai)vm, on en tirerait facilement,pour les coefficiens

delaSériegénérale(ai)Y",l'expressionindépendantequevoici... (2i)ix

lesfonctionsschinsdu numérateuret du dénominateurportantici sur la permutation

desindices i, a, 3, ... p desquantités at, «2, «3, ... «„.— C'estlà (21)'* l'ex-

pressionconstituantla loi dont il estquestiondanslanotedelapage56.
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les quantités êi, £2, €3, 64> etc- ayant toujours les valeurs (1^2)' et

étant les élémens de la permutation desquels dépendent ici les fonc-

tions schins.

Enfin, observant aussi que les quantités dénotées par les' caracté-

ristiques H, O.et.ir*, que nous venons de construire, sont toutes des

fonctions de la variable x, et donnant, dans ces fonctions, à la

variable x des valeurs arbitraires x qui peuvent être différentes pour

chaque exposant des sommes v°, v', v2, v3, l'expression (64),

savoir, ... (i36)

formée avec les quantités précédentes générales (i.33) et (r35) ou

(i35)', sera ici la formule générale de toutes les expressions possibles

de la Loi suprême ... (137)

Telle (i36) est donc définitivement l'expression la plus générale de

la Loi absolue et universelle delà génération des quantités.
— Et,

cette expression a l'avantage précieux de présenter, dans tous les cas,

une série convergente; car, suivant ce que nous avons remarqué plus

haut: sur la nature des fonctions dénotées par v, v2, v3, v4, etc. on

peut toujours; construire ces fonctions de manière à ce que les quan-

i- 34
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tités (i33) ou les quantités .(i3g) aillent en diminuant, et. par consé-

quent de manière à ce que la série qui constitue l'expression (i36),

soit convergente. Au reste, la circonstance delà convergence de la

série ,(î36), était Une partie constituante indispensable {reauisitum)

de l'expression générale de la Loi suprême; parce que, comme Loi

universelle de la génération des quantités, cette loi ddit porter en

eHermêmesa propre détermination complète,.c'est-à-dire, la conver-

gence de la série par laquelle elle se trouve donnée, sans qu'il soit

besoin de recourir à aucune autre détermination étrangère à elle-

même, qui ne saurait évidemment être fondée que sur cette Loi

absolue.
'

Telle (i36) est donc aussi la Loi FONDAMENTALEde Ja partie.systé-

matique ae la Technie, en la considérant sous le point de vue trans-

cendanlal, — Nous procéderons' à la déduction des Lois fondamen-

tales des autres branches de la Technie, après avoir dit quelques mots

sur l'application de la Loi suprême, par lesquels nous terminerons

cette première section de la Philosophie delà Technie.

H faut cependant remarquer que cette application n'appartient plus

à la Philosophie de l'Algorithmie, mais à l'Algorithmie elle-même, si

'ce n'est en tant que, par le moyen de cette application, on déduit,

de'la Loi suprême, toutes les lois fondamentales'de là science; et,

pour ce qui concerne cette dernière déduction, nous en parlerons à

la fin de la Philosophie présente, lorsqu'il sera question des BUTSou

FINSde la Technie. Ainsi, toutes les autres applications de la Loi

suprême, sortant déjà des bornes de la philosophie'et rentrant dans

celles de la science elle-même, ne sauraient ici faire Unobjet nécessaire

de nos recherches. Mais, vu la nouveauté et l'importance du (domaine

que ces applications formeront dans l'Algorithmie et datis les Mathé-

matiques en général, nous devons ici, par anticipation sur ce que

nous aurons nous-mêmes occasion d'eu publier dans la suite de nds



DE LA.T-EGHNHB. ^67

ouvrages, dire au moins quelques mots sur ees<.applications de la Loi

suprême et universelle. •-. ;. ;>"'< ' !

Et, pour, abréger ce que nous' avons à dire-; nous! pouvons -ranger

ici en deux' classes les applications dont il est question : idans l?une,

celles qui -se réduisent à déduire, de la Loi universelle, les diverses

formules ou lois algorithmiques qui sont déjà connues; et, dans

l'autre, les applications qui servent;à déduire, ide cette Loi absolue,

les formules ou lois algorithmiques encore'inconnues..; > -. u

Or, pour ce qui concerne d'abord la première classe de ces .applii-

cations, nous pouvons nous en rapporter .entièrement au jugement,

d'un Corps savant très célèbre, nommément au jugement de l'Institut,

de 'France auquel nous avons fait connaître, déjà en 1.8.10(?), notre

Loi suprême.et universelle, du moins dans son expression fondament-

ïtale, telle qu'elle se trouve donnée dans :l'ouvrage présfent sous la

marque (64). Le rapport de la Commission de ce iCorps savant',

adop,té en toutes formes par le Corps lui-même, contient .cette dé-

clamation : , ; ,

[.'ri* ' '

« Mais, ce qui a frappé vos Commissaires (MM. Lagrange e,t

« Lacroix) dans le Mémoire de l'auteur, c'est qu'il tire, de sa

« formule, TOUTEScelles que l'on connaît pour les. déyeloppe-

« mens des fonctions, et qu'elles n'en sont que des cas TRÈS

« PARTICULIERS»; ,

déclaration très précise et de la plus haute signification, que nous

avons déjà eu plusieurs fois occasion de citer, par des raisons faciles

à déduire. Mais, faisant ici abstraction de toutes raisons étrangères à

la science, il suffit de jeter un coup d'oeil, riori sur l'origine'et le fond

(*) La découvertedela Loi suprêmeremonteversi8o4; mais,avantd'avoirachevé

sestravaux,l'auteurn'a.pasjugéconvenablede rien publiera!, :• '
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(le contenu) même de-la-Loi universelle, mais seulement sur sa forme,

pour reconnaître que toutes les formules connues n'en sont que des

cas très particuliers^; de sorte que, loin d'avoir besoin d'une appro-
bation étrangère, pour la possibilité de la déduction de toutes les

formules connues, la forme seule de notre Loi suprême servirait au

contraire pour légitimer une pareille approbation, si, par son ex-

trême nouveauté, cette dernière paraissait trop paradoxale.

En second lieu, pour ce qui concerne la classe des applications de

la Loi universelle, qui serviront à déduire, de cette loi, les formules

encore inconnues, il suffit ici de jeter un coup d'oeil sur l'origine et

le contenu delaloi dont il s'agit, pour reconnaître, d'une part, qu'il

ne saurait y avoir aucune formule nouvelle qui ne dérivât de la même

Loi absolue^et, d'une autre part, que le champ des formules ou lois

algorithmiques qu'il reste encore à connaître et qui toutes se trouvent

données par la Loi universelle, est infiniment plus grand que le champ

des formules ou lois algorithmiques qui sont déjà connues; car, telle

est évidemment, dans son origine et dans son essence, l'infinie fécon-

dité de la Loi suprême. —Pour en donner un exemple, nous nous

bornerons ici à déduire, de cette Loi universelle, la formule servant

de Loi fondamentale à toutes les recherches de haute Physique.

Soit Fx la fonction inconnue dont il s'agit d'avoir la génération

algorithmique, et soient, parmi les fonctions a0, a,, a2, a3, etc. au

moyen desquelles doit être opérée cette génération, d'abord les

(m 4- 1) premières fonctions, savoir,

indépendantes de toute loi ou recevant chacune séparément des dé-

terminations particulières et arbitraires, et, ensuite, les fonctions

génératrices restantes, savoir,
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soumises à la loi de former la suite des facultés progressives d'une

fonction arbitraire fx, c'est-à-dire,

g étant un accroissement quelconque. Alors, l'expression générale

(64)' donnera, pour la génération de la fonction Fx, la forme par-
'

ticulière ... (i38)

Or, si l'on désigne par Ales différences prises, suivant la voie régres-

sive, par rapport au même accroissement %dont dépendent ici les

facultés, et. si l'on donne à la variable x la valeur x qui résulte de la

relation <pir= o, on verra, comme nous l'avons déjà observé sous

la marque (91) de la Réfutation deLagrange, qu'on a généralement

...(i3o)

tant que l'exposant v de la faculté est plus grand que l'exposant /u,de

la différence. Ainsi, en supposant que, dans les expressions auxiliaires
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(5g) et (61), les différences A sont celles que nous venons de fixer,

et que la variable x reçoit la valeur x donnée par la relation <px= o,

on verra que, lorsque l'indice p qui entre dans l'expression (61) sera

plus grand que l'indice <arqui entre dans les expressions précédentes

(i38) ou (i38)?, les quantités 3>(p)wdonnées par l'expression géné-

rale (61), seront toutes égales à zéro, parce que, de la manière dont

ces quantités entrent dans les expressions (63), l'indice p est toujours

plus grand que l'indice co dans les quantités O (p)Men question. Donc,

pour cette valeur x de la variable x, lorsque dans les expressions (63)

l'indice JUest le même ou plus grand que l'indice précédent <BT,les

quantités auxiliaires "^-(JU.),, ^ir(ix)2, ^(iw.)3, etc. que donnent, ces

expressions (63), seront toutes égales à zéro; et, lorsque cet indice /u,

sera plus petit que l'indice précédent <z&dans (i38) ou (i38)', les

expressions (63) seront toujours en nombre fini -et se réduiront a

celles-ci .... (<i4o)

les expressions suivantes donnant évidemment zéro pour les quantités

Alors, en substituant ces dernières valeurs (14°) dans l'expression

fondamentale (64) de la Loi universelle, cette expression donnera,

pour le coefficient général Ap, du cas présent (138) ou (t38)', la

valeur finie ... (t4>)
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en observant de faire ^(ju)0 égale à l'unité.—• De cette manière, si

l'on prend pour les quantités

les fonctions respectives dont il s'agit dans le cas présent (i38), et si

l'on forme, d'une part, avec ces fonctions, moyennant les expressions

générales (5g) et (61), les quantités auxiliaires
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et, de l'autre part, avec lés dernières (i40" ^e ces quantités, moyen-

nant les expressions précédentes (i4o)> ^es quantités auxiliaires

on aura définitivement, en vertu de l'expression générale (ifi.i),

pour la génération en question de la fonction Fx, l'expression

en marquant parle point placé sur les lettres, les valeurs des fonctions

qu'elles désignent, lorsque la variable x reçoit la valeur x donnée par-

la relation <px= o.

Telle (i43) est la formule particulière très remarquable qu'on peut

employer, comme Loi fondamentale, dans l'application des Mathé-

matiques à des recherches de haute Physique. En effet, dans ces

recherches, les élémens de la fonction inconnue Fx, c'est-à-dire, les

différences ou les différentielles de cette fonction, sont toujours

donnés par la nature même de la question ; et, alors, moyennant la

formule précédente (142), on peut obtenir, avec une rigueur à vo-

lonté, la génération de Cette fonction , en déterminant successivement

les fonctions génératrices a„, a,, a2, 03, etc. par les procédés dont
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nous allons indiquer un exemple pris, par anticipation, dans la Phi-

losophie de la Mécanique céleste que, d'après ce que nous avons déjà

annoncé,.. nous devons publier à la suite de notre Philosophie de la

Mécanique.

On sait que le mouvement, des Astres, considéré mathématique-

ment, est fonction du tems que nous désignerons par la variable x.

Or, soit Fx la fonction inconnue, constituant le mouvement d'un

Astre dans un sens déterminé, ou la variation d'un des élémens de

son orbite; on aura toujours, comme cela est déjà connu et comme

on le verra mieux dans la Philosophie de la Mécanique céleste, les

différentielles de tous les ordres de la fonction en question Fx. Si

l'on suppose donc infiniment petit l'accroissement | qui entre dans

la formule précédente (142), pour n'avoir que des différentielles

dans cette formule, et si l'on y fait généralement a0= 1, pour avoir

ce qu'il faut proprement appeler époque du mouvement Fx, cette

formule (i&), en Yfaisant d'abord <sr= 1-,donnera ... (i43)

les fonctions a, et tpx étant des fonctions quelconques.
— Dans cette

expression, la valeur de la série ... (i43)'

dépend évidemment de la grandeur absolue des coefficiens H2, E3,

H4, S5, etc., en faisant abstraction de la fonction arbitraire <pxqu'on

peut toujours prendre de manière à ce que cette série soit conver-

gente entre des limites quelconques (—m)- et (4- n) du tems x (*) .

(*)Nousmojntreronsailleursquellessontlesconditionsde cetteconvergence,et la

naturedela fonction<pxcorrespondanteauxlimites(—m) et (4-«) de x.s' '

1.

'

35



vjli PHILOSOPHIE

Il faut donc, pour s'acheminer vers la génération finie de la fonction

Fx. moyennant la fonction aI? déterminer cette .fonction générajrice

a, dé manière à ce lqute lés coefficiens Sa yiS3V'E'4, E5; etc; delà

série (i43)' deviennent les plus petits qu'il est. possible de le faire.

Et, pour cela, il suffit dte traiter l'équation 'E2 = O, c'est-à-dire, en

vertu des expressions (i-4-ï)', l'équation ... (i43)'-'

en observant que les différentielles dFx et d^Fx sont données im-

médiatement par là nature de la question)' é'âr, comme nous le

verrons bientôt, mieux oh aura satisfait' à l'équation précédente

(i43)" moyennant une certaine fonction a,, et plus seront petites les

quantités formant les Valeurs absolues des coefficiens Ê2, É3,'E/,

E5, etc. en question.
— Or, si l'on parvenait immédiatement à l'in-

tégration rigoureuse de l'équation ,(i43)", la fonction N&tque l'on

trouverait par cette intégration, serait la fonction même Fx dont il

s'agit d'avoir la génération finie; aussi, dans ce cas, tous les coeffi-

ciens S2, S3; E4, E5, etc. de la série (i43)' sëraient-rils zéro, et l'on

aurait de plus
..-...-.>. ' .-,-.,

de sorte que la formule (i43) donnerait

Mais,"cette intégration rigoureuse de l'équation ( 143)f/ est précisé-

ment ce que nous supposons ne,pouvoir 'être opéré immédiatement.,

et que nous -nous proposons d'epérer médiatement-ou- progressive-

ment. Pour cela, il suffira de prendre pour a, une fonction qui

satisfasse à l'équation (ï43)'' le mieux qu'on pourra le faire; et cette
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fonction sera évidemment une partie de l'intégrale rfinie de la différ

rentielle donnée dFx, c'est-à-dire, une partie de la fonction même

Fx qu'il s'agit de découvrir. Alors,.les coefficiens E2, E3., E4, E5, etc.

de la série (i43)' seront le plus petits qu'il aura été possible de le

faire par cette première détermination. Car,
1en vertu des expres-

sions (141)'., ces coefficiens,; pour un indice quelconque p, sont

généralement

et, développant la fonctiorischin qui forme le numérateur, en dé-

gageant ainsi tous les facteurs .intermédiaires (fx)*,_(<px) , (<pxy,

... (px)p~l, les termes qui. composeront ce développement, seront

tous multipliés par des fonctions schins partielles de la forme

de sorte que, puisque la fonction a, a été prise aussi près de la

fonction Fx qu'il a été possible de le faine, toutes ces fonctions

Vf[dasix.d Fx\ seront aussi près de zéro qu'il a été possible d'y

arriver par cette première détermination. — Ainsi, avec cette fonc-

tion aiP la formule (i43) présentera évidemment la première déter-

mination de la génération de la fonction Fx en question; et, dans

cette formule, la fonction arbitraire <pxpourra
être prise de manière

à ce que la série (i43)' qui fait partie de.ia formule (i43), soit con-

vergente entre des limites quelconques (— ni) et (4- n) du tems x.

Revenant, actuellement à la formulé \générale (142), en y faisant

toujours iîi,;= i<!et '^accroissement;! indéfiniment petit; si l'on sup-

posé que far==2, et que, parmilps deux fonctions 1
correspondantes nt

•et a2,fla^première a\ es"tla fonction que :ndu3ivenons de déterminer,

et lasecondea2; une fonction encore inconnue 1,cette formule générale
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(142) donnera, pour la détermination' ultérieure de la fonction Fx,

l'expression ... (i44) .
' '

dans laquelle <px est une fonction quelconque. Or, faisant encore

abstraction de cette fonction <pxqui, suivant l'observation antérieure,

peut être prise de manière à ce que la série ... (i44)'

soit convergente entre des limites quelconques (—m) et (•+-,«) de x,

il est clair que la valeur de cette série dépend dé la grandeur absolue

des coefficiens E3, S4, E5, etc., et par conséquent que, pour di-

minuer cette valeur, il faut déterminer la fonction a2 de manière à

ce que ces coefficiens E3, E4, E5, etc. soient le moins grands pos-

sibles. Pour cela, il suffit de nouveau de traiter l'équation E3 =0,

c'est-à-dire, en vertu des expressions (i/\.i)', l'équation ... (i44)"

dans laquelle les fonctions «ia,, d2ax, d3at et dFx,, d*Fx, d3Fx

sont données. Il faut donc, pour opérer progressivement, chercher

encore pour a2 une fonction telle qu'elle satisfasse le mieux faisable

à l'équation précédente, (T44)"J et, de plus
*

qu'elle soit soumise aux

deux conditions suivantes : d'abord, cette fonction aa ne doit pas
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donner de valeurs infinies ou indéterminées pour les coefficiens de at

et de a2 dans la formule (i44)> comme cela arriverait si l'on prenait,

pour la fonction a2, la fonction précédente a£ qui satisfait rigoureu-

sement à l'équation (i44)"j et, ensuite, cette fonction a2 doit, avec

une fonction quelconque <px, donner, pour le premier coefficient E3

de la série (I44)'J une valeur plus petite que ne l'est celle du premier

coefficient E2 de la série précédente (i43)', parce que, de cette ma-

nière, entre les mêmes limites quelconques (— m) et (4- n) du

tems x, la fonction a2 réduira la série présente (i44)' à-une valeur

absolue moindre que ne l'est celle de la série antérieure (i4-3)'. En

effet, la grandeur des coefficiens de la série précédente (i43)' et, par

conséquent, là valeur absolue de cette série, dépendent de la gran-

deur du premier coefficient de cette première série, comme nous

l'avons déjà prouvé; et, pareillement, la grandeur des coefficiens de

la série présente (i44)' et, par conséquent, la valeur absolue de cette

série, dépendent aussi de la grandeur du premier coefficient de cette

seconde série, comme on peut le prouver de la même manière. Car,

suivant les expressions(i/{.i)', ces derniers coefficiens, pour un indice

quelconque p, sont généralement

et, développant la fonction schin qui forme le numérateur, en déga-

geant ainsi les facteurs intermédiaires (<px)3, (q>x)t{,(<px)5, ... (fx)^ 1,

les termes qui composeront ce développement, seront tous multipliés

par des fonctions schins partielles de la forme

et alors, puisque, pour des exposans quelconques a, /S et y, l'inté-

gration rigoureuse de l'équation
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donne, pour la fonction a2 considérée comme inconnue, la détermi-

nation exacte

A et B étant deux constantes arbitraires, il est évident que, suivant

l'exactitude avec laquelle la fonction a2 satisfait à l'équation (i44)",

c'est-à-dire, à l'équation

et, par conséquent, suivant la valeur plus ou moins grande du pre-
mier coefficient E3 de la série (144)', cette même fonction a2 doit,

réduire tovites les fonctions schins partielles Vf[d* a,. d$ a2. d1 Fx:]
dont nous venons de parler, et par conséquent tous les autres coeffi-

ciens de la série (j44)'> à la moindre v?v'tr à laquelle il est possible

d'arriver par cette seconde détermination. — On aura donc, avec

cette fonction a2, au moyen de la formule particulière (I44)J une

seconde détermination de la génération de la fonction Fx qu'il s'agit

de découvrir; et, dans cette seconde formule, la fonction arbitraire

<pxpourra toujours être prise de manière à ce que la série (144)' qu*

fait partie de là même formule, soit convergente entre des limites

quelconques (— m) et (4- n) du tems x.

Revenant encore à la formule générale (i42), en y faisant o-0
— 1

et l'accroissement £ indéfiniment petit, si l'on suppose que <w—
3,

et que, parmi les trois fonctions correspondantes a,, a2, a3, les deux

premières a, et a2 sont celles que nous venons de déterminer, et la

troisième a3 une fonction encore inconnue, cette formule (142) don-

nera, pour la génération, ultérieure de la fonction Fx, l'expression

...045)
.-......•.
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Or, d'après ce que nous avons vu dans les deux cas précédens, il faut

ici déterminer la fonction n3 de manière à ce que la valeur de la

série ... (i45)'

et spécialement la valeur des coefficiens E4«, Es, E6, etc. s'écarte le

moins possible de zéro; et, pour cela, il suffit toujours de réduire à

cet état la valeur absolue du premier coefficient E4 de cette série. Il

faut donc former l'équation E4= o, c'est-à-dire, en vertu des expres-

sions (i4i)'> l'équation ... (i45)"

dans laquelle les fonctions n„ a2 et dFx, d*Fx, d Fx, dïFx sont

données; et il faut chercher, pour a3, une fonction qui satisfasse le

mieux faisable à cette équation. Mais, cette fonction a3 doit, de plus,

être soumise aux deux conditions suivantes : d'abord, cette fonction a3

ne doit pas donner de valeurs infinies ou indéterminées pour les coef-

ficiens de a,, de a3, et de a3 dans la formule (i45)> comme cela arri-
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verait si l'on prenait, pour la fonction a3, l'une des deux fonctions pré-

cédentes a, et n2 qui satisferaient rigoureusement à l'équation (i45)" ;

et., ensuite, cette fonction a3 doit, avec une fonction quelconque <px,

donner, pour le premier coefficient E4 de la série présente (i45)',

une valeur plus petite que ne l'est celle du premier coefficient E3 de

la série précédente (i44)'> parce que, de cette manière, entre les

mêmes limites quelconques (— m) et (4- n) du tems x, la fonction

aj réduira la série actuelle (i45)' à une valeur moindre que ne l'est

celle de la série antérieure (i44)'. On peut prouver cette dernière

assertion de la même manière que nous l'avons fait dans le cas

précédent pour la fonction a2, en observant ici que, pour des

exposans quelconques a,, /3, y, S~, l'intégration rigoureuse de

l'équation

donne, pour la fonction a3 considérée comme inconnue, la déter-

mination

les quantités A, B, C étant des constantes arbitraires (*).
— Ainsi,

avec cette nouvelle fonction a3 qu'on aura obtenue par le moyen de

(*) Nousdevonsici remarquer que, si Z et F,, F2, Y3, ... Yusontdesquantités.

ou desfonctionsquelconques,et si, par les exposans(&<>),(<h), (^2), (<5*3),... (^«)

attachésauxquantitésZ et Yx,Yï}Y3,. .. Y^,on désignedesfonctionsquelconques

nouvelles,prisessur cesquantités,l'équation ... (A)

danslaquelle Z est considéréecommela quantitéinconnue, contientle principede

la pluralitédessystèmesqui donnentles valeursde cetteinconnuedansles équations

composéesde plusieurs termes dont chacun a pour facteur l'une des fonctions
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l'équation (i45)", la formule (i^5) présentera évidemment la troi-

sième détermination de la génération de la fonction Fx, dont il est

Z(Al>,Z^l\ Z^\ zW , ... zW de l'inconnueZ. En effet, l'équation(k\

donneimmédiatenientpour Z les a systèmesdevaleurs... (B)

et, développantla fonctionschinqui formel'équation(A.),on aura . .. (C)

expressionqui est la formedes équationsà plusieurstermesdont nousvenonsde

parler, savoir,deséquationsqui ontla forme... (D)

On voitpar là immédiatementquelleestla constructiongénéraledes coefficiensA„,

. Ai, A*,A3, ... Aadansles équationsdetous les genres;car, en comparantles ex-

pressions(C)et (D),on trouve ... (E)

Mais, cette nouvellemanièred'envisagerla constructiondeséquations,appartient

proprementà laphilosophiede la théoriedeséquationsdesdifférensgenres;et, c'est

entraitantcettephilosophieque nousnousen occuperons.

1. 36
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question; et, dans cette nouvelle formule (145), la fonction arbi-

traire <pxpourra encore être prise de manière à ce que la série (i45)'

qui fait partie de la même formule, soit convergente entre des limites

quelconques (—m) et (4- n) du tems x.

Et, procédant de la même manière (*) à la détermination des fonc-

tions consécutives a4, a5, a6, a?, etc., on parviendra évidemment,

après un certain nombre <srde ces déterminations, ou à épuiser com-

plètement la génération de la fonction Fx qu'il s'agit de découvrir,

ou du moins à réduire cette génération à la forme ... (i46)

(*) Cettemanière de déterminer successivement,les fonctionsa,, a2, a3, a4,

as, etc. par l'intégrationapprochéedes équationsauxiliaires(143)",(i44)">('45)"»

etc., ne présenteaucune difficulté;et cettedéterminationpeut même être opérée

pour ainsidire mécaniquement.Car, il suffit évidemmentd'intégrerces équations
auxiliairespar lemoyendesdéveloppemensen séries;et.nommément,dansle caspré-
sent,où ceséquationssonttoutesdonnéesen fonctionsde sinuset.cosinusdépendans
de la variable,ilsuffitd'opérer leur intégrationpar desdéveloppemensprocédantpar

rapportauxmultiplesdesarcs de cessinuset cosinus;et, ensuite, on prendra, dans

cesdéveloppemens,autantde termesqu'il en faut pour satisfaireaux conditionsdes

approximationsrespectivesqu'ondoit atteindrepar cesintégrations»
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dans laquelle la série . .. (i46)'

n'aura plus, qu'une valeur aussi petite qu'on peut le désirer, entre les

limites quelconques (— m) et (4- n) du tems x.

Or, dans celte dernière expression (i46) , le premier terme,

savoir,

est ce qu'il faudrait proprement nommer époque du mouvement cé-

leste Fx dont il est question; les termes suivans qui dépendent des

fonctions at, a2, a3, ... a.oe._IJa^, constituent ce mouvement même

Fx et ses équations périodiques ; et, enfin, le dernier terme ,

savoir,

est la véritable équation séculaire du même mouvement Fx, équation,

qu'on peut étendre à des limites quelconques (—m) et (4- n) du

tems x, en donnant à la fonction arbitraire <pxune détermination

telle que, dans ces limites, on ait toujours <px<^i, et que la série

soit convergente, ce qu'il est facile de faire ayant le choix de la

fonction q>x. — On voit actuellement comment, en changeant la

détermination de cette fonction arbitraire <px,pour étendre de plus

en plus les limites du tems x, et par conséquent en changeant la

valeur déterminée x qui résulte de la relation q>x= o et qu'il faut

substituer, à la place de la variable x, dans tous les coefficiens de

l'expression définitive (146) , on voit, disons-nous, comment ce chan-

gement opérera un changement correspondant dans la valeur des

coefficiens que nous venons de nommer, c'est-à-dire, comment
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Yépoque et les coefficiens des différens argumens a0 a2, a3, ... am

varient avec l'étendue du tems qu'embrasse Xéquation séculaire. On

voit aussi qu'à mesure que le premier et, par conséquent, tous les

autres coefficiens

dans la série additionnelle (i46)' formant l'équation séculaire, vien-

nent à diminuer dans leurs valeurs absolues, c'est-à-dire, à mesure

que les argumens trouvés al} a2, a3, ... aOTs'approchent davantage

de la véritable génération de la fonction cherchée Fx, les coefficiens

de ces argumens dans l'expression (i46) et le coefficient de a0 for-

mant l'époque dans la même expression, deviendront de moins en

moins variables par l'emploi des diverses valeurs arbitraires x que

donne la relation q>x= o dépendante de la fonction arbitraire <px;

car, si ces argumens trouvés ax, a2, a3, ... aw suffisaient pour

épuiser complètement la génération de la fonction cherchée Fx, et

si, par conséquent, les coefficiens de la série additionnelle (i46)'

étaient absolument zéro, c'est-à-dire, si l'on avait

quelle que fût la valeur de la variable x dont dépendent ces coeffi-

ciens, la valeur arbitraire x provenant de la relation arbitraire q>x=.o,

ne pourrait plus influer sur ces derniers coefficiens, et, par consé-

quent, cette valeur ne saurait non plus influer sur les autres coeffi-

ciens de l'expression définitive (i 46) .

Tel est le procédé constituant évidemment la Loi FONDAMENTALEde

toute la partie systématique de la Mécanique céleste, et généralement

de toutes les autres recherches mathématiques de la Physique (*).
—

(*) Il faut, en effet,prévenirlessavansque, sousle nom simplede Loi fondamen-
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On comprendra, ce nous semble, que, sans même connaître encore

les véritables lois que suivent les élémens du mouvement des Astres

(les différentielles de ce mouvement) , lois qui appartiennent à la

partie élémentaire de la Mécanique céleste, on pourra déjà, en em-

ployant provisoirement les équations différentielles connues, arriver,

par le procédé précédent, à une Théorie des mouvemens célestes,

bien autrement simple et rigoureuse que ne le sont les résultats

fragmentaires que, faute de procédés algorithmiques supérieurs, on

a été forcé de ramasser sans ordre et de prendre pour une Théorie du

mouvement des Astres.

On aura surtout l'avantage inappréciable de pouvoir juger les véri-

tables progrès de la Mécanique céleste. Car, pour chaque mouvement

faisant partie du Système du Monde, le tout consiste évidemment,

suivant la théorie philosophique que nous venons d'exposer, à réduire

le plus possible la valeur absolue de la série (i£\Q)' formant l'équation

séculaire de ce mouvement ; de sorte que, pour donner un véritable

avancement à la science, il faudra, d'après le procédé de cette nouvelle

ou plutôt unique théorie, ou découvrir une fonction ultérieure aTO+,

à la suite des fonctions déjà connues a,, a3, a3, ... a^. formant la

génération du mouvement dont il est question, ou modifier celles de

ces fonctions qui seront déjà connues, de manière à ce que, dans l'un

ou dans l'autre cas, la série complémentaire (i46)' ou l'équation sé-

culaire soit réduite à une valeur plus petite que celle qu'on aura déjà

obtenue. On aura ainsi un critérium précis et infaillible pour recon-

naître une véritable découverte en Mécanique céleste, et, en même

tems, pour estimer, à leur juste valeur, un tas de formules rapsodiques

que, sous le nom pompeux ^équations, on ne cesse d'accumuler et

taiedelaMécaniquecéleste,ilsviennentderecevoir,danssesderniersdétails,la Lot

FONDAMENTALEDEL'APPLICATIONUJNIVERSELLEDESMATHÉMATJO,UESALAPllïSIQUE.
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d'ajuster pour compléter certains mouvemens célestes, par exemple,

celui de la Lune.

Mais ces considérations appartiennent déjà à la Philosophie de la

Mécanique céleste, dans laquelle, après avoir fixé le vrai point de vue

du- Système du Monde, et après avoir donné entièrement à priori les

lois que suivent les élémens de ce Système, sans rien puiser dans

l'expérience, pas même la loi newtonienne de l'attraction (*), nous

appliquerons à ces élémens, avec des modifications convenables, le

procédé philosophique (i46) que nous venons de présenter, et nous

arriverons ainsi aux lois du Système même des mouvemens célestes.

Notre objet se réduisait ici à donner un exemple pour l'application

de notre Loi suprême des Mathématiques; et cet objet se trouve

atteint.

(*)D(ÎFen x8o4nousavonscommuniquéà M. le haron de Zachla Loi ABSOLUE

de la Mécaniquecéleste,de laquelledécoulentfoutes les autres loisdu Systèmedu

Monde.Mais,M. lebaron, entouréde seshorlogeset de la savantetrigonométrie,se

croyaitprobablementau sommetde la science, et il dédaignanotre communication.
—C'estpour lamillièmefoisquelessavansde profession,titrés oubrevetés,exercent

cetteridiculeet malheureusementpernicieusearrogance: cesMessieurs,à euxseuls,
ont phisjauiauxprogrèsdela vérité, quene l'ont fait tousles autresobstaclesréunis

quis?y0^jiosén"tnaturellement.—Puissions-nousenprésenterledernierexemple]

FIN DE LA PREMIÈRE SECTION.



ERRATA.

Page 137, ligne a5, de lapremièresection,lisezdelapremièrepartie

171, i3, premièrepartiequi est l'objetde l'ouvrageprésent, lisezpre-

mièresectionqui constituel'ouvrageprésentoù nousallons

donnerla solutiondelapremièrede cesquestions,

igi, dernière, A^2F2, lisez, A" Y^

a4a, 17, par exemples,lisezpar exemple,


