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Théoréme : Soit G un groupe abélien fini d’ordre n > 2. 1l existe des entiers ¢
supérieur ou égal a deux, g2 multiple de q,...,qx multiple de g;_1, uniques, tels que
G soit isomorphe & (Z/q1Z) x ... x (Z/qiZ).

Lemme : Soient G un groupe abélien fini et a € G d’ordre o(a) maximum. Alors, pour touty € G/ < a >,
il existe v € G tel que T =1y et tel que o(z) = o(y).

Démonstration du lemme : Notons additivement la loi de composition de G. Soient ¢ I’homomorphisme
canonique de G sur G/ < a > et soit s Pordre de y € G/ < a >. Considérons z € G tel que p(z) = y.
ON a ¢(sz) = sy = 0 et donc sz € Ker(¢) =< a >. Il existe donc k € N tel que 0 < k < o(a) et sz = ka.
Par division euclidienne,
k=sqg+r avec0<r<s

d’ot sx = ka = sqa + ra. Posons ¥’ =z — ga. On a

p(a') = p(z) =y doiis = o(y)lo(z")

o(z’)
o(z’)Ns?

Supposons r # 0. On a sz’ = sz — sqa = ra. On obtient donc que o(sz’) = soit o(sz’) =

On en déduit que
o(a)

o(z") = so(sz') = so(ra) = SW

Du fait que o(a) est maximum, on a o(z’) < o(a). La relation précédente donne alors s < o(a) A7 < r.
Cela contredit la condition du reste de la division euclidienne donc r = 0 et sz’ = ra = 0. Cela prouve
que o(z')|s et donc que o(x’) = o(y).

Démonstration de 1’Existence dans le Théoréme.

Montrons ’existence de cette suite, par récurrence sur 'ordre n de G. Pour n = p premier, la propriété
est vérifiée : G est isomorphe & Z/pZ. Supposons établie I'existence pour les groupes d’ordre strictement
inférieur & n, et considérons G d’ordre n. Soit a € G d’ordre m maximum. On a m > 1 car G # {e},
donc G/ < a > est d’ordre strictement inférieur & |G| = n. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe

dans G/ < a > des sous-groupes cycliques G} =< af >, ..., Gi._; =< a},_; > d’ordres q1, ..., qx—1
tels que 1 < qi|...|gr—1 et tels que G/ < a >= G} x ... x G},_;. D’aprés le lemme, il existe dans G des
représentants ai, ...ag—1 de af,...,a)_, ayant les mémes ordres. Vérifions que G est produit direct des
sous-groupes cycliques G; =< a1 >,...,Gr_1 =< ap_1 >,G =< a >.

Soit ¢ 'homomorphisme canonique de G sur G/ < a >. Pour tout € G, il existe ny, ..., ng_1, avec
0 <nj <o(a;) pouri=1,...,k — 1, uniques, tels que

SD(I) = nla,l +...+ nk’—la/;g;_l = (p(nlal + ...+ nk—lak:—l)

1l existe donc un élément nia de Ker(p) =< a > avec 0 < nx < m = o(a) et tel que x = (n1a1 + ... +
ng_1ak—1) + nga. Ainsi G =G1 + ... + G.
Vérifions que cette expression de = est unique, et alors G sera le produit direct des sous-groupes

G1,...,Gk. Soit © = mya; + ...+ mya une autre expression de = du type précédent. Alors ¢(x) =
niay+...+ng_1a,_; =miaj+...+mg_1a,_,. Comme G/ < a > est produit direct de G},...,G}._,, on
any =my,...,ng—1 =mg_1. On en déduit ensuite nga = mya d’ott ny, = my, puisqu’on a 0 < ng < o(a)
et 0 < my, < o(a).

L’ordre de zp = (a1,...,ak-1,a) € G1 X ... X G est le ppcm de o(a1), ..., o(a). On a donc
o(zg) > o(a). Comme o(a) est le maximum des ordres des éléments de G, on en déduit que o(a) =
o(xo) = ppem (o(ay), . ..,0(ax—1),0(a)) et donc que o(ay)|...|o(ak—1)]o(a).

Démonstration de ’Unicité dans le Théoréme.

Montrons 'unicité de la suite q1, ..., g, par récurrence sur 'ordre n de G.

Si m = p est premier, la suite (¢;) est unique, réduite & p. Supposons établie I'unicité pour les
groupes d’ordre strictement inférieur a n. Considérons un groupe G d’ordre n > 1. Considérons deux
décompositions

G=G1 x..xG,=G x...xG,

avec Gy ~Z2/qiZ , G ~L/q;Z, 1 < qu| . |ar, 1 < q1] .- g,
Soit p un facteur premier de ¢, et donc de ¢q2,...,qx. Comme G est abélien, f : x — px est un
endomorphisme de G.II laisse stable chacun des sous-groupes Gj;, car ces sous-groupes sont cycliques.



f(G1) C G est P'unique sous-groupe de G; d’ordre % De méme, f(G2) C Ga,...,f(Gr) C G sont

d’ordres ﬂ, ceey %. On a
p p
(f(G))+...+ f(G)Nf(Giy1) € (G1+...+G)NGi11 ={0}
. L _qi-qs _ |G

pouri=1,...,k—1, donc f(G) est produit direct de f(G1),..., f(Gg), et on a |f(G)| = P

De méme, on a f(G%) C G’ pour j = 1...m, et f(G) = f(G}) x ... x f(G},). Puisque qi]...lq,,, il
existe r tel que p ne divise pas ¢i,...,q, et p divise ¢.1,...,q,,. Ona alors f(G]) =G car f:x— px
est alors un automorphisme de G. De méme, f(Gh) = GY, ..., f(GL) = G... Par contre, les ordres de

/ ! ! /
Ar41 Im rq1---4 (€]

f(Gg1)s -, f(GY,) sont %,---7?7", donc |f(G)|=q1...q.— P =

En comparant les deux valeurs de f(G) obtenues, on voit que k = m—r < m. En échangeant les roles,
on obtient de méme m < k, et donc m = k. On en déduit que r = 0, et que p divise ¢, ...,q). D’apreés
Ihypothése de récurrence, la décomposition cyclique de f(G) est unique. Les deux suites q—l, ceey dk et

, , p p

q—17 ey k3 sont donc égales, et les suites ¢1,...,qr et ¢, ..., g, sont égales.
p p



