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Théorème :
Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires dé�nies sur le même espace probabilisé
(Ω,A, P ) et à valeurs dans Rd, indépendantes, de même loi et admettant un moment
d'ordre deux. La suite de terme général Yn, dé�ni pour tout n ∈ N∗ par

Yn =
1√
n

n∑

j=1

(Xj − E[Xj ]),

converge en loi vers la loi gaussienne NRd(0, CX1), où CX1 est la matrice de covariance
des Xj .

Les variables aléatoires Xj étant indépendantes et de même loi, la fonction caractéristique de Yn est
donnée par, pour tout t ∈ Rd,

ϕYn(t) =
n∏

j=1

ϕ(Xj−EXj)

(
t√
n

)
=

(
ϕ〈X1−EX1,t〉

(
1√
n

))n

Cherchons alors un développements asymptotique de ϕYn
(t).

Lemme : Si la variable aléatoire réelle X admet un moment d'ordre deux, sa fonction caractéristique
ϕX admet un développement limité d'ordre deux en 0 donné par, pour tout réel t,

ϕX(t) = 1 + itEX − t2

2
EX2 + o(t2)

En e�et, la formule de Taylor avec reste intégral écrite à l'ordre2 donne, pour tout réel x,

exp(ix) = 1 + ix− x2

∫ 1

0

(1− u) exp(iux)du

soit, puisque
∫ 1

0

(1− u)du =
1
2
, exp(ix)−

(
1 + ix− x2

2

)
= −x2

∫ 1

0

(1− u) (exp(iux)− 1) du.

Il en résulte que
∣∣∣∣exp(ix)−

(
1 + ix− x2

2

)∣∣∣∣ ≤ x2.

Le lemme précédent appliqué à la variable aléatoire réelle centrée 〈X1 − EX1, t〉 donne le développe-
ment asymptotique

ϕYn(t) =
(

1− 1
2n
E

(
〈X1 − EX1, t〉2

)
+ o

(
1
n

))n

Or ∀z ∈ C, la suite de terme général
(
1 +

z

n

)n

est convergente et

lim
n∞

(
1 +

z

n

)n

= exp(z)

Ainsi la suite de terme général ϕYn(t) converge et

lim
n∈fty

ϕYn(t) = exp
(
−1

2
E

(
〈X1 − EX1, t〉2

))

soit, puisque E
(
〈X1 − EX1, t〉2

)
= 〈CX1t, t〉,

lim
n∞

ϕYn(t) = exp
(
−1

2
〈CX1t, t〉

)

Un théorème de Lévy dit que si une suite (ϕXn)n∈N de fonctions caractéristiques converge simplement
vers une fonction ϕ continue en 0, alors ϕ est la transformée de Fourier d'une probabilité µ sur Rd, et la
suite des variables aléatoires (Xn)n∈N converge en loi vers µ.

Ici, le théorème de Lévy assure donc que

Yn
loi−→ NRd(0, CX1)

1


