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Permutations alternantes

Une permutation o de [n] :== {1,2,...,n} est dite alternante si :

o(l)y<o(2)>03)<o(4)>0(5)...<0(2i) >0(2i+1) < ...
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Permutations alternantes

Une permutation o de [n] :== {1,2,...,n} est dite alternante si :

o(l)y<o(2)>03)<o(4)>0(5)...<0(2i) >0(2i+1) < ...

On note A, I'ensemble des permutations alternantes d’ordre n, et

ap = |Anl
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Permutations alternantes

Une permutation o de [n] :== {1,2,...,n} est dite alternante si :

o(l)y<o(2)>03)<o(4)>0(5)...<0(2i) >0(2i+1) < ...

On note A, I'ensemble des permutations alternantes d’ordre n, et

ap = |Anl

Les nombres a, sont appelés les nombres tangents-sécants a
cause de leur fonction génératrice :

Za,, _ = tan(x) + sec(x)

n>0
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Permutations alternantes

On note A,  I'ensemble des permutations alternantes o d'ordre n
telles que o(n) = k.

Yoann Gelineau Les nombres d'Entringer



Permutations alternantes

On note A,  I'ensemble des permutations alternantes o d'ordre n
telles que o(n) = k.

dnk = |An,k|

Ce sont les nombres d’Entringer.
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Permutations alternantes

On note A,  I'ensemble des permutations alternantes o d'ordre n
telles que o(n) = k.

dnk = |An,k|

Ce sont les nombres d’Entringer.

On a bien entendu :
n
an = E an, k
k=1

Yoann Gelineau Les nombres d'Entringer



Premieres relations

Premiers cas particuliers : pour m > 1,

ami12m+1 =0 am1 =0

)
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Premieres relations

Premiers cas particuliers : pour m > 1,

ami12m+1 =0 am1 =0

o(2m—-1)
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Premieres relations

n
Sin est pair, et 1 < k <n, any1k = D an,i-
i=k

k—1
Sin est impair, et2 < k < n+1, any1k = D an,-

i=
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Premieres relations

Proposition

n
Sin est pair, et 1 < k <n, any1k = D an,i-
i=k
k—1
Sin est impair, et2 < k < n+1, any1k = D an,-

i=

Si n est pair : Si n est impair :
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Premieres relations

Sin estimpair, et 1 <j<n—1, anj = anj1 + an—1,-
Sinest pair, et 1 <j<n—1, apji1 = anj+ an—1,-
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Premieres relations

Proposition

Sin estimpair, et 1 <j<n—1, anj = anj1 + an—1,-
Sinest pair, et 1 <j<n—1, apji1 = anj+ an—1,-

Si n est impair : Si n est pair :
N\M Jj+1
J+ .
/ j
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Premieres relations

Proposition

Sin estimpair, et 1 <j<n—1, anj = anj1 + an—1,-
Sinest pair, et 1 <j<n—1, apji1 = anj+ an—1,-

Si n est impair : Si n est pair :

En particulier :

am+12 = d42m+1,1, am2m-1 = d2m2m
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Table de Kempner

Yoann Gelineau Les nombres d'Entringer



Table de Kempner
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Table de Kempner
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Table de Kempner
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Table de Kempner
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Table de Kempner

1
— 0 1
1 1 0 —

Yoann Gelineau Les nombres d'Entringer



Table de Kempner

1
— 0 1
1 1 0 —
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Table de Kempner

1
— 0 1
1 1 0 —
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Table de Kempner

—_
N ===
o

/l\
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Table de Kempner

—_
N ===
o

/l\
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Table de Kempner

ol = = O
N R
o
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Table de Kempner

1
— 0 1
1 1 0 —
— 0 1 2 2
5 5 4 2 0 —
— 0 5 10 14 16 16
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Table de Kempner

1
— 0 1
1 1 0 —
— 0 1 2 2
5 5 4 2 0 —
— 0 5 10 14 16 16
61 61 56 46 32 16 0 —
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Table de Kempner

1
— 0 1
1 1 0 —
— 0 1 2 2
5 5 4 2 0 —
— 0 5 10 14 16 16
61 61 56 46 32 16 0 —
— 0 61 122 178 224 256 272 272
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Autres relations

n—1

2n -1
a2n+1,1 a2k+1,192n—2k,2n—2k

OM

n—1 2N
an42,2n42 = (Zk 4 1) a2k+2,2k+282n—2k,2n—2k
k=0
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Autres relations

a2n+1,1

an+42,2n+2

§
N
)
T 7+
—

N
S

_|_
—_

-1
< 2n -1
a2k+1,192n—2k,2n—2k

OM

2k +1

n—1
2n
= a2k+2,2k+282n—2k,2n—2k

k=0

2n — 2k 2n — 2k
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Autres relations

. n—i k—1
Ant1k = Z(—l) aiy11, (2<k <2n)

. 2n —2i
i=1

n

.(2n — k

Ak = § (=)™ (2n B Zi) ajoi, (2<k<2n-1)
il
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Autres relations

. n—i k—1
Ant1k = Z(—l) aiy11, (2<k <2n)

. 2n —2i
i=1

’ (2n—k
Aok = Z(—l)"_'( " )32,',2;, (2<k<2n-1)

. 2n —2i
i=1
k—2 2n—2
An+1,k = A2n+1,k—1 — Z a2n—1,i, an,k = a2nk+1 — Z an—2,i
i=1 i=k
k+1
k—1
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g-analogues

On avait :
n=14+14+1+4+...+1

n fois
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g-analogues

On avait :
n=14+14+1+4+...+1

n fois

A présent, on va écrire

lg=1+qg+¢*+...+¢" " =

n fois
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g-analogues

On avait :
n=14+14+1+4+...+1

n fois

A présent, on va écrire

lg=1+qg+¢*+...+¢" " =

n fois

On peut alors définir [n]q! = [n]g[n — 1]g[n — 2]4 ... [2]q[1]q.
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g-analogues

On définit alors des g-analogues des fonctions usuelles

D=3

n>0
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g-analogues

On définit alors des g-analogues des fonctions usuelles

eCI(Z) Z [ ]q

n>0

Puis,

n+1 2n

sing(z) = Z(_ ) ST [2n NI cosq(2) = Z(—l)” [2Zn]q!

n>0 n>0
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g-analogues

On définit alors des g-analogues des fonctions usuelles

D=3

n>0
Puis,
S2n+1 ,2n
) = D g o) = W
Puis
tang(z) = sing(2) , secq(z) = !
cosg(z) cosq(z)

Yoann Gelineau Les nombres d'Entringer



g-analogues

On note

tang(z) + secq(z) = Z an(q)

" nlg! ]q

avec

lim a,(q) = an
q—1
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g-analogues

On note

tang(z) + secq(z) = Z an(q)

" nlg! ]q

avec

lim a,(q) = an
q—1

Les premieéres valeurs sont :

a(g)=1

a(g)=1

a(q) =q+q°

as(q) = q+2q +¢+q*

as(q) = q +2¢° +3¢" +49¢° + 3¢° +2q +q°

a6(q) = > +3q° + 5q* +8q° +10¢° 4+ 10q” + 8q° + 7¢° + 5¢'° 4 2¢** + ¢*?
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g-analogues

Définition
Soit o une permutation de {1,2,...,n}. Pour1 <i<j<n, on
dit que le couple (i, j) est une inversion de la permutation o si :

o(i) > o())
On note inv(c) le nombre d'inversions d’'une permutation o.

Exemple :

o = 4267315 = inv(oc) =11

Yoann Gelineau Les nombres d'Entringer



g-analogues

Soit o une permutation de {1,2,...,n}. Pour1 <i<j<n, on
dit que le couple (i, j) est une inversion de la permutation o si :

o(i) > o())
On note inv(c) le nombre d'inversions d’'une permutation o.
Exemple :

o = 4267315 = inv(oc) =11

an(Q) _ Z qinv(a)

oc€A,
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g-analogues

On définit les g-nombres d’Entringer :
ank(q)= Y g™
UG.An,k

avec
[im a,,,k(q) = a,,7k
qg—1
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g-analogues

On définit les g-nombres d’Entringer :
ank(q)= Y g™
UG.An’k
avec

[im a,,,k(q) = a,,7k
qg—1

Questions :
Que deviennent les relations précédentes ?
Que devient la table de Kempner?
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g-table de Kempner

g-Table de Kempner

0 1
9 q 0
0 q* P+q q+q
& + 24° a* +24° & +2¢* P+ 0
+q7 + q8 +q6 + q7 +q5
0 ¥ +2q0 q + 368 & +3¢° & +2q* P+ 243
+a +a2 +3¢° +2¢0 444" +34° +3¢° + 4¢° +3¢* + 4¢°
+qtt +2¢° +¢'%  +3¢" +2¢° +¢°  +3¢° +2¢7 + 48
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g-table de Kempner

2n

220411(9) = > _ ¢*"a20k(q) = *"a20(q)
k=1

2n+1
2nt22042(9) = Y a2n11.4(q) = a2041(q)
k=1
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g-table de Kempner

2n
220411(9) = > _ ¢*"a20k(q) = *"a20(q)
k=1
2n+1
2nt22042(9) = Y a2n11.4(q) = a2041(q)

=i

MM
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g-table de Kempner

Si nest impair, et 1 <j<n-1, anj = anj+1 + an—1,-
Sinestpair,et 1 << n—1, apjt1=an; +an-1,.
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g-table de Kempner

Si nest impair, et 1 <j<n-1, anj = anj+1 + an—1,-
Sinestpair,et 1 << n—1, apjt1=an; +an-1,.

Si n est impair, a,;(q) = q anj+1(q) + ¢" 7 an-1;(q)

1

Si n est pair, anjt+1(q) = p anj(q) + q" I~ an-1,(q)
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g-table de Kempner

Si nest impair, et 1 <j<n-1, anj = anj+1 + an—1,-
Sinestpair,et 1 << n—1, apjt1=an; +an-1,.

Proposition

Si n est impair, a,;(q) = q anj+1(q) + ¢" 7 an-1;(q)
Si n est pair, anjt+1(q) = p anj(q) + g1 an-1,(q)

Si n est impair : Si n est pair :

.
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g-table de Kempner

o=l oo =
an1,1 = 25 (Tax )32k41,1320—2k,20—2ks  @2n42,2042 = 25 (4y1) B2k+2,2k+2320—2k 20— 2k
k=0

k=0

n—1
2n—1 "
a2n+1,1(q) = { 2k } q2 a2k+1,1(Q)a2n72k,2nf2k(q)
k=0 q
n—1 2n
a2n+2,2n+2(q) = [ 2k +1 } q2k+132k+2,2k+2(q)a2n—2k,2n—2k(q)
k=0
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g-table de Kempner

apt1,1 = ( o )32k+1 132n—2k,2n—2k>  32n+42,2n+2 = Z (2k+1) A2k+2,2k+232n—2k,2n—2k-
= k=0

n—1

2n—1 "

a2n+1,1(q) = E { 2k } q2 a2k+1,1(q)a2n72k,2n72k(q)
k=0 q

a2n+2,2n+2(q) = 2k +1 } q2k+132k+2,2k+2(q)a2n—2k,2n—2k(q)
q

2n+1
| ont1  2nF?2
| I
I I
I I
I I
| 1 |
2n — 2k 2n— 2k

Yoann Gelineau Les nombres d'Entringer



g-table de Kempner

n n

BHnt1,k = '21(71)17 '(2,7,2,-)32;+1,1» .k = '21(71)17 '(2,',1,2,-) a3 2i
= =

? { k—1

a2n+1,k(q) _ Z(_1)n—iq1—k+(n—i)(4n—2k+4)

2n —2i } 22it1,1()
i=1 q

- —F = 2| 2n—k
aeasa) = Y (-1 RR0 | 20T ),
i=1 q
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g-table de Kempner

n n

BHnt1,k = izzl(*l)"fi(giilz,-)azurl,lv an,k = .:21(*1)"7[(22,7:;,-) i 2i
- e k—1
an+1.4(q) = Z(—l)" ‘q" ket(n=i)(4n—2k4) { o0 _9f } a2i+1,1(9)
i=1 q
i ; i 2| 2n—k
a2n.k(q) = Z(—l)"ﬂq'ﬁ'*kﬁ(n*') { on_9j } 22i2i(q);
i=1 q

k—2
a2n41,k(q) = ga2n114-1(q) = ¢*" 22 Y a20-1,i(q)
=1
2n—2 I
20,k(q) = qaznk+1(q) — ¢*" 71 Y an-2,i(q)
i=k
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Permutations a forme donnée

On peut étendre les résultats précédents a des permutations de
forme quelconque.
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Permutations a forme donnée

On peut étendre les résultats précédents a des permutations de
forme quelconque.

Soit o une permutation de {1,2,...,n}. On note w(c) sa forme,
c'est-a-dire le mot constitué des signes des différences
o(i+1)—o(i) pour i=1.n—1.
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Permutations a forme donnée

On peut étendre les résultats précédents a des permutations de
forme quelconque.

Soit o une permutation de {1,2,...,n}. On note w(c) sa forme,
c'est-a-dire le mot constitué des signes des différences
o(i+1)—o(i) pour i=1.n—1.

Exemple :

o = 264153

w(io)=+——+—
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Permutations a forme donnée

Table de Kempner pour les permutations de forme
w=——+—++
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Permutations a forme donnée

Table de Kempner pour les permutations de forme

w=——+—++
1
1 0 —
1 0 O +—
— 011 1
332 1 0 —
— 0 368 9 9
— 0 0 3 9 17 26 35
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Permutations a forme donnée

g-Table de Kempner pour les permutations de forme

w=——+—++

1
q 0
q° 0 0

0 P Tt P

q +q° ®+q P +¢° q* 0
+q° +4¢°
0 gl 4q%2 @ + 2q'° a7 +2¢% +24° @ +q°+24" G+ q° +24°
+qB3 +2g1 4 12 12410 4 g1t 12¢% +2¢° + ¢ 1297 + 248 + ¢°
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Autres g-analogues

Les nombres tangents-sécants sont liés a d’'autres statistiques :
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Autres g-analogues

Les nombres tangents-sécants sont liés a d’'autres statistiques :

(—1)"32n+1: Z (_1)exc(a)

0€San11

(71)n32n _ Z (O)fix(a)(il)exc(o)
0ESo,
ou

exc(o) = |{i € [n] / o(i) > i}|
fix(c) = |{i € [n] / o(i) =i}
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Autres g-analogues

n—1
Si on pose maj(c) = > i x(o(i) > o(i + 1)),
i=1
() ama(@) = 3 (~1)l)glmai-eao)

0E€S241

(*1)n32n(Q) _ Z (O)fix(o)(il)exc(a) q(maj—exc)(a)

0ESH,
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Autres g-analogues

n—1
Si on pose maj(c) = > i x(o(i) > o(i + 1)),
i=1
(“1)ama(a) = 3 (—1)le)glmai-exc)o)
0E€S241
(*1)n32n(Q) _ Z (O)fix(o)(71)exc(0)q(maj—exc)(a)
U€S2n

Question : peut-on généraliser aux g-nombres d'Entringer
an,k(q) ?
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Autres g-analogues

Si on pose cros(c) le nombre de croisements de o,
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Autres g-analogues

Si on pose cros(c) le nombre de croisements de o,

(D enala) = 3 (-1 (-1)egle)

0ESon41

(—l)nCQ,-,(q) — Z ( )flx ( )exc(a) (cros)(o)

€S,

on obtient d'autres g-analogues des nombres tangents-sécants.
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Autres g-analogues

Les c,(q) apparaissent eux, dans des fractions continues :
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Autres g-analogues

Les c,(q) apparaissent eux, dans des fractions continues :

1

,,Z>;) cnt1(q)x" = L [1]4[2]4x
) | RLBlx
| Bl
Z an(q)x” = ;l]zx
n>0 1— . vler
N
_ Bl

1
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Arbres d’'André

Réécrivons la table de Kempner.

1
0 1
1 1 0
o 1 2 2
5 5 4 2 0
0 5 10 14 16 16
61 61 56 46 32 16 O
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Arbres d’'André

Réécrivons la table de Kempner.

mk|1 2 3 4 5 6 7
! 11
0 1 2 o 1
1 1 0
300 1 1
0 1 2 2
4 o 1 2 2
> 5 4 2 0 510 2 4 5 5
0 5 10 14 16 16
61 61 56 46 32 16 o ©° |0 5 10 14 16 16
7 o 16 32 46 56 61 61
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Arbres d’'André

Réécrivons la table de Kempner.

Mkl 2 3 4 5 6 7
1 1 1
0 1 2 0 1
1 1 0
3 0 1 1
0 1 2 2
4 0 1 2 2
5 > 4 2 0 5 0o 2 4 5 5
0 5 10 14 16 16
61 61 56 46 32 16 o ©° |9 5 10 1416 16
7 0 16 32 46 56 61 61
bn,k:’Bn,k’
avec By = Ap i Si n est pair, Bnk = Annt1—k Si n est impair
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Arbres d’'André

Réécrivons la table de Kempner.

Mkl 2 3 4 5 6 7
1 1 1
0 1 2 0 1
1 1 0
3 0 1 1
0 1 2 2
4 0 1 2 2
5 > 4 2 0 5 0o 2 4 5 5
0 5 10 14 16 16
61 61 56 46 32 16 o ©° |9 5 10 1416 16
7 0 16 32 46 56 61 61
bn,k:’Bn,k’
avec By = Ap i Si n est pair, Bnk = Annt1—k Si n est impair

But : donner une autre interprétation des nombres d'Entringer.
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es d'A

Definition
On appelle arbre d’André sur [n] tout arbre binaire ordonné
croissant, autrement-dit un arbre dont les sommets sont
{1,2,...,n}, tel que

@ Le sommet 1 est de degré 1 ou 2.

@ Chaque sommet i > 2 est de degré 1, 2 ou 3

@ Sur chaque chaine commencant en 1, les sommets sont dans
I'ordre croissant.
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Arbres d’'André

Definition
On appelle arbre d’André sur [n] tout arbre binaire ordonné
croissant, autrement-dit un arbre dont les sommets sont
{1,2,...,n}, tel que

@ Le sommet 1 est de degré 1 ou 2.

@ Chaque sommet i > 2 est de degré 1, 2 ou 3

@ Sur chaque chaine commencant en 1, les sommets sont dans

I'ordre croissant.
3 4 4 4 3
¥ 2%3 2%3 2%4
1 1 1 1

Yoann Gelineau Les nombres d'Entringer
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@ Dans un arbre d'André, on appelle pré-image d'un entier i/,
I'entier j < i tel que (j, i) soit une aréte.

@ Dans un arbre d'André, on appelle chaine principale la
chalne commencant par 1 et choisissant toujours le plus petit
descendant.
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Arbres d’'André

@ Dans un arbre d'André, on appelle pré-image d'un entier i/,
I'entier j < i tel que (j, i) soit une aréte.

@ Dans un arbre d'André, on appelle chaine principale la
chalne commencant par 1 et choisissant toujours le plus petit
descendant.

@ Le nombre d’Entringer by, ) est égal au nombre d’arbres
d’André sur [n] tels que la chaine principale se termine par k.

@ Le nombre d’Entringer by, ) est égal au nombre d’arbres
d’André sur [n] tels que la pré-image de n soit k — 1.

Yoann Gelineau Les nombres d'Entringer



Arbres d’'André

3412]  2413] 1423] 1324] 231[4]
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Arbres d’'André

3412]  2413] 1423] 1324] 231[4]

4 4 3
¢3 ¥ 2&4 2{/3 2
1 1 1 1 1
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Arbres d’'André

3412]  2413] 1423] 1324] 231[4]

4 4 3
¢3 ¥ 2&4 2{/3 2
1 1 1 1 1
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Il existe une bijection entre les permutations alternantes et les
arbres d’André.
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Il existe une bijection entre les permutations alternantes et les
arbres d’André.

(845173926)
8 7 09
5 3 06
4 2
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Il existe une bijection entre les permutations alternantes et les
arbres d’André.

(845173926)
8 7 09
5 3 06
4 2

Mais, on a pas de bijection entre BB, x et les ensembles d'arbres
d'André de cardinal b,
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Definition

On appelle arbre pair sur [n] U {0} tout arbre ordonné croissant
sur [n] U {0}, tels que tous les sommets (sauf éventuellement 0)
ont un nombre pair de descendants.
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Arbres pairs

Definition

On appelle arbre pair sur [n] U {0} tout arbre ordonné croissant
sur [n] U {0}, tels que tous les sommets (sauf éventuellement 0)
ont un nombre pair de descendants.

3 40 3@ P4 2@ P4 2@ 93
F X M Xy gy
0 0 0 0 0
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Definition

On appelle arbre pair sur [n] U {0} tout arbre ordonné croissant
sur [n] U {0}, tels que tous les sommets (sauf éventuellement 0)
ont un nombre pair de descendants.

3 40 3@ P4 2@ P4 2@ 93
 Xp Xp M
0 0 0 0 0

Proposition

Le nombre d’Entringer b, x est égal au nombre d’arbres pairs sur
[n] U {0} tels que la chaine principale se termine par n — k + 1
(resp. tels que la pré-image de n soit n — k).
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Arbres a branchements aux niveaux pairs

Definition

On appelle arbre a branchements aux niveaux pairs sur [n] tout
arbre ordonné croissant sur [n] si un sommet i a plus d'un
descendant si et seulement si le nombre d'arétes entre 1 et / est

pair.
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Arbres a branchements aux niveaux pairs

Definition

On appelle arbre a branchements aux niveaux pairs sur [n] tout
arbre ordonné croissant sur [n] si un sommet i a plus d'un
descendant si et seulement si le nombre d'arétes entre 1 et / est

pair.
4
3 4 4 3
2 2& 2{/3 2% W
1 1 1 1

Proposition

Le nombre d’Entringer b, x est égal au nombre d’arbres a
branchements aux niveaux pairs sur [n| tels que le plus grand
descendant de 1 est k.
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Arbres intégrés

On appelle arbre intégré sur [n] U {0} tout arbre d'André sur
[n] U{0} tels que les chaines ti,...,t; descendantes d'un sommet

vérifient

min(t;) < min(t2) < ... < min(tx) < max(tx) < ... < max(t2) < max(t

4
4 4 4

2 2Q 3 3 2 3

1 1 1 2 1§ 3 1 2

0 0 0 0 0

Le nombre d’Entringer b,  est égal au nombre d'arbres intégrés
sur [n] U {0} tels que le plus grand descendant de 0 est n — k + 1
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Nombres d'Entringer

by, a donc différentes interprétations :
Permutations alternantes sur [n]

17
Arbres d'André sur [n]

!
Arbres pairs sur [n] U {0}

Arbres a branchements aux niveaux pairs sur [n]

Arbres intégrés sur [n] U {0}
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Nombres d'Entringer

by, a donc différentes interprétations :
Permutations alternantes sur [n]

717
Arbres d'André sur [n]

!
Arbres pairs sur [n] U {0}

Arbres a branchements aux niveaux pairs sur [n]

Arbres intégrés sur [n] U {0}
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Merci de votre attention.
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