Vecteurs gaussiens

On considére (€2, .4, P) un espace probabilisé.

1 Introduction
1.1 Définitions
Rappelons la définition des variables aléatoires gaussiennes réelles.

Définition 1

o Une variable aléatoire réelle Z est dite gaussienne centrée réduite si elle admet pour densité
par rapport a la mesure de Lebesque sur R la fonction :

)= e (%)

On note Z ~ N(0,1).

e Une variable aléatoire réelle X est dite gaussienne s’il existe (u,0) € R x RT et Z ~» N(0,1)
tels que X = p+ oZ. La densité de X est alors

fla) = — eXp<—($2+‘f)2>

2mo

On note X ~ N (i1, 0?). Quand o =0, on dit que X est une variable gaussienne dégénérée.

Une variable gaussienne est caractérisée par sa fonction caractéristique, donnée par la proposition

suivante :

Théoréme 1
La fonction caractéristique de X ~~ N (1, 0?) est donnée par

2

ot?
VieR, @x(t)=exp <itu - —)

Preuve : @y se calculer a I'aide de ¢z ou Z ~» N(0,1) et on montre que

VteR, @z(t) = —tely(t)

Définition 2
Un vecteur aléatoire X & valeurs dans R? est dit gaussien si toute combinaison linéaire de ses

composantes est une vartable aléatoire gaussienne.
Si X = Y(Xy,...,X4) est un vecteur gaussien, on définit son vecteur moyenne E(X) par

E(X)="(E(Xy),...,E(Xy))
et sa matrice de variance-covariance Var(X) par

Var(X) =E ((X —E(X)) x (X - E(X)))



Notons que Var(X) est symétrique et
Vi,j=1...d, Var(X),; = cov(X;, X;)

Remarque : Si (Xi,...,X,) est un n-échantillon de loin gaussienne, alors on a évidemment que
X = (Xy,...,X,) est un vecteur gaussien dont la matrice de variance-covariance est proportionnelle
aly.

1.2 Propriétés des vecteurs gaussiens

Donnons la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien et les conséquences importantes qui en dé-
coulent.

Ehéoréme 2 \

Soit X = "(X1,...,X4) un vecteur gaussien. On note m = E(X) et ¥ = Var(X). On a
que X admet pour fonction caractéristique la fonction

Vu e RY,  px(u) =E [exp(i ‘uX)] = exp(i ‘um — "uXu)

@ loi de X est donc entierement déterminée par m et . On note X ~» N (m,%). /

Preuve : 1l suffit de remarquer que Vu € R, 'uX ~ N (fum, ‘uXu).

Corollaire 1 (Propriété de linéarité)
Soit X = '(Xq,...,Xq) un vecteur gaussien. On note m = E(X) et ¥ = Var(X). On a
pour toute matrice A possédant d colonnes et pour tout vecteur b € R?,

AX +b ~ N(Am+b, AL'A)

Corollaire 2 (Propriété pour I’indépendance)
Soit X = Y(Xy,...,X4) un vecteur gaussien. Pour tout (i,7) € {1,...,d}* tel que i # j,
X; et X; sont indépendantes si et seulement si cov(X;, X;) = 0.

Remarque : Les composantes d’un vecteur gaussien sont des variables aléatoires gaussiennes mais la
réciproque est fausse. En effet, on considére X ~~ AN(0,1) et € ~ B(0.5) indépendante de X. Alors
X; = X et Xy = (26 —1)X sont des variables gaussiennes mais (X7, X5) n’est pas un vecteur gaussien.
Notons que dans cet exemple, cov(X, X3) = 0 mais que X; et X, ne sont pas indépendantes.

Proposition 3 (Propriété pour I’espérance conditionnelle)
Soit (Y, X1,...,Xq) un vecteur gaussien. Alors BE(Y | Xy,..., Xy) est une fonction affine
de (Xh ce ,Xd).

Preuve : : Soit prp(Y) la projection de Y sur F' = Vect(1, X1, ..., Xy) pour le produit scalaire associé

a Pespérance. Donc E [(Y — pp(Y))Z] = 0 pour toute variable Z € F. Avec Z = 1, on déduit que
E[Y —pr(Y)] = 0. Puis, pour toute variable Z € {X,..., X4}, le vecteur (Y —pp(Y), X1, ..., X,) étant
gaussien, 0 = E[(Y — pp(Y))Z] = cov(Y —pp(Y), Z) montre que Y — pp(Y) et Z sont indépendantes.
Donc Y — pp(Y) est indépendante de toute fonction de (X7i,...,Xy) et pp(Y) = E(Y | X4,..., X4).

U

A Taide de la fonction caractéristique, on démontre le Théoréme Centrale Limite Vectoriel.



Ghéoréme 4 (Théoréme Central Limite Vectoriel) \
Soient X1, ..., X, des vecteurs aléatoires de R? i.i.d. admettant un moment d’ordre 2.
On note m leur espérance et I' leur matrice de variance-covariance. Alors,

Vi (X, —m) =% N(0,T)

n—-+4oo

N /

Preuve :  On calcule pour tout n la fonction caractéristique de Z,, = v/n(X,, —m) :

Vu e RY, ¢z, (u) =E [exp(i'uZ,)]

On a par le Théoréme Central Limite que ‘uZ, -2 N(0, *ul"u). Donc

n—-+o00

1
YueRY gy () — exp (—§tufu)

n—-+0oo
O
Ghéoréme 5 \
Soit X = YXy,...,Xq) un vecteur gaussien. On note m = E(X) et ¥ = Var(X).
X admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesque sur R si et seulement si
det(X) # 0.
e Sidet(X) =0, la loi de X —m est presque siirement portée par un espace vectoriel
engendré par les vecteurs propres associ€s auz valeurs propres non nulles de ..
o Sidet(X) #£0,
1\ 1 Ha—m)S (z -
Ve e RY, f(x) = ( ) exp (— (z—m)2" (@ m))
V2m det(X) 2
Preuve :  La matrice ¥ est symétrique. Donc il existe U une matrice orthogonale (composée des
vecteurs propres de X notés uy, us, ..., ug) et il existe Ay > Ao > ... > X\, >0 (sir = rg(X) < d) tels
que
A1
t A
X=UI'"U avec I'= 0
0
Sidet(X) =0,onar <d Pourie€ {r+1,....d}, E[(*"u;(X —m))?] = 'w;Zu; = 0. Donc
‘u;(X —m) =0 p.s. et X —m prend ses valeurs dans Vect(us, ..., u,) qui est de mesure de Lebesgue

nulle dans R¢.
Si det(X) # 0, UVT est inversible. On pose Y ~» N(0,1;). Alors UVTY + m ~» X. Pour toute

fonction ¢ continue bornée,

E(g(X)) = E(g(UVTY +m))

Yo )
- /Rdg(x)<\/12—w)d delt(z) exp (-t(x_m)i_l(x_m)>dx
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Dans tout ce paragraphe, nous nous placerons dans R muni du produit scalaire euclidien et on notera

Théoréme de Cochran, lois du Y? et de Student

|||l 1a norme euclidienne dans R?.

Preuve :

ﬂoposition-Déﬁnition 6 \
Soit X un vecteur gaussien de R? tel que E(X) =m et Var(X) = I;. La loi de || X||? ne
dépend que de d et ||m||. On note

IX1% ~ x*(d, [Iml[*)

et on dit que || X||? suit une loi du x* (qui est décentrée si ||m| # 0). L’entier d est le
nombre de degrés de liberté, |m|* est le paramétre de décentrage.

@rsque |lm|| =0, on note plus simplement || X||* ~ x2(d). /

que m = Um’. Donc UY ~» N(m, 1) ~ X et

Y1 = Uy ~ [1X]?

Proposition 7
Si Zg ~ x*(d), on montre que la densité de Z, est la fonction f telle que

avec

exp <—£> ER
2

VeeR, f(z)= 1g+(x)
221 | =
()

2

+o00
Va >0, I'(a)= / e "2 ldx
0

On a :

E(Zy)=d | | Var(Zs) =2d

Voici le résultat principal :

ﬁhéoréme 8 (de Cochran) \

Soit By @ ... ® E, une décomposition de R% en sous-espaces deuz & deux orthogonauz de

dimensions respectives dy, ..., d,. Si X ~ N(m, I;), les vecteurs aléatoires Xg,, ..., Xg,,
projections orthogonales de X sur Ey, ..., E,. sont indépendants, les variables aléatoires
1 XE, 2., | XE,.||? sont indépendantes et

CXEP L IXE )~ PO Ime ) - X [Imes, 7))

@ mg,, ..., Mg, sont les projections de m sur By, ... E,. J

Soit Y € R? tel que Y ~» N (m/, 1) avec ||m| = ||m/||. 1l existe U matrice orthogonale telle




Preuve : Soit (ej1,...,e€jq;) une base orthonormée de E;. On a

dj

Vled, XEjIZijteij
k=1

Les variables ‘e;; X sont indépendantes de la loi N'(*e;m, 1) donc les vecteurs aléatoires Xp,, . ..

sont indépendants. Pour achever la preuve, il suffit alors de remarquer que

d;
Vi=1...d [Xgl*=> (‘enX)’

k=1

Voici une application importante du théoréme de Cochran :

Eroposition 9

pour estimation de ju et o2 :
1< 1
X,=-)Y X; S2=—) (X;—X,)?
DI EFPICERS

Alors, on a :
o X, et S? sont des variables aléatoires indépendantes.

o Les lois de ces variables sont explicites :

2

_ o nsS,
XnWN(ll’vg)v 9 WX2(TL—1)

Soit X = (X1,...,X,) un n-échantillon de loi N'(u, 02). Prenons les estimateurs suivants

~

/

N
_ X,—m

Preuve :  On pose pour tout ¢ = 1...n, Y;
o
échantillon de loi N'(0,1). On pose ensuite e = *(1,...,1) et E = Vect(e). On a alors

R"=FE®E*+

Les projections de Y = {(Y},...,Y,) sur E et E+, Y et Y. sont indépendantes et valent

1 n
Yl—E;Yi

i=1 1 n
v, - -Sy,
Ly
=1
On a . g
I nsSy,
—(Xn—p) xe=Yg,  — =Yg
g g

Ce résultat nous permet de construire des intervalles de confiance pour l'estimation de p et o

laide de la définition suivante.

On a alors que (Y3,...,Y,) est un n-

4

2



Définition 3
Si X et'Y sont deux variables aléatoires indépendantes telles que

o X~ N(p,1),
o Y~ x*(d),

Alors, la loi de la variable

M%‘N

est appelée loi de Student (décentrée si p# 0) a d degrés de liberté. On note
Z ~t(d, )
Si le parametre de décentrage p est nul, on note plus simplement
Z ~ t(d)

Proposition 10
Si Zg ~ t(d), on montre que la densité de Zy est la fonction f telle que

d+1 s
VreR, f(x)= \F/di;(d)) (1+%2>‘2

2

avec .
Va >0, I'(a)= / e T2 ldx
0

Pour d>1, on a

Pour d > 2, on a

On a également

Zy 2 7z avec Z ~ N(0,1)

n—-4o0o

Comme la loi de Normale, la loi de Student est symétrique mais ses queues sont plus épaisses que
celles de la loi normale. On déduit de la définition précédente que

U_l\/ﬁ<yn — ) _ X —p wt(n—1)

L nSy, Sh
o1,/

n—1 n—1
En notant ¢, 11-¢ le quantile d’ordre 1 — § pour la loi t(n — 1) et ¢h—11- le quantile d’ordre 1 — «
pour la loi x?(n — 1), un intervalle de confiance de niveau de confiance exactement égal & 1 — o pour

est
_ Sy — Sy,
Lo = | X0 —tur1-24/ Xty e
, [ L5\ tiln-11-92 n—l]

et un intervalle de confiance de niveau de confiance exactement égal & 1 — « pour o2 est :

T = [L

Nn-11-a

|
On déduit de ces intervalles de confiance les tests de taille o de p = pg conte p # o et de o? = o
contre 0% < of.

Remarquons que 1’'on obtient une région de confiance de niveau de confiance 1 —2a pour I'estimation
de 0 = (11, 0?) en considérant I, , X J, ..



3 Test d’ajustement du x>

Dans cette partie, on considére une variable aléatoire discréte X a valeurs dans {ai,...,aq}. On se
donne d réels strictement positifs py,...,ps tels que p1 + ...+ pg = 1 et on désire tester

(Ho): Yie{l,....d}y, P(X=a)=p

contre

(Hy): Jie{l,....d}, P(X=a)%p

Pour cela, on dispose d’un n-échantillon (X, ..., X,) de méme loi que X. On utilise la méthode
des moments pour estimer p; et on note

Nni
n

Vie{l,....d}, Ny=)> lx-a, b=
j=1

Sous (Hy), pour tout i € {1,...d}, p; est un estimateur fortement consistant et sans biais de p;. Donc
si (Hy) est vraie, il y a tout lieu de penser que p = *(py,...,pa) sera "proche" de p = *(p1,...,paq)-
Comment mesurer la distance entre p et p ? On introduit la pseudo-distance du x? entre p et p :

L (B p)?
Di(pp)=n) Zp—l
i=1 v

Lorsque n est grand, sa limite est connue et surtout indépendante de p, ce qui va nous permettre de
résoudre notre probléme de test. On a en effet le théoréme suivant :

Ehéoréme 11 \

e Sous (Hy),

Dipp) 5 xP(d-1)
e Sous (Hy),
Dy (p.p) == +oo

n

n——+o0o
. t 1 ].
Preuve : On pose Vj € {1,...n}, Z;= _p(lXJ:ai —p1), .- a_p(ng:ai —pa) |-
VD1 V/Dd

Par le Théoréme Central Limite Vectoriel, on a
1 & loi .
7 (ZZJ> e N0 L= vp'Vp)
7=1

avec \/p = "(\/p1,--.,/Pd). Donc
1 1

\/ﬁt (\/ﬁ(ﬁ\l_pﬁv ’ﬁ

n—-400

. loi
(Pa — pd)) — N(0,14— /p'/D)
d
En utilisant la fonction continue f définie par Vo = *(z,...,zq), f(z) = ||z]* = 3 7, on obtient
i=1

D2(p,p) % f(V)

n—-+o00



ou V est une variable aléatoire telle que V'~ N(0, I;— \/ﬁt\/fo) et qui a donc méme loi que la projection
de W ~» N(0, I) sur (Vect(\/ﬁ))l. Donc

FV) ~ x*(d = 1)

Pour tester (Hy) contre (Hy), on considére donc le test asymptotique de taille 1 — «

O( X1, Xn) = 1p2(5p) e 11

oll Cq_11_q est le quantile d’ordre 1 — a de la loi x?(d — 1). Remarquons que la puissance du test tend
vers 1 quand n — +o0.

Remarque 1 : L’approximation par la loi limite est correcte si pour tout i € {1,...,d}, np; > 5. Si
ce n’est pas le cas, il faut effectuer un regroupement par classes.

Remarque 2 : On peut utiliser ce test lorsque la loi de X est continue. SI X est a valeurs dans €2, on
construit une partition finie de €2 et on applique ce qui précéde. Tout le probléme porte sur le choix de
cette partition.

Un exemple : Pour tester sa théorie génétique, Mendel croisa des pois tous jaunes et lisses et
obtint a la premiére génération des pois jaunes ou verts et lisses ou ridés. Plus précisément, il obtint
315 pois jaunes et lisses, 108 pois verts et lisses, 101 pois jaunes et ridés et 32 pois verts et ridés. Est-ce
que ces observations confirment ou infirment la théorie mendélienne ?

9 3 3 1
Sous cette approche, la proportion p de chacune des 4 classes précédentes est p = * ( ) .

16°16°16° 16
9 3 3 1
Hy): p= (=, 2 2 —
(Ho): (16’16’16’16)

(H)) : p#t(Q 3 3 1)

On teste donc

contre
167167 16" 16
On a 3095 = 7.815. Comme sous (Hy), Dzs(p, p) = 0.47, on accepte (Hy).



