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Résumé Nous prouvons I'équivalence entre des inégalités de Sobolev logarithmiques généralisées
et I'hypercontractivité de certaines équations de Hamilton—Jacobi et retrouvons sous cette
hypothése une inégalité de transport établie dans [5]. Ces résultats généralisent ceux de
[3]. Pour citer cet article: |. Gentil, F. Malrieu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
437-440.
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Hamilton—Jacobi equations and inequalities for generalised entropies

Abstract We prove the equivalence between a general logarithmic Sobolev inequality and the
hypercontractivity of a Hamilton—Jacobi equation. We also recover that this property imply
a transportation inequality established by [5]. These results provide a natural generalization
of the work performed in [3]To cite this article: |. Gentil, F. Malrieu, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 335 (2002) 437—-440.
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1. Introduction et définitions

Une étude du comportement en temps long de I'équation de Fokker—Planck :
du=V-[uV(logu + V)],

ou V est strictement uniformément convexe en dehors d’'un ensemble comppex@t-V) = 1, peut
reposer sur I'inégalité de Sobolev logarithmique suivante : pour toute densité de prolabilité

[ 1095+ [1v <t [1va0gs+ v M

D’apres [3], I'existence d’'une telle inégalité est équivalente & une propriété d’hypercontractivité dans les
espaced.”(e”") pour le semi-group€Q,),>o défini comme la solution fondamentale de I'eéquation de
Hamilton—Jacobi suivante :

1
3,Q,8(x) + > |Vth(x)|2 =0 pourtoutr > O et presque tout € R”,

Adresses e-mailgentil@math.ups-tlse.fr (I. Gentil); malrieu@math.ups-tise.fr (F. Malrieu).
URL : http ://www.Isp.ups-tise.fr/Fp/{Gentil,Malrieu}.

0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés
S1631-073X(02)02513-X/FLA 437



I. Gentil, F. Malrieu / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 437-440

avec pour condition initialg lipschitzienne bornée. Cette reformulation fournit en particulier le fait que
I'inégalité de Sobolev logarithmique implique I'inégalité de transport suivante : pour toute densité de
probabilité f par rapport & la mesure’g,

2
sz(fe‘v,e‘V)=inf{/@dn(x,y)}gZL(/flongr/fV),

ol I'infimum est pris sur 'ensemble des mesures de probabilit®sw R” de margesf e~V ete™V .
Notre but est ici de montrer que ces relations sont encore vraies dans un cadre trés général. Introduisons
tout d’abord quelques notations :
la fonctionU désigne une fonction slitt, vérifiant les hypothéses techniques suivantes :
* U estC*surRt, U(0) =0, strictement convexe,
im0 Ux)/x = 00,
* A A"U(A™™) est convexe croissante SRIF, cette condition a été introduite par McCann dans sa
these (voir la page WEB suivante : www.math.toronto.edu/ mccann/papers/short.ps).
Les exemples les plus importants sont les fonctioas x logx oux — x™ pourm > 1.
la fonctionV peut se décomposer en la somme d’une fonction convexe et d’une fonction bornée,
la fonctionW est convexe et paire,
la fonctionC désigne la puissangede la normep (normalisée) d&®” : C(x) = |x|§/p = fo’/p
pour p > 1. Sa transformée de Legendre est donné&par) = |x|J/q, avec ¥p +1/g = 1.
Pour fixer les idées, I'étude des inégalités que nous développons dans la suite sont liée a I'équation aux
dérivées partielles suivantes :

Wp=V-[pVCHV(U' () +V+Wxp)}].

DEFINITION 1.1. - Soitp une densité de probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue’sur
Définissons I'énergie libre de, encore appelée entropie par abus de langage,

1
Hp) = / U (o) (x) dx + / POV dr+ / Wx — y)p()p(y) dedy,

I'entropie relative depy par rapport &2, H (p1|p2) := H(p1) — H(p2), et la dissipation d’entropie

1(p) = /[V(U/(,O)—l- V+Wsxp) - VC{V(U'(p)+V +Wsxp)}]pdx.

D’aprés les hypothéses faites sur les fonctibhd/, W il existe une unique densité de probabilitg
qui minimise la fonctionnelld?.

DEFINITION 1.2.—Nous dirons que le systeme satisfait a une inégalité de Sobolev logarithmique
généralisé€lSL) (L), si pour toute fonctiom, densité de probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue,

H(plpoo) <L I(p). (ISL)(L)

Remarquel. — L'appellation «inégalité de Sobolev logarithmique » provient de I'exemple fondamental
U(s) =slogs etW =0 présenté en (1).

2. Hypercontractivité des équations de Hamilton—Jacobi

Définissons le semi-groug®;);>o de Hopf—Lax associé a la fonction de c@lt pour toute fonctiory
lipschitzienne borné&)og = g et pour tous > 0 etx € R”,

Qig(x) = inf {g(y) LiC (ﬂ> }
yeR” t

La fonctionQ, g est solution de I'équation de Hamilton—Jacobi suivante :
du(t,x)+ C*(Vu(t,x)) =0 pourtoutr > 0 et presque tout € R",
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avec condition initiale:(0, -) = g(-) (voir [2]).

DEFINITION 2.1. - Soith : R" — R, bornée lipschitzienne. DéfinissoRs la transformée de Legendre
deH,

K(h) = Sup{/p(x)h(x) dx — H(plpso); p densité de probabilit}é.

Le résultat principal relie I'existence d’une inégalité de Sobolev logarithmique (généralisée) aux
variations de la fonction définie si", pour toute fonctiorg, par

_ K(a+1/(Lp)PiQ;g)
Fal) = @i

THEOREME 2.2. — Supposons qu¥, V, W vérifient les hypothéses données dans I'introduction.

Si que le systéme satisfait a I'inégal{t&L) (L), alors, pour toute fonction bornée lipschitzienpigour
touta > 0etr >0,0naF,(t) < F,(0).

Inversement, s'il exister > 0 tel que F,(r) < F,(0) soit satisfait pour toute fonctiory bornée
lipschitzienne et > 0 alors le systeme satisfait a I'inégali(éSL)(L).

Pour démontrer ce théoréme nous utilisons les deux lemmes suivants.
LEMME 2.3.-Soith une fonction bornée lipschitzienne sif alors, il existe une constantg, telle
que

1
K(h)z/p<U’(p)+§W*p> —/U(p)+H(poo)+Ch,

ou la densité de probabilité est solution dér = U’(p) + V + W % p + Cj, sur son support.

LEMME 2.4.— Soith; une fonctior! sur un intervallel ¢ R. Alors pour toutr € 7 on a

d d
—K(h;) = —h ,
ar (he) /(dt t),ot
ou p; satisfait, pourtout € I, h; =U'(p;) + V + W x p; + Cj, sur le support dep;.

Preuve du Théorénia2 — Soit g une fonction bornée lipschitzienne $Rft. Notons

_ K(BDOQg)
rO=""00

oup(t) = (a +1/(Lp))P/1. Nous obtenons, en utilisant le Lemme 2.4,

)

2—q
By (1) =B (1) / B0Qugo L (2 / V(B1HOQue)[Ip — B (K (B(1)Qrg).

La relationf(1)>=9 = Lgp' (1), la définition dep, et I'inégalité (ISL){) fournissent I'inégalité hypercon-
tractive F,(t) < F,(0).

Prouvons maintenant la réciproque. La relatiBy(z) < F,(0), quand:s — 0, implique y’(0) > 0.
CommeQog = g et po = po, l€ Systéme satisfait (ISLY(). O

3. Application aux inégalités de transport

DEFINITION 3.1.— Nous dirons que le systeme satisfait a une inégalité de transpof)($Tpour toute
densité de probabilité surR”,

We(p, po) = inf{/C(x —y)dn(x, y)} STH(p, poo)s M
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ou I'infimum est pris sur 'ensemble des mesutesurR” x R” de marge et poo.

La proposition suivante donne une définition équivalente de I'inégalité de transport faisant intervenir le
semi-group€Q;),>o et permet de faire le lien entre les inégalités (ISL)et (IT)(7).

PROPOSITION 3.2. —Le systéme satisfait 8T)(T) si et seulement si pour toute fonction bornée

lipschitzienneg, on a
1
K (5. (ng - /gpoo)> <0. (2

Démonstration. Pour démontrer cette proposition nous utilisons la définition de la fondiaat le
théoreme de Kantorovich—Rubinstein, voir [1], Chapitre 81

La correspondance entre (ISL)(et la propriété d’hypercontractivité de I'équation d’Hamilton—Jacobi
permet de retrouver immédiatement un résultat établi dans [4].

COROLLAIRE 3.3 (Cordero—Erausquin, Gangbo, Houdré®upposons qué/, V, W vérifient les
hypothéses données dans I'introduction.

Si le systéme satisfait a une inégalft8&L)(L), alors il satisfait aussi & une inégalité de transport de
constantgL p)?/4.

Démonstration. -t'inégalité F, (t) < F,(0), appliquée & = 0 etr = 1 donne I'inégalité (2). O

Remarque2. — Les résultats présentés ici n'assurent en rien I'existence d’'une de ces inégalités. Par
exemple lorsqué/(s) = slogs, W = 0 etC(x) = |x|5/p avec 1< p < 2, l'négalité (ISL){) est fausse
quelle que soit la fonctio considérée!
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