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y � �pÇ~b#�~� t � ò {�`ub|{~È�yz{
b¹` r bÐ�p{ t|s b v 
 Ç~� s xu{ {~� v 
 a@È³Ç v y r bpa �py r@� xu{ t È³Ç~� á r xu{ t `%{~b|È³{~�|�pa � �
x�
 Ç�� a@É v yÒb�}
{ t y � Ç��Ca v yz�|Ç t {~� v { t {
} rK� x t|s b v aw} r È³`ub!Ç á { �ut y rK� xu{ t xuy(�%Ç
b!{ � � t�v yÒ{ �ut {�ß&y t � a � �
{ � �pb!{¹}~{ vÒv { t�ø }
y �
Æ�Ç
}~b|yzÍ rK�ut Éub|y(�~Í@{
È³{ � � v { t xÌy(�%Ç
b|{ � �p{ t y � Ç��Ca v yz�|Ç t Ö s { �ur@sut a vÒvzrK�ut Ç�� s xuyz{
b�� Ó v a�� r@�ut�urKsut yz}
y � ` rKs b t yzÈ�` v y % {
b �Rt!s b

Rn � ò 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ v a³` vÒsÌt yÒÈ³` r b!�pa � �p{�Ö s { �urKsÌt Ç~� s xuy r@�ut{ t �º}~{ vzv {�xÌ{Zf,â  %â_ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {���� � xuyÝ�GÖ s 
 su� {5È³{ t|s b|{ xu{�`ub r Éua@Éuy v yz�|Ç µ t!s b
Rn

t ac�py t!Ô a@yÝ�*� sÌ� {5y � Ç��Ca v yÝ�pÇ xÌ{ f[â  �â_ö�æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s { t 
 y v {�ß&y t �p{ su� {5} rK�ut �pa � �p{
α(µ) > 0 �p{ vÒv { Ö s { � ` rKs bB� r@s �p{ Ô<rK� }~�py rK� f xu{ Rn xRa �Ìt R

� a t!t {	��b!Ç�� suv y��~b|{ �Ìv 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇt|s yÝÍ@a � �|{�{ t � t ac�py t!Ô a@yÝ�p{ Õ
Entµ

(
f 2
)

=

∫
f 2 log

(
f 2

∫
f 2dµ

)
dµ 6 α(µ)

∫
|∇f |2dµ.

ý {~�|�|{ºy � Ç��Ca v yÝ�pÇ¹{ t ��y � �|b r x s yÝ�p{�`ua@b�
�Ú%â_îVî³{ � Ä1P�O ��{~��Ç�� a@É v yÒ{G` rKs b v a�È³{ t|s b|{*�Ca sut�øt yÒ{ �u� {�a�ÍK{~} su� {¹} rK�ut �pa � �p{ r `Ì�|yÒÈ�a v { α(µ) Ç��Ka v { �³Ê �
� d^b r O ��� �Ü � {¨a s �|b|{¦y � Ç��Ca v yÝ�pÇ �|b#� t yÒÈ³` r b!� a � �|{;} rK�Ìt yÒxÌÇ
b|Ç~{�yz}
y�{ t � }~{ vÒv {5xu{��Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú�[ 8 rKs
y � Ç��Ca v yÝ�pÇwxu{��|b rKs�t `,{
}~�|bpa v : �&Ü � {�È�{ t|s b!{�xu{ `Ìb r ÉRacÉuy v yz�pÇ µ t ac�py t!Ô a@yÝ� � su� { y � Ç��Ka v yÝ�pÇwxu{
��â�ä\å�õ½Ø�Ú [ t y�y v {®ßÌy t �|{ su� {º} rK�Ìt � a � �|{ β(µ) > 0 �p{ vzv {GÖ s {º` rKs b�� rKs �|{ Ô<rK� }~�|y rK� f xu{
Rn xRa �ut R

� a t|t {��¹b!Ç�� sÌv y��~b|{ �urK� a v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ t|s yÝÍ@a � �|{

Varµ
(
f 2
)

=

∫ (
f −

∫
fdµ

)2

dµ 6 β(µ)

∫
|∇f |2dµ.

ý {~�|�|{�y � Ç��Ca v yz�|Ç � ` vÒsut a � }~yÒ{ �Ì� {�Ö s { v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇGxÌ{ f,â  %â_ö�æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s { � { t �GyzÈ ø
` v yzÖ s Ç
{�`Ra@b^}~{~�!�p{ºxu{
b � y��~b|{1��� � a { �2rKs �pb|{ v a b|{ v ac�|y rK�Jt!s yzÍca � �|{³{ � �pb|{ v { t xuy ��Ç~b|{ � �|{ t
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} rK�ut � a � �|{ t 2β(µ) 6 α(µ) � ò a È³{ t!s b|{ �Ka sut|t yÒ{ �u� { t ac�|y tÐÔ a@yz� � v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇgxu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [a�Í@{
} su� {�} rK�Ìt � a � �|{ r `Ì�pyzÈ�a v { β(µ) Ç��Ka v { � 1 �Ü � {�È�{ t|s b!{ µ 8 �urK�2� Ç
}~{ t!t a@yzb|{
È³{ � ��xÌ{�`ub r ÉRa@ÉÌy v yÝ�pÇ :ªÍKÇ
b!y % { su� {³y � Ç��Ca v yz�pÇ�xÌ{ f,â �
 �â_ö�æ " xu{�xuyzÈ�{ �ut y rK� n t y�y v {�ß&y t �p{�xu{ s ß�} rK�ut � a � �p{ t a(µ) > 0 {~� b(µ) > 0 �p{ vÒv { t Ö s {` rKs bw� rKs �|{ Ô<rK� }~�|y rK� f t|s���t a@È³È�{ � �ªb!Ç�� sÌv y��~b|{ r@� a
8 Ë&�ÝÄ;: ‖f‖2

2n/(n−2) 6 a(µ)‖∇f‖2
2 + b(µ)‖f‖2

2.ý {~�|�|{�y � Ç��Ca v yz�|Ç � Ö s a � x�}~{ vÒv { ø }
yR{ t �¸Í@Ç
b|y % Ç
{ª` r@s b su� {�È³{ t!s b|{nxu{n`ub r ÉRa@Éuy v yz�|Ç � yzÈ�` v yÒÖ s {v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ^xu{ f,â  %â_ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {^{�� xu{ ��â�ä\å�õ½Ø�Ú [ � ò a�È³{ t!s b|{¹xu{ ð æ  �æ[î;bZç�æt|s b
Rn

t ac�py t!Ô a@yÝ��� v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{ f,â  �â�ö&æ " a�Í@{
} a(µ) > 0 {�� b(µ) = 0
� 8 v a�} r@�ut �pa � �p{r `Ì�pyzÈ�a v { a(µ) ` rKs b v a�È³{ t!s b|{GxÌ{ ð æ  %æ,î;bZç�æ t!s b Rn

� 
 { t ��`ua t � r@s Î rKs b t Ç~Í�yÒxu{ � �p{*�
{�ß&`ub|yzÈ�{~b�: �
Æ�{ Ô a�� rK� `ua@bpa vzv � v { �G}~{ t �pb r y t y � Ç��Ca v yÝ�pÇ t yÒÈ³` r b!�pa � �p{ t�� xuÇ %R� y t|t|r@�utwv { t y � Ç��Ka v yÝ�pÇ t xu{

�pbpa �ut ` r b!��� ��ä\å�îVÙ_æ[Ú�È rK� �|b|{ � xua �ut � Ó y � < >�� ��v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç Ô<rK� }~�py rK�u� { vÒv { t|s yÝÍ@a � �|{ � ` r@s b
� rKs �|{ t È³{ t|s b|{ t xu{�`ub r ÉRa@Éuy v yÝ�pÇ t µ {�� ν �
8 Ë&� Ê�: ‖ν − µ‖V T 6

√
2Entµ

(
dν

dµ

)
.

Ó a@bÐ� a � � xÌ{¹}~{~�|�|{�`ub!{
È³y��~b|{�y � Ç��Ca v yz�pÇ�{ � �pb!{ su� {¹xuy t � a � }
{ t|s b v 
 { t `Ra@}
{¹xu{ t È³{ t|s b|{ t xu{
`ub r Éua@Éuy v yz�|Ç�{~� v 
 { � �pb r `uyÒ{wxu{ v a^xuÇ~b|yÝÍKÇ
{ªxu{ ù Ø�ã�â_å��
	�ä\Ù�â_ã�ä\ì � x�
 a s �|b|{ t y � Ç��Ca v yz�|Ç t ` vzsut
�KÇ � Ç~bpa v { t xuyz�|{ t xu{¹�|bpa �ut ` r b!� rK� � Ç��pÇ�y � �pb r x s yÝ�p{ t�� } r È�È³{�`Ra@bn{�ß&{
È³` v { v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç xu{
�pbpa �ut ` r b!� T2

t|s b
Rn Ö s { �urKsut xÌÇ %R� y t|t!rK�ut È�a@y � �p{ � a � ���&Ü � { È�{ t|s b!{^xu{ `ub r ÉRa@ÉÌy v yÝ�pÇ µÍKÇ
b!y % { su� {ªy � Ç��Ca v yÝ�pÇ�xu{n�pb|a �ut ` r bÐ� � Ö s { �ur@sut a@`Ì`%{ vÒv {~b rK�Ìt T2

�&t 
 y v {®ß&y t �|{ sÌ� {�} rK�ut �pa � �p{
τ(µ) > 0 �p{ vÒv {�Ö s {�` rKs b � rKs �|{ Ô<rK� }��py r@� F � xu{ �ut yz�|Ç�xu{�`ub r ÉRa@Éuy v yz�|Ç�`Racb bpa@`Ì` r bÐ� � v aÈ�{ t|s b!{ µ �RrK� a

T2(Fdµ, dµ) 6 τ(µ)Entµ(F ) ,r��
T2(Fdµ, dµ) { t � v {^}�acb|b|Ç�xu{ v aGxuy t � a � }~{�xu{�
 Ø�îVîVæ,Ú�î�í�æ[ä\å � xuÇ %R� yÒ{�`Ra@b

8 Ë&� � : T2(Fdµ, dµ) = inf

{∫ |x− y|2
2

dπ(x, y)

}
,

r���v 
 y �&% È s È´{ t ��`ub|y t�t!s b v 
 { �ut {
ÈGÉ v {�xÌ{ t È³{ t|s b|{ t xÌ{G`ub r ÉRa@Éuy v yz�|Ç π a�ÏKa � � Fdµ {~� µ} r È³È�{�È�a@b��K{ t � ý¸rK� �pbpacyÒb|{~È�{ � � � v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç 8 Ë0� Ê�:_xu{ �Bä\å�îVÙ_æ[Ú � }
{��|�|{ªxu{~b � y(�
b!{ªy � Ç��Ca øv yz�|Ç � 
 { t �^`Ra t � r@s Î rKs b t ÍKÇ~b|y % Ç
{ ���urKsÌt�t a�Í rK�ut `Ra@bª{�ß&{
È³` v {�Ö s { v a³È³{ t!s b|{'�Ka sut|t yÒ{ �u� {
ÍKÇ
b!y % {�y � Ç��Ca v yz�pÇ�xÌ{��pb|a �ut ` r bÐ� T2

a�ÍK{
} su� {�} rK�ut � a � �p{ r `Ì�pyzÈ�a v {GÇ��Ca v {�� 2 ����íXí�â8{~�þ�ä\ö�ö�Ø�å�ä�È rK� �pb!{ � ��xRa �ut � � è ËKË�� v {5`ub!{
È³yÒ{~b v yÒ{ � { � �|b|{ v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç xu{¦�pbpa �ut ` r b!� T2{~� v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç^xu{*f,â! �â_ö�æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1� éÂvÒt `ub rKs ÍK{ � ��{ � �|b|{�a s �pb!{ � Ö s { v a t {
} rK� xu{
y � Ç��Ca v yÝ�pÇªxu{�} rK�ut � a � �|{ β(µ) yÒÈ³` v yzÖ s { v aG`ub|{~È�y(�
b|{^xÌ{�È �
È³{^} r@�ut �pa � �p{ β(µ) �
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Æ a �ut5v { t } á a@`uyÝ�pb|{ t Ä2{��¨Ê �urKsut Ç~�pa@É v y t|t!rK�ut5v { t y � Ç��Ca v yz�pÇ t xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [8{~�¦xu{
f,â  �â�ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {�` rKs b¸xu{ t È r x � v { t xu{ È³Ç
}
a � yÒÖ s { t � a �py t �pyzÖ s {�� ò a¹È�{ t|s b!{ xu{
b|Ç Ô Ç~b|{ � }
{nÍKÇ
b!y % a � � v { t y � Ç��Ca v yz�pÇ t xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [ rKs xu{Df,â  %â_ö�æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {¸{ t � v a
È�{ t|s b!{'�Ca sut!t yz{ �u� { � xu{GÈ�a � y(�
b!{�` vzsut �KÇ � Ç
b|a v { su� {�È³{ t!s b|{GxÌ{G`ub r ÉRa@Éuy v yz�|Ç µ t|s b R

n �xu{ v a Ô<r b|È³{ dµ(X) = exp(−U(X))dX a�Í@{
}-)n{ t|t (U) > C
é x 8

C > 0 : � Í@Ç
b!y % { v { t xu{ s ß
y � Ç��Ca v yÝ�pÇ t � ò 
 {�ß&{
È³` v {�xuÇ~}
b!yz�n}
y ø xu{ t|t|sÌt { t � v {�}�a t Ö s { v 
 rK�5�ur È³È�{~bpa 
 sÌ� y Ô<r b!È�Ç~È�{ � �t �pb!yÒ}��p{
È³{ � ��} rK� ÍK{®ß&{ � � }�
 { t � su� }
a t `Racb!�pyz} suv yÒ{~bnx s }
b!yz���~b|{ Γ2

xu{�×wØ�Ù_ÚCÛ�{�� � ì^æ[Ú�Û �
� rKsut { t|t a�Ï rK�ut yÒ}
y&xu{wÈ r@� �|b|{~b v 
 {�ß&y t �p{ � }
{�x�
 su� {wy � Ç��Ca v yz�|Ç¸xu{@f[â  �â_ö�æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {rKs xu{ ��â�ä\å�õ½Ø�Ú [ô` rKs b¹}~{
b!�pa@y � {�È³{ t|s b|{ t!s b

Rn a�ÍK{
} su� { } rK�ut �pa � �p{ � {�xuÇ~`%{ � xRa � �`Ra t xu{ v a^xuyzÈ�{ �ut y rK� n � ò { t È³{ t!s b|{ t Ç�� s xÌyÒÇ
{ t yz}
y t!rK� �gxu{ t È³{ t|s b|{ tgt|s b Rn xu{ v a Ô<r b|È³{
dµ(X) = exp(−U(X))dX a�Í@{
}

∀X = (x1, ..., xn), Φ(X) =
∑

i

ψ(xi) +
∑

i∼j

V (xi − xj).

ò a Ô<rK� }��py rK� Φ { t ��a@`u`,{ v Ç /0�-'E! ) � + #�! ��# {~� ψ ��/0� .1� �ZÆ 
 a@`Ìb#� t³v {5}
a tºsu� y Ô<r b|È³Ç
È³{ � �t �pb!yÒ}��p{
È³{ � �¦} r@� Í@{�ß&{ xuÇ~}
b!yz�¦}
y ø xu{ t|t|sÌt��wvÒr b t Ö s { ψ ÍKÇ~b|y % { ψ′′ > C a�Í@{
} C > 0 {~�
‖V ′′‖∞ a t|t {	�n`%{��pyÝ� �Kv a�È³{ t!s b|{ µ t ac�|y t!Ô acyz�	� su� {ny � Ç��Ca v yz�pÇQxu{+f,â  �â�ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {
{~��xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [Ga�ÍK{~} su� {¸} r@�ut �pa � �p{¸y � xuÇ~`%{ � xRa � �p{Qxu{ n � Æ�{ �Ìr ÈGÉub!{ sut { t {��_b!Ç
}
{ � �p{ � �Ç~� s xu{ t `,{
b|È³{~�!�p{ � � xu{�È r@� �|b|{~b Ö s { t y v a Ô<rK� }��py rK� ψ = ϕ + g a�ÍK{~} ϕ′′ > c

�
(c > 0)

�
{~� ‖g‖∞ < ∞ v { t b!Ç t|sÌv � a � tGt!s É t y t �|{ � �³{ � } r b|{1� � rKsÌt a@`u`,{ vzv {
b rK�ut }
{;}�a t�� � + #�,-��.T�
� / + �k#ji�� rKs á Ï�` r � á � t { 8 ý /h: � ò {;`Ìb|y � }
yÒ`ua v y � �|Ç
b��~��xu{5}~{ t xu{ s ß } á a@`Ìyz�pb!{ t { t �ºxu{
`ub rKs ÍK{
b v 
 {®ßÌy t �|{ � }~{�xu{ t y � Ç��Ca v yz�|Ç t xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [º{��Zxu{@f,â! �â_ö�æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s { ` r@s b
xu{ t ` á a t { t ϕ � {^ÍKÇ
b!y % a � �n`Ra tnv 
 á Ï�` r � á � t { 8 ý /h: �ò { } á a@`Ìyz�pb!{ Ä � {��%{
}~� s Ç { � } r@vÒv acÉ r b|ac�py rK� xu{ ý � ù â  %æ,Ú�í�â �|bpa@yÝ�p{ xu{ v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ
xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [�� � rKsut `ub|Ç t { � � rK�ut x�
 a@É r b|x sÌ� {JÈ³Ç~� á r xu{¨x s {2�9V�æ[ö�üuüuæ[Ú � ý { vÒv { ø }~y
`%{~b|È³{~� � ` rKs b�xuÇ~È rK� �|b|{
b v 
 {®ßÌy t �|{ � }~{�xu{ v 
 y � Ç��Ca v yz�pÇ¹xu{ ��â�ä\å�õ½Ø�Ú [2` r@s b v { t È r x&� v { t
xu{ºÈ�Ç~}�a � yzÖ s { t � a �py t �pyzÖ s { � xu{ºb!{ t �|b|{~y � xub!{ v { t }
a v } suvÒt^t!s b�xu{ t È³{ t|s b|{ t { � xuyzÈ�{ �ut y rK�
Ä�� � rKsut xuÇ~}
b|yÝÍ rK�Ìt a vzr b t;v { t y � Ç��Ca v yÝ�pÇ t xu{9V�Ø�Ú�ã%Û¾Ö s y �urKsut } rK� x s y t { � �JxÌ{ Ô a�� rK�
{ � }�a@}~{ � v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [ { � xuyÒÈ³{ �ut y rK� Ä�� ý { t È�Ç�� á r xu{ t xÌÇ
}
b!yz�|{ t��Z�ÌrKsutt|r È³È�{ t a vÒr b t { � È³{ t!s b|{�xÌ{�È rK� �|b|{
b v 
 {�ß&y t �p{ � }
{wxu{ v 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇQxu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú�[�` rKs b v { t
È r x � v { t xu{�È�Ç~}�a � yÒÖ s { t � ac�|y t �|yÒÖ s { t!r b!�pa � �Zx s }
a tZsu� y Ô<r b|È³Ç
È³{ � � t �pb!yÒ}��p{
È³{ � �Z} rK� ÍK{®ßÌ{
xuÇ
}~b|yz��}
y ø xu{ t|t|sÌt � ò 
 y � �|Ç
b#���Gxu{�}
{��|�p{�È�Ç�� á r xu{³{ t �Gx�
 su� { `ua@b!�¹x�
 a�Í r yÒb�x�
 su� { È�a � y(�
b!{t yÒÈ³` v { su� É rK� } rK� �pb�� v {Qxu{ v aª} r@�ut �pa � �p{Bxu{ v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇZxu{ ��â�ä\å�õ½Ø�Ú [�` rKs b v { t È r x&� v { t
} rK�ut yÒxuÇ~b|Ç t�� {��Zx�
 a s �pb!{�`Ra@bÐ�_x�
 {�ß á yzÉ%{~bZxu{ �urKs ÍK{�a s ßºÈ r x � v { t xu{BÈ³Ç
}
a � yzÖ s { t �pac�py t �pyzÖ s {
ÍKÇ
b!y % a � � v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ�xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [�� ý {�} á a@`uyz�|b|{�a Ç��pÇ�` s É v yzÇ�xRa �Ìt^v a�b!{~Í s { F + KT�k#"� )
+ �	�6KB#j���
! + #"� )�
 #"� ) % .�!�.¸{ � Ê@ËKË&Ä � Í r yÒb � d ï ËÌÄ�� �
Æ a �ut^v {�} á a@`Ìyz�pb!{ºÊ �ur@sut Ç~� s xuy r@�ut ` rKs b v { t È �
È³{ t È r x � v { t xu{�È³Ç
}�a � yÒÖ s { t � ac�|y t�ø

�pyÒÖ s {^Ö s {�xRa �utwv { } á ac`uyz�|b|{^`ub!Ç
}
Ç~xu{ � � �,v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇnxu{2f,â  %â_ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {�� ý {~�!�p{
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y � Ç��Ca v yÝ�pÇ�{ t �^`ub r } á {�xu{ v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xÌ{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [�È�a@y t { vÒv {�{ t �^` vzsut xÌy � }
y v { ��`ub r@s&ø
ÍK{
b�� � rKsÌt Ç~�pa@É v y t|t!rK�ut xRa �ut }
{G} á a@`uyz�|b|{�Ö s { v a�È�Ç�� á r xu{¹xuÇ
}~b|yz�|{�}
y ø xu{ t|t|sÌt ` rKs b v 
 y �&ø
Ç��Ca v yz�|Ç�xÌ{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [ � 
 { t � ` vzsut ac`u` v yz}�a@É v { � Ö s 
 y v�� 
 {�ß&y t �p{¹È�a v á { s b|{ sut {~È�{ � �ª`Ra t xu{
È�Ç�� á r xu{ � Ç
Ö s yÝÍca v { � �|{ �¨}
{ vzv {ºxu{ V�æ[ö&üÌüuæ[Ú)`Ìb|Ç t { � �pÇ~{;}
y ø xu{ t|t|sÌt�� ` rKs b v 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇGxu{
f,â  �â�ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {�� � rKsut {�ß&` rKt|r@�ut a vzr b tQv { t xuy(�%Ç
b!{ � �p{ t xuy � } suv �|Ç t b!{ � } rK� �pb|Ç~{ t
` rKs b¹acxRa@`Ì�|{
b�}
{��|�p{³È³Ç~� á r xu{ � v 
 y � Ç��Ca v yz�pÇ¹xu{ f,â  �â�ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1��4ªy �ut y �½v 
 r É ø
�p{ � �|y rK� xu{ v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ�xu{2f[â  �â_ö�æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {n` rKs bQ}
{ t È r x � v { t `Ra@b!�|yÒ} suv yz{
b t Ô a@yÝ�
a@`u`,{ v a v a�È�Ç�� á r xu{nxu{ t È�a@bÐ�py � �Ca v { t � ý {~�|�|{ È³Ç~� á r xu{ �¹Ç��pÇª{�ß&` r@t Ç
{�` rKs b v a�`ub!{
È³y��
b!{Ô<r y t xua �utGsu� }
a t xuy t }
b!{~��`Racb ð ç7{~���nØXç7xRa �ut � ò�� P � � � ý { vÒv { ø }
yg{ t �ºb!{
`ub!y t { xRa �ut�v {
}�a t } rK� �py ��s {�xRa �ut xuy ��Ç~b|{ � �|{ t ` s É v yÒ}�a �py r@�ut `Ra@b^×ªâ_ã�ä\å�æRØXç � V�æ[ö&üuüÌæ,Ú � �ºâ_î;\�ä\ã½ØH{~�
� æ=b_Ø�Ú�ö�ä\å�îVÙ_ä �&Ü � {�Ç~� s xu{^ac�!�p{ � �|yzÍK{�xu{ v a¹xuÇ~È rK�Ìt �pb|ac�py rK� È rK� �pb!{�Ö s 
 su� {^acxRa@`Ì�pac�py rK�
{ t � ` rKt!t yzÉ v {��ôxu{ t }
a t ` vzsut �KÇ � Ç~bpa s ß�xu{¨È r x � v { t � � rKsut�r É t {
b!Í rK�ut Ö s 
 � v 
 a@yzxu{5xu{v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ�xu{ f,â  �â�ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {�{ � xuyÒÈ³{ �ut y rK� Ä �urKsÌt ` rKs Í rK�utºr ÉÌ�|{ � yzb³xÌ{ t
� á Ç r b#�~È�{ t ` rKs b v { t È r x � v { t xu{^È³Ç
}
a � yÒÖ s { t � ac�|y t �pyÒÖ s {1� � r@sut Ç~� s xuy r@�ut a vÒr b tBv {ª� á Ç rcø
b#�
È³{ xu{�×ªâ  �Ù�â�"H{~� 
���í
	�æ Ö s y�`ua@b!�pa � ��xu{ t y � Ç��Ka v yÝ�pÇ t xu{ V^Ø�Ú�ã%Û �&�ÌrKsut `,{
b|È³{~�¸xu{
} rK� �pb�� v {~b v a¦} rK�ut � a � �p{�xu{ f[â  �â_ö�æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {GxRa �Ìt¹v {�}
a t xu{ v a5xuyzÈ�{ �ut y rK� Ä��ý {~�|�|{�È�Ç�� á r xu{ �ÌrKsut `,{
b!È�{��Zxu{BÈ rK� �pb!{
b v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç xu{�f,â  %â_ö�æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s { ` r@s b
xu{ t È r x � v { t xu{wÈ³Ç
}
a � yÒÖ s { t �pac�py t �|yÒÖ s {�xuy ��Ç~b|{ � � t x s }�a t } v a t|t yÒÖ s {1� Ó a@bg} rK� �|b|{w}
{ vÒv { ø }~y� {º`%{~b|È³{~��È�a v á { s b|{ sut {~È�{ � �¹`ua t�� } rK� �pbpacyÒb|{~È�{ � � � v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ�xu{ ��â�ä\å�õ½Ø�Ú [ � x�
 r É ø
�p{ � yÒb su� } rK� �pb�� v { t yÒÈ³` v {�xu{ v a�} r@�ut �pa � �p{�xu{ v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ�xu{*f,â! �â_ö�æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {
` rKs b v {^È r x � v { xu{�È³Ç
}
a � yÒÖ s { t � ac�|y t �pyÒÖ s {^} rK�ut yÒxuÇ~b|Ç��ò { t�t {
È³y ø �@b rKs `,{ t xu{5ó2Ø�Ú�Ù�â�" t!rK� ���|b#� t yÒÈ³` r b!� a � � t xRa �ut¹v 
 Ç~� s xu{³xu{ t y � Ç��Ka v yÝ�pÇ t
xu{gf,â! �â_ö�æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s { � xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [¨{���xÌ{ f,â! �â_ö�æ " �,Þ � {��%{~�ª}�
 { t � `Ra@bn{ s ß
Ö s { 
GÚ�â_îVî¹xua �ut � d^b r O � ��È rK� �pb!{�Ö s 
 su�¨t {
È³y ø �Kb r@s `%{�xu{�xuy(� sut y rK� { t � á Ï�`,{
b|} rK� �pb|a@} ø
�py Ô�t y {~� t { suv {
È³{ � � t y t aHÈ�{ t|s b!{�y � Íca@b|yÒa � � t ac�|y tÐÔ a@yz� � su� {�y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{ f,â! �â_ö�æ "vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {��&Æ�{ v a�È �
È³{�È�a � y(�
b!{^y vÒt�t!rK� �ªa sut|t y�a s } r { s bwxu{¹}~b|yÝ���
b!{ Γ2

xuÇ�ÍK{ vÒr `u`,Ç
`Ra@b�×nØ�Ù_Ú�Û {~� � ì^æ[Ú�Û � Í r yzb � /BÞ ÅC� �X{�� � /¸a 0 P->�� �uþ¸Ø�Ú�â��,â�ç�ö�â_î v { t�s �py v y t { a sut!t y½xua �utv 
 Ç~� s xu{^x s5v yz{ � { � �|b|{ v 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇnxÌ{ f[â  �â_ö�æ " {~� v 
 sÌv �pb|a@} r@� �|bpa@}��pyÝÍ&yÝ�pÇnx s5t {~È�y ø �Kb rKs `,{
xu{ v aJ} á a v { s b � Í r yzb � è a@b|Å->��w{�� � è a@b|ÅC� � � Æ a �ut³v { t } á a@`uyÝ�pb|{ tºt|s yÝÍ@a � � tº�urKsut Ç~� s xuy r@�ut
}
{ t xuy ��Ç~b|{ � �|{ t y � Ç��Ca v yz�|Ç t `Ra@b v {�Éuy a@y t x�
 su� a s �|b|{ t {
È³y ø �@b rKs `,{ � }
{ vÒs y¸xuÇ
}~b|yz�G`Ra@b v { tt|rKvzs �py rK�ut xu{ t Ç
Ö s ac�|y rK�ut xu{ V^Ø�ì^ä\ö~í�â_å ��W�Ø½õXâ  �ä�Ö s { �urKsut xÌÇ %R� y t|t!rK�ut È�a@y � �|{ � a � ��� q y
f { t � su� { Ô<rK� }��py rK�5v yÒ` t } á yÝ� �~yÒ{ �Ì� { É r b � Ç~{ � xuÇ %R� y t|t|r@�ut�� ` rKs bB� r@s � t > 0 {�� x ∈ Rn

�

8 Ë&� >3:
Qtf(x) = inf

y∈Rn

{
f(y) +

1

2t
|x− y|2

}
,

{~�
Q0f(x) = f(x) ` rKs bª� rKs � x ∈ Rn � ý {~�!�p{ Ô a@È³y vzv {�x�
 r `%Ç~bpac�|{ s b t�� a@`Ì`%{ v Ç
{ t|rKvzs �py rK�xu{ V�â
�[ü � ð Ø�ñ8xu{ v 
 Ç
Ö s ac�|y rK� xu{ V�Ø�ì^ä\ö
í�â_å���W�ØXõXâ  %ä � Í@Ç
b!y % { ��vzr b t Ö s { v a Ô<rK� }~�|y rK� f
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{ t ��a t!t {	��b!Ç�� suv y��~b|{ �Ìv 
 Ç
Ö s ac�|y rK� xuy ��Ç~b|{ � �|yÒ{ vÒv {�xu{2V�Ø�ì^ä\ö
í�â_å��kW�ØXõXâ  �ä t|s yÝÍca � �p{
{

∂Qtf

∂t
+

1

2
|∇Qtf |2 = 0 in Rn × (0,∞),

Qtf = f on Rn × {t = 0}.ò a Ô acÈ�y vÒv {;x 
 r `,Ç
b|ac�p{ s b t (Qt)t>0

t {
bpa Ç��p{ � x s { � su� {JÍ@acb|yÒÇ��pÇ¨b|yÒ{~È�a �u� yÒ{ �u� { �Qr��)v a�ur b|È³{^{ s } v yzxuyÒ{ �u� { t {
bpaºb|{~È�` v a@}~Ç
{^`Ra@b v aGxuy t � a � }~{�b|yÒ{~È�a �u� yÒ{ �u� {1�
Æ a �ut�v {�} á ac`uyz�|b|{ � �X�urKsut Ç�� s xuy rK�ut�v { v yÒ{ � { � �|b|{ v { t {~È�y ø �Kb rKs `,{ (Qt)t>0

Í@Ç
b|y % a � �v 
 Ç
Ö s ac�|y rK� xuy ��Ç~b|{ � �|yÒ{ vÒv {�xu{2V�Ø�ì^ä\ö
í�â_å��kW�ØXõXâ  �äX{~� v 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇªxÌ{2f,â  �â�ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á ø
È�yzÖ s {�� ò { t �|bpa�Íca s ß�xu{ }~{�} á a@`Ìyz�pb!{ rK� �¸Ç~�pÇª{��%{
}�� s Ç t { � } rKvÒv a@É r bpac�|y rK� xu{ q �[×nâ  �Ù�â�"
{~��xu{ Ñ � ð æ,ã�â_çXñ � ò { t {~È�y ø �Kb rKs `,{ (Qt)t>0

`,{
b!È�{��¹x 
 {®ßÌ` rKt {
b su� { Ô<r b|È³{�x s a v {�xu{v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ xÌ{��|bpa �ut ` r b!� T2

� y � Ç��Ca v yz�pÇ 8 Ë&� � : Õ[su� {�È�{ t|s b!{¹xu{�`ub r ÉRa@Éuy v yÝ�pÇ µ t ac�|y t!Ô acyz���su� {wy � Ç��Ca v yz�pÇgxu{B�|bpa �ut ` r b!� T2

t yÌ{~� t { suv {~È�{ � � t y � ` rKs b�� rKs �p{ Ô<rK� }��py rK� f v yz` t } á yÝ� �~yÒ{ �Ì� {É r b � Ç
{ rK� a
∫

exp

(
1

τ(µ)
Q1g

)
dµ 6 exp

(
1

τ(µ)

∫
gdµ

)
.

ý 
 { t ��}~{~�|�|{ Ô<r b!È�{³x s a v {³Ö s y �ur@sut `,{
b!È�{���xu{³�pb rKs ÍK{~b su� `ub|{~È�yz{
b v yÒ{ � { � �pb|{ v { t y ��ø
Ç��Ca v yz�|Ç t xu{��|bpa �ut ` r b!��{~� v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ�xu{ f,â  �â�ö&æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1� � rKsut `ub rKs Í rK�ut { �
`Ra@b!�|yÒ} suv yz{
b � Ö s 
 su� {;È³{ t!s b|{;xu{�`ub r Éua@Éuy v yz�|Ç µ Í@Ç
b!y % { su� { y � Ç��Ca v yz�pÇ³xu{Zf[â  �â_ö�æ " vÒr ø
�Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s { t y¸{~� t { suv {~È�{ � � t y v { t {
È³y ø �Kb r@s `%{ (Qt)t>0

ÍKÇ~b|y % { su� {�} rK� xuyz�|y rK� x�
 á Ï ø
`%{~b|} r@� �|bpa@}��pyÝÍ&yÝ�pÇ1� � rKsut È³{~�|� rK�ut { � `Ra@b|a vÒv � v {�}
{¦b|Ç t|suv � ac��a�ÍK{~}¨}~{ vzs y�xu{�
�Ú%â_îVî¨Ö s y
È rK� �|b|{ su� b!Ç t!suv �pac� t yzÈ�y v a@yzb|{^` rKs b su� t {
È³y ø �Kb r@s `%{¹a�ÏCa � � µ } r È�È³{�È�{ t|s b!{�xu{G`ub rcøÉRa@Éuy v yz�|Çwy � Íca@b|yÒa � �p{ � Í r yÒb � d^b r O�� � � ò {ª� á Ç r b#�
È³{�{®ß&` rKt Ç^xRa �ut }
{ } á a@`uyz�|b|{ �urKsut `,{
b!È�{��
a vÒr b t xu{¸È rK� �|b|{
b�xu{ Ô a�� rK� a t|t {	� t yÒÈ³` v { v {g� á Ç r b#�~È�{BxÌ{ �¹íXí�â�{~�ZþGä\ö&ö�Ø�å�äÌÇ~�pa@É v y t|t a � �
Ö s 
 su� {ny � Ç��Ka v yÝ�pÇgxu{Df,â  �â�ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {QyzÈ�` v yÒÖ s { su� {�y � Ç��Ca v yz�|ÇQxÌ{w�|bpa �Ìt ` r b!� T2

�ò 
 s �|y v y t ac�|y rK� xu{ª}~{ªb!Ç t!suv �pac� �urKsut } rK� x s yz�Qa sÌt|t y � su� {nb|{
`Ìb|Ç t { � � a �py r@� xu{ v 
 y � Ç��Ca v yz�pÇQxu{
��â�ä\å�õ½Ø�Ú [�`Ra@b su� { Ô acÈ�y vÒv {�x�
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ t xÌ{¹�pb|a �ut ` r bÐ� � ` rKs b su� } r�� ��a s �pb!{�Ö s {¹Ö s a ø
xubpac�|yÒÖ s {1�½Ü � {G�p{ vzv {¹b|{
`Ìb|Ç t { � � a �py r@� { t � � È³{~�!�pb|{�{ � `Ra@b|a vÒv � v {�a�ÍK{~} v a�b!{
`ub!Ç t { � � ac�|y rK�
xu{ v 
 y � Ç��Ca v yz�pÇnxu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [;{ �¦su� { Ô a@È³y vzv {wx�
 y � Ç��Ca v yz�pÇ t xu{2f[â  �â_ö�æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {
È r xuy % Ç
{ r É&�p{ ��s {º`Racb�×ªâ  �Ù�â�"){~� ð æ[ã�â�ç�ñ xRa �ut � / ò P O � � ý {º} á a@`uyÝ�pb!{ºa Ç~�pÇº` s É v yzÇ
xRa �utwv a�b!{~Í s { F + KB�k#"� ) UB� .�� �-� /�i�' �-�C!CI)K=� .�� KB�A� .E��� 
 � � ) !CI)K�i�� . � Í r yzb � /�d ò ËÌÄ � �
Æ a �ut�v {Z} á ac`uyz�|b|{ > �ÌrKsut Ç~� s xuy rK�Ìt�v { t {
È³y ø �Kb r@s `%{ (Qt)t>0

xuÇ %u� y�`Ra@b v a Ô<r b!È suv { 8 Ë&� >3:t|rKsut�v a�} r@� �|bpa@y � �p{ xu{gxuy(�%Ç
b!{ � �p{ t y � Ç��Ca v yz�|Ç t�Ô<rK� }~�py rK�u� { vÒv { t � q&rK� Ç�� s xÌ{ t!rKsut�v aw} rK� �pb|a@y ��ø
�p{�xu{ v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ�xu{*f,â! �â_ö�æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {�a Ç~�|ÇGxuÇ~}
b|yÝ�p{Gxua �ut^v {¹} á a@`uyÝ�pb!{ � ���ÌrKsut�urKsut y � �|Ç
b|{ t|t!rK�ut yÒ}~y^a s } r@� �|b � v {�x s8t {~È�y ø �Kb rKs `,{JxRa �ut;v {J}�a t¦r �7v 
 { t `Rac}
{�È³{ t|s b|Ç
ÍKÇ
b!y % { sÌ� {5y � Ç��Ca v yÝ�pÇ³xu{ f,â  %â_ö�æ " �_Æ�a �utºv { }
a t�r��Hv aJÈ�{ t|s b!{ ÍKÇ
b!y % { sÌ� {;y � Ç��Ca v yz�pÇ
xu{
f,â! �â_ö�æ " xu{¦�ÂÏ&`,{J{ s } v yÒxuyz{ �u� { 8 vzr b t Ö s { b(µ) = 0 xua �ut v 
 Ç~Ö s ac�py rK� 8 Ë&�ÝÄ;:J: �urKsut
È rK� �|b rK�ut Ö s 
 su� {³È�aVÎ r bpa �py r@� xu{G�ÂÏ�`%{ suv �pb|a@} rK� �|bpa@}��pyzÍ@{�x s t {~È�y ø �Kb rKs `,{ (Qt)t>0

{ t �
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Ç
Ö s yzÍca v { � �p{�� v 
 {®ßÌy t �|{ � }~{¦xÌ{ v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ³xu{ f,â  �â�ö&æ " � ý {5b|Ç t!suv �pac��{ t ����È�{��|�pb!{;{ �
`Ra@bpa vÒv � v {¦a�ÍK{~} v {5� á Ç r b#�~È�{¨xu{JþQØ�Ú%â
�[â_ç�ö�â_î � } r È³`Ra@b|a � � v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç;xu{ f,â! �â_ö�æ "
a�Í@{
} v {ª} r È³` r b!�|{
È³{ � � suv �pb|a@} rK� �|bpa@}��py Ô x s;t {~È�y ø �Kb rKs `,{�xu{ v a�} á a v { s b�� � rKsut Ç��p{ � x rK�ut
{ �ut!s yz�|{ v { t È�aVÎ r b|ac�py rK�ut xRa �ut^v {G}�a@xÌb|{�` vzsut �KÇ � Ç
b|a v x�
 y � Ç��Ca v yz�pÇ t xu{ f[â  �â_ö�æ " �½�ÌrKsutr ÉÌ�p{ �urK�ut { � �pb!{�a s �pb!{ su�³v yz{ � { � �|b|{ v { t y � Ç��Ca v yz�|Ç t xu{+f,â  %â_ö&æ " {~�Q}
{~b!�pa@y � { t y � Ç��Ka v yÝ�pÇ t
xu{n�|bpa �Ìt ` r b!��� ý {n} á a@`Ìyz�pb!{ª{ t �Q{ � } rKs bÐ�¸xÌ{ªb!Ç
xRa@}��py rK� ` rKs b su� { t!rKs È³y t|t y rK� `ub r } á acy � {1�ò {^} á a@`uyz�|b|{ ��{ t � su� {®ßÌ` rKt Ç¹a s � rKs bBxu{ t y � Ç��Ka v yÝ�pÇ t xu{ �|bpa �ut ` r b!���uÆ a �ut�su� `ub!{
È³yÒ{~b
�p{
È³` t��¸�urKsÌt xuÇ %R� y t!t|rK�Ìt;v { t y � Ç��Ca v yz�pÇ t xu{��pb|a �ut ` r bÐ��` vÒsut �KÇ � Ç~bpa v { t Ö s { v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ
xu{³�|bpa �Ìt ` r b!� T2

� {���x rK�u�ur@�ut Ö s { v Ö s { t b!Ç t|sÌv � a � t �KÇ � Ç
bpa s ß v { t } rK� }~{
b � a � ����Æ a �ut�su�t {
} rK� x �|{
È³` t¸�ur@sut x r@�u�urK�ut xuy(�%Ç
b!{ � � t }
b!yz���~b|{ t ` rKs bgÈ rK� �|b|{
b v 
 {�ß&y t �p{ � }
{ªx�
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ t
xu{¦�|bpa �Ìt ` r b!��� ý { t }
b|yÝ���~b|{ tº�ur@sut `,{
b!È�{��|�|{ � ��a vÒr b t xu{¦È rK� �|b|{
b�Ö s 
 su� {¨y � Ç��Ca v yz�pÇ�xu{
�pbpa �ut ` r b!��{ t ��ÍKÇ~b|y % Ç
{³` rKs b�}~{
bÐ� a@y �ut È r x � v { t xu{ºÈ³Ç
}
a � yÒÖ s { t � ac�|y t �|yÒÖ s {1�XÞ �&%R�ô�ÌrKsut
Ç~�p{ � x rK�Ìt�v { t b!Ç t!suv �pac� t³r ÉÌ�|{ ��sut xua �ut³v {¦} á a@`uyÝ�pb|{+� x�
 sÌ� {�`Racb!�³` r@s b�xÌ{ t y � Ç��Ka v yÝ�pÇ t
xu{gf,â! �â_ö�æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s { t È r xÌy % Ç~{ t {~�ªx�
 a s �pb!{¹`ua@b!�ªxRa �utnv {�}�a t xu{ v aºxuyzÈ�{ �ut y rK�
y �&%R� yÒ{��à rKs ��a sJvzrK� � xu{�}
{~�!�p{�� á � t { �urKsut Ô acy t|r@�ut b!Ç Ô Ç
b!{ � }~{ºa s�v yÝÍ�b|{ �=KT� ) � .�!$#ji , � ) !$� i . UB�
f,â  �â�ö&æ " )�+#, �-�k!$�$/B'E!CI)K=� .�` s É v yÒÇ�xua �ut v a^} r@vÒv {~}~�|y rK�ºÓ a �ur b|a@È�a t {~� q Ï � � á � t {�xu{ v a q�rcø
}
yÒÇ��pÇ Ñ ac� á Ç
È�ac�|yÒÖ s {�xu{ ê bpa � }~{ 8 Í r yÒb � 4 / ý + ËKË �$: � }
{ vÒs y ø }
y ��Ç��pÇnÇ
}~b|yz� { � } rKvÒv a@É r bpac�|y rK�a�Í@{
} ý Ç~}
y v {�Y�å^[ �uq Ç
ÉRa t �pyz{ � ×nö�ØXõM\�][Ú�æ � Æ Î|a v y v½ë \�Ø�ü�Ø _ ��Ó yÒ{~b|b|{+`_â_ç^bc][Ú�æ[î � ê vÒr b!{ � �
ó2Ø�ö�Ú�ä\æ,ç �%ý Ï�b|y v_ù â! �æ[Ú&í�â {~�@d�b!{�� r bÐÏ
f[õM\�æ[üuüuæ[Ú � xu{ t x r }~� r bpa � � t x s ò acÉ r b|ac� r yÒb|{
xu{ q � ac�|y t �pyÒÖ s {;{�� Ó b r ÉRacÉuy v yz�pÇ t xu{ à rKsuvzrKsut {1� ò { tº�ur ÈGÉÌb|{ sÌt { t b!Ç Ô Ç
b!{ � }~{ t³Ô a@yz�|{ t a s ß
xuy(�%Ç
b!{ � � t } á a@`uyÝ�pb|{ t xÌ{�}
{ v yÝÍ&b!{ �urKsut `%{~b|È³{~�!�pb r@�ut x 
 a vzv Ç��K{
b v { t xuÇ
È rK�ut �pbpa �py r@�ut xÌ{ t
� á Ç r b#�~È�{ t Ç�� s xÌyÒÇ t yz}
y �ò { t b!Ç t!suv �pac� t³r ÉÌ�|{ ��sut xua �ut }~{~�!�p{¨� á � t { t!rK� ��`ub!Ç t { � �pÇ t t|rKsÌt�Ô<r b!È�{5xu{¦} á a@`uyÝ�pb!{ t
{ t|t { � �pyz{ vzv {
È³{ � ��y � xuÇ
`,{ � xua � � t�v { t�su�ut xu{ t a s �pb|{ t � ý {
bÐ� a@y �ut a�ÏCa � � Ô a@yz� v 
 r É�Î!{~��x�
 su� {
` s É v yÒ}�a �py r@�;rKs xÌ{ t!rKs È³y t|t y rK� �urK� ��Ç��pÇ�b|Ç~xuy��KÇ t { � a � � v acy t {�� t!rK� �ªy �ut Ç~b|Ç tªt!rKsutªÔ<r b|È³{
x�
 acb!�pyz} v { t 8 } á a@`uyz�|b|{ t Ä � �³{��H>3: �
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5��C5*� E�8���	��`�$��� �����
8
à�á {�` s b|` rKt { r@Ô � á y t � r b 0 y t � r { t � a@É v y t á t!r È³{³`,{
bÐ� s b!ÉRac�|y rK� b|{ t|suv � t^Ô<r b t `,{
}��pb|a v

�Ca@` t � r `ub r x s }~{ t!r È�{n{�ßÌa@È³` v { t r@ÔXsu� É rKsu� xÌ{
x t `uy ��t Ï t �|{
È t �wyz� á � {�a@b!{ t � � {
y(� á É r@s b
y � �p{~bpa@}��py r@� a t|t!r }~y ac�|{
x�� rH�urK�&ø } rK� ÍK{®ß8` á a t { t;t ac�py t!Ô Ï�y � �Ha t `,{
}��pbpa v �Ca@`)y � {
Ö s a v yz�ÂÏsu� y Ô<r b|È v Ï�y � %R� yÝ�p{ t!s É t {~� t�rcÔ � á { v ac�!�pyÒ}~{�a � x É rKsu� xRacb!Ï�} rK� xÌyz�py rK�ut � à�á { t {^{�ßÌa@È³` v { t
� á sutGt á r � � á ac�¹� á {�b|{
}~{ � ��b!{ t|sÌv � t É�Ï �ºâ_î;\�ä\ã½Ø 8 t {~{ � � r@t P�P�� : � V�æ[ö&üÌüuæ[Ú � )ª{ v P�P@a � �
×ªâ_ã�ä\å�æRØXç��kV�æ[ö&üuüÌæ,Ú � /8)�P-PKa � /8)�P�PcÉ � r@� t `,{
}��pbpa v �Cac` t a � x vÒr �Cacb|yz� á È³yÒ}�f,â! �â_ö�æ "
y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t }�a � a@}~� s a vzv Ï á rKv x Ô<r b Ô a@È³y v yz{ tBrcÔ ` á a t { t � á a � � r É,{~Ï r@� x¨� á { sut!s a v } r@�&ø
ÍK{�ß&yÝ�ÂÏ¦ac�wy �&%u� yz�ÂÏ��à r y � �pb r x s }~{ª� r � á {�b|{ t!suv � tBr@Ô � á y t `Ra@`,{
b �Ìv {�� sut % b t ��xu{ t }
b!yÒÉ,{ �&Ô<r@vÒvÒr �wy � � � )ª{ v P�P@a � �
� á { t `uy � t Ï t �|{
È t �¸{ �wy vÒv y � ÍK{ t �py(�Cac�p{1� ý¸rK�Ìt yÒxÌ{
b�� á {�È³{�a t|s b!{J{�ß&` (−ΦΛ,ω(X))dX

�
� á {
b!{ ΦΛ,ω

y t a Ô<su� }��py r@� a t|t!r }~y ac�|{
x�� r a %R� yz�p{ t|s É t {~� Λ y �
Zd 8 Ô<r b d ∈ N∗ :ªa � x¨� rt|r È³{ ω ∈ RZ

d � á yÒ} á xÌ{ %R� { t � á {�É rKsu� xua@b!Ï¨} rK� xuyz�|y rK�ut � à�á { Ô<su� }��py rK� ΦΛ,ω

á a t � á {Ô<r b|È �ÌÔ<r b X = XΛ ∈ R|Λ| 8 � á {
b!{ |Λ| y t � á {�}�acb|xuy � a v½r@Ô Λ : Õ
ΦΛ,ω(X) =

∑

i∈Λ

ψ(xi) + J
∑

{i,j}∩Λ6=∅, i∼j

V (zi − zj)

� á {
b!{



� � ���
�
��������� ��� � � ��� �����
� 
��
� ��� �
� ������� ��� � � � � �

� X = (xi)i∈Λ

�
zi =

{
xi

y Ô i ∈ Λ
ωi

y Ô i /∈ Λ
.

� ψ a � x V a@b!{Gb|{
a vÝø Íca vÒs {~x Ô<su� }~�py rK�ut�� b|{ t `,{
}~�|yzÍ@{ v Ï¨}�a vÒv {~x ��/0� .1�ªa � xZ� + � ��#��C!C� )	+ �
�$/�� !$#��&�����B���C! + #&.BÉ,{~� �Q{
{ ��t yz�p{ t ��,2{¹a t|t|s È�{^� á ac� V t ac�|y t!Ô Ï

8 Ä��ÝÄ;: ‖V ′′‖∞ <∞.

� i ∼ j È³{�a �ut � á a � j a � x i a@b|{ � {~y�� á É rKs b t y � Zd �
� J y t a�` rKt yÝ�pyÝÍK{^b|{
a v `Ra@b|a@È³{~�p{~b 8 � á {�} rKs ` v y � ��} rK�ut � a � ��: �
4 t|t!s È³{n� á ac�Z� á {
b|{n{�ß&y t � t J0 > 0

t|s } á � á ac� Ô<r b a � Ï J y � [0, J0]
� a � Ï %R� yz�|{ t|s É t {~� Λr@Ô

Zd a � x ω y � RZ
d � � á {�y � �p{��@bpa v½rcÔ {�ß&` (−ΦΛ,ω)

rK�
RΛ y t %R� yÝ�p{�� éÂ� � á y t }�a t { � xu{ %R� {� á {�`ub r ÉRa@Éuy v yÝ�ÂÏ�È³{�a t!s b|{ µΦΛ,ω

a t~Õ
8 Ä�� Ê�: dµΦΛ,ω

(X) =
1

ZΦΛ,ω

{�ß&` (−ΦΛ,ω(X))dX,

� á {
b!{ ZΦΛ,ω
=
∫ {�ß&` (−ΦΛ,ω(X))dX �à�á y t È r xu{ v y t xu{ t }
b|yzÉ%{~x�y � � /8)aP�PKa�� 8 t {
{wa vzt|r � )ª{ v P�PKa�� : � à�á {¸`Ra@b!�|yÒ} suv a@b�}�a t {	� á {~b|{

ψ(x) = ax4− bx2 8
a, b > 0 :Za � x V (x) = x2 y t } rK�ut yÒxu{~b|{
x�ÉCÏ ��â_î;\�ä\ã½Ø 8 t {
{ � � rKt P�P �$: �

,ô{��wy vzv y � Í@{ t �|y��Ca �p{ t `,{
}��pb|a v �Ca@` t a � x7xu{~}�a�Ï t¨r@Ô } r b!b|{ v ac�|y rK�ut�r@Ô � á { Ô a@È�y v Ï r@Ô
`ub r Éua@Éuy v yz�ÂÏ È³{�a t!s b|{ t µΦΛ,ω

su� y Ô<r b|È v Ï r Í@{
b Λ a � x ω � Ñ r b|{ `ub!{
}~y t { v Ï � �Q{ �¸a � ��� r
%R� xJ� � r } rK�ut � a � � t C a � x C ′ t!s } á � á a � �%Ô<r b a � Ï Λ

%R� yÝ�p{ t|s É t {~� r@Ô
Zd
�
ω ∈ Zd a � xa � Ï t È r&r � á Ô<su� }��py r@�ut f a � x F,G �Q{ á a�Í@{ Õ

EµΦΛ,ω

(
f 2
)
− EµΦΛ,ω

(f)2
6 C

∫
‖∇f‖2dµΦΛ,ω

,

8 Ä�� � : EµΦΛ,ω
(F,G)

� K
	Pj
= EµΦΛ,ω

((
F − EµΦΛ,ω

(F )
) (

G− EµΦΛ,ω
(G)
))

6 C ′ exp(− x (SF , SG))

(∫
‖∇F‖2dµΦΛ,ω

)1/2 (∫
‖∇G‖2dµΦΛ,ω

)1/2

,

� á {
b!{ ‖∇f‖2 =
∑

i∈Λ (∂if)2 �
EµΦΛ,ω

(f) =
∫
fdµΦΛ,ω

�
SF

y t � á { t!s `u` r b!� r@Ô F y �
Zd

a � x¦x¨y t � á {�xuy t � a � }
{^É,{~� �Q{
{ �Jt|s É t {~� t�r@Ô � á { v ac�|�|yÒ}~{
Zd �

é � á a t É%{~{ ��t á r � � y � � )ª{ v P�P@a � � � /8)�P�P@a ��a � x � � rKt P�P ��� á ac� � á { � {�ÍK{~b � á {G` á a t { ψy t } r@� Í@{�ß a ��y �&%R� yz�ÂÏ�a � x Jo y t�t È�a vÒv { �ur@s � á � � á { � � á {�È³{�a t|s b!{ t (µΦΛ,ω

)
Λ,ω

t ac�|y t!Ô Ït|s } á a su� y Ô<r b!È t `%{~}~�pb|a v �Ca@`¦a � x5xu{~}�a�Ï r@Ô } r b!b|{ v ac�|y rK�ut 8 y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 Ä�� � :J: �
4 t a �u�ur@su� }
{~x � � á {na@yzÈ r@Ô � á y t `Ra@`,{
b y t � r `ub|{ t { � �Q{�ßÌa@È³` v { t r@Ô%�urK�&ø } rK� ÍK{®ß³` á a t { tt|s } á � á ac��� á { su� y Ô<r b|È t `,{
}~�|bpa v �Ca@` t �|y vzv á rKv x � à�á {�È�a@y � � r�rKvZr@Ô � á {�} rK�ut �pb s }~�py rK�

y t � á {³È�{�� á r x xu{~Í@{ vÒr `%{~x ÉCÏ V�æ,ö�üuüuæ[Ú � á yz} á y t `ub!{ t { � �p{~xHy � � á { � {�ß�� t {
}��py r@� � é �
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� ������� ���
��� 
�����������
 ������� � � ���
�wy vÒv b|{~x s }~{G� r � á { t � s xÌÏ rcÔQt!r È³{ su� y Ô<r b|È t `,{
}��pb|a v �Cac`�`ub r `,{
bÐ�ÂÏ r@Ô � á {�` á a t { ψ y �
xuyÒÈ³{ �ut y rK��rK� {G� á ac� �Q{�y � ÍK{ t �py(�Cac�|{GÉCÏ�È�{
a �ut rcÔ V�Ø�Ú�ã%Û 
 t }
b!yz�p{~b|y rK��Ô<r b��Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú�[
y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t y � xuyzÈ�{ �ut y rK�;rK� {1� à�á y t y t � á { t|s É�Î!{
}�� r@Ô_q {~}~�py rK� �&�éÂ� � á { v a t � t {
}��py rK��� �Q{¹`Ìb r ÍK{ rKs b�È�a@y � b!{ t!suv � Õ
������������� ����� ��� �"! #���� ϕ / �
� .��C�k! ��� ) % KB#�! � + ��' ) %Q� + #�,-��. �kKT#j���C! + #%$G!CXC�)X � + � � ) )
x ∈ R & ϕ′′(x) > a > 0 '�& ) ��� g / � � / + KT#"UB�JUD�kKT#j���C! + #($ ‖g‖∞ < ∞ '�& �-#"U ) ��� h / �g�
�������CKB� / �-�C! + # �kKT#j���C! + # .)�-�
!�. �k% !$# , S =

∫
R
(e|h| − 1) < ∞ X*)6/���# & � /��g'*�J� .�KB�A� µΦΛ,ωUB�,+ #j�JUg!$# 8 Ä�� Ê�:.-c!$�$/ ψ = ϕ+ g + h .)�-�C!�.,+�� . & KB#�! � + ��' ) % !$# Λ �-#"U ω & � . �������C��� ) , ���

!$#j�JI)KL� ) !$�C% �-#"U*� UB���J�-% + �2� + �k�A� ) �-�C! + #&.c� + ����,-���k% J .�' � ) ) ��# + K , /0X
à�á { t yÒÈ³` v {w}
b!yz�|{
b|y rK�ºrK� h �wy vÒv {
a t y v Ïº`ub r x s }
{n{�ßÌa@È³` v { tQÔ<r b�� á yz} á ψ y tg�ur �g} rK� Í@{�ßac�By �&%R� yÝ�ÂÏ � a � x �ur �¸{~Í@{ � É r@su� xu{~x5a@É r Í@{^a � x;É,{ vzr �8ÉCÏ³� � r ` r �¸{~b¸�ÂÏ�`%{ Ô<sÌ� }~�|y rK�ut a t

�wy vÒv É%{ t á r �wÈ¡ac��� á {�{ � x r@Ô � á { t {
}��py r@� >&�

5�� � � 4�� ��/ /*�1032 � � �����$��� 
f�#	 �)���B� ��	��>' �
�0� � 8��)���$�%' �;� �

ò {�� sÌt % b t � b!{
}
a vÒv � á {�xu{ %R� yz�|y rK�¦r@Ô � á { t `%{~}~�|bpa v �Ca@` r b �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú�[�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ Ô<r b
a³È³{�a t!s b|{ r@�

Rn a � x Ô<r bB� á { t {~� r@Ô È³{�a t!s b|{ t (µΦΛ,ω

)
Λ,ω

�

4 �6587"9;:<9=��7>� �@?����BA �6���B� ��	��>'B�#�L� � 8��)�����>' �;� �DC �E! ò {~��a t!t|s È³{�� á ac��� á {�È�{
a t|s b|{
dµψ = {®ßÌ` (−ψ(X))dX y t a�`ub r ÉRa@Éuy v yÝ�ÂÏJÈ³{�a t!s b|{ rK�

R
n � � á {
b!{ ψ y t a¨b|{
a vÝø Íca vÒs {~xÔ<su� }~�|y rK� � à�á {QÈ�{
a t|s b|{ µψ t ac�py t�% { t a t `,{
}~�|bpa v �Ca@`¹y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ^y Ô � á {~b|{Q{�ß&y t � t aª` rKt yÝ�pyzÍ@{} rK�ut � a � � Cψ t|s } á � á a � Ô<r bwa � Ï t È r�r � á { �ÌrKs � á Ô<su� }��py r@� f : Rn → R

�

8 Ä�� >3: Varµψ(f) = Eµψ

(
f 2
)
−Eµψ(f)2

6 Cψ

∫
‖∇f‖2dµψ

� á {
b!{ ‖∇f‖2 =
∑n

i=1 (∂if)2 a � x Eµψ(f) =
∫
fdµψ

�à�á {�} rK�ut � a � � Cψ y t � á { t `,{
}��pb|a v �Ca@` } rK�ut � a � ��a t|t!r }~y ac�|{
x � r {
yÝ� á {~b�� á {ºÈ�{
a t|s b|{
µψ

r bB� á { Ô<sÌ� }~�|y rK� ψ �
,ô{ t a�ÏJ� á ac��� á { t {~� r@Ô È�{
a t|s b|{ t (µΦΛ,ω

)
Λ,ω

xu{ %u� {
x2É�Ï 8 Ä�� Ê�: t a �py t % { t a su� y Ô<r b|È
. �������
��� ) , ��� !$#j�JI)K0� ) !$�C% y Ô {�ac} á È³{�a t!s b|{ µΦΛ,ω

t ac�py t�% { t a t `,{
}~�|bpa v �Ka@`5y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ �wyÝ� á
a³} rK�ut �pa � � C = CΦΛ,ω

y � xu{~`%{ � xu{ � � r@Ô Λ y �
Zd a � x ω y � RZd �

V�æ[ö&üÌüuæ[Ú8`ub r ÍK{
xUb|{~}
{ � � v Ï t `,{
}~�|bpa v �Ca@`Hy � {
Ö s a v yz�pyz{ t�Ô<r b¹� á {;`ub!{
}
{~xuy � � t `uy �Ht Ï tÐø
�p{
È tgsut y � ��a�}
b!yz�p{~b|y rK�ºrK� � á { 
 ä íXí�æ[å ò a@` v a@}
yÒa � � )n{ v P-PKa � � à�á {ªÈ�a@y ��Ô {�ac� s b|{ r@Ô � á {
a@`u`ub r a@} á y t � á ac� yÝ��b!{
x s }~{ t � r�t|r È�{ su� y Ô<r b|È t `,{
}��pbpa v �Cac` Ô<r bw� á {G` á a t { ψ � á ac� �Q{
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�
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y � ÍK{ t �py(�Cac�|{Gy � � á { � {®ß�� t {
}��py rK� ÉCÏ V�Ø�Ú�ã%Û 
 t y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t � ê r bª� á { t a 0 { r@Ô } r È�` v {~� ø� { t!t�� �Q{�`Ìb|{ t { � �B� á y t }
b!yz�|{
b|y rK� � á ac�B�Q{ á r �Q{~Í@{
b�b|{ Ô<r b|È suv ac�|{BÍ�y a^� á {�×nØ�Ù�Ú�Û � � ì^æ[Ú�Û
Γ2
r `,{
b|ac� r b 8 t {~{ � /BÞ ÅC� � ��� /Ba 0 P->��Xa � x � ò {
xLPCÊ � �wyz� á È r b!{ t yzÈ�` v { t {~È�y(�Kb r@s ` � r�rKvÒt : �

������������� ���@?E�@? �"! #����2� . .�KT'*� � /0�-� dµψ(X) = ��. � (−ψ(X))dX !�. � �"� +�/ � / ! ) !$�
%
'*�J� .�KT�A� + #

Rn & - /����A� ψ !�.D� C2 �A�J� ) - , � ) K=�JU �kKB#j���
! + #"X3# ���
L = ∆− (∇ψ.∇) UB��# + � �

� /���!$# + #�!$�&� .�!$' � ) U-! � K .�! + # , ��#j�����-� + � -c!$�$/Z!$#�, �-�k!C�-#��e'*�J� .�KT�A� µψ X )6/���# �$/�� . �������
��� )
, ��� !$#j�JI)KL� ) !$�C% !�.E�JI)KT!$, � ) ��#�� � + � /�� !$#j�JI)K0� ) !$�
%-(
8 Ä�����: ∫

(−f)Lfdµψ 6 Cψ

∫
(Lf)2dµψ,

/ + ) U-!$# , � + � �-#�% .�' + + �$/D�kKB#j���
! + # f X
,ô{�Éub!yÒ{��ÌÏ;b|{~}�a vzv � á {�`ub r&rcÔ �

� ��� ���
J

4 t|t|s È�{�� á ac�^� á {ºÈ³{�a t!s b|{ µψ t ac�py t�% { t 8 Ä�����: �ºÆ�{ �ur �|{�ÉCÏ (Pt)t>0
� á { t {~È�y(�Kb r@s `

�wyz� á �K{ � {~bpac� r b L � ê r bQa � Ï t È r&r � á Ô<su� }~�py rK� f � �Q{ á a�Í@{ P0f = f a � x P∞ =
∫
fdµψ

�
t|r � á ac�

Varµψ(f) = −2

∫∫ ∞

0

Ptf LPtf dtdµψ = −2

∫ ∞

0

∫
Ptf LPtf dµψdt.

ò {�� F (t) = −
∫

Ptf LPtfdµψ
�
t > 0 � éÂ� �p{��Kbpa �py r@� ÉCÏ5`Racb!� twt á r � t � á ac�
F ′(t) = −2

∫
(LPtf)2dµψ.

à�á { ��� ÉCÏ 8 Ä��.�-: � F ′(t) 6 −(2/Cψ)F (t)
t!r � á ac� F (t) 6 e

− 2
Cψ

t
F (0)

��Ô<r b {�ÍK{~b!Ï t > 0 �
)ª{ � }
{ �

Varµψ(f) 6 Cψ

∫
‖∇f‖2dµψ.

� � � á { r � á {~b á a � x � ÉCÏ5y � Íca@b!y a � }
{^a � x¦� á { ë Ø½ç�õM\½Û �kf,õM\�� Ø�Ú
	�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ �
∫
−fLfdµψ =

∫
(f −Eµψ(f))(−Lf)dµψ

6 Varµψ(f)1/2

(∫
(Lf)2dµψ

)1/2

.

à�á {
b!{ Ô<r b!{�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 Ä�����: Ô<r@vÒvÒr � t�Ô b r È � á { t `,{
}��pbpa v �Ca@` y � {
Ö s a v yz�ÂÏ+�wyz� á � á { t a@È³{
} rK�ut � a � � Cψ � à�á {�`ub r&rcÔ�r@Ô � á {�� á { r b|{
È¾y t } r È�` v {~�|{��

I
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4�`u` v Ï�y � � à�á { r b!{
È Ä�� Ê � Ê t á r � t � á a ��a t `%{~}~�pb|a v �Ka@`;y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ Ô<r bQ� á { t {~� r@Ô È³{�a øt|s b!{ t (µΦΛ,ω)
a@È rKsu� � t � r { t �pa@É v y t á 8 Ä�����: su� y Ô<r b!È v Ï�y � Λ a � x ω � � r � �XÔ<r b�a �KyzÍ@{ �t È r&r � á Ô<su� }~�|y rK� f � y � �p{��Kbpac�|y r@� É�Ï `Ra@b!� t a vÒvzr � t�sÌt � r �wb|yz�|{ � á a �

8 Ä�� < : ∫
(Lf)2dµΦΛ,ω

=

∫ (∑

i,j∈Λ

(∂i,jf)2 +
∑

i,j∈Λ

∂if (∂i,jΦΛ,ω) ∂jf

)
dµΦΛ,ω

>

∫ ∑

i∈Λ



(∂i,if)2 + (∂if)2{ψ′′(xi) +
∑

j∈N(i)

JV ′′(xi − zj)}



 dµΦΛ,ω

+

∫ ∑

i,j∈Λ,i∼j

−JV ′′(xi − xj)∂if ∂jf dµΦΛ,ω
,

� á {
b!{ N(i) = {j ∈ Zd ; j ∼ i} � ê r b�a � Ï i y � Λ
� |N(i)| = 2d

�ut!r
∑

i,j∈Λ,i∼j

∂if ∂jf 6 2d
∑

i∈Λ

(∂if)2.

à�á {¹} rK� xuyÝ�py rK� 8 Ä��ÝÄ;: rK� V ′′ {
a t y v Ï t á r � t � á ac�
8 Ä�� O�: ∑

i,j∈Λ,i∼j

−JV ′′(xi − xj)∂if∂jf > −2d‖V ′′‖∞J
∑

i∈Λ

(∂if)2.

à�á {
b!{ Ô<r b!{ � 8 Ä�� < : á r@v x t a twt!r&rK� a t
∫

(Lf)2dµΦΛ,ω
>
∑

i∈Λ

∫ 

(∂i,if)2 + (∂if)2(ψ′′(xi) +
∑

j∈N(i)

JV ′′(xi − zj))



 dµΦΛ,ω

+
∑

i∈Λ

−2dJ‖V ′′‖∞
∫

(∂if)2dµΦΛ,ω
.

8 Ä�� Å�:
ê r b�{�ac} á i y � � á { t {~� Λ

� xu{ �ur �p{�É�Ï µ(i)
ΦΛ,ω

� á { } r@� xuyz�|y rK� a v È�{
a t|s b!{ rK� µΦΛ,ω

�KyzÍ@{ �
{(xj), j ∈ Λ, j 6= i} � à�á {~b|{ Ô<r b|{ µ(i)

ΦΛ,ω

y t a�È�{
a t|s b|{ rK� � á {�b!{�a vXv y � {^a � x

µ
(i)
ΦΛ,ω

(dxi) =

{�ß&` (−ψ(xi)−
∑

j∈N(i) JV (xi − zj))

Z
(i)
ΦΛ,ω

dxi,

� á {
b!{ Z(i)
ΦΛ,ω

=
∫ {�ß&` (−ψ(xi)−

∑
j∈N(i) JV (xi−zj))dxi �

à�á {¸È³{�a t!s b|{ µ(i)
ΦΛ,ω

xu{~`%{ � x tr@Ô � á {^Íca@b|yÒa@É v { t (xj)j 6=i
a � x ω ∈ Zd �
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q&s `u` rKt { �ur �)� á ac�¸a vzv � á {�È³{�a t|s b!{ t µ(i)
ΦΛ,ω

�
i ∈ Λ

�&t ac�py t!Ô Ï�a t `%{~}~�|bpa v �Ca@` y � {
Ö s a v yz�ÂÏ
�wyz� á aB} rK�ut �pa � � CUSG 8 Ü q dUa tXsu� y Ô<r b|È t `,{
}��pbpa v �Ca@`=:%y � xu{~`%{ � xu{ � � Ô b r È � á {_Í@acb|y acÉ v { t
(ω, (xj)j∈Λ,j 6=i)

a � x Ô b r È � á { t yz�|{ i �
à�á {�{
Ö s yzÍca v { � }~{�`ub r Í�yÒxu{~x¨ÉCÏ à�á { r b|{~È Ä�� Ê0� ÊG� á { � y � xuyÒ}
ac�p{ t � á ac� Ô<r b�{�ÍK{~b!Ï i ∈ Λ

�

∫ 
(∂i,if)2 + (∂if)2(ψ′′(xi) +

∑

j∈N(i)

JV ′′(xi − zj))


 dµ

(i)
ΦΛ,ω

>
1

CUSG

∫
(∂if)2dµ

(i)
ΦΛ,ω

.

4 Ô �p{~bwy � �p{��Kbpac�|y rK� a vÒv � á { (xj)j 6=i
a � x t|s È³È�ac�py rK�;rK� i ∈ Λ �¸{ %R� x Õ

∫ ∑

i∈Λ


(∂i,if)2 + (∂if)2(ψ′′(xi) +

∑

j∈N(i)

JV ′′(xi − zj))


 dµΦΛ,ω

>
1

CUSG

∫ ∑

i∈Λ

(∂if)2dµΦΛ,ω
.

8 Ä�� P :
é �n� á { �5Ô<rKvzvÒr � t¸Ô b r È 8 Ä�� Å :Ba � x 8 Ä�� P :Q� á a � 8 Ä�� < :¸É,{
}�acÈ�{

∫
(Lf)2dµΦΛ,ω

>

(
1

CUSG
− 2dJ‖V ′′‖∞

)∫
‖∇f‖2dµΦΛ,ω

.

4 t a2} rK�ut {
Ö s { � }
{ � � á {JÈ�{
a t|s b|{ µΦΛ,ω

t ac�|y t�% { t � á { t `%{~}~�pb|a v �Ca@`�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ xu{ ø
%R� {
x É�Ï Ä�� Ê0�ÝÄ+�wyÝ� á a } rK�Ìt � a � � � y � xÌ{
`,{ � xRa � � r@Ô Λ ⊂ Zd a � x ω ∈ RZd

� {~Ö s a v � r
CUSG/(1− CUSG2dJ‖V ′′‖∞) a t�t!r&r@� a t 1− CUSG2dJ‖V ′′‖∞ > 0 �

à�á {�È�acy � ` r y � ��y � � á y t a@b�� s È³{ � �^y t � á { su� y Ô<r b|È³yz�ÂÏ r@Ô � á { t `,{
}~�|bpa v �Ca@`�y � {
Ö s a v#ø
yz�pyz{ twÔ<r bª� á {�È³{�a t|s b!{ t µ(i)

ΦΛ,ω

r@�
R
� ,ô{�{
È³` á a t y �
{�� á y t `Ìb r `,{
bÐ�ÂÏ �wyÝ� á � á { Ô<rKvzvÒr �wy � �

xu{ %R� yz�py rK� �
4 �6587"9;:<9=��7>� �@?�� � A *,89� 
f�#	 � �)���B� ��	��>'	�#�L� ��8$�)�����>'���� � A * ��� C C
ò {��³xu{ %R� { θ = (θi)i∈N(0)

a � x N(0) = {j ∈ Zd ; j ∼ 0} � Æ�{ �ur �p{5ÉCÏ µψθ � á {`ub r Éua@Éuy v yz�ÂÏ�È�{
a t|s b|{ rK�
R
xu{ %R� {
x¨ÉCÏ

8 Ä��ÝÄ�Ë : dµψθ(x) =
1

Zψθ

{�ß&` (−ψθ(x)) dx,
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� á {
b!{ ψθ(x) = ψ(x) +
∑

i∈N(0) JV (x − θi)
a � x Zθ =

∫ {®ß&` (−ψθ(x)) dx �+,ô{ t a�Ï
� á ac�ª� á {�` á a t { ψ t a �py t % { t a su� y Ô<r b|È t `,{
}~�|bpa v �Ca@`�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 Ü q d :�y Ô � á {¹È�{
a t|s b|{
µψθ

t ac�|y t % { t a t `,{
}~�|bpa v �Ca@`ôy � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ��wyz� á a�} r@�ut �pa � � CUSG y � xÌ{
`,{ � xu{ � � r@Ô θ y �
R|N(0)| �

4B�¹� á { v y�� á � r@Ô � á y t xu{ %R� yz�py rK� Ä�� Ê0���¦a � x � á {³`ub!{
}
{~xuy � �Ja@b�� s È³{ � � � �Q{�È�a�Ï t � a �p{
V�æ[ö&üÌüuæ[Ú 
 t b|{ t|suv �ªy � � á { Ô<rKvzvÒr �wy � � �Ba�Ï 8 t {
{ � ò {~xRËKË@É �$: �
������������� ���@?E� � �"! #���� ψ / � � ���J� ) - , � ) K��JU��kKT#j���C! + # + #

R
.�K=��/ � /0�-� ψ .)�-�
!�.,+�� .@� /��

� + #"U-!$�
! + # $ R ��� ' + �E�$/��*UB�,+ #�!$�
! + #�� X��BX��3X )6/���# �$/����A� ��.�!�.�� . J0
.�K���/ � /0�-� � + � ��,-���k%

J ∈ [0, J0] & � /�� .1��� + �D'*�J� .�KB��� . (µΦΛ,ω
)Λ,ω

.)�-�
!�.,+�� . . �������
��� ) , ��� !$#j�JI)K0� ) !$�
% -c!$�$/

CΦΛ,ω
6

CUSG
1− CUSG2dJ‖V ′′‖∞

.

)6/��+�k! , /B� /0�-#"U*.�!CUB� + �@� /�� !$#j�JI)K0� ) !$�
%*U + � .+# + � UB� ����#"U + � Λ ⊂ Z
d & �-#"U ω ∈ R

Zd X
,8yz� á � á { t a@È³{ºÈ�{�� á r x � �Q{�a vzt|r �K{���� á {º} r b!b|{ t ` rK� xuy � �¨xÌ{
}�a�Ï r@Ô } r b|b|{ v ac�|y rK�Ìt a t

y � � )n{ v P�PKa � �
������������� ���@?E�
	 �"! #���� ψ / � � ���J� ) - , � ) K��JU��kKT#j���C! + # + #

R
.�K=��/ � /0�-� ψ .)�-�
!�.,+�� .@� /��

� + #"U-!$�
! + #*$ R ��� ' + � � /�� UB�,+ #�!$�C! + #�� X��BX��3X )6/���# �$/������ ��.�!�.�� . J0
�-#"U � � + #&.�� �-#�� C ′

.�K=��/ �$/0�-�"� + �2��,-���k% J ∈ [0, J0] & � /�� .1��� + �D'*�J� .�KB�A� . (µΦΛ,ω
)Λ,ω

.)�-�C!�.,+�� .)(

EµΦΛ,ω
(F,G) 6 C ′ exp(−d(SF , SG))

(∫
‖∇F‖2dµΦΛ,ω

)1/2(∫
‖∇G‖2dµΦΛ,ω

)1/2

,

� + � �-#�% .�' + + �$/c�kKT#j���C! + #&. F,G & Λ �-#"U ω X )6/���� + #&.�� �-#�� C ′ + # ) %�UB� ����#"U . + # CUSG, J, d�-#"U ‖V ′′‖∞ X
� � ��
	��� ���@?E��� �"! éÂ� � á { `Ra@bÐ�pyz} suv a@b%}
a t {�� á {~b|{ V (x) = x2

� 8 Ä��ÝÄ�Ë :%}
a � É%{Zb!{
`Racbpa@È³{~�|b|y �~{
x
y � �p{~b|È tZr@Ô a t y � � v { rK� { ø xuyzÈ�{ �ut y rK� a v `Ra@b|a@È�{��p{~b θ � a � x 8 Ü q d :_a@È r@su� � t � r a su� y Ô<r b|Èt `,{
}~�|bpa v �Cac` Ô<r bB� á { t {�� r@Ô È³{�a t|s b!{ t (µψθ)

xu{ %R� {~x�ÉCÏ
8 Ä��ÝÄKÄ;: dµψθ(x) =

1

Zψθ

{®ß&` (−ψθ(x))dx.
� á {
b!{ ψθ(x) = ψ(x) + θx �

4 � ac� s b|a v Ö s { t �py rK� y t � á sut � r a t10 � á { � � á {³} rK� xuyÝ�py rK� 8 Ü q d :�y t�t ac�|y t�% {
x�� q yzÈ ø
` v {�a@b#� s È�{ � � t�t á r �À� á a � 8 Ü q d : á rKv x t � á { � ψ y t¹t �pb!yÒ}~� v Ï } rK� ÍK{�ß ac�¹y �&%u� yz�ÂÏ � � á ac�
y t ψ = ϕa + g �wyz� á ϕ′′a(x) > a

Ô<r b t!r È�{ a > 0 a � x ‖g‖∞ < ∞ 8 t {~{ � � rKt P-P��
a � x � 4 / ý + ËKË �$: � à�á y t y t � á {;} v a t!t yÒ}
a v ` á a t {;É%{ á a�Í&y rKs b�y � Í@{ t �py��Kac�p{~xHy � � á { b|{~}
{ � �} rK� �pb!yÒÉ s �py r@�utªr@�Jt `,{
}��pbpa v �Ca@`Ja � x vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {�Í5y � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t�Ô<r b su� É rKsÌ� xu{
x
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�
��������� ��� � � ��� �����
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� ��� �
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t `uy ��t Ï t �|{
È t ÉCÏ � æ"b_Ø�Ú�ö&ä\å�îVÙ_ä � � {�� P�< � � ��â_î;\�ä\ã½Ø � � rKt P�P � � V�æ[ö�üuüuæ[Ú � )n{ v P�PKa �Za � x
×ªâ_ã�ä\å�æRØXç��kV�æ[ö&üuüÌæ,Ú � /8)aP�PKa � /8)�P�PcÉ � �à�á ac� 8 Ü q d : Ô<r b�a �KyzÍ@{ � ` á a t { ψ È�a�Ï�É,{BÖ s yz�|{Bb|{ t �pb!yÒ}��pyzÍ@{¸y t_t á r � � ÉCÏ¹� á {B{®ßuacÈ�` v {r@Ô
ψ(x) = |x|s �wyz� á t|r È�{ s y � [1, 2[ � á ac�_y t�0��ur � � � r^t ac�py t!Ô Ï�a t `,{
}��pbpa v �Cac`�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ8 t {~{ � 4 / ý + Ë@Ë��$:ZÉ s �g� á ac�¸x r { tQ�ur � t ac�py t!Ô Ï³a sÌ� y Ô<r b!È t `,{
}��pb|a v �Ka@`�y � � á { t { �ut { r@Ô � á {

`ub|{~}
{
xÌy � �³xu{ %u� yz�|y rK� a t�t á r � � ÉCÏ;� á { � {®ß��ª`Ìb r ` rKt yÝ�py rK� �
� ��������� 9;:<9=��7%���@?E��� �D! # ��� ψ / � �*���J� ) - , � ) K��JU �kKB#j���
! + # + #

R
.�K���/ �$/0�-�

ψ′(R) = R and lim
|x|→∞

ψ′′(x) = 0.

)6/���#
�$/��a��/0� .1� ψθ(x) = ψ(x) + θx & UB�,+ #j� + # $�� X � � '�& � + K ) U .)�-�C!�. �k%�� + �2�-#�% θ !$#
R� . �������
��� ) , ��� !$#j�JI)K0� ) !$�
% / KB� �$/��h��/0� .1� ψ U + � .+# + � .)�-�
!�. �k% � /��E� + #"U-!$�C! + #B$ R ��� ' X

� � ��
	��� ���@?E��� �"! à�á { Ô<su� }~�|y rK� ψ(x) = |x|s t ac�py t�% { t � á { á Ï�` r � á { t { t�r@Ô¸Ó b r ` rKt y ø�py r@� Ä�� Ê � OJa � x Ô<r b�a � Ï θ � á {
b!{;y t a t `,{
}��pb|a v �Ca@`Hy � {
Ö s a v yz�ÂÏ�� ) r �¸{�ÍK{
b³ÉCÏô� á { v a t �
`ub r ` rKt yz�py rK��� yÝ�Qx r { t¸�ur � t ac�py t!Ô Ï�� á {�} r@� xuyz�|y rK� 8 Ü q d : � à�á y t }
a t {ªy t �pb|{
ac�p{~x�ÉCÏ V�æ[ö&ü �
üuæ[Ú2y � � á {�Þ_ß&{~b|}
y t { <&� �&� >ºy � � )ª{ v P�PcÉ � �
� ��� ���
J

,2{ a t|t|s È�{³� á ac��� á {�È³{�a t!s b|{ µψθ t ac�|y t�% { t � á {�} rK� xuyÝ�py rK� 8 Ü q d : � /QÏ à�á { r b|{~È
Ä�� Ê � Ê � � á {~b|{G{®ß&y t � t a�} rK�ut � a � � CUSG > 0

t!s } á � á ac� �,Ô<r b a � Ï θ ∈ R
a � x a � Ï t È r�r � áÔ<su� }~�|y rK� f �wyz� á } r È³`Ra@}~� t!s `u` r bÐ� � �Q{ á a�Í@{ Õ

∫
f ′

2
dµψθ 6 CUSG

∫ (
f ′′

2
+ f ′

2
ψ′′
)
dµψθ .

à�á { á Ï�` r � á { t { t�rK� ψ y �ut|s b!{¦� á {¦{�ß&y t �p{ � }
{ rcÔ αθ t|s } á � á ac� ψ′(αθ) + θ = 0
� a � x

lim|θ|→∞ |αθ| = ∞ � à�á { �¦Ô<r bna � Ï y É�Ï
	QØ�ÛZö�â_Ú 
 tQÔ<r b|È sÌv a rK�
R
� � á {
b!{¹{®ßÌy t � t uy,θ ∈

]0, 1[
t!s } á � á ac�

ψ(y + αθ) + θy = ψ(αθ) +
y2

2
ψ′′(αθ + uy,θy).

/QÏ5a�} á a � �@{ r@Ô Íca@b|yÒa@É v { t��
∫
f ′(y)

2
e−

y2

2
ψ′′(αθ+uy,θy)dy

6 CUSG

∫ (
f ′′(y)

2
+ f ′(y)

2
ψ′′(y + αθ)

)
e−

y2

2
ψ′′(αθ+uy,θy)dy.

/QÏ � á {�x r È�y � ac�|{
x5} rK� Í@{
b#�@{ � }~{¹� á { r b!{
È´a t θ →∞ �
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��� � �

∫
f ′

2
dx 6 CUSG

∫
f ′′

2
dx.

) r �¸{�ÍK{~b � � á {
b!{³y t��ur¨t `%{~}~�|bpa v �Ca@` y � {
Ö s a v yz�ÂÏ Ô<r b^� á { ð æ  �æ[î;bZç�æ2È³{�a t|s b!{ rK�
R
�à�á {
b!{ Ô<r b!{�� á {�` á a t { ψ x r { tn�Ìr � t ac�|y tÐÔ Ï � á {�} rK� xuyÝ�py r@� 8 Ü q d : �

I

Ó b r ` rKt yÝ�py r@� Ä�� Ê � OBxu{
a vÒt y � `Racb!�pyz} suv a@b �wyÝ� á � á { }�a t { |x|s Ô<r b 1 < s < 2 � � � � á { r � á {
bá a � x ��rK� {G}
a � {�a t y v Ï t {
{G� á ac� ψθ(x) = |x|2 + θx
t ac�py t�% { t a t `,{
}��pbpa v �Ca@`�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ

�wyz� á } r@�ut �pa � �ªy � xu{~`%{ � xRa � � r@Ô θ 8 a � x t|r a su� y Ô<r b|È t `%{~}~�|bpa v �Ca@`�: � à r } r È�` v {~�|{ � á y tt {~�!�py � � �RrKs b � {®ß��ªb!{ t!suv �nxu{
a vÒt �wyz� á � á {�É%{ á a�Í�y rKs b rcÔ � á { t `%{~}~�pa v �Ca@`5} rK�Ìt � a � � r@Ô ψθ8 xu{ %R� {�y � Ä��zÄ@Ä;:-�wyÝ� á ψ(x) = |x|s a � x s > 2 � Ñ r b|{G`ub!{
}~y t|v Ï � �Q{ á a�Í@{ 8 �Q{ r È�yÝ�w� á {
`ub r�r@Ô : Õ
� ��������� 9;:<9=��7%���@?E��� �D! # ��� ψ / � �*���J� ) - , � ) K��JU �kKB#j���
! + # + #

R
.�K���/ �$/0�-�

lim
|x|→∞

ψ′′(x) = ∞.

)6/���# �$/��E'*�J� .�KB�A� µψθ UB�,+ #j�JU !$# $�� X � � ' .)�-�
!�. �k%�� + �2�-#�% θ � . �0�B���
��� ) , ��� !$#j�JI)K0� ) !$�C%
�-#"U*� /��2� + #&.�� �-#�� Cψθ .)�-�
!�. �k%-(

lim
|θ|→∞

Cψθ = 0.

à�á { r b!{
È Ä�� Ê0� >2b|{~x s }
{ t � á {¨Ö s { t �py r@��r@Ô�t `,{
}��pb|a v �Ka@` Ô<r b Ô a@È³y v yz{ t (µΛ,ω)
� r � á {

8 Ü q d :¹`Ìb r `,{
bÐ�ÂÏ r@Ô a�b!{�a v#ø Íca vzs {
x2` á a t { ψ � ,2{ �ur � y � ÍK{ t �py(�Cac�|{�� á y t } rK� xuyÝ�py r@� ÉCÏ
È�{
a �utwr@Ô V^Ø�Ú�ã%Û �ÂÏ�`%{�y � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t �

5�� 6 � 4 6 0
	�� � �M��� � 8��)�����>' �;�����)�2�>8$� �0�^�9' �C� �������
89�
à�á y tQt {
}��py rK� y � �|b r x s }
{ t � á { �ur �py r@��r@Ô V�Ø�Ú�ã%Ûô�ÂÏ�`,{ y � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t � á yz} á �wy vzv É,{ r@s b

ÉRa t yz}^� r�rKv � r `ub r ÍK{ rKs bwÈ�a@y � b!{ t|sÌv � 8(à�á { r b!{
È Ä�� > �ÝÄ�É,{ vzr �a: �ò {�� µ a � x ν É%{^� � r `ub r ÉRa@Éuy v yÝ�ÂÏ�È³{�a t!s b|{ t�rK� R+ � ,2{¹a t|t|s È�{ ν � r É,{�a@É t|r@vÒs �|{ v Ï} rK� �py ��surKsut �wyÝ� á b|{ t `%{~}~� � r¨ð æ  �æ[î;bZç�æ�
 t È³{�a t!s b|{ rK�
R+

� a � xJyz� t xÌ{ �ut yz�ÂÏ dν/dx � rÉ%{ t �|b|yÒ}�� v Ï ` rKt yz�|yzÍK{1� éÂ� Ä P OKÊ � óôç�õXÙ�æ,å�\�â_ç �Rí �K{ � {~bpa v y �~{
x b|{ t!suv � t¹rcÔ V^Ø�Ú�ã%Û/a � x
	�â�ì Ø�îVæ[ö&ö�ä 8 t {
{ � à r Èg<�P � : � 	QØ�ö&æ[å�í�ä 8 t {~{ � à a v <�P � :�a � x Y�Ú&í�â_ö�Ø rK�2t|r È³{ t `,{
}
y % }Ô<su� }~�|y rK� a v y � {
Ö s a v yz�pyz{ t��g�Ìr �¾}�a vzv {~x V�Ø�Ú�ã%Û �ÂÏ�`%{5y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t � à�á {�Ï �Q{
b!{ � a@È�{ v Ï
y � �p{~b|{ t �p{~x�y � } rK� �pb r@vÒv y � ��� á {^É%{ t �ª} rK�Ìt � a � � A t|s } á � á ac�

8 Ä��ÝÄVÊ�: ∫ ∞

0

(∫ x

0

f(t) dt

)2

dµ(x) 6 A

∫ ∞

0

f 2(x) dν(x)
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Ô<r b�a vzv } r@� �|y ��surKsÌtJÔ<su� }~�|y rK�Ìt�Ô<r b � á yz} á � á {H`ub!{
}~{
xuy � �8y � �p{��Kbpa vzt a@b!{ �Q{ vÒv#ø xu{ %R� {~x��
V�Ø�Ú�ã%Û �Ca�ÍK{¹a³b!{ t!suv � Ô<r b�� á y t y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ �wyz� á dµ(x) = x2bdx a � x dν(x) = x2b+2dx �
	�â�ì Ø�îVæ[ö&ö�ä � 	QØ�ö�æ,å�í�ä�a � x YGÚ&í�â�ö�Ø `ub r ÍK{
x � á { y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ Ô<r b �K{ � {
b|a v È�{
a t|s b|{
dµ(x) = U2(x)dx a � x dν(x) = V 2(x)dx � � � { r@Ô óôç�õXÙ_æ[å�\�â�ç �Rí 
 t È�a@y � b|{ t|suv � t
� Ñ s }1OKÊ��Xy t�t|s È³È�a@b|y �
{
x5y � � á { � {�ß�� t �pac�p{~È�{ � ���
������������� ��� � ��� �"! )6/��E� + #&.��G�-#�� A UB�,+ #j�JU / % 8 Ä��ÝÄVÊ�:D!�.�+ #�!$�&� ! �+�-#"U + # ) % ! �

B
�������
= sup

x>0

∫ ∞

x

dµ(x)

∫ x

0

(
dν

dx

)−1

dx <∞ ,

�-#"U*!$# � /B!�.E�J� .1� &
B 6 A 6 4B .

éÂ� � Ñ yÒ} P-P�� � óôä\õXö�â { t � a@É v y t á { t a v y � 0 É%{�� �¸{~{ � � á { V�Ø�Ú�ã%Û��ÂÏ�`%{�y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t a � x
� á { t `,{
}��pb|a v �Ca@`5y � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t � , á y v { á { �Ba t } rK� }
{~b � {~x �wyz� á � á {�}�a t { r@Ô `Ìb r ÉRacÉuy v yz�ÂÏ
È�{
a t|s b!{ tnrK�

Z
� �¸{�Éub|yz{��uÏ�`ub|{ t { � � á {
b!{^� á {�} r b|b|{ t ` rK� xuy � �ºb|{ t|suv � twrK� � á {�b!{�a vXv y � {1�ò {�� sÌt % b t ��b|{
È�a@b 0 � á a ��y Ô F (x) =

∫ x
0
f(t) dt a � x µ = ν

8 � á ac� �¸{ �wy vzv_t|s `Ì` rKt {Ô b r È �Ìr �a: � � á { � � á {�`ub|{�Í�y rKsut y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 Ä��ÝÄVÊ�:QÉ,{
} r È�{ t
∫ ∞

0

(F (x)− F (0))2 dµ(x) 6 A

∫ ∞

0

F ′2(x) dµ(x) .

à�á y tgv ac�!�p{~bgy � {
Ö s a v yz�ÂÏ�y t bpac� á {
b } vÒrKt {n� r a t `,{
}~�|bpa v �Cac`�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ Ô<r bg� á {ª`Ìb r ÉRacÉuy v yz�ÂÏ
È�{
a t|s b!{ µ � Ñ r b!{�`Ìb|{
}~y t { v Ï � yz��y t �¸{ vÒv 0��ur � � � á ac� Ô<r b�{�ÍK{~b!Ï m ∈ R

�

Varµ(F ) 6

∫

R

(F (x)− F (m))2 dµ(x) .

éÂ� r b|xÌ{
b�� r ac`u` v Ï à�á { r b!{
È Ä����0�zÄ � �Q{ � {~{
x � r } s ��� á {�b|{
a v v y � {ºy � � r � � r `ua@b!� t 8 � r
b|{
x s }
{

R
� r

R
+ : � ,2{�xu{ �ur �|{GÉCÏ A+

m
a � x A−

m
� á {�É,{ t � } rK�ut � a � � t t ac�|y tÐÔ Ï&y � ��b!{ t `%{~} ø

�pyzÍ@{ v Ï
∫ ∞

m

(F (x)− F (m))2 dµ(x) 6 A+
m

∫ ∞

m

F ′2(x) dµ(x)

a � x
∫ m

−∞

(F (x)− F (m))2 dµ(x) 6 A−
m

∫ m

−∞

F ′2(x) dµ(x) ,

Ô<r bwa vÒv C1
Ô<su� }~�|y rK�Ìt F �B/QÏ5a t yÒÈ³` v { } á a � �K{ r@Ô Íca@b|yÒa@É v { t�� � á {~Ï;a@b|{�} r@� �|b rKvzv {~x;É�Ï

B+
m 6 A+

m 6 4B+
m

a � x B−
m 6 A−

m 6 4B−
m ,



��� � �����"
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 ���
� ��������� � � � �
��� � � ������� �
��� ���

� á {
b!{

B+
m

� K
	 j
= sup

x>m

∫ ∞

x

dµ(t)

∫ x

m

(
dµ

dt

)−1

dt
8 Ä��ÝÄ � :

a � x B−
m

� K
	 j
= sup

x6m

∫ x

−∞

dµ(t)

∫ m

x

(
dµ

dt

)−1

dt .

,ô{�È�a�Ï t|s È³È�acb|y �~{�� á { t { r É t {
bÐÍcac�py rK�ut y � � á { Ô<r@vÒvÒr �wy � ��`ub r ` rKt yÝ�py r@� �
� ��������� 9;:<9=��7%��� � �@? �D! � + � ��,-���k% m ∈ R & �$/�� / � .���� + #&.�� �-#�� C !$#
�$/�� . �������C��� )�, ���
!$#j�JI)KL� ) !$�C% � + � µ !�. .�K=��/ �$/0�-�

C 6 4(B+
m ∨B−

m) .

, á y v {�� á { v a �|�p{~bªÉ rKsu� x á rKv x tªÔ<r bª{~Í@{
b!Ï m ∈ R
� �¸{ �K{~� a�È r b|{�`ub|{~}
y t {G} r@� �|b rKv y Ô

m y t a�È³{
xuyÒa �;Ô<r b µ �
� ��������� 9;:<9=��7%��� � � � �D! # ��� m / �*� '*�JU-!C�-# + � µ X )6/���# µ .)�-�C!�.,+�� .*��. �������
��� ) , ���
!$#j�JI)KL� ) !$�C% ! � �-#"U + # ) %E! � B+

m ∨B−
m

!�.�+ #�!$�&� & �-#"U !$# �$/B!�.2�J� .1� & �$/�� / � .���� + #&.�� �-#�� C !$#
� /�� . �������C��� ) , ��� !$#j�JI)KL� ) !$�C%H� + � µ !�. .�K���/ � /0�-�

1

2
(B+

m ∨ B−
m) 6 C 6 4(B+

m ∨ B−
m) .

� ��� ���
J

,2{ � {~{
x rK�uv Ï `ub r ÍK{�� á { vzr �Q{
bwÉ rKsu� x � 4 t!t|s È³{�� á ac� B+
m ∨ B−

m
y t %R� yÝ�p{�a � x5� á ac�

B+
m ∨ B−

m = B+
m
� ê r b�a � Ï ε > 0

� �Q{�}�a � %R� x f t|s } á � á a �
∫ ∞

m

(∫ x

m

f(t) dt

)2

dµ(x) > (A+
m − ε)

∫ ∞

m

f 2(x) dµ(x) .

,8yz� á rKs � vÒr@t|t�r@Ô �K{ � {
bpa v yz�ÂÏ � �Q{¹}
a � a t|t!s È�{�� á ac� f y t��ur@�¨� {��Cac�|yzÍK{1� � r � � xu{ %u� {

F (x) =

{
0 y Ô x 6 m ,∫ x
m
f(t) dt y Ô x > m .

4 t m y t a�È³{
xuyÒa �5r@Ô µ � µ(F = 0) > µ(x 6 m) >
1
2
� ê b r È � á { ë Ø½ç�õM\½Û �kf,õM\�� Ø�Ú
	

y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ � �Q{ �K{~�w� á {
b|{ Ô<r b|{^� á ac�
µ(F )2

6 µ(F 2)µ(F > 0) 6
1

2
µ(F 2) .
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)ª{ � }
{
Varµ(F ) = µ(F 2)− µ(F )2

>
1

2
µ(F 2)

>
1

2
(A+

m − ε)

∫ ∞

m

F ′2(x) dµ(x)

>
1

2
(B+

m − ε)

∫ ∞

−∞

F ′2(x) dµ(x)

>
1

2
(B+

m − ε)
1

C
Varµ(F ) ,

Ô b r È � á yÒ} á � á {�b|{ t|suv � Ô<rKvÒvzr � tBt y � }
{ ε > 0 y t a@b!Éuyz�|bpa@bÐÏ��� r � � a t|t!s È³{ � á ac� B+
m = ∞ � ê rKvzvÒr �wy � � t �|{
`¦É�Ï t �p{~`¦� á {^`ub!{~Í�y rKsÌt a@b#� s È�{ � � �wyÝ� á

fn
t|s } á � á ac�

∫ ∞

m

(∫ x

m

fn(t) dt

)2

dµ(x) > n

∫ ∞

m

f 2
n(x) dµ(x)

Ô<r b n v a@b#�@{Q{ �urKs � á � �¸{�} rK� } vÒs xu{ t yzÈ�y v a@b v Ï�� á ac� C = ∞ � à�á {B`ub r&r@Ô[rcÔ � á {B`Ìb r ` rKt yz�py rK�
y t } r È�` v {~�|{��

I

éÂ� � á { Ô<rKvÒvzr �wy � � � �Q{ xu{ t }~b|yÒÉ,{ �wyÝ� á � á {ª`ub|{~}
{
xÌy � ��b!{ t|sÌv � tQt|r È³{n`%{~b!� s b|ÉRac�|y rK� `ub r ` ø
{
b!�|yÒ{ t � ý¸rK�ut yÒxu{~b¸a Ô<su� }��py rK� h : R → R

� d^yzÍ@{ � a�` á a t { ϕ � �Q{nÈ r xuy Ô Ï¹� á {ª`ub r ÉRa@Éuy v yz�ÂÏÈ�{
a t|s b!{ dµϕ(x) = Z−1
ϕ exp (−ϕ(x))dx a t

8 Ä��ÝÄ >3: dµϕ+h(x) = Z−1
ϕ+h exp (−ϕ(x)− h(x))dx .

,ô{�a t!t|s È³{^� á ac� Zϕ+h
y t %R� yz�|{�� h }�a � É%{�} rK�ut yzxu{
b!{
x¨a t a�`%{~b!� s b|ÉRac�|y rK�;Ô<su� }~�py rK� �à�á { Ô<rKvzvÒr �wy � �^b!{ t!suv � �KyzÍ@{ t } rK� xuyÝ�py rK�utgrK� ϕ a � x h t|r � á ac� µϕ+h

t a �py t % { t a t `,{
}��pb|a v
�Ca@`¦y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ�� é �na vzt|r �KyÝÍK{ t a �5s `Ì`%{~bnÉ rKsu� x rK� � á { t `,{
}~�|bpa v �Cac`¦} rK�ut � a � ���
������������� ��� � � � �"! 
 . .�KB'*�H�$/0�-�^�$/����A�@��.�!�.�� m ∈ R

�-#"U��E� + #&.�� �-#�� K !$#"UB� ����#"UB��#��
+ � x .�K=��/ �$/0�-�"� + � � ) ) x > m &
8 Ä��ÝÄ���: ∫ ∞

x

e−ϕ(t) dt 6 Ke−ϕ(x) �-#"U
∫ x

m

eϕ(t) dt 6 Keϕ(x) ,

�-#"U �$/�� � + �k�A� . � + #"U-!$# , !$#j�JI)KL� ) !$�C! � .H� + � x 6 m X 
 . .�KT'*� �kKB���$/����k' + �A� � /0�-� ϕ !�. !$# -
�����J� .�!$# , + # [m,∞) �-#"U UB�����A�J� .�!$# , + # (−∞, m] X 
 . .�KB'*��� ) . + �$/0�-�
8 Ä��ÝÄ1< : S

�������
=

∫

R

(e|h| − 1) <∞ .



��� � �����"
���� � ��� ��� ����
 ���
� ��������� � � � �
��� � � ������� �
��� ���
)6/���# & � /����"� +�/ � / ! ) !$�C% '*�J� .�KB��� µϕ+h

UB�,+ #j�JU / % 8 Ä��ÝÄ >3: .)�-�C!�.,+�� .E�$/��'. �������C�J� )�, ���9!$# -
�JI)KL� ) !$�C%�X �6KB�k� /����k' + �A� & �$/�� / � .�� � + #&.��G�-#�� Cϕ+h

��� ���J�-�k!$# , !$# � /�� . �������
��� ) , ��� !$#j�JI)KL� ) -
!$�
%g!�.2� + #��
� + ) �JU / %

Cϕ+h 6 4(K2 + 2KS + S2) .

� ��� ���
J

ê b r È Ó b r ` rKt yz�|y rK� Ä�� �&� Ê � �¸{ t {
{³� á a � Cϕ+h 6 4(B+
m(ϕ + h) ∨ B−

m(ϕ + h)) � /QÏt Ï�È�È³{~�|b!Ï � �¸{�È�a�Ï b|{
x s }
{�� r � á {�} rK� �pb rKvXr@Ô

B+
m(ϕ+ h)

� K
	Pj
= sup

x>m

∫ x

m

eϕ(t)+h(t) dt

∫ ∞

x

e−ϕ(t)−h(t) dt .

� r � � �KyzÍ@{ � � á a � x > m
� �Q{�È�a�Ï:�wb|yÝ�p{

∫ x

m

eϕ(t)+h(t)dt

∫ ∞

x

e−ϕ(t)−h(t) dt 6

(∫ x

m

eϕ +

∫ x

m

eϕ
∣∣eh − 1

∣∣
)(∫ ∞

x

e−ϕ +

∫ ∞

x

e−ϕ
∣∣e−h − 1

∣∣
)
.

,ô{�xu{�ÍK{ vzr `5� á {�b|y(� á � á a � x t yzxu{ sut y � � 8 Ä��ÝÄ���:Ba � x¦È rK�ur � rK� yz}
yÝ�ÂÏ r@Ô ϕ � r �K{~�
∫ x

m

eϕ(t)+h(t) dt

∫ ∞

x

e−ϕ(t)−h(t) dt 6
(
Keϕ(x)

) (
Ke−ϕ(x)

)
+

(
Keϕ(x)

)(
e−ϕ(x)

∫ ∞

x

∣∣e−h(t) − 1
∣∣ dt
)

+

(
eϕ(x)

∫ x

m

∣∣eh(t) − 1
∣∣ dt
) (

Ke−ϕ(x)
)

+

(
eϕ(x)

∫ x

m

∣∣eh(t) − 1
∣∣ dt
)(

e−ϕ(x)

∫ ∞

x

∣∣e−h(t) − 1
∣∣ dt
)
.

� r � �R�ur �|{�� á ac� |eh − 1| 6 e|h| − 1 � é � Ô<r@vÒvÒr � t � á ac� Ô<r bwa vzv x > m
∫ x

m

eϕ(t)+h(t) dt

∫ ∞

x

e−ϕ(t)−h(t) dt 6 K2 + 2KS + S2 .

à r �@{~� á {
b��wyz� á � á {w} r b!b|{ t ` r@� xuy � �¹b!{ t|sÌv � Ô<r b B−
m(ϕ+h)

� � á y t } r È³` v {��p{ t � á {w`ub r�r@Ô �
I

� � ��
	��� ��� � �
	 �"! à s b � y � ��ÉRac} 0 � á {ª`Ìb r�r@Ô a@É r ÍK{ � �Q{ }�a � b|{~` v a@}~{ K2 y � � á { s `u`,{
bÉ rKsÌ� x r@Ô Cϕ+h
É�Ï B+

m(ϕ) ∨ B−
m(ϕ)

8 � á y t Ö s a � �pyÝ�ÂÏôy t %R� yÝ�p{�É�Ï 8 Ä��ÝÄ���: : � Ñ r b!{ r ÍK{~b �
y Ô m y t a³È�{~xuy a �¦r@Ô µϕ � 0 {
{
`Ìy � �;a vÒv � á { á Ï&` r � á { t { t^r@Ô à�á { r b!{
ÈiÄ�� �&� >�a � x�ac`u` v Ï�y � �Ó b r ` rKt yÝ�py r@� Ä����0��� � �¸{ �K{~��� á ac� B+

m(ϕ) ∨ B−
m(ϕ) 6 2Cϕ 6 8B+

m(ϕ) ∨B−
m(ϕ)

t|r � á ac�
Cϕ+h 6 8Cϕ + 4(2KS + S2) .
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�
��������� ��� � � ��� �����
� 
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� ��� �
� ������� ��� � � � � �

à�á y t y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ^} v {�a@b v Ï^xu{ t }~b|yÒÉ,{ t � á {g} rK� �|b|yÒÉ s �py rK��r@Ô � á {Q`%{~b!� s b|ÉRa �py r@� y � � á { t `,{
}��pb|a v
�Ca@`¦} rK�ut � a � ���

5�� 3 � � 8�� � ��'��%�
� � 
 � �A�>�
��	��)� � �$�
� � �D�h��� ���&�)� � �)���B� ��	��>' �
�0� � 8��)���$�%' �;� �

4 t a v b|{
a@xÌÏ È³{ � �py rK� {
x2y � q {
}��py r@� 1 a � x 2
� � á { 0 {~Ï t � rK� { r@Ô V�æ,ö�üuüuæ[Ú 
 t È³{~� á r x

y t � á { 8 Ü q d :�} r@� xuyz�|y rK� 8 t {
{�Æ�{ %u� yz�|y rK� Ä�� Ê0����: � é ��a vÒvzr � t³sÌt � r b|{~x s }~{¨� á {¨y � yz�|y a v
`ub r É v {
È rK�5su� É r@su� xu{~x t `Ìy �5t Ï t �|{
È t � r a t yÒÈ³` v {ª`ub r É v {~È rK� � á {�b!{�a v�v y � {���,2{ �wy vÒv
� á { � É,{�a@É v { � r a@`u` v Ï à�á { r b|{~È Ä����0� > �éÂ� � á y tªt {
}��py r@��� �Q{ % b t ��`ub|{ t { � �^a � xJ{ t � acÉ v y t á � á {¹È�a@y � b!{ t!suv � r@Ô � á y t `Ra@`,{
b��-,2{
� á { � xuy t } sut|t � á Ï;� á { � {#�/} v a t|twr@Ô ` á a t { t ψ = ϕ+ g + h y t�t �|b|yÒ}�� v Ï Éuy(���K{
bB� á a � � á {sut|s a v } v a t|twr@Ô ` á a t { t } rK� ÍK{®ß�ac�wy �&%u� yz�ÂÏ��
������������� ��� � ��� �"! #���� ϕ / �
� .��C�k! ��� ) % KB#�! � + ��' ) %Q� + #�,-��. �kKT#j���C! + #%$G!CXC�)X � + � � ) )
x ∈ R & ϕ′′(x) > a > 0 '�& ) ��� g / � � / + KT#"UB�JUD�kKT#j���C! + #($ ‖g‖∞ < ∞ '�& �-#"U ) ��� h / �g�
�������CKB� / �-�C! + #g�kKB#j���C! + # .)�-�C!�. �k% !$# , S =

∫
R
(e|h| − 1) < ∞ X )6/���# & �$/����A�*��.�!�.�� . J0

.�K=��/
� /0�-��� + ��� ) ) J ∈ [0, J0] & � /�� .1��� + �e'*�J� .�KT�A� . (µΦΛ,ω

) UB�,+ #j�JU@!$# 8 Ä�� Ê�: -c!$�$/ ψ = ϕ+g+h.)�-�
!�.,+�� . � . �������C��� ) , ��� !$#j�JI)K0� ) !$�
% KB#�! � + ��' ) % !$# Λ �-#"U ω & -c!$�$/

CΦΛ,ω
6

CUSGe
4‖g‖∞

1− CUSG2dJ‖V ′′‖∞
,

- /������ CUSG 6 4(K2 + 2KS + S2) �-#"U K 6 1 + 4/a X
)6/B!�.�.1��� + ��'*�J� .�KB�A� .�.)�-�C!�.,+�� .@� ) . + � UB���J�-% + �+� + �k�A� ) �-�
! + #&. & KB#�! � + ��' ) %�!$# Λ �-#"U ω &-c!$� / � + #&.��G�-#�� C ′ UB� ����#"U-!$# , + # ) % + # CUSG & J & d & ‖V ′′‖∞ �-#"U ‖g‖∞ & �$/0�-�c!�. & � + �D�-#�%

.�' + + � /D�kKB#j���C! + #&. F & G &
EµΦΛ,ω

(F,G) 6 C ′ exp(−d(SF , SG))

(∫
‖∇F‖2dµΦΛ,ω

)1/2(∫
‖∇G‖2dµΦΛ,ω

)1/2

.

à�á {�`ub r�r@Ôgr@Ô � á y t � á { r b!{
È b|{
Ö s yzb|{ t � � r �p{~} á � yÒ}
a v_v {
È³È�ac�pa&� � r �p{G� á ac� Ô b r È � á {á Ï�` r � á { t y t�rK� ϕ � yz�wy tªr ÉCÍ�y r@sut � á ac� ϕ á a t a su� yÒÖ s {�È�y � yÒÈ s È m ∈ R
a � x¦� á ac� ϕ y ty � }~b|{�a t y � � r@� [m,∞) a � x¦xÌ{
}
b!{�a t y � � rK� (−∞, m] �

� � � � 
(��� � �@? �D! # ��� ϕ / � � .+UB�,+ #j�JU !$# )6/�� + ����' � X��"X � X )6/���# � /����A� ��.�!�.�� .D� � + # -
.��G�-#�� K 6 1 + 2/a .�K���/ �$/0�-��� + � � ) ) x > m &

∫ x

m

eϕ(t) dt 6 Keϕ(x) .



� � � � � �
��� �����
� � � � � �������
����� � �

� ��� ���
J

/QÏ } rK� ÍK{®ß&yz�ÂÏ �RÔ<r bwa vÒv x > m+ 1
�

8 Ä��ÝÄ;O�: ϕ′(x) = ϕ′(x)− ϕ′(m) > a(x−m) > a .ê r b x > m + 1
� y � �p{��Kbpac�|y rK� ÉCÏ;`ua@b!� t Ï�yz{ v x t � á ac�

∫ x

m+1

eϕ(t) dt =
eϕ(x)

ϕ′(x)
− eϕ(m+1)

ϕ′(m+ 1)
+

∫ x

m+1

ϕ′′(t)

ϕ′2
eϕ(t) dt

6
eϕ(x)

ϕ′(x)
+ eϕ(x)

∫ x

m+1

ϕ′′(t)

ϕ′2
dt ,

6
eϕ(x)

ϕ′(x)
+

1

ϕ′(m+ 1)
eϕ(x) .

q&r � ÉCÏ 8 Ä��ÝÄ;O�: �
∫ x

m+1

eϕ(t) dt 6
2

a
eϕ(x) .

ê y � a vÒv Ï ��Ô<r bwa vÒv x > m+ 1
� �Q{ á a�ÍK{

∫ x

m

eϕ(t) dt =

∫ m+1

m

eϕ(t) dt+

∫ x

m+1

eϕ(t) dt

6 eϕ(x) +
2

a
eϕ(x)

6

(
1 +

2

a

)
eϕ(x) ,

� a@È³{ v Ï � � á {B{�ß&`,{
}��p{
xºb!{ t|sÌv �_y � � á y t }
a t { �wyz� á K = 1+2/a � � r � �@Ô<r b m 6 x 6 m+1
�

�wb|yz�|{
∫ x

m

eϕ(t) dt 6 eϕ(x)
6 Keϕ(x) ,

Ô b r È � á yÒ} á � á {�`ub r&r@Ô�Ô<rKvzvÒr � t �
I

éÂ� a t yzÈ�y v a@b��¸a�Ï � �¸{�}�a � `ub r ÍK{�� á { Ô<rKvzvÒr �wy � � v {
È³È�a 8 �Q{ r È�yÝ�¸� á {�`Ìb r�r@Ô : �
� � � � 
(��� � � � �D! # ��� ϕ / � � .+UB�,+ #j�JU !$# )6/�� + ����' � X��"X � X )6/���# � /����A� ��.�!�.�� .D� � + # -
.��G�-#�� K 6 1 + 1/a .�K���/ �$/0�-��� + � � ) ) x > m &

∫ ∞

x

e−ϕ(t) dt 6 Ke−ϕ(x) .
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�
��������� ��� � � ��� �����
� 
��
� ��� �
� ������� ��� � � � � �

� r �|{�� á ac�wyÝ��{�ß&y t � t � � r } r b|b|{ t ` rK� xuy � � v {~È�È�ac� a Ô<r b x 6 m �

,ô{ �ur �/`Ìb r ÍK{ à�á { r b|{
È Ä�� > �ÝÄ��
� ��� ���
J

4 t a �u�ÌrKsu� }~{
x � �Q{ sut { � á {gb|{~x s }��py r@� � r � á { 8 Ü q d :½`ub r `%{~b!�ÂÏ�`ub r Í�yzxu{
x¹É�Ï à�á { r b!{
È
Ä�� Ê � > � ,8yz� á � á { �ur �pac�py rK�³r@Ô � á { % b t �g� � r�t {
}��py rK�ut a � x�y � `Racb!�pyz} suv a@bgÆ�{ %u� yz�|y rK� Ä�� Ê0��� �v {~� sÌt xÌ{ %R� {

ϕθ(x) = ϕ(x) +
∑

i∈N(0)

JV (x− θi) .

ê r bªa vÒv x ∈ R
a � x J t È�a vzv { �ÌrKs � á � ϕ′′

θ
(x) > a− 2dJ‖V ′′‖∞ > a/2 � é � Ô<rKvÒvzr � t�Ô b r Èv {
È³È�ac� a�Ä�� > � Ê�a � xJÄ�� > ���^� á ac�Q� á { á Ï�` r � á { t y t 8 Ä��zÄ��-: á r@v x tZÔ<r b ϕθ � �wyz� á K 6 1+4/a �

,ô{�}�a � � á sÌt a@`Ì` v Ï à�á { r b!{
È Ä�� �&� >�� r ϕθ a � x h � r �K{��
CUSG 6 4(K2 + 2KS + S2) .à�á {�`ub!{
}~{
xuy � � } r@�ut �pa � � y t y � xu{
`,{ � xÌ{ � � r@Ô θ = (θi)i∈N(0)

�,t|r � á ac� 8 Ü q d :�y twt a �py t�ø
% {
x�� éÂ� � á y t �¸a�Ï��Q{�È�a�Ï a@`u` v Ï à�á { r b|{~È�Ä�� Ê0� >&� à�á { t {�� rcÔ È³{�a t!s b|{ t (µΦΛ,ω

) �wy vÒvt ac�|y t!Ô Ï;a t `%{~}~�|bpa v �Cac`¨y � {
Ö s a v yz�ÂÏ �wyz� á a�} rK�ut �pa � ��{~Ö s a v � r
CUSG

1− CUSG2dJ‖V ′′‖∞
.

ê y � a vÒv Ï � yÝ�^y t �¸{ vÒv�0��ur � � � á ac��acxuxuy � �5a É rKsÌ� xu{
x Ô<su� }~�py rK� g �KyzÍ@{ t^�ur È r b|{�� á a �
e4‖g‖∞ y � � á {�} rK� �pb rKvXr@Ô � á {�} r@�ut �pa � � 8 t {~{ � 4 / ý + ËKË�� : �
� � � á { r � á {~b á a � x � a@`u` v Ï�y � � à�á { r b!{
È�Ä�� Ê0�.�³y �ut �p{�acx r@Ô à�á { r b|{
È�Ä�� Ê0� > �KyzÍ@{ t � á {

b|{ t!suv � rK� � á {�xu{
}
a�Ï rcÔ } r b|b!{ v a �py r@�ut � à�á { r b!{
È	> �ÝÄ�y t { t � a@É v y t á {
x �
I

,ô{ �ur � `Ìb|{ t { � �^{®ßuacÈ�` v { tªr@Ô_Ô<su� }��py rK�ut ψ = ϕ + g + h xu{ %R� {
x�y � à�á { r b|{
È�Ä�� > �ÝÄ
� á ac��a@b!{ �Ìr �³} rK� ÍK{®ß)a ��y �&%R� yÝ�ÂÏ�� à r x r t|r � �¸{$�KyzÍ@{¨a � {®ßuacÈ�` v { � á {
b!{ �Q{�a@xÌx�at `,{
}
yÒa v `,{
b!� s b|Éuac�py rK�;Ô<su� }~�|y rK� h � r ϕ 8 � á {
b|{ ϕ y t a t y � à�á { r b!{
È Ä�� > �ÝÄ;: � éÂ� xu{~{
x �[v {~�
h(x)

� K
	 j
=
∑∞

−∞ hi(x)
� á {
b|{ hi : R → R

8
i ∈ Z

:�y t a `ÌyÒ{
}~{
�wy t { v y � {�acbG} rK� �|y ��surKsutÔ<su� }~�|y rK� xu{ %R� {~x Ô b r È¾yz� t xu{
b!yzÍcac�|yzÍK{^ÉCÏ

h′i(x) =






0 y Ô x /∈ [ui, ui + αi] ,
−βi y Ô x = ui +

αi
4
,

βi
y Ô x = ui +

3αi
4
,

� á {
b!{ (βi)
y t a t {
Ö s { � }
{ r@Ô&�urK��� {��Cac�pyÝÍK{ ��s ÈGÉ,{
b t a � x (ui)

a � x (αi)
acb|{_� � rªt {
Ö s { � }
{ tr@Ô b|{�a vu��s ÈGÉ,{
b t t!s } á � á ac� ui < ui+αi < ui+1

� Ñ r b!{ r ÍK{~b��Q{na t|t!s È³{B� á ac� [ui, ui+αi]y t � á { t!s `u` r b!� r@Ô hi � � � {�}�a �¦t {~{ hi a t a �Q{ vÒvXrcÔ xu{~`Ì� á αiβi/4 a � x rcÔ �wyzxÌ� á αi �



� � � � � �
��� �����
� � � � � �������
����� � �

à r É,{ rKs � t yÒxu{�� á {�} v a t|t yÒ}�a v } v a t|t^r@Ô } r@� Í@{�ß2ac��y �&%R� yÝ�ÂÏ Ô<sÌ� }~�|y rK�ut�� yz�^y t { �ur@s � á � rt á r � � á ac��� á {�xu{
`Ì� á r@Ô � á { �¸{ vÒv y � }~b|{�a t { t�Ô a t �|{
b�� á a � ϕ � ,2b|yÝ�p{ Li = ‖hi‖∞ −
(ϕ(ui+αi/2)−ϕ(ui))

��,2{ á a�ÍK{ª� á { Ô<rKvÒvzr �wy � � r ÉCÍ�y rKsutgt|s�� }~yÒ{ � �Q} r@� xuyz�|y rK� 8 �Q{ r È�yÝ�
� á {�`ub r&r@Ô : �
� ��������� 9;:<9=��7%��� � � � �D! # ��� ϕ / � � . !$# )6/�� + �A��' � X��"X �*�-#"U h � .�� / + ,-�)X )6/���# & ! �

lim
i→∞

Li = ∞ ,

� /���# ϕ+ h !�. # + ��� + #�,-��. �-� !$# + #�!$�C%�X
é �ªy t��ur �/{
a t Ï � r } á r&rKt {^� á { t {~Ö s { � }~{ t (αi)i∈Z

a � x (βi)i∈Z

t|s } á � á a �
lim
i→∞

Li = ∞
a � x¨ac��� á { t a@È�{ �|yÒÈ³{ �

∫

R

e|h| − 1 6
∑

i∈Z

αie
‖hi‖∞ <∞ ,

t y � }
{ �Q{^a@b!{ Ô b!{
{ª� r } á r�rKt { αi a t �Q{ �¸a � ��� ê r bg{�ßÌa@È³` v { �&r@� {�}
a � } á rKt { ϕ(x) = x2/2a � x h a t acÉ r ÍK{ � {~ÍK{ ��� �wyz� á ui = i
�
βi = 4i3ei a � x αi = e−i/i2

Ô<r bZa vÒv i ∈ N∗ � é ��
 t �Q{ vzv
0��Ìr � � � á ac� dµϕ(x) = Z−1e−x

2/2dx
t ac�|y t�% { t a t `,{
}~�|bpa v �Ca@`�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ �wyz� á } rK�ut � a � �

Cϕ = 2 � � � � á { r � á {
b á a � x � yz� Ô<rKvzvÒr � t�Ô b r È a �³r ÉCÍ�y rKsut }
a v } suvÒsÌt � á ac� Li = i−o(1/i)a � x S 6 2
∑

i∈N∗
1/i2 � Ó b r ` rKt yz�|y rK� Ä�� >&� > á rKv x t a � x t|r ϕ+h y t_�Ìr �Z} r@� Í@{�ß³a �_y �0%R� yz�ÂÏ��Ñ r b|{ r ÍK{
bw� á { á Ï�` r � á { t { t�r@Ô à�á { r b|{
È Ä�� > �ÝÄ�a@b|{ t ac�py t�% {~x��

,ô{¨È�a�Ï �ur �|{�� á a � à�á { r b|{~È Ä�� > �ÝÄ�y t Ö s yz�|{ �K{ � {
b|a v�t y � }~{¨� á {J} r@� xuyz�|y rK�UrK� � á {
`%{~b!� s b|ÉRac�|y rK� h (

∫
R
(e|h| − 1) < ∞) y t bpac� á {
b �¸{
a 0 �/Ü � �|y vw�ur � � � á {¨b|{ t|suv � t �Q{
b!{

ÉRa t {~x rK� } rK� Í@{�ß&yz�ÂÏ7} r@� xuyz�|y rK�Ìt 8 Ô<rKvzvÒr �wy � � t {
È³y ø �Kb rKs `)È�{�� á r x t : � á {~b|{
a t �Q{;Î sÌt �� {
{~x�y � �|{��Kb|a@Éuy v yz�ÂÏ³} r@� xuyz�|y rK�Ìt á {
b!{��éÂ� � á y tn�ur �p{ � �Q{�`Ìb r ÍK{~x a�`,{
b!� s b|Éuac�py rK� � á { r b|{
È 8<à�á { r b!{
ÈiÄ�� �&� >3: Ô<r b �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú�[
y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t�sut y � � V�Ø�Ú�ã%Û 
 t }
b!yz�|{
b|y rK� � � � {¸È�a�Ï^�pbÐÏ�� r�r É&� a@y � � á { t a@È�{ 0 y � x r@Ô b|{ t|suv �Ô<r b vÒr �Cacb|yz� á È³yÒ}ef[â  �â_ö�æ "¨y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t½sut y � �w� á {g} r b!b|{ t ` rK� xuy � ��}~b|yz�|{
b!y rK� ÉCÏ³×nâ  �Ù�â�"
a � x 
 ��í
	�æ 8 t {~{ � /hd P-P � : � éÂ� a �Jr � á {
b�xÌyÒb|{~}~�|y rK���[rK� {G}�a � �pb!Ï5� r `ub r Í@{ vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ}
f,â  �â�ö&æ ")y � {
Ö s a v yz�pyz{ tnÔ<r b su� É rKsu� xu{~x t `uy ��t Ï t �p{~È t �wyÝ� á � {�acb|{ t � � {
y(� á É r b y � �p{~bpa@} ø
�py r@� a t|t|r }
yÒac�p{~x�� r��urK� } rK� Í@{�ß³` á a t { t y � �|b r x s }
{~x�y � � á y tZ�ur �|{���/ s � á {
b|{ � V�æ[ö&üÌüuæ[Ú 
 t
È�{�� á r x�y t^�ur È r b!{�a�Í@acyÒÉ v {GÉ%{~}�a sÌt {�� á {~b|{�y t �ur b|{ t|suv � v y 0 { à�á { r b|{~È Ä�� Ê0� Ê 8 q {
{G� á {� {�ß��ª} á a@`Ì�|{
b r b Ô<r bw{�ßÌa@È³` v { � ò {
xRËKËcÉ � 4 / ý + Ë@Ë��$: � é �ny t a �¨r `,{ � `ub r É v {~È¾� r*%R� x¦yz� t
a � a vzr � s { Ô<r b vzr �Ca@b!yz� á È�yz} f,â! �â_ö�æ " y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t � � � {�È�a�Ï a vzt|r �pbÐÏJ� r¦sut {�a5È r b!{
} v a t|t yz}�a v ac`u`ub r a@} á {ºÍ&yÒa � á {³xu{
}
a�Ï r@Ô } r b|b!{ v a �py r@�ut 8 t {
{ � � {�� P�< � � rKt P�P � /	)�P�PKa �$: � éÂ�
� á y t xÌyÒb|{~}~�|y rK��� V�æ[ö&üuüÌæ,Ú 8 t {~{ � )ª{ v P�PcÉ � ï {~È�acb 0 Å&���0� Ê�:�b|{~È�acb 0�t � á ac� su� xÌ{
b � á {wxu{~}�a�Ï
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r@Ô } r b|b|{ v ac�|y rK�Ìt 8 t {~{ à�á { r b|{~ÈiÄ�� Ê �.��:�a � xJa � á Ï&` r � á { t y t b!{ v ac�pyÝÍK{^� r � á {�{�ß&y t �p{ � }
{ Ô<r b
{�a@} á n r@Ô a su� y Ô<r b!È vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ} f,â  �â�ö&æ "U} rK�ut � a � � Cn 8 su� y Ô<r b|È rK� � á {�É rKsÌ� xRa@bÐÏ
} rK� xÌyz�py rK�ut�� y � J a � xUy � � á { Ô<sÌ� }~�|y rK�ut f �wyÝ� á t|s `u` r b!� � � {
a@b v Ï�� y � } vzs xu{ t y � a É r ßr@ÔZt y �
{ n : �%rK� {¹}
a � `ub r Í@{¹� á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz}�f,â  %â_ö�æ "Uy � {
Ö s a v yz�ÂÏ Ô<r b su� É rKsu� xÌ{
x t `Ìy �t Ï t �|{
È t � 4�}~� s a vÒv Ï � �pa 0 y � �5ÉRa@} 0 � á {º`ub r&r@Ô �KyÝÍK{ � ÉCÏ V�æ[ö�üuüuæ[Ú � �¸{º}�a �2t {
{�� á a � �Q{rK�uv Ï � {~{
xº� á {�{®ßÌy t �|{ � }~{ rcÔ � á { su� y Ô<r b!È vzr �Ca@b!yz� á È�yz}Hf[â  �â_ö�æ "J} r@�ut �pa � � y � xuyzÈ�{ �ut y rK�rK� {��

,ô{ �wy vzv�t {
{Uy � � á { � {�ß��ô} á a@`Ì�p{~b�� á { xu{�� a@y vÒt�Ô<r bJ� á { }�a t { rcÔ � á { vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ}
f,â  �â�ö&æ " y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ��

 ��� # + - ) �JU , '*��#�� � ! à�á {�a s � á r b t �¸a@b!È v Ï�a@} 0��ur � v {~x �K{ Ñ � ð æ,ã�â_çXñ Ô<r b á y t á y � � t
a � x Ô<r b t {�ÍK{
b|a v y � �p{~b|{ t �py � �³a � x¦y �ut �pb s }~�|y � ��xuy t } sut|t y rK�ut �
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� � � � ��� ��� Á � ��Ã � � �

� �C5*� E�8���	��`�$��� �����
8
ý {�} á a@`uyÝ�pb|{ a ` rKs b r É�Î!{~� v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç5xu{ f,â  %â_ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {¦Ç�� s xÌyÒÇ
{�xua �ut

xuy(�%Ç
b!{ � �p{ t } rK� xuyÝ�py rK�ut {�� xuy(�%Ç
b!{ � � t È r x&� v { t_t|s b v 
 { t `ua@}
{
Rn 8

n ∈ N∗ : � ý { t xuy ��Ç~b|{ � �|{ tÇ~� s xu{ t^�ur@sut a@È � � {
b r@�ut � v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ^xu{ f,â  �â�ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {^` r@s b�xu{ t È r x&� v { t
xu{�È�Ç~}�a � yzÖ s { t � a �py t �pyzÖ s {��
Æ�Ç %R� y t|t!rK�ut � rKs �Qx�
 a@É r b|x v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇBxu{+f,â  %â_ö�æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {¸` rKs b su� {�È³{ t|s b|{

xu{2`Ìb r ÉRacÉuy v yz�pÇ1� q y v { }�a@xub!{ } rK�ut yÒxuÇ~b|Ç yÒ}~y^{ t �¨}
{ vÒs y^xÌ{
Rn

�n�Ìr � rK�Ìt }~{
`,{ � xua � �JÖ s {
xu{ t {�ß��|{ �ut y rK�ut `,{ s ÍK{ � ���~�|b|{ r ÉÌ�|{ ��s { t xua �ut�su� }�acxub|{;É,{�a s } rKs ` ` vzsut �KÇ � Ç
b|a v � Í r yzb�ur � acÈ�È³{ � � � /Ba 0 P->���acy �ut y½Ö s { v {^} á a@`uyÝ�pb!{ �ºxu{ � 4 / ý + ËKË�� �
4�� 587"9;:<9=��7 ?E�������BA ED8�(��#�>' �;��( ��� ��������� � � '����#�%	<��� � � ��������Cq&r yz� µ su� {�È³{ t!s b|{ºxu{³`ub r ÉRa@Éuy v yz�|Ç t!s b Rn � ò a;È³{ t!s b|{ µ t ac�py t!Ô a@yÝ� � su� {³y � Ç��Ca v yz�pÇxu{ f,â  %â_ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s { t 
 y v {�ß&y t �p{ su� {;} rK�ut � a � �|{ C > 0 �p{ vzv {�Ö s {;` rKs b�� rKs �p{Ô<rK� }~�|y rK� f a t!t {	��b|Ç�� suv y��
b!{^xu{ Rn xRa �ut R

�

8 Ê0�ÝÄ;: Entµ
(
f 2
)

= Eµ

(
f 2 log f 2

)
−Eµ

(
f 2
)
log Eµ

(
f 2
)

6 C

∫
‖∇f‖2

2dµ,

r�� ‖∇f‖2
2 =

n∑

i=1

(∂if)2 {~� Eµ(f) =

∫
fdµ �

� rKsut�t|s `Ì` rKt {
b rK�ut yz}
y�Ö s 
 su� { Ô<rK� }��py r@� a t!t {	�¸b|Ç�� suv y(�
b|{ { t �Z`Racb�{®ßÌ{~È�` v { sÌ� { Ô<rK� }��py rK�
xu{J} v a t|t { C∞ � t|s `u` r bÐ�;} r È³`Ra@}���� � rKsÌt b|{ � Í r Ï rK�ut � � /Ba 0 P->�� rKs � 4 / ý + ËKË��ª` r@s br ÉÌ�p{ � yÒb sÌ� {�} v a t|t {�` vzsut �KÇ � Ç
bpa v {��
� r � rK�ut Ö s { v aªÈ³{ t!s b|{�Ç v Ç
È³{ � �pa@yÒb!{gÍ@Ç
b|y % a � � v 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇZxu{�f,â! �â_ö�æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {

{ t � � γn �%v a�È³{ t!s b|{ �Ca sut!t yÒ{ �u� { t � a � xRa@b|x�{ � xuyzÈ�{ �ut y rK� n � ò a�} rK�ut � a � �|{ r `Ì�|yÒÈ�a v {^{ t �
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� ��� � � � 
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��� � � ����������� ���	� � ��
�� ��� ��� � � 
 ���
a vÒr b t Ç��Ca v { �;Ê�{��^b|{~È�a@b!Ö surK�ut Ö s {�}
{ vzv { ø }
y � {GxÌÇ
`,{ � x `Ra t xu{ v a³xuyÒÈ³{ �Ìt y r@��� 8 Í r yÒb v {
} r b rKvÒv a@yÒb!{�Ä����0� �ºxÌ{ � 4 / ý + ËKË � : �ý {~�|�|{Gy � Ç��Ca v yz�|Ç Ô<rK� }~�py rK�u� { vÒv {�{ t �^` vÒsut�Ô<r b!�p{¹Ö s { v 
 y � Ç��Ca v yz�pÇ^xÌ{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [JxRa �ut v {t { �Ìt Ö s { t y su� {¨È�{ t|s b!{�xu{¨`ub r ÉRa@Éuy v yz�|Ç t|s b

R
n Í@Ç
b|y % { su� {�y � Ç��Ca v yz�|Ç;xu{
f,â! �â_ö�æ "vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {¸xÌ{n} rK�ut � a � �p{ C a vzr b t { vÒv { t ac�|y tÐÔ a@yz� a sut|t y � su� {ny � Ç��Ka v yÝ�pÇ¸xÌ{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú�[

xu{ } r@�ut �pa � �p{ C/2 � ý { v yz{ �ºÔ<rK� xRacÈ�{ � �pa v { � �pb!{ }
{ t xu{ s ß y � Ç��Ca v yz�|Ç t { t ��xuÇ~È r@� �|b|ÇªxRa �utv a t {~}~�|y rK� Ä�� Ê0� < xu{ � 4 / ý + ËKË � � ò 
 y � ÍK{~b t {ª{ t � Ô a s ß � y v {®ßÌy t �|{�xu{ t È³{ t|s b|{ t xu{�`Ìb r ÉRacÉuy v yz�pÇÖ s y�Í@Ç
b!y % { � � v 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇªxÌ{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú�[¦È�a@y t `Ra twv 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇªxÌ{ f[â  �â_ö�æ " �ò 
 y � �|Ç
b#����`ub|y � }
yz`Ra v xu{³}
{³} á a@`uyÝ�pb!{ � } r È³È³{�` rKs b v {º`ub|Ç~}
Ç
xÌ{ � ��` rKs b v 
 y � Ç��Ca v yz�pÇ¹xu{
��â�ä\å�õ½Ø�Ú [ � { t �nxu{�`ub rKs ÍK{~b sÌ� {�y � Ç��Ca v yÝ�pÇ xÌ{ f[â  �â_ö�æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {n` rKs b�xu{ t È r ø
x � v { t xu{�È³Ç
}
a � yÒÖ s { t � ac�|y t �|yÒÖ s { t yzÈ�y v a@yzb|{ t ��}~{ s ß�Ç�� s xuyzÇ t `ub|Ç~}
Ç~xu{
È³È�{ � ���&Æ�Ç %R� y t|t!rK�ut
x�
 acÉ r b!x v {³È r x � v {³xu{�È³Ç
}
a � yzÖ s { t �pac�py t �|yÒÖ s {�a s Ö s { vQ�urKsut¹�urKsut y � �pÇ~b|{ t!t|rK�Ìt � ò a Ô a ø
È�y vÒv {�xÌ{ È�{ t|s b!{ t Ö s { �urKsut Ç�� s xÌyÒ{
b rK�ut yÒ}
y,{ t � su� }
a t `ua@b!�|yÒ} sÌv yÒ{~b xu{ v a Ô a@È³y vÒv {BÇ~� s xuyzÇ
{
xRa �ut^v {�} á a@`Ìyz�pb!{�`ub!Ç
}~Ç
xu{ � ��` rKs b v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ�xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú�[ � 8 �urKsÌt } rK�Ìt yÒxÌÇ
b r@�ut yÒ}~y v {
}�a t V (x) = x2 : �ý¸rK�ut yzxuÇ
b rK�utªv aºÈ�{ t|s b!{�{�ß&` (−ΦΛ,ω(X))dX

�Rr��
ΦΛ,ω

{ t � sÌ� { Ô<rK� }~�py rK� a t|t!r }~yÒÇ
{�a st|rKsut�ø { �ut {~ÈGÉ v { %R� y Λ xu{
Z
d 8 ` r@s b d ∈ N

∗ :Z{��¸` rKs b ω ∈ R
Zd Ö s y[xuÇ %R� yz� v { t } r@� xuyz�|y rK�Ìta s É r b|x�� ò a Ô<r@� }~�|y rK� ΦΛ,ω

{ t �wÇ��Ca v { � ` rKs b X = XΛ ∈ R|Λ| 8 r�� |Λ| { t � v { }
a@b|xuy � a v xu{
Λ : � �

ΦΛ,ω(X) =
∑

i∈Λ

ψ(xi) + J
∑

{i,j}∩Λ6=∅, i∼j

(zi − zj)
2,

r��
� zi =

{
xi

t y i ∈ Λ
ωi

t y i /∈ Λ
,

� ψ { t � su� { Ô<r@� }~�|y rK� b|Ç~{ vzv {^a@`Ì`%{ v Ç
{@��/0� .1� �
� i ∼ j

t y i {~� j t|rK� �nxu{ t Í r y t y �ut xu{ Z
d a s¦t { �ut xÌ{ v a �ur b!È�{ l1 �� J > 0 { t � su� `Ra@bpacÈ����pb|{^b!Ç
{ v a@`u`,{ v Ç��0�-���-'�
��C�A� UB�E� + K;� ) � , � �

� rKsut�t|s `Ì` rKt {
b rK�ut xRa �ut�v a t!s yz�|{QÖ s 
 y v {�ß&y t �p{ J0 > 0 �p{ v Ö s {¸` rKs b�� r@s � J xRa �ut [0, J0]
�

` rKs bB� rKs � t!rKsut�ø { �Ìt {
È�É v { %R� y Λ xu{
Zd {~� ω xRa �Ìt RZd

�uv 
 y � �pÇ��@bpa v {�xu{^{®ßÌ` (−ΦΛ,ω)
`ua@b

bpa@`u` r bÐ� � v a�È³{ t|s b|{�xÌ{ ð æ  �æ[î;bZç�æ t!s b
RΛ

t|r yÝ� %R� yÒ{1�,Æ a �ut }
{¹}�a t��,�ÌrKsut xuÇ %R� y t|t!rK�utv a�È�{ t|s b!{�xu{�`ub r Éua@Éuy v yz�|Ç µΦΛ,ω

`Ra@b
8 Ê0� Ê�: dµΦΛ,ω

(X) =
1

ZΦΛ,ω

{�ß&` (−ΦΛ,ω(X))dX,

r��
ZΦΛ,ω

=
∫ {�ß&` (−ΦΛ,ω(X))dX �c4�y �ut y �urKsÌt `Racb v {~b rK�Ìt xu{ v a Ô a@È³y vÒv {�xu{¨È�{ t|s b!{ t

(µΛ,ω)Λ,ω
� ý { È r x � v { { t �JxuÇ
}~b|yz��xRa �ut � /8)aP�PKa � /8)ªËKË�� 8 Í r yÒb�a sut|t y � )ª{ v P�PKa �$: � Ó a@b
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{�ß&{
È³` v { �Qv {¨}
a t `ua@b!�|yÒ} sÌv yÒ{~b r�� v 
 rK� a ψ(x) = ax4 − bx2 8
a, b > 0 :º{ t ��} rK�Ìt yÒxÌÇ
b|Ç

`Ra@b �ºâ_î;\�ä\ã½Ø xRa �ut � � rKt P-P � � rKt ËKË � � rKt ËÌÄ	� �
Þ � } rK�ut yzxuÇ
b|a � �^}
{�È r x � v { �,�urKsut a�Í r@�ut Ô a@yz��Ö s { v Ö s { t } á r y#ßJ`Racb!�pyz} suv yÒ{~b t Ö s { �ÌrKsut

{�ß&` v yzÖ surK�ut È�a@y � �p{ � a � ���
� Ó a@bBb|a@`u` r b!��a s } á a@`uyÝ�pb!{GÄ �urKsÌt } rK�ut yÒxuÇ~b rK�ÌtBv { }
a tBr�� V (x) = x2 � ý {~�|�|{ t yzÈ�` v y ø% }�ac�|y rK� `ub r Í�yz{ � �¸xÌ{ª`ub r É v �
È³{ t �p{~} á � yÒÖ s { t�� { vÒv {�`%{~b|È³{~�Qxu{nb|{
`Ìb|{ � xub|{ªxu{ t }�a v } suvzt
xu{G×ªâ_ã�ä\å�æRØXçô{~�nxu{2V�æ,ö�üuüuæ[Ú �

� ý¸r È�È³{³xRa �ut¹v {³} á a@`uyÝ�pb|{¨Ä �urKsÌt } r@�ut yzxuÇ
b rK�ut�sÌ� { y � �|{
bpac}~�py rK� a s ` vzsut `Ìb r } á { tÍ r y t y �Ìt � éÂv È³{ t {~ÈGÉ v {�` r@t|t yzÉ v {ºx�
 Ç~�|{ � xÌb|{ v { t b|Ç t!suv �pac� t xu{�}
{ t xu{ s ßô} á a@`uyz�|b|{ t �su� È r x � v { rKs�v 
 r@� a su� {�y � �|{
bpac}~�py rK� { � �pb|{¹� rKsutªv { tªt yz�p{ t {�� Ö s {G}~{ vÒv { ø }
y�xuÇ
}~b r � �
a�Í@{
} v a�xuy t � a � }
{1�

� Þ �0%R��� } r È³È�{�xua �ut¸v {w} á a@`uyÝ�pb|{�Ä �urKsut } rK�Ìt yÒxÌÇ
b r@�utQsÌ� `Ra@b|a@È �~�pb!{wxu{ª} rKs ` v a��K{ J` rKt yz�|y Ô � ý {��|�p{ t yzÈ�` v y % }
ac�py rK� { t � Ô acyz�p{�Î sut �p{ª` rKs bQb!Ç
x s yzb|{ v { t }
a v } suvÒt���v { t b|Ç t|suv � ac� t
xu{ t } á a@`uyÝ�pb!{ t Ä�{~��Ê t|rK� �n{ � } r b|{�Íca v acÉ v {ª` rKs b |J | `,{~�|yz���ò 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç_xu{af[â  �â_ö�æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {_` rKs b�}
{gÈ r x � v {Z{ t �_Ç�� s xÌyÒÇ xu{
` s y t È�acy � �p{ � a � �

Ö s { v Ö s { t a �Ì� Ç
{ t � ò { t b|Ç t!suv �pac� t r É&�p{ ��sut `Ra@b � æ=b_Ø�Ú�ö�ä\å�î Ù�ä � �ºâ_î;\�ä\ã½Ø � ×ªâ�ã�ä\å�æ[Ø½ç�{~�
V�æ[ö&üÌüuæ[Ú t|rK� � v { t�t|s yÝÍca � � t�Õq&s `u` rKt|r@�ut Ö s { v a Ô<rK� }��py rK� ψ `%{ s � ø �~�|b|{�xÌÇ
} r È�` rKt Ç~{G{ ��v a t!r È³È�{¹x�
 sÌ� { Ô<rK� }��py rK�su� y Ô<r b|È³Ç
È³{ � �g} rK� ÍK{®ß&{^` vÒsutgsu� { Ô<rK� }��py r@� É r b � Ç
{ � }�
 { t � ø � ø xuyzb|{nÖ s 
 y v {�ß&y t �p{�xÌ{ s ß Ô<rK� } ø
�py r@�ut ϕ {�� g Í@Ç
b!y % a � �
8 ý /h: ψ = ϕ+ g a�ÍK{~}

{
ϕ′′ > c > 0

‖g‖∞ <∞.

� rKsut xuyÒb rK�ut�� xRa �ut }
{^}�a t Ö s { v a Ô<rK� }~�|y rK� ψ Í@Ç
b|y % { v a � + #"U-!$�
! + # $���� ' �B4 vzr b t y v {�ß&y t �p{su� {�} r@�ut �pa � �p{ C �|{ vÒv {JÖ s {�` rKs b�� rKs � t!rKsutÐø { �ut {
ÈGÉ v { %R� yªxu{
Zd
�

Λ
� {��5` r@s b�� r@s �

ω ∈ RZ
d v a¨È³{ t!s b|{ µΦΛ,ω

t ac�py t!Ô a@yÝ�'� su� {;y � Ç��Ca v yz�|Ç³xÌ{Zf,â  %â_ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {�xu{
} rK�ut � a � �|{ C �wÜ � { xu{ t xÌy � } suv �pÇ t Ç~� a � �¦xu{ `ub rKs ÍK{~b v 
 su� y Ô<r b|È³yz�pÇ¨`Ra@b;b|a@`u` r b!�¦a s ß`Ra@bpacÈ����pb|{ t Λ {~� ω � � rKsÌt a vÒvzrK�ut xRa �ut }
{º} á a@`Ìyz�pb!{Gx rK�Ì� {
b�xu{ �ur@s ÍK{ vÒv { t Ô<rK� }��py r@�ut ψ�p{ vzv {^Ö s {�}
{�b!Ç t|sÌv � a � t|s É t y t �p{��ò 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇQxu{af,â  �â�ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {g{ t � ` vzsut } r È�` v {�ß&{ � Ç�� s xÌyÒ{
b�Ö s { v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ
xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú [G{~�Zx r@� } � a�Íca � �Zxu{¸È rK� �|b|{
b�xu{ t b!Ç t!suv �pac� t ` rKs b v {¸È r x � v {Qxu{ t `uy �Ìt��@�ÌrKsut
a vÒvzrK�ut � rKs ��x�
 a@É r b|x x rK�u� {~b�xRa �ut�v { t�t {
}��py rK�ut�t|s yÝÍca � �p{ t�v { t `ub|{~È�y(�
b|{ t `ub r `ub|yzÇ~�pÇ t {~�
}
b|yÝ���~b|{ t xu{�}~{~�|�|{¹y � Ç��Ka v yÝ�pÇ��
� rKsut a vÒvzrK�ut Í r yÒb�xRa �ut�v a t {
}��py rK� Ê0� Ê v {Q}
a t xu{ v awxuyÒÈ³{ �Ìt y r@� Ä�� ý {¸}
a t { t ��y � �pÇ~b|{ t!t a � �

}�a@b�y vK�ÌrKsut `%{~b|È³{~��xu{gxuÇ��Ca1�K{
b�xu{ t {�ß&{~È�` v { t��urKs Í@{�a s ß�xÌ{QÈ³{ t!s b|{ t Í@Ç
b|y % a � � v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ
xu{ f,â  �â�ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1� ò { t b!Ç t!suv �pac� t xu{º}
{��|�|{ t {
}��py r@� t {
b rK� � s �|y v y t Ç t ` rKs b v { tt Ï t �#�
È³{¹xu{ t `uy �ut �
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Æ a �ut�v a t {
}~�|y rK� Ê0� � �ÌrKsut Ç~� s xuy r@�ut�v { t xuy ��Ç~b|{ � � t }~b|yÝ���
b!{ t `,{
b|È³{~�!� a � ��xu{ºÈ rK� �pb|{~bv 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ xÌ{gf,â  %â_ö�æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {�xRa �utªv {�}�a t È suv �py ø xuyÒÈ³{ � �|y rK�u� { v � � rKsut {®ß&` v y ø

Ö sÌrK�ut¸v a�È³Ç~� á r xu{ªxÌ{n�|{ �ut!r b|y t ac�|y rK� `%{~b|È³{~�!� a � �Qx�
 r ÉÌ�p{ � yÒb su� {ªy � Ç��Ca v yz�pÇ¸xu{ f,â! �â_ö�æ "vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {�` r@s b�xu{ t È³{ t|s b|{ t `ub r x s yÝ� t �%Þ �ut|s yz�p{ �urKsut {®ß&` v yzÖ sÌrK�ut v a�È³Ç~� á r xu{¹xu{
`%{~b!� s b|ÉRac�|y rK� `%{~b|È³{~�|�pa � � Ö s a � � ��{ vÒv {¹xÌ{�È rK� �pb|{~b su� {Gy � Ç��Ca v yz�pÇ�xu{gf,â  �â�ö&æ " vzr �Ca ø
b|yz� á È³yÒÖ s {�` rKs b¹xu{ t È³{ t!s b|{ t x rK� � v a¨xu{ �ut yÝ�pÇ { t �º`,{
b!� s b|É,Ç
{�`Ra@b su� { Ô<rK� }~�|y rK� x rK� �v { vzr �Ca@b!yz� á È�{�{ t �¹É r b � Ç
{1�XÞ �&%R� �urKsut {®ßÌ` rKt!rK�ut�v { t xuy(�%Ç
b!{ � � t }~b|yz�#�
b!{ t Γ2

xu{ ×nØ�Ù_Ú�Û
{~� � ì^æ[Ú�Û Ö s y t|rK� �¦a@}�� s { vÒv {
È³{ � � v { t }
b!yz���~b|{ t;v { t ` vÒsut yzÈ�` r b!�pa � � t�t 
 a@`u` v yÒÖ s a � ���v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇªxu{Ef,â  �â�ö&æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1�
Þ �0%R� xRa �ut^v a t {
}��py rK� Ê0� > �urKsut x r@�u�urK�ut xÌ{ �urKs Í@{�a s ß�xu{ t {�ß&{~È�` v { t xu{�` á a t { t ψ�p{ vzv { t Ö s { v a�È³{ t!s b|{¹xuÇ %R� yÒ{�`ua@b v 
 Ç~Ö s ac�py rK� 8 Ê0� Ê�: t ac�py t!Ô a@yÝ� � su� {Gy � Ç��Ka v yÝ�pÇ^xu{ f,â  �â��

ö&æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {�a�ÍK{~} su� {�} r@�ut �pa � �p{�y � xuÇ~`%{ � xRa � �p{ªxu{ t xuy ��Ç~b|{ � � t `Ra@b|a@È �~�pb!{ t Λ {~�
ω � � rKsÌt Ç�� s xÌy rK�ut xu{ s ß È³Ç~� á r xu{ t � ò a5`ub|{~È�y(�
b!{ s �py v y t { v {�}
b|yÝ���~b|{ Γ2

ø y � �pÇ��@b|Ç � }
{ vÒv { ø }~y
a@É r@s �pyÝ�^È�a v á { s b|{ sut {~È�{ � � � su� {³yÒÈ³`Ra t!t {1� ò a t {
} rK� xu{³{ t ��` vzsut xuÇ v yÒ}
ac�p{ � { vzv { s �py v y t {v { t È�Ç�� á r xu{ t xÌÇ~ÍK{ vÒr `Ì`%Ç~{ t `Ra@b�×nâ_ã�ä\å�æRØXç � V�æ[ö�üuüuæ[Ú8{�� �ºâ�î \�ä\ã½Ø	� � rKsÌt a@b|b!yzÍ r@�ut
a vÒr b t � r É&�p{ � yÒb�xÌ{ �urKs Í@{�a s ßJÈ r x � v { t xu{�È³Ç
}�a � yÒÖ s { t � ac�|y t �pyÒÖ s {�ÍKÇ~b|y % a � � v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ
xu{Ef,â  �â�ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1�
Æ a �ut }~{^} á a@`uyÝ�pb!{ �urKsÌt bpa@`u`,{ vzrK�ut É%{
a s } r@s `;xu{ b!Ç t|sÌv � a � t È�a@y � �|{ � a � �¸ÉuyÒ{ � } rK�Ì��sÌt �Ñ rK� a@`u` r b!��{ t �5xRa �ut;su� `Ìb|{
È³yÒ{~b��|{
È³` t;v a b|Ç r b#�Ca � y t a �py r@� xu{ t xÌy(�%Ç
b|{ � � t }~b|yz�#�
b!{ t

È suv �|y ø xuyÒÈ³{ � �py rK�u� { vÒv { t �~Æ 
 a s �|b|{¸`ua@b!� v 
 {�ß��p{ �ut y rK� xÌ{ t y � Ç��Ka v yÝ�pÇ t xu{Hf,â  %â_ö�æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á ø
È�yzÖ s {'��xu{ �urKs Í@{�a s ßJÈ r x � v { t xu{GÈ³Ç
}
a � yzÖ s { t �pac�py t �|yÒÖ s {�� Ó�r@s b }
{ v a�Î�
 a@y�x � �pb rKs Í@{
b
xu{ �urKs Í@{�a s ß¦{®ß&{
È³` v { t xu{�È³{ t!s b|{ tnt!s b

R
t ac�|y tÐÔ a@y t a � � � v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ1�

� � � � E�8�( �#�>'��;��( ���5������������� '����
��	 �;��� � �����$� �
��	
R

ÿZ� s xuy rK�ut �¨`ub!Ç t { � � v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{ f,â  %â_ö�æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {�` rKs b�xu{ t È�{ t|s b!{ t xu{
`ub r Éua@Éuy v yz�|Ç t|s b

R
� ò 
 y � �pÇ
b��~��xu{¨}~{�` v a@}
{~b t!s b

R
{ t ��Ö s { �urKsÌt ` rKs Í r@�ut�s �|y v y t {~b v a

} rK� xÌyz�py rK�H� Ç~}
{ t!t a@yzb|{5{~� t!s �³t a � �|{¨xu{�×nâ  �Ù�â�"�{~� 
 ��í
	�æU` rKs bGÖ s 
 su� {¦È�{ t|s b!{;xu{
`ub r Éua@Éuy v yz�|Ç�xÌ{

R
t ac�py t!Ô a@yÝ� � sÌ� {Gy � Ç��Ca v yz�|Ç�xÌ{*f,â  %â_ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s { � Í r yÒb � /�d P�P �rKs�v {G} á a@`uyz�|b|{E< xÌ{ � 4 / ý + ËKË � � � rKsut ÍK{~b|b rK�ut xRa �Ìt^v a t {
}~�|y rK� Ê � > v 
 s �|y v y t a �py r@� xÌ{�}
{b|Ç t!suv �pac�^` rKs bªxuÇ
È rK� �pb!{
b v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{*f,â  %â_ö�æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {�` r@s b�xu{ t^t Ï t �#�
È³{ t

xu{ t `uy �ut �ï a@`Ì`%{ vÒrK�ut Éub|y(�~ÍK{~È�{ � � v {�� á Ç r b#�
È³{Gxu{�×nâ  �Ù�â�"){~� 
 ��í
	�æ�� q&r yz� ψ su� { Ô<rK� }��py rK�
È�{ t|s b|a@É v { � �p{ vÒv {BÖ s { exp(−ψ)

t|r yÝ� y � �pÇ��Kbpa@É v {B`RacbZbpa@`u` r bÐ� � v a È�{ t|s b!{wxu{ ð æ  %æ,î;bZç�æt|s b
R
�[Æ�Ç %R� y t|t!rK�utnv aGÈ³{ t!s b|{�xu{�`ub r ÉRa@Éuy v yz�|Ç µψ xu{ v a Ô a�� r@�¦t!s yzÍca � �|{ Õ

8 Ê0� � : dµψ(x) =
1

Zψ

{®ß&` (−ψ(x))dx,
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Zψ =

∫ {�ß&` (−ψ(x))dx �q&r yz� m su� {�È³Ç
xÌy a � {�xu{ v a�È³{ t!s b|{�xu{�`Ìb r ÉRacÉuy v yz�pÇ µψ �,Æ�Ç %R� y t|t|r@�ut b!{ t `,{
}��pyÝÍK{
È³{ � �t|s b ]∞, m] {~� t!s b [m,∞[
v { tBÔ<r@� }~�|y rK�ut D−

{~� D+
`ua@b

D−(x) =

(∫ x

−∞

e−ψ(t)dt

)(∫ m

x

eψ(t)dt

)(
log

Zψ∫ x
−∞

e−ψ(t)dt

)
,

D+(x) =

(∫ +∞

x

e−ψ(t)dt

)(∫ x

m

eψ(t)dt

)(
log

Zψ∫ +∞

x
e−ψ(t)dt

)
.

Æ 
 ac`ub#� t ×ªâ  %Ù�â�"/{�� 
 ��í
	�æ ��v a¨È³{ t!s b|{ µψ xÌÇ %R� yz{�`Racb 8 Ê0����: t ac�py t!Ô a@yÝ� � v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ
xu{Ef,â  �â�ö&æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s { t yX{~� t { suv {~È�{ � � t y v { tBÔ<rK� }��py r@�ut D−

{~� D+

t|rK� �nÉ r b � Ç~{ tt|s b v { s b t y � �p{
bÐÍca vÒv { t xu{�xÌÇ %R� yÝ�py rK�ut � ÓZvÒsÌt `ub!Ç
}
y t Ç~È�{ � ��y v {�ß&y t �p{¹xu{ s ßJ} rK�ut �pa � �p{ t su� y ø
ÍK{
b t { vÒv { t A {�� B �p{ vÒv { t Ö s { v a¹} rK�ut � a � �p{ C xÌ{ v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{ f,â! �â_ö�æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {
ÍKÇ
b!y % { v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç t!s yzÍca � �p{

A sup{‖D+‖∞, ‖D−‖∞} 6 C 6 B sup{‖D+‖∞, ‖D−‖∞}.ý {�}
b!yz�#�
b|{ �urKsÌt `,{
b|È³{~�¹xu{�xuÇ��Ca1�K{
b�xu{ t `ub|{~È�yz{
b t {®ßÌ{~È�` v { t xu{�È³{ t!s b|{ t Í@Ç
b|y % a � �v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇªxu{Ef,â  �â�ö&æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1�
� ��������� 9;:<9=��7 ?��@?E��� �D! �=K1� � + . + #&. I)K � KB#j��� + #j���C! + # ψ ,-i���! +�� ) �N� + #"U-!$�C! + # (CB) X

 )�+ � . ) �*'*� .�KB�A��UB���"� +�/ � / ! ) !$�&i µψ UBi,+ #�! ���0�-� 8 Ê ��� : .)�-�C!�. � �-!$���*KB#j� !$#ji , � ) !$�&i UB� f,â �
 �â_ö�æ " )�+#, �-�k!$�$/B'E!CI)K=�)X
ò a¨xuÇ
È rK�ut �pbpa �py r@� { t ��Ç v Ç
È³{ � � a@yzb|{1� � � t {;bpa@È � � {�a s }
a t�r�� ψ′′ > c > 0 {~� rK�a@`u` v yÒÖ s { v aGb!{
È�a@b|Ö s { <&� > � >ºxu{ � 4 / ý + ËKË � �

� � ��
	�����D� ?��@?E�@? �D! � r � r@�ut Ö s { v {gb|Ç t|suv � ac��{�ß&` rKt ÇQxRa �ut�v aw`ub r ` rKt yz�py rK� `ub|Ç~}
Ç~xu{ � �p{� 
 { t ��`Ra t �|b#� t `,{
bÐ�py � { � ����Þ � {��%{~�¹}
{ vÒs y ø }~y Ô a@yz��`Ra@bÐ�pyZx�
 su� }~b|yÝ���
b!{�É,{�a s } rKs ` �KÇ � Ç
b|a v
Ö s y t 
 a@`Ì` v yzÖ s { �ºxu{ t È�{ t|s b!{ t xu{¹`Ìb r ÉRacÉuy v yz�pÇ t|s b

Rn � ý {¹b!Ç t|sÌv � a ��{ t �ª{�ß&` r@t Ç�xua �ut�v a`ub r } á a@y � { t {~}~�|y rK� ��Æ�{�` vzsut v a�} rK�ut � a � �|{ r ÉÌ�p{ ��s {�`Ra@b }~{~�!�p{GÈ³Ç~� á r xÌ{G{ t � vÒr y � x�
 �~�|b|{r `Ì�pyzÈ�a v {��
ò {�}~b|yÝ���
b!{�xu{�×ªâ  %Ù�â "8{�� 
���í
	�æ�`%{~b|È³{~�^xÌ{³xÌÇ��Ca��@{
b su� {�ß&{~È�` v {G`Ra@bÐ�pyz} suv yÒ{
bªxu{

È�{ t|s b!{¦Í@Ç
b|y % a � � su� {5y � Ç��Ca v yz�|Ç xu{ f,â  %â_ö&æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s { � }
{~��{�ß&{~È�` v {;{ t ��x � �ù â  �æ[Ú�í�âH{��^ó2Ø�ö�Ú�ä\æ,ç �
�	� � � ��
 � ?��@?E� � �"! Æ 
 ac`ub#� t�v a t {~}~�|y rK� <0� > � >nxu{ � 4 / ý + ËKË�� � v anÈ³{ t!s b|{Qx s `Ìb r ÉRacÉuy v yz�pÇ
µψ
� xuÇ %R� yÒ{^{ � 8 Ê0����: � a�Í@{
} ψ(x) = x2 + x sin x

�ut ac�|y tÐÔ a@yz� � su� {^y � Ç��Ca v yz�|Çªxu{2f[â  �â_ö�æ "vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {��



� � ��������� ���
� ��� � � � 
��
��� � � ����������� ���	� � ��
�� ��� ��� � � 
 ���
éÂv { t � Ô a@}~y v {_xu{ È r@� �|b|{~bXÖ s { v a Ô<rK� }~�|y rK� ψ � { Í@Ç
b!y % { `Ra t�v aB} rK� xÌyz�py rK� (CB) � ò 
 y � �pÇ
b��~�xu{w}
{~� {®ß&{
È³` v {�{ t �gx rK� }�Î sÌt �p{wxu{ Ô<r@s b � yzb su� { Ô<rK� }~�py rK� ψ {®ßÌ` v yÒ}~yz�|{¸�p{ vÒv {QÖ s { v a È³{ t|s b|{

µψ
Í@Ç
b!y % { su� {¦y � Ç��Ca v yÝ�pÇ;xu{ f,â  %â_ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {;a�Í@{
} ψ Ö s y � {¦Í@Ç
b!y % {¨`Ra t�v a

} rK� xÌyz�py rK� (CB) �Ñ a v �@b|Ç v a�b|{~È�a@b!Ö s {�Ê0� Ê0� Ê �Ìv {�}
b|yÝ���~b|{¹×ªâ! �Ù�â�"H{~� 
 ��í
	�æ5`,{
b!È�{�� � { � b|{
`Ìb|{ � a � � v a
È�Ç�� á r xu{^{�ß&` v yÒÖ s Ç~{^xRa �ut�v a t {~}~�py rK� >ºx s } á a@`uyÝ�pb|{�`ub|Ç~}
Ç
xÌ{ � ��` rKs b v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇnxu{ �pb rKst `,{
}~�|bpa v � xu{¸xuÇ��Ca��K{~b sÌ� { �ÌrKs ÍK{ vÒv {Q} v a t!t {¸xÌ{QÈ³{ t!s b|{ t�t|s b

R
t ac�|y tÐÔ a@y t a � �!� su� {Qy � Ç��Ca v yz�pÇ

xu{Ef,â  �â�ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1� ò {�b|Ç t|suv � ac�w{ t �ª{�ß&` rKt Ç�xRa �Ìtnv { � á Ç r b#�~È�{ t!s yzÍca � ���

��� � �������B� ?E�@?�� � �"! � + !$� ψ = ϕ + h & +�� h � .���KB#j� � + #j���C! + #
#ji , �-�C!$,-� ��� ϕ ,-i��k! +��
) � .E� + #"U-!$�
! + #&. .�KT!$, �-#�� � .

8 Ê0� >3:




lim
x→∞

ϕ′′(x)

ϕ′(x)2
= 0

lim
x→−∞

ϕ′′(x)

ϕ′(x)2
= 0.

�=K;� � + . + #&. I)K � ! ) ��.�!�.�� � p ∈]1,∞[ �&� ) ) ��I)K�� ) � I)K0�-#��
!$� i Sp =
∫ ∣∣e|h| − 1

∣∣p . + !$��+ #�! �2���
I)K=� ) �a� + #j���C! + # ϕ ,-i��k! +�� UB�h� ) K . ) � .@/B%�� + � /	
 .1� . .�KT!$, �-#�� � .

8 Ê0����:




lim sup
x→∞

ϕ(x)

ϕ′(x)1+1/q
<∞

lim sup
x→−∞

ϕ(x)

ϕ′(x)1+1/q
<∞,

�-,-��� 1/p + 1/q = 1 X 
 )�+ ��. ) � '*� .�KB�A�gUB���"� +�/ � / ! ) !$� i µψ UBi,+ #�! � ��# $
�BX�� ' .)�-�
!�. � �-!$� �KT#j� !$#ji , � ) !$� i UB�gf,â  �â�ö&æ " )�+#, �-��!$�$/B'E!CI)K��)X

� �A��KB,-� �"! ò a�xuÇ~È rK�Ìt �pb|ac�py rK� xu{�}
{Gb!Ç t|sÌv � a � t 
 a@`u` s yÒ{ t!s b v {�}
b!yz�#�
b|{�xu{�×ªâ  %Ù�â " {~�

���í
	�æ�� q&r yz� m su� {ºÈ�Ç~xuy a � {�xu{ µψ � � rKsut a vzvÒrK�Ìt È�a�Î r b|{~b v { t�Ô<r@� }~�|y rK�ut D−

{~� D+t|s b v { s b t x r È�a@y � { t xu{¦xuÇ %u� yz�|y rK� � ý { t�Ô<r@� }~�|y rK�ut�t!rK� ��} rK� �py ��s { t��g��suvÒv { t { � �
Ç~b r {~�
` rKt yz�|yzÍK{ t ��Þ vÒv { t¹t!rK� �G`Racb t|s yz�p{³È�aVÎ r b|Ç~{ t xuÇ t Ö s 
 { vzv { t�t|r@� ��É r b � Ç~{ t a s Í r y t y � a��K{³xu{



��� � � � � � 
��
� ��� � ����������� ���	� ����
���� ����� � � 
 ��� � �
�
R

� �

v 
 y �&%R� y � ò a Ô<rK� }��py rK� h Ç~�pa � � � Ç��Ca �pyzÍ@{ �Rv 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇªxÌ{EV �_ö�ã�æ[Ú2{ � �|bpa � � {^Ö s { Õ

D+(x) =

(∫ +∞

x

e−ϕ(t)−h(t)dt

)(∫ x

m

eϕ(t)+h(t)dt

)(
log

Zψ∫ +∞

x
e−ϕ(t)−h(t)dt

)

6

(∫ +∞

x

e−ϕ(t)−h(t)dt

)(∫ x

m

eϕ(t)dt

)(
log

Zψ∫ +∞

x
e−ϕ(t)dt

)

6

((∫ +∞

x

e−qϕ(t)dt

)1/q

S1/p
p +

∫ +∞

x

e−ϕ(t)dt

)(∫ x

m

eϕ(t)dt

)
×

(
log

Zψ∫ +∞

x
e−ϕ(t)dt

)
.

ò 
 á Ï�` r � á � t { 8 Ê0� >3: Ô a@yÝ�p{ t!s b v a Ô<r@� }~�|y rK� ϕ � {~� v {B} r b rKvÒv a@yÒb!{ <&� >&� Ê�xu{ � 4 / ý + ËKË �[a t|t|s b|{ � �Ö s { v 
 rK� a
∫ ∞

x

e−ϕ(t)dt ∼∞
e−ϕ(x)

ϕ′(x)

{~� ∫ x

m

eϕ(t)dt ∼∞
eϕ(x)

ϕ′(x)
.

éÂv {�ß&y t �p{�a vÒr b t�su� {�} rK�ut �pa � �p{ K > 0 �p{ vzv {^Ö s {

D+(x) 6 K

(
S

1/p
p

ϕ′(x)1/q
+

1

ϕ′(x)

)
1

ϕ′(x)
(ϕ(x) + ϕ′(x)) ,

}�
 { t � ø � ø xuyÒb!{^{ � } r b|{ Õ
D+(x) 6 K̃S1/p

p

ϕ(x)

ϕ′1+1/q
,

8 Ê0� < :
r��

K̃ { t � sÌ� { �urKs Í@{ vÒv {^} rK�Ìt � a � �|{��ò 
 á Ï�` r � á � t { 8 Ê0�.�-: Ô a@yz�|{ t|s b v a Ô<rK� }~�py rK� ϕ `,{
b!È�{��ªa vÒr b t xu{�É r b � {~b v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ 8 Ê0� < :t|s b [m,∞[ � ò awÈ��~È�{ È³Ç~� á r xu{ { t � s �py v y t Ç
{Z` rKs b�É r b � {~b v a Ô<r@� }~�|y rK� D−

t|s b v 
 y � �|{
bÐÍ@a vÒv {
]−∞, m] �
� � ��
	�����D� ?��@?E�
	 �D! ò a�} rK� xuyÝ�py rK� 8 Ê0� >3:g{ t � su� { } rK� xuyz�|y rK� xu{ b|Ç�� suv a@b|yÝ�pÇ
{nÖ s y � 
 { t �
`Ra t �|b#� t } r@� �|bpa@y(� � a � �|{�` rKs b v a Ô<rK� }��py r@� ϕ � � r � rK�Ìt { � b|{~Íca � } á {�Ö s { x 
 su� {�`Ra@bÐ� v a} rK� xÌyz�py rK� 8 Ê0����:�{ t � su� {w} rK� xuyz�|y rK� xu{w}
b r y t!t a � }
{ � v 
 y �&%R� yÌ{~�gx�
 a s �pb!{ª`ua@b!� v a�} rK� xuyÝ�py rK�
Sp <∞ { t � su� {�} rK� xuyz�|y rK� x�
 y � �|Ç��Kb|ac�py rK� ` r@s b v a Ô<rK� }��py rK� h � ý { vÒv { ø }
y½{ t �wÍKÇ~b|y % Ç
{�xuÇ tÖ s { h { t � 
 t|rKs ÍK{ � � ��sÌvÒv { ���



� � ��������� ���
� ��� � � � 
��
��� � � ����������� ���	� � ��
�� ��� ��� � � 
 ���
�	� � � ��
 � ?��@?E��� �"! è r yÒ}~y v {�`Ìb|y � }
yÒ`ua v {�ß&{
È³` v {1� à rKs ��` r@v Ï � �KÈ³{�xÌ{ v a Ô<r b!È�{ |x|α �8
α > 2 : �½t ac�py t!Ô a@yÝ� v { t xu{ s ß á Ï�` r � á � t { t 8 Ê0� >3:ª{~� 8 Ê0�.�-:ª` r@s b q = α − 1 � q y h { t � su� {Ô<rK� }~�|y rK� � Ç��Cac�|yzÍK{5ÍKÇ~b|y % a � � Sp =

∫ ∣∣e|h| − 1
∣∣p < ∞ a�Í@{
} p = (α − 1)/(α − 2) {~�

g Í@Ç
b|y % a � � ‖g‖∞ < ∞ � a vzr b t�v {�� á Ç r b��
È³{;`ub|Ç~}
Ç~xu{ � ��a t|t!s b|{5Ö s {5` rKs b ψ = |x|α +
h + g

v a�È�{ t|s b!{ µψ t a �py tÐÔ a@yz� � v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç xu{ f,â  %â_ö&æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1� ï {
È�a@b|Ö sur@�ut
}
{
`,{ � xRa � � � Ö s { v a È³Ç~� á r xÌ{�{�ß&` r@t Ç
{wyz}
y � {�`,{
b!È�{�� È�a v á { s b|{ sut {~È�{ � � `ua t xu{�} rK� } vÒs b|{vÒr b t Ö s { ϕ(x) = x2/2

� Ö s y�b!{
`ub!Ç t { � �p{ v aGÈ�{ t|s b!{ �Ca sut!t yÒ{ �u� {1�
� � ��
	�����D� ?��@?E��� �D! ò 
 {�ß&{
È³` v {H`ub|Ç~}
Ç
xÌ{ � �ô{ t � y � �|Ç
b|{ t|t a � �2}
a@b � } rK� �pb|a@yÒb!{
È³{ � � �v 
 {�ß&{
È³` v {�Ê0� Ê0� � � y vZ�urKsut `%{~b|È³{~�¹xu{ x rK�Ì� {
b su� {�} v a t!t { xÌ{�È³{ t|s b|{ t xu{ v a Ô<r b!È�{ µψ �xuÇ %R� yÒ{¸{ � 8 Ê ��� : � �|{ vzv { Ö s { ψ � {¸Í@Ç
b|y % {¸`ua t�v an} rK� xuyÝ�py r@� (CB) � Þ � {��%{~� t y α > 1 {�� ψ =
|x|α+h+g

� rK� `,{ s ���pb rKs Í@{
b su� { Ô<rK� }��py rK� h � Ç��Cac�pyÝÍK{gÍKÇ
b!y % a � � Sp =
∫ ∣∣e|h| − 1

∣∣p <∞a�Í@{
} p = (α − 1)/(α − 2) {~� g Í@Ç
b!y % a � � ‖g‖∞ < ∞ {�� �p{ vÒv {�Ö s { ψ � {�ÍKÇ~b|y % {G`Ra t�v a
} rK� xÌyz�py rK� (CB) � è r yÒb¸` rKs b�}
{ v a v a %R� xu{ v a t {~}~�|y rK� >ºx s } á a@`uyz�|b|{�Ä��

� � 6 � /"	<�;� � 	<�)� � �$'���� $I�9� � �)89�D���
8��h'��

Æ a �ut�v {5}�a t xu{ t È³{ t|s b|{ t�t|s b
Rn

r@� � {¦} rK�Ì� a � �³`Ra t xu{¦} rK� xuyz�|y rK� � Ç~}
{ t!t a@yzb|{¨{~�t|s �³t a � �|{�a sut|t y_} r È³È r xu{¹Ö s {º}
{ vzv {GxÌ{�×ªâ  �Ù�â�"){~� 
 ��í
	�æ�` rKs b v 
 r ÉÌ�|{ � �py rK� x�
 su� {
y � Ç��Ca v yÝ�pÇ¦xu{ f,â! �â_ö�æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1� � Ç
a � È r y �ut y v {�ß&y t �p{J` vÒsut yÒ{ s b t `ub!y � }~yÒ`,{ t {~�
}
b|yÝ���~b|{ t � � rKsut a vÒvzrK�ut xRa �ut�su� {Q`ub|{~È�y(�
b|{g`Ra@bÐ�pyz{Q{®ßÌ` v yÒÖ s {~b v {Q`Ìb|y � }
yÒ`,{gxu{Q�|{ �ut!r b|y t ac�|y rK� �
� � 6 �C5*� B �)8$�D�#	 ���D�������
8 ��� ';2P��8�( �#�>'��;��( �$� ������������� '�� �#�%	<�;��� � � �@�$� ��� ò {¸`Ìb|y ��ø
}
yÒ`,{Jxu{¨�p{ �Ìt|r b!y t a �py r@� { t �;Ç v Ç
È³{ � � a@yzb|{¨È�a@y t �|b#� t yÒÈ³` r bÐ� a � ��` r@s b v { t y � Ç��Ca v yz�|Ç t xu{
��â�ä\å�õ½Ø�Ú [ô{~��xu{ f[â  �â_ö�æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {�� ý { vzs y ø }
yZ{ t � v a@b#�@{
È³{ � ��xuÇ~�pa@y vzv ÇGxRa �ut¹v {
} á a@`uyÝ�pb|{+��xu{ � 4 / ý + ËKË � � y v xRac�|{;xu{ v 
 y � ÍK{ � �py r@� È �
È³{;xu{ v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{ f,â! �â_ö�æ "vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s { � Í r yÒb � d�b r O � � �
��� � �������B� ?E� � ��� �"! � + !$� µ1

$G�A� . �jX µ2 ' KT#j�*'*� .�KT�A� UB�+�"� +�/ � / ! ) !$� i .�KT�
Rn $G�A� . �jX

Rm ' Xc�=K1� � + . + #&.EI)K=� µ1
$G��� . �jX µ2 '�& .)�-�
!�. � �-!$� � KB#j�E!$#ji , � ) !$� i UB� f,â! �â_ö�æ " )�+#, �-�k!$� / -

'E!CI)K=�+UB� � + #&.�� �-#��&� C1
$G��� . �jX C2 ' X 
 )�+ � . ) � '*� .�KB�A�+UB� �"� +�/ � / ! ) !$�&i µ1 ⊗ µ2

.�KT�
Rn+m

.)�-�
!�. � �-!$� �gKB#j� !$#ji , � ) !$�&i UB�gf,â  %â_ö�æ " )�+#, �-�k!$� /B'E!CI)K�� UB�2� + #&.�� �-#�� � max {C1, C2} X
ý { � á Ç r b#�~È�{ t { �KÇ � Ç
bpa v y t { ` rKs b su� �ur ÈGÉub|{ %R� yBxu{;È³{ t!s b|{ t xu{;`ub r ÉRa@Éuy v yÝ�pÇ�� � �

` rKs b|bpa � ` r@s b v aGxuÇ~È rK�Ìt �pb|ac�py rK��� } rK�ut!suv �|{
b v { � á Ç r b#�
È³{ �&� Ê0� ÊG{�� v {^} r b rKvÒv a@yÒb!{ �0� Ê0� ��xu{
� 4 / ý + ËKË�� �è r Ï rK�ut È�acy � �p{ � a � � v a�`ub r `ub!yÒÇ~�|Ç^xu{�`%{~b!� s b|ÉRa �py r@� �



��� � � ��� ��� ������� � ��� ��� � ����� ����� �	�
����� � � �

� � 6 � � �  =�A	�����	<�$�������
84����';2 � 8�(��#�>' �;��(,���5����������� � '�� �#�%	<�;��� � � �@�$� � � è r Ï rK�ut
xRa �utnv { � á Ç r b��
È³{ t|s yÝÍ@a � � �[v aG`ub r `ub|yzÇ~�|Ç�xÌ{¹`,{
bÐ� s b!ÉRac�py rK��� `,{
b!È�{��|�pa � �ªxÌ{�} rK� �pb�� v {~b v a
} rK�ut � a � �|{^xu{�y � Ç��Ca v yz�|Çwxu{�f,â  %â_ö�æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s { vzr b t Ö s { v a�xu{ �Ìt yz�|Ç { t � Ô a@yzÉ v {~È�{ � �
`%{~b!� s b|É,Ç
{�� ý {�b|Ç t|suv � ac�w{ t �nx s { �*V�â_ö�ö�æuÛU{�� fRí�Ú�â_â_õXÙ � Í r yÒb � ) q Å O � �
��� � �������B� ?E� � �@? �"! � + !$� µ KB#j� '*� .�KT�A�*UB�@�"� +�/ � / ! ) !$� i'.�KT�

Rn .)�-�C!�. � �-!�.)�-#�� �ZKT#j�
!$#ji , � ) !$�&i UB� f,â  %â_ö�æ " )�+#, �-�k!$�$/B'E!CI)K=� UB� � + #&.��G�-#�� � C X�� + !$� U KB#j��� + #j���C! + # UB�

Rn

U �-#&.
R
/ + �k#ji��)X � i,+ #�!�. . + #&. ) �g'*� .�KB�A��UB���"� +�/ � / ! ) !$�&i µ̃ �0�-�

dµ̃ =
eU

Z
dµ,

+�� Z =
∫
eUdµ X


 )�+ � . ) ��'*� .�KT�A� µ̃ .)�-�
!�. � �-!$� �aKB#j� !$#ji , � ) !$�&ieUB�af,â  %â_ö�æ " )�+#, �-�k!$� /B'E!CI)K��eUB��� + #&.�� �-#�� �
C̃ = C exp (2osc(U)) & +�� osc(U) = sup(U)− inf(U) X
Æ�{2È �
È³{ ��r@� ` rKs b|b|a � ` rKs b v aHxuÇ
È rK�ut �pb|ac�py rK��� } r@�ut|suv �p{~b v { � á Ç r b#�
È³{5�&� >&��� xu{

� 4 / ý + ËKË�� �ò { t b|Ç t!suv �pac� t xu{ v a t {
}��py rK� Ê � ÊJ} r ÈGÉuy � Ç t a�ÍK{~}¨}~{ s ßUxu{;�|{ �ut!r b|y t ac�|y rK� {���xÌ{¦`,{
b ø
� s b!ÉRac�py rK� `,{
b!È�{��|�p{ � ��xuÇ�Î#� xu{�xuÇ��Ca1�K{
b sÌ� { �Kbpa � xu{G} v a t!t {Gxu{�È³{ t!s b|{ t^t ac�|y tÐÔ a@y t a � � �v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇªxu{Ef,â  �â�ö&æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1�éÂ� �|b r x s y t|rK�ut xRa �utwv a t {~}~�|y rK�¦t|s yÝÍca � �p{�}
{~b!� acy �ut }~b|yz�#�
b!{ t xu{G×nØ�Ù_Ú�ÛU{~� � ì^æ[Ú�Û �
� � 6 � 6 � � �h��� 	 �;� � 	��

Γ2
� � � rKsut a vzvÒrK�Ìt yz}
y,y � �pb r x s yÒb|{nxuy ��Ç~b|{ � � tBr É�Î!{�� t ` rKs bBxÌÇ %R� yzbv { t }~b|yz�#�
b!{ t Γ2

�q&r yz� ψ su� { Ô<rK� }~�py rK� xu{�} v a t!t { C2
� �p{ vÒv {�Ö s { exp(−ψ)

t|r yÝ�^y � �|Ç��Kb|a@É v {�`Ra@b b|a@`u` r b!�
� v a5È³{ t|s b|{�xÌ{ ð æ  �æ[î;bZç�æ t|s b

Rn ��Æ�Ç %R� y t!t|rK�ÌtGv a5È�{ t|s b!{�xu{�`ub r ÉRa@Éuy v yz�|Ç µψ xu{ v aÔ a�� rK�¦t|s yzÍca � �p{ Õ
8 Ê0� O�: dµψ(X) =

1

Zψ

{®ßÌ` (−ψ(X))dX,

r��
Zψ =

∫ {�ß&` (−ψ(X))dX �
q&r yz� L = ∆−(∇ψ ·∇)

v { �KÇ � Ç
b|ac�p{ s b�y �&%R� yÝ�pÇ t yÒÈ�a v xÌ{¸xuy � sut y rK� xu{QÈ�{ t|s b!{¸b|Ç�ÍK{~b t yzÉ v {
µψ
� Ó�rKt|r@�ut { �&%R��� ` rKs bB� rKs �p{ Ô<r@� }~�|y rK� f xu{�} v a t|t { C2 xÌ{ Rn xRa �Ìt R

�
{

Γ(f) = ‖∇f‖2
2

Γ2(f) = (∇f)> · )ª{ t|t (ψ) · ∇f + ‖ )n{ t!t f‖2
2,r��

‖ )n{ t!t f‖2
2 =

n∑

i,j=1

(
∂2f

∂xi∂xj

)2

.
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� ��� � � � 
��
��� � � ����������� ���	� � ��
�� ��� ��� � � 
 ���
� rKsut³�urKsÌt É r b �ur@�ut yz}
y�� Ô acyÒb|{5b!Ç Ô Ç
b!{ � }~{ � � /BÞ ÅC� � � � /Ba 0 P->��n{~� v {5} á a@`Ìyz�pb!{ � xu{

� 4 / ý + ËKË��X` rKs b�xÌ{�` vÒsut a@È³` v { t xuÇ~�pa@y vzt } r@� }
{~b � a � �ª}
{ tnr `%Ç~bpac�|{ s b t �
� rKsutwt!r È�È³{ t È�a@y � �|{ � a � �w{ � È³{ t!s b|{�xu{�`ub!Ç t { � �p{~b v {^}
b|yÝ���~b|{ Γ2

�
��� � �������B� ?E� � � � �"! � + !$� ψ KB#j� � + #j���C! + # UB� � ) � . .1� C2 X �=K1� � + . + #&.@I)K � ! ) ��.�!�.��&�@KT#j�
� + #&.��G�-#�� C > 0 �&� ) ) � I)K��
8 Ê0� Å : Γ(f) 6 CΓ2(f),
� + KT�+� + KT� � � + #j���
! + # UB�

Rn U �-#&.
R

UB�2� ) � . .1� C2 X

 )�+ � . ) �
'*� .�KB��� UB���"� +�/ � / ! ) !$� i µψ UBi,+ #�! �Z��# 8 Ê0� O-: & .)�-�C!�. � �-!$� �
KB#j� !$#ji , � ) !$� i UB�

f,â  �â�ö&æ " )�+#, �-��!$�$/B'E!CI)K�� UB�2� + #&.�� �-#��&� 2C X
� rKsut xuyÒb rK�ut a vzr b t Ö s 
 sÌ� {�È�{ t|s b!{�xu{G`ub r ÉRa@ÉÌy v yÝ�pÇ t ac�|y tÐÔ a@yz��a s ���k!$� 
��A� Γ2

t 
 y v {�ß&y t �p{su� {�} rK�ut � a � �|{ C > 0 �|{ vÒv {^Ö s { v 
 y � Ç��Ka v yÝ�pÇ 8 Ê0� Å : t|r yÝ� t ac�|y tÐÔ a@yz�|{ ` r@s b�� rKs �|{ Ô<rK� }~�|y rK� fa t|t {	��b|Ç�� suv y(�
b|{1�
4�Íca � �ºxu{ x rK�u� {~b�Ö s { v Ö s { t a@`u` v yÒ}�a �py r@�ut xÌ{;}
{;b|Ç t|suv � ac� � `ub!Ç t { � � rK�Ìt³v { }
b!yz�#�
b|{ Γ2

ø
y � �pÇ��Kb|Ç1�
��� � �������B� ?E� � � � �"! � + !$� ψ KB#j� � + #j���
! + # UB� � ) � . .1� C2 ���e# + � + #&. µψ ) � '*� .�KT�A��UB�
�"� +�/ � / ! ) !$� i UBi,+ #�! ���0�-� ) � iJI)K0�-�C! + # 8 Ê0� O-: X^�=K1� � + . + #&. I)K � ! ) ��.�!�.��&�DKT#j�E� + #&.�� �-#��&� C > 0�&� ) ) ��I)K��
8 Ê0� P : ∫

efΓ(f)dµψ 6 C

∫
efΓ2(f)dµψ,

� + KT�g� + KB�&�a� + #j���C! + # f UB�
R
n U �-#&.

R
UB� � ) � . .1� C2 �&� ) ) � I)K�� ) � .g� ���k'*� . UB� ) � !$#ji , � -

) !$�&iZ�-! ��#��+KB# .1��#&.)X 
 )�+ ��. ) �
'*� .�KB��� UB�E�"� +�/ � / ! ) !$� i µψ .)�-�C!�. � �-!$� � KT#j� !$#ji , � ) !$� i UB�
f,â  �â�ö&æ " )�+#, �-��!$�$/B'E!CI)K�� UB�2� + #&.�� �-#��&� 2C X
� rKsut xuyzb rK�Ìt a vÒr b t Ö s 
 su� { È�{ t|s b!{ xu{ `ub r Éua@Éuy v yz�|Ç � xuÇ %u� yÒ{ { � 8 Ê � O�: �Bt ac�py t!Ô a@yÝ�5a s

}
b|yÝ���~b|{ Γ2
- !$#�� i , ��i t 
 y v {�ß&y t �p{ su� {º} r@�ut �pa � �p{ C �p{ vÒv {�Ö s { v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç 8 Ê0� P : t|r yÝ�^ÍKÇ~b|y % Ç
{

` rKs bw� rKs �|{ Ô<rK� }~�|y rK� f a t!t {��¹b!Ç�� suv y��~b|{��� rKsut �|b rKs Í@{
b rK�ut�sÌ� {5xuÇ
È rK�ut �pbpa �py r@� xÌÇ~� acy vÒv Ç
{ xÌ{¨}~{¦� á Ç r b��
È³{5xRa �utºv a�`ub r ` rKt y ø
�py r@� �0� > � O �Ìx s } á a@`Ìyz�pb!{ ��xu{ � 4 / ý + ËKË � � }
{ vÒv { ø }~y%{ t � t yÒÈ³y v acyÒb|{ �G}~{ vzv {�x s � á Ç r b#�
È³{�Ê0� Êx s } á a@`uyz�|b|{ºÄ �ut 
 ac`u` s ÏKa � � t!s b v { twt {
È³y ø �@b rKs `,{ t xu{Gó2Ø�Ú�Ù�â�" �ò { v yz{ � { � �pb|{�}
{ t xÌ{ s ß�}
b!yz���~b|{ t { t ��Ç~Í�yÒxÌ{ � � t Õ�t y su� { È³{ t!s b|{�xu{ `ub r ÉRa@Éuy v yÝ�pÇ � xuÇ %R� yÒ{
`Ra@b 8 Ê0� O�: ��t ac�|y tÐÔ a@yz��a s }~b|yz�#�
b!{ Γ2 { vÒv { t ac�py t!Ô a@yÝ��a vzr b t½Ô<r b!}
Ç~È�{ � ��a s }~b|yz�#�
b!{ Γ2 ø y � �|Ç��Kb!Ç a�Í@{
}v { t È��~È�{ t } rK�Ìt � a � �|{ t � � � `,{ s � t {�xu{~È�a � xu{
b t y v {¸}
b!yz�#�
b|{ Γ2

ø y � �|Ç��Kb!ÇB{ t � su� {�} rK� xuyÝ�py rK�� Ç
}~{ t|t a@yÒb!{ô` rKs b v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{9f,â! �â_ö�æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s { � ò aUb!Ç
` rK�ut {2{ t � �urK� � ò a
} rK� xÌyz�py rK� x rK�u� Ç~{�xRa �ut }~{�� á Ç r b��
È³{ � 
 { t � `Ra tª� Ç~}
{ t|t acyÒb|{�` rKs bnÍ@Ç
b|y % {
b v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç xu{
f,â  �â�ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {n} r È³È³{ v {^È rK� �pb|{ v 
 {®ß&{
È³` v { t!s yzÍca � �wx � �*V�æ[ö&üÌüuæ[Ú �



��� � � ��� ��� ������� � ��� ��� � ����� ����� �	�
����� � � �

�	� � � ��
 � ?�� � �
	 �"! q&r yz� α > 0, {�� a, b ∈ R
� ý¸rK�ut yÒxuÇ~b rK�Ìtªv aGÈ�{ t|s b!{�xÌ{�`Ìb r ÉRacÉuy v yz�pÇ

µψ(dx) =
1

Zψ
e−ψ(x)dx

r��
Zψ

{ t � v a } r@�ut �pa � �p{nxu{ �ur b|È�a v y t a �py r@��� {~� r�� ψ { t �QxÌÇ %R� yz{w`Ra@b ψ(x) = α(x4−bx2) �
� �¦vÒs yXa t|t!r }~yÒ{ � a � s b!{ vÒv {
È³{ � � v 
 r `,Ç
b|ac�p{ s b

Lf = f ′′ − α(4x3 − 2bx)f ′,

` rKs b � rKs �|{ Ô<rK� }��py r@� xu{�} v a t|t { C2 � ò a;È�{ t|s b!{ µψ ÍKÇ~b|y % { su� {ºy � Ç��Ca v yz�|Ç¹xu{ f,â! �â_ö�æ "vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s { � x�
 a@`ub�� twv aG`Ìb r ` rKt yÝ�py rK� Ê0� Ê0�ÝÄ��uÞ � {��%{~� � y v { t � Ô a@}~y v {�xu{^È r@� �|b|{~b�Ö s { v aÔ<rK� }~�|y rK� ψ(x) = α(x4 − bx2) ÍKÇ
b!y % { v aG} rK� xuyÝ�py rK� (CB) �Ñ rK� �pb rK�ut Ö s { �ct y f(x) = αax2
� a vzr b t�v {Z�|{
b|È³{ ∫ efΓ2(f)dµψ

{ t � t �|b|yz}~�p{~È�{ � � � Ç��Cac�|y Ô
` rKs b�}
{
bÐ� a@y � { t Íca v { s b t xu{ t `Racbpa@È �~�|b|{ t � ò {^}
b!yz���~b|{^x s � á Ç r b��
È³{^`ub|Ç~}
Ç
xÌ{ � � t {
b|a³acy �ut y
} v acyÒb|{~È�{ � ��È�y t { � xuÇ Ô a s ��� Ó a@b�xuÇ %u� yz�|y rK�5rK� a Õ

∫
efΓ2(f)dµψ =

(2αa)2

Zψ

∫

R

[1 + α(12x4 − 2bx2)]e−α(x4−(a+b)x2)dx,

Ö s y�{ t �nx s¦t y(� � {^xu{
∫

R

[
1 +

12x4

α
− 2bx2

]
e−

x4

α
+(a+b)x2

dx.

q&rKsutºv aJ} rK� xuyÝ�py rK� a + b < 0
�_v a v yÒÈ³yz�|{�x s È³{
ÈGÉÌb|{ xu{5xub r yz�|{ � Ö s a � x α �p{ � xHÍK{
b tv 
 y �&%R� y � { t �nx s¦t y(� � {^xu{

∫

R

(1− 2bx2)e(a+b)x
2

dx =

∫

R

(
1 +

b

a+ b

)
e(a+b)x

2

dx.

4�y �Ìt y � ` rKs b_� rKs � a {~� b ÍKÇ~b|y % a � � t yÒÈ suv �pa � Ç
È³{ � � a+b < 0 {~� a+2b > 0
8 `Ra@b {®ßÌ{~È�` v {

a = −3 {~� b = 2 :g{~��` rKs b α a t!t {	� �@bpa � x r@� a ∫ efΓ2(f)dµψ < 0 � ò 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç 8 Ê0� P�: � {
`%{ s �nx rK� }�`Ra t ���pb|{ t ac�py t!Ô a@yÝ�p{ �&t|rK� �p{~b|È³{�xu{ �Ca s } á {�Ç�� a � �w� rKs Î rKs b t ` rKt yz�py Ô �
� rKsut ` r@s Í rK�Ìt a vzr b t b|Ç t|s È³{
b v { t xÌy(�%Ç
b|{ � � t�v yÒ{ �ut { � �pb!{ t }~{ t }~b|yÝ���
b!{ t {~� v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ

xu{Ef,â  �â�ö&æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {n`Ra twv { t } á Ç
È�a t|s yÝÍ@a � � Õ
( }
b!yz�#�
b|{ Γ2) ⇒ (

ý b|yÝ���~b|{
Γ2−y � �pÇ��Kb|Ç ) ⇒ (

éÂ� Ç��Ca v yz�|Ç xu{Ef,â  %â_ö�æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s { ).ò { t � �
} á { t Ç~� a � ��xÌ{ t } r@� xuyz�|y rK�Ìt�� Ç~}
{ t!t a@yzb|{ t È�a@y t x�
 a@`ub�� t }
{�Ö s y_`Ìb|Ç
}��
xu{ �ur@��t|s ��øt a � �p{ t �
Æ rK�u�ur@�ut È�a@y � �|{ � a � �¦Ö s { v Ö s { t {�ß&{
È³` v { t `,{
b!È�{��|� a � �¦x�
 su� {2`Ra@bÐ��x�
 y vzvÒsut �pb!{
b v { t

� á Ç r b#�~È�{ t `ub!Ç
}~Ç
xu{ � � t {��¨x 
 a s �pb|{ `Ra@bÐ�5xu{ x rK�u� {~b v { t {®ßÌ{~È�` v { t;Ô<rK� xRa@È³{ � � a s ß8xu{
È�{ t|s b!{ t ÍKÇ
b!y % a � � v 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇªxÌ{ f[â  �â_ö�æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {��



� � ��������� ���
� ��� � � � 
��
��� � � ����������� ���	� � ��
�� ��� ��� � � 
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 � ?�� � ��� �"! q&r yz� ψ xu{^} v a t!t { C2 {�� t|r yÝ� µψ v a�È�{ t|s b!{^xu{^`ub r ÉRa@Éuy v yÝ�pÇnxuÇ %R� yÒ{`Ra@b v a Ô<r b!È suv { 8 Ê0� O�: �éÂv { t � Ô a@}~y v { xu{�b|{~È�a@b!Ö s {
bwÖ s { t y
8 Ê0�ÝÄ�Ë : )ª{ t!t (ψ) > C

é x ,r��
C > 0

�&v a�È³{ t!s b|{ µψ t ac�|y t!Ô acyz��a s }
b|yÝ���~b|{ Γ2
xu{^} rK�ut �pa � �p{ C �uÆ a �Ìt }
{�}�a t�� x�
 a@`ub�� tv {ª� á Ç r b#�
È³{^Ê ���&� � � µψ t ac�|y t!Ô acyz� � v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{ f,â! �â_ö�æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {1� ý 
 { t � v {ª}
a t

xu{ v a�È�{ t|s b!{ �Ca sut!t yÒ{ �u� {1�
Æ�{¨` vÒsut��Zv { � á Ç r b��
È³{¦xÌ{¨`,{
bÐ� s b!ÉRac�py rK� É r b � Ç~{¦xÌ{ v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xÌ{ f,â! �â_ö�æ " vzr �Ca ø

b|yz� á È³yÒÖ s { 8 Í r yzb v { � á Ç r b��
È³{�Ê0� �&� Ê-: � `,{
b!È�{��wxu{^È rK� �pb|{~b�Ö s { t y ψ Í@Ç
b|y % { v aG} rK� xuyÝ�py rK�
(CB) a vzr b tnv a³È�{ t|s b!{ µψ t ac�py t!Ô a@yÝ�n{ � } r b|{ � v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ�xu{ f,â  �â�ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s { �v aG} r@�ut �pa � �p{^Ç~�pa � ��Î sut �|{^`%{~b!� s b|É,Ç
{^`Racb exp (4‖g‖∞) �uÆ a �Ìtnv {�}
a t xu{ v aGxÌyÒÈ³{ �ut y rK� Ä ��urKsut b!{~�pb rKs Í rK�utwv a�`Ìb r ` rKt yÝ�py rK� Ê0� Ê0�ÝÄ^È�acy t¸v 
 { t �|yÒÈ³Ç�xu{ v a�} rK�Ìt � a � �|{�{ t �wÈ³{
y vÒv { s b t yz}
y �
Ñ �
È³{ t y v 
 Ç~Ö s yzÍca v { � }~{�{ � �pb|{ v {�}
b!yz�#�
b|{ Γ2

ø y � �pÇ��Kb|Ç�{~� v 
 y � Ç��Ca v yz�pÇªxu{gf[â  �â_ö�æ " vzr �Ca ø
b|yz� á È³yÒÖ s {º{ t � Ô a sut!t { ���ur@sut ` rKs Í rK�ut `Ra@b�}
{�}~b|yÝ���
b!{ r ÉÌ�p{ � yÒb su� {�} v a t|t {�xu{ Ô<rK� }��py r@�ut
ψ
� Ö s y � {¦ÍKÇ~b|y % {J`Ra t�v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ 8 Ê0�zÄ�Ë : � È�a@y t �p{ vÒv { t Ö s { v a È�{ t|s b!{ µψ xuÇ %R� yÒ{�`ua@bv 
 Ç
Ö s ac�|y rK� 8 Ê0� O-:�ÍKÇ~b|y % { v { }
b!yz�#�
b|{ Γ2

ø y � �|Ç��Kb!Ç�� ò aJ`ub r ` rKt yÝ�py r@� t|s yÝÍca � �p{;`ub!Ç t { � �p{ su� {
a@È�Ç v y r bpac�|y rK� xu{ v a;`ub r ` rKt yz�|y rK� <&� <&�ÝÄ�xÌ{ � )ª{ v P�PcÉ � È�acy t È�a v á { s b!{ sut {
È³{ � ��`ua t xu{ v a
} rK� xÌyz�py rK� (CB) � � rKsÌtn�ÌrKsut ` v a�� rK�ut yz}
y t!s b R

�
� ��������� 9;:<9=��7 ?�� � ��� �D! � + !$� ψ KT#j� � + #j���C! + # �Ai�� ) ) �aUB�@� ) � . .1� C2 & .�K1� � + .1i���� + #�,-��.T� �
) � !$# + #�! & � � � .�� - � - U-!$�A� I)K � ! ) ��.�!�.��&��UB��K .Z� + #&.��G�-#�� � . A ��� B .��
�k! ��� ��'*��#�� � + .�!$�C!$,-� . �&� ) ) � .
I)K=�
8 Ê0�ÝÄKÄ;: ψ′′(x) > B & ∀x ∈ [−A,A]c.
� + K .2.�K;� � + .1��� + #&.
UB�*� ) K .
I)K � ! ) ��.�!�.�� � KT#j� � + #&.��G�-#�� � U0 > 0 � � ) ) �
I)K�� ) � .
UB��K-.
� + #"U-!$�
! + #&. .�KB!$, �-#�� � . . + ! ��#��	.�!$'EK ) � �-#ji�'*��#��c,-i���! +�i�� .

8 Ê0�ÝÄVÊ�:
{

ρ(U0) = inf
|x|>U0

{ψ′′(x)} > 0,

1− 12U2
0‖ψ′‖

2
[−2U0,2U0]

> 0.


 )�+ � . ) � '*� .�KT�A� µψ .)�-�
!�. � �-!$�e�-K ���k!$� 
��A� Γ2
- !$#�� i , �Ai & ) � !$#ji , � ) !$�&i $
�BX�� ' Xò a¨xuÇ
È rK�ut �pbpa �py r@� xu{ }~{~�|�|{ `ub r ` r@t yz�|y rK� { t �G�p{~} á � yÒÖ s {;È�a@y t¹t!rK� yÒxuÇ~{ { t � t yzÈ�` v {��éÂvZt 
 a��Kyz� �½t|s b v 
 { �ut {~ÈGÉ v {�} r È³`Ra@}~� [−A,A]
� x�
 s �py v y t {
b su� {ºy � Ç��Ca v yz�pÇ�xu{��pb r@s2t `%{~}~�pb|a v

} r È³`Ra@}��p{��[Þ_� t|s b v {^} r È³` v Ç
È³{ � � a@yzb|{ªx�
 s �py v y t {
b v 
 su� y Ô<r b!È�{ª} rK� ÍK{®ß&yz�pÇ�xu{ ψ �
� �A��KB,-� �"! q&r yÝ� U > 0 {�� t|r yÝ� ξU su� { Ô<rK� }~�py rK� xu{^} v a t|t { C∞ ÍKÇ
b!y % a � � v { t } r@� xuyz�|y rK�Ìtt|s yÝÍ@a � �|{ t

0 6 ξU(x) 6 1,



��� � � ��� ��� ������� � ��� ��� � ����� ����� �	�
����� � � �

{
ξU(x) = 1

� ∀x ∈ [−U, U ]
ξU(x) = 0

� ∀x ∈ [−2U, 2U ]c.Ó�rKt!rK�ut a vÒr b t ζU =
√

1− ξ2
U
� ò {^} rKs ` v { xÌ{ Ô<rK� }��py r@�ut (ξ2

U , ζ
2
U) b!Ç�a v y t {ªx rK� } su� {^`Ra@bÐ�py ø�py r@� xÌ{ v 
 sÌ� yz�|Ç xu{�} v a t|t { C∞ �q&s `u` rKt|r@�ut Ö s { Zψ = 1 {�� t|r yÝ� f su� { Ô<rK� }~�|y rK� xÌ{;} v a t|t { C2 � � rKsut a vÒvÒr@�ut�� ` r@s b`ub rKs ÍK{
b v { � á Ç r b#�
È³{ � È�aVÎ r b!{
b v a�Ö s a � �pyz�|Ç

∫
f ′

2
ef−ψdλ =

∫
f ′

2
efdµψ

`Ra@b v aGÖ s a � �|yz�pÇ
∫ (

f ′
2
ψ′′ + f ′′

2
)
ef−ψdλ =

∫ (
f ′

2
ψ′′ + f ′′

2
)
efdµψ,

r��
λ { t � v aºÈ³{ t!s b|{�xu{ ð æ  �æ[î;bZç�æ t|s b R

�éÂvXt|s � �nx rK� }�x�
 a@`ub�� tnv aGxuÇ %R� yÝ�py r@� xu{ twÔ<rK� }��py r@�ut ξ2
U
{~� ζ2

U

� xu{�È�aVÎ r b|{~b
∫
f ′

2
ξ2
Ue

f−ψdλ+

∫
f ′

2
ζ2
Ue

f−ψdλ.

q&r yz�
K =

∫
v2ξ2

Udλ
�,r �

v = f ′ef/2−ψ/2 � � � a � { �Js �|y v y t a � � v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç xu{ �Bâ_ä\å�õ½Ø�Ú�[
` rKs bnxÌ{ t�Ô<rK� }��py r@�ut � t|s `u` r bÐ�ªxua �utwv 
 y � �p{~b!Íca vzv { [−2U, 2U ]

Õ

K 6 16U2

(∫
v′

2
ξ2
Udλ+

∫
v2ξU

′2dλ

)
.

ý¸rK� }
{ � �pb r@�utÐø �urKsut¹t|s b v a;Ö s a � �pyÝ�pÇ
L =

∫
v′2ξ2

Udλ
�Xv {�xu{ s ß&y��~È�{º�p{~b|È³{�xu{�xÌb r yÝ�p{�xu{v 
 y � Ç��Ca v yÝ�pÇ � {�` rKt a � �¹`Ra t xu{�`Ìb r É v �
È³{��M4ª`ub#� t�v {³xuÇ�ÍK{ vzr `u`,{
È³{ � �GxÌ{ v′2 � xu{ s ß2y � �pÇ ø�Kbpac�|y rK�Ìt `Ra@b�`Ra@bÐ�pyz{ t {~�nÖ s { v Ö s { tnv y(� � { t xu{�}�a v } suvztB�urKsutnr ÉÌ�|{ �ur@�ut a vÒr b t

L = − 1

12

∫
f ′

4
ξ2
Ue

f−ψdλ− 2

3

∫
f ′

3
ξUξU

′ef−ψdλ− 1

4

∫
f ′

2
ψ′

2
ξ2
Ce

f−ψdλ

+
1

3

∫
f ′

3
ψ′ξ2

Ue
f−ψdλ+

∫
f ′

2
ψ′ξUξU

′ef−ψdλ+

∫
f ′′

2
ξ2
Ue

f−ψdλ

+
1

2

∫
f ′

2
ψ′′ξ2

Ue
f−ψdλ.

ò { t xÌ{ s ß5xÌ{
b � yÒ{
b t �p{
b!È�{ t xu{
L
� { t|rK� �n`Ra t } rK� �pbpacy�� � a � � t�� ` rKt|r@�ut a vÒr b t

M = − 1

12

∫
f ′

4
ξ2
Ue

f−ψdλ− 2

3

∫
f ′

3
ξUξU

′ef−ψdλ− 1

4

∫
f ′

2
ψ′

2
ξ2
Ue

f−ψdλ

+
1

3

∫
f ′

3
ψ′ξ2

Ue
f−ψdλ+

∫
f ′

2
ψ′ξUξU

′ef−ψdλ.



� � ��������� ���
� ��� � � � 
��
��� � � ����������� ���	� � ��
�� ��� ��� � � 
 ���
ò 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{ ë ØXç�õM\XÛ �kf,õM\ ��Ø�Ú
	G} r@� x s yÝ��� Õ

M 6 − 1

12

∫
f ′

4
ξ2
Ue

f−ψdλ+
2

3

√∫
f ′4ξ2

Ue
f−ψdλ

∫
f ′2ξU

′2ef−ψdλ

− 1

4

∫
f ′

2
ψ′

2
ξ2
Ue

f−ψdλ+
1

3

√∫
f ′2ψ′2ξ2

Ue
f−ψdλ

∫
f ′4ξ2

Ue
f−ψdλ

+

√∫
f ′2ψ′2ξ2

Ue
f−ψdλ

∫
f ′2ξU

′2ef−ψdλ.

q&r yz� v aGÖ s a@xub!yÒÖ s { t|s yÝÍca � �p{ Õ

Q(a, b, c) = − 1

12
a2 +

2

3
ab− 1

4
c2 +

1

3
ca + bc− αb2.

éÂv { t � Ô a@}~y v {_xu{ZÈ rK� �pb|{~bXÖ s 
 y vK� 
 {�ß&y t �p{g`Ra t xu{ } rK�ut �pa � �p{ α > 0 �p{ vÒv {_Ö s { }
{~�!�p{ Ö s a@xub!yÒÖ s {t|r yÝ� � Ç��Cac�|yzÍ@{³}1
 { t �'�¦xuyzb|{�Ö s { v a t y(� � ac� s b|{�xu{ v a;Ö s a@xÌb|yÒÖ s {³{ t � (0, 3) � ý {~}
y È r@� �|b|{Ö s { v 
 rK� `,{ s �BÈ�a v á { s b|{ sÌt {
È³{ � ��`ua t È�aVÎ r b|{~b
M
`ua@b α ∫ f ′2ξU ′2ef−ψdλ r�� α { t � su� {} rK�ut � a � �|{ t �pb|yz}~�|{
È³{ � �n` rKt yz�|yzÍK{1� Ó a@bw} rK� �pb!{ v aGÖ s a@xub!yÒÖ s {

Q′(a, b, c) = Q(a, b, c)− γc2

a�` rKs b t y�� � ac� s b|{ (0, 3) xuÇ t Ö s { γ = 3/4 {�� α = 5 `Racbª{®ßÌ{~È�` v {�� � ��r ÉÌ�pyz{ � � a vÒr b tnv aÈ�aVÎ r bpac�|y rK� t!s yzÍca � �|{

M 6 5

∫
f ′

2
ξU

′2ef−ψdλ+
3

4

∫
f ′

2
ψ′

2
ξ2
Ue

f−ψdλ.

� rKsut a�Í r@�ut x 
 su� {¹`Racb!�
∫
f ′

2
ξU

′2ef−ψdλ 6
1

ρ(U)

∫
f ′

2
ψ′′ξU

′2ef−ψdλ,

r��
ρ(U) = inf

|x|>U
{ψ′′(x)} {~�nx�
 a s �pb!{�`Ra@b!�
∫
f ′

2
ψ′

2
ξU

2ef−ψdλ 6 ‖ψ′‖2
[−2U,2U ]

∫
f ′

2
ξU

2ef−ψdλ.



��� � � ��� ��� ������� � ��� ��� � ����� ����� �	�
����� � � �
ê yÝß rK�ut a vÒr b t U0 = U � ò { t á Ï�` r � á � t { t xu{ v 
 Ç
Ö s ac�|y rK� 8 Ê0�zÄ�Ê�:Ba t|t!s bpa � �nÖ s { Õ ρ(U0) > 0{~� 1− 12U2

0‖ψ′‖2
[−2U0,2U0]

> 0
� } rK� x s y t { � �ªa@y �ut y �

K 6 12U2
0‖ψ′‖

2
[−2U0,2U0]

∫
f ′

2
ξU0

2ef−ψdλ+ 16U2
0

∫
f ′′

2
ef−ψdλ

+ 8U2
0

∫
f ′

2
ψ′′ξU0

2ef−ψdλ+ 8U2
0

6

ρ(U0)

∫
f ′

2
ψ′′ξU0

′2ef−ψdλ.

� �¦r ÉÌ�|yÒ{ � �w`ua@b t|s yÝ�p{

K 6
16U2

0

1− 12U2‖ψ′‖2
[−2U0,2U0]

∫
f ′′

2
ef−ψdλ

+
8U2

0

1− 12U2
0‖ψ′‖2

[−2U0,2U0]

∫
f ′

2
ψ′′ξU0

2ef−ψdλ

+
8U2

0 ∗ 6

ρ(U0)
(
1− 12U2

0‖ψ′‖2
[−2U0,2U0]

)
∫
f ′

2
ψ′′ξU0

′2ef−ψdλ.

ý {~�|�|{¹xÌ{
b � y��
b!{�È�aVÎ r bpac�|y rK� yzÈ�` v yÒÖ s { v 
 {�ß&y t �p{ � }
{�xu{�} r@�ut �pa � �p{ t A {~� C �|{ vzv { t Ö s {
∫
f ′

2
ef−ψdλ= K +

∫
f ′

2
ζ2
U0
ef−ψdλ

6 K +
1

ρ(U0)

∫
f ′

2
ψ′′ζ2

U0
ef−ψdλ

6A

∫
f ′′

2
ef−ψdλ+

∫
f ′

2
ψ′′
(
AξU0

2 + AξU0

′2 +
1

ρ(U0)
ζ2
U0

)
ef−ψdλ

6C

∫ (
f ′′

2
+ ψ′′f ′

2
)
ef−ψdλ,

}
{�Ö s yX�p{
b!È�y � { v aºxÌÇ
È rK�ut �|bpac�|y rK� �
�	� � � ��
 � ?�� � ��� �"! ï {~`ub|{ �urK�ut^v 
 {®ßÌ{~È�` v {�xÌ{*V�æ[ö&üÌüuæ[Ú � q&r yÝ� ψ(x) = x4 − ax2

�%r��
a > 0 ��Ü � b|a@`uyÒxÌ{�}�a v } sÌv `,{
b|È³{~��xu{�xuÇ~x s yÒb!{Gxu{ v a�`ub r ` r@t yz�|y rK� `ub|Ç~}
Ç~xu{ � �p{ºÖ s {�` rKs b
a a t|t {	�¨`%{��pyz� �_v a�È³{ t!s b|{ µψ xuÇ %R� yÒ{5`Ra@b v 
 Ç
Ö s ac�|y rK� 8 Ê0� O-:GÍ@Ç
b!y % { v {;}~b|yz�#�
b!{ 8 Ê0� P�:�{~�
` rKs b!� a � � ψ � {�Í@Ç
b!y % {�`Ra twv 
 Ç~Ö s ac�py rK� 8 Ê0�ÝÄ�Ë : �



� � ��������� ���
� ��� � � � 
��
��� � � ����������� ���	� � ��
�� ��� ��� � � 
 ���
� � 3 � E�8�( �#�>'��;��( ���5������������� '����
��	 �;��� � �����$��� ����� � � �)�!�$� �)�9� 8$�
è r Ï rK�ut È�a@y � �|{ � a � � v a¦xuÇ
È rK�ut �pb|ac�py rK� xÌ{ v 
 y � Ç��Ca v yz�pÇ�xÌ{ f,â  %â_ö�æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒÖ s {

` rKs bBxu{ t�t Ï t ���~È�{ t xu{ t `Ìy �ut�� Ö s y½{ t � su� {�y � Ç��Ca v yÝ�pÇ su� y Ô<r b|È³{ªb|a@`u` r b!�Ba s ß `Ra@bpacÈ����pb|{ t
Λ {�� ω ` rKs b v a Ô a@È³y vÒv {ªxÌ{�È³{ t!s b|{ (µΦΛ,ω

)
Λ,ω

�ò 
 y � �|Ç
b#����x�
 r ÉÌ�p{ � yÒb sÌ� { y � Ç��Ca v yÝ�pÇ�xu{�f,â  %â_ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s { su� y Ô<r b|È³{�`ua@bXbpa@`Ì` r bÐ�
� Λ {~� ω `,{
b|È³{~� xu{JÈ rK� �pb|{~b�Ö s { v Ö s { t b!Ç t!suv �pac� t xu{JÈ³Ç
}�a � yÒÖ s { t � ac�|y t �pyÒÖ s {1� � rKsut
` rKs Í rK�ut�� xu{ Ô a�� rK�5t yÒÈ³` v y t �p{ � b!Ç t|s È�{~b v { t b!Ç t|sÌv � a � twr ÉÌ�|{ ��s { t �

� ò 
 r ÉÌ�|{ � �py rK� xu{ v 
 y � Ç��Ca v yz�pÇZxÌ{�f,â  %â_ö&æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {Z`,{
b|È³{~��xu{BÈ rK� �pb!{
b v 
 {�ß&y t�ø
�p{ � }
{�{~� v 
 su� yz}
yz�|Ç�xu{ v aGÈ³{ t!s b|{�xu{ 
Gä   %îGa t|t!r }~yÒÇ
{1�

� q&rK�7r ÉÌ�p{ � �py r@� `,{
b!È�{��5xu{ È rK� �|b|{
b5Ö s { v aHxÌÏ � acÈ�yzÖ s { xÌ{ 
Gö�ØXç  %æ[Ú a t|t!r }~yÒÇ �
} rK� ÍK{~b#�K{;{®ß&` rK� { � �pyz{ vÒv {
È³{ � ��Í&yÝ�p{³ÍK{
b tGv 
 Ç
Ö s y v yzÉub|{ � y � xuÇ~`%{ � xu{~È�È³{ � �GxÌ{ t } rK� xuy ø
�py r@�ut a s ß5É r b!x t �

� Æ�{�` vÒsÌt��Kv 
 y � �|Ç
b��~�Zx�
 r ÉÌ�|{ � yzb v 
 y � Ç��Ca v yz�|ÇgxÌ{@f,â  �â�ö&æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {Q{ t � È³Ç~� á r x r øvÒr �KyzÖ s { ��t|rK�5r É&�p{ � �|y rK� `,{
b!È�{���xu{^È³yÒ{ s ß�È�a � �pb!y t {~b v { t È r x � v { t {�� v { t y � Ç��Ca v yz�pÇ t �ý¸r È�È³{¦xRa �ut�v {¦} á a@`uyÝ�pb|{¨`ub|Ç~}
Ç~xu{ � � � Ç~� s xuy rK�Ìt�v a Ô a@È³y vÒv { xu{JÈ³{ t!s b|{ t (µΦΛ,ω

)
Λ,ωxuÇ %R� yÒ{�xRa �utwv 
 y � �|b r x s }��py r@� `Ra@b v 
 y � �|{
b|È³Ç
xÌy a@yzb|{nx s }~b|yÝ���
b!{ Γ2

ø y � �|Ç��Kb!Ç��
� � 3 �C5*� � ���$��� �$�%	 '�� � 	<��� � 	��
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$X��8���(��#	�( � � ò aJ`ub!{
È³y��~b|{ yzxuÇ
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)
Λ,ω

xuÇ %R� yz{³xua �ut�v 
 y � �pb r x s }~�|y rK� { t ��xu{ºb|{~`ub r x s yzb|{ v a;È�Ç ø
� á r xu{5xu{ V�æ[ö&üÌüuæ[Ú7xuÇ�ÍK{ vzr `u`,Ç¨xua �ut³v {;} á a@`Ìyz�pb!{5`ub|Ç~}
Ç
xÌ{ � ��� Ñ a v á { s b!{ sut {
È³{ � � su� {v {
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 Ç
Ö s yzÍca v { � }~{G{ � �|b|{ v {G}
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{~� v 
 y � Ç��Ca v yz�|Ç�xu{ f[â  �â_ö�æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {n{ t �¸y � xuy t `,{ �ut a@É v {�` rKs b¸Ö s {�}
{~�!�p{ È³Ç~� á r xu{
a@É r@s �py t|t {1�
� Ç�a � È r y �ut�� È��~È�{ t y v aJÈ³Ç~� á r xÌ{;xuÇ
}~b|yz�|{5xRa �utºv {;} á a@`uyz�|b|{5`ub!Ç
}
Ç~xu{ � � � 
 { t ��` vzsut

Í@a v a@É v { �urKsut ` rKs Í r@�ut�� `Ra@b|a vÒv � v {
È³{ � � �º}
{�Ö s y�{ t � Ô a@yz�BxRa �utnv {^� á Ç r b��
È³{�Ê � >³x s } á a ø
`uyz�|b|{�Ä � x r@�u� {
b su� }~b|yz�#�
b!{ sÌ� y Ô<r b!È�{�{ � �pb|a � � a � � v 
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)
Λ,ω

� ý 
 { t � v 
 r É�Î!{��wx s � á Ç r b#�
È³{ t|s yÝÍca � � Õ
��� � �������B� ?E� � ��� �"! � + !$� ψ KB#j�c� + #j���C! + # �Ai�� ) ) �E���	. + !$� ) �g'*� .�KB�A� µψθ UBi,+ #�! ���0�-�

dµψθ =
1

Zψθ
exp(−ψθ(x)),

+�� ψθ(x) = ψ(x) + θx (θ ∈ R) ��� Zψθ =
∫

exp(−ψθ(x))dx Xe�=K;� � + . + #&.EI)K � ! ) ��.�!�.��&�
KT#j�E� + #&.�� �-#��&� CULS �&� ) ) � I)K=� � + KT� θ & ) �g'*� .�KB�A� µψ .)�-�
!�. � �-!$� ) �E���k!$� 
��A� $
�BX�� ' (

∫
eff ′

2
dµψθ 6 CULS

∫
ef
(
f ′

2
ψθ

′′ + f ′′
2
)
dµψθ ,
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� + KT� � + KB� �+� + #j���
! + # f � . . ��� �Ai , K ) ! 
��A�E� + KB�ZI)K�� ) � . � ����'*� .ZUB� ) � !$#ji , � ) !$� i �-! ��#�� KT#
.1��#&.)X

 )�+ � .�! ) ��.�!�.��&��KT#j� � + #&.�� �-#��&� J0 > 0 � � ) ) � I)K���� + KB��� + KT� J ∈ [0, J0]

) �D� �-'E! ) ) �2UB�
'*� .�KT�A� . (µΦΛ,ω

)Λ,ω
.)�-�C!�. � �-!$� �+KT#j��!$#ji , � ) !$�&iHUB�+f,â  %â_ö&æ " )�+#, �-�k!$� /B'E!CI)K��hUB��� + #&.�� �-#��&�

CULS
1− CULS2dJ

.
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È³{ � � t �|b|yz}~�p{ øÈ�{ � �w} rK� ÍK{®ßÌ{ 8

ψ′′ > a > 0
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Entµ
(
f 2
)

=

n∑

k=1

Eµ

(
Entµk−1

(
f 2
k

))
,

8 Ê0�ÝÄ � :
r��

f 2
k
` rKs b k ∈ {1, · · · , n} { t � v 
 { t `%Ç~bpa � }
{5} rK� xuyz�|y rK�u� { vÒv {�xu{ f 2 `Ra@b�bpac`u` r b!�ºa s ßÍ@acb|y acÉ v { t x1, · · · , xk

t!rKsutwv a�È³{ t|s b|{ µ {~�n`Ra@b�{®ß&�|{ �ut y rK� f 2
0 = Eµ(f

2) {~� f 2
n = f 2 �

4�`u` v yÒÖ surK�Ìt }~{~�|�|{�yzxu{ � �pyÝ�pÇ � v a³È³{ t!s b|{ µΛ,ω
� Ó�rKs b�}
{ v a rK� yzxu{ � �py % {

RΛ �
Rn a�Í@{
}

n = |Λ| {�� rK� ` rKt { µkΛ,ω v aªÈ³{ t!s b|{ µΛ,ω
} rK� xuyÝ�py rK�u� Ç~{Q`Racb�bpac`u` r b!��a s ß k `ub!{
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 y � Ç��Ca v yz�|Ç¹xu{ f[â  �â_ö�æ " vÒr �Ka@b|yÝ� á ø
È�yzÖ s {Q` rKs b v awÈ�{ t|s b!{ µk−1

Λ,ω
a@`u` v yÒÖ s Ç
{ � v a Ô<rK� }��py rK� fk � éÂv { t ��yÒÈ³` r bÐ� a � ��xu{Qb|{
È�a@b!Ö s {
bÖ s { fk t|rKsÌt µk−1

Λ,ω

� {�xuÇ~`%{ � x�Ö s {�x 
 su� { t { suv {�Í@acb|y acÉ v {^{�� x rK� } �,rK� a@`u` v yÒÖ s { v 
 y � Ç��Ca øv yz�|Çºxu{ f,â! �â_ö�æ " vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒÖ s {�` rKs b v { t È³{ t!s b|{ t xu{�xuyÒÈ³{ �Ìt y r@� Ä�� ý {
}~yXÎ sÌt �py % { v a
`ub r ` rKt yz�py rK� Ê0� > � > � éÂv_Ô a s �¹a vzr b t { t �pyzÈ�{~b EµωΛ,J

(
|∇fk|2

) {�� t|rK� }�a v } suv_Ô acyz��a@`u`ua@bpa � �pb!{
xu{ t �p{~b|È³{ t ` vÒsÌt xuy � }
y v { t �³} rK� �pb�� v {~b��è r Ï rK�ut È�acy � �p{ � a � � v { � á Ç r b#�
È³{�Ö s { v 
 rK�5r ÉÌ�pyz{ � ���
��� � �������B� ?E� � � � �"! � + !$� g KT#j� � + #j���C! + # / + �k#ji�� & h KB#j� � + #j���
! + # #ji , �-�C!$,-�@��� ϕ KT#j�
� + #j���
! + # UB� � ) � . .1� C2 .)�-�
!�. � �-!�.)�-#�� � ) � /B%�� + � /	
 .1� UB� ��i , K ) �-�k!$�&i $
�BX�� ' X � + . + #&. � )�+ ��.
ψ = ϕ + h+ g X

�=K;� � + . + #&. I)K � ! ) ��.�!�.��&�*KB# �Ai�� ) p > 1 � � ) I)K�� ) � . I)KL�-#��C!$�&i . Sp =
∫ ∣∣e|h| − 1

∣∣p ���
S1 =

∫ ∣∣e|h| − 1
∣∣ . + ! ��#�� + #�! � .)Xj�=K;� � + . + #&.�UB� � ) K .DI)K�� ) ��� + #j���C! + # ϕ ,-i��k! +��c� + KT�a� + KB�

x ∈ R
) � .E� + #"U-!$�C! + #&. .�KB!$, �-#��&� .�(

8 Ê0�ÝÄ >3:




lim sup
x→∞

ϕ(x)

ϕ′(x)1+1/q
6 ∞

lim sup
x→−∞

ϕ(x)

ϕ′(x)1+1/q
6 ∞

ϕ′′(x) > a,

�-,-��� 1/p+ 1/q = 1 ��� a > 0 X

 )�+ � .h! ) ��.�!�.��&� J0 > 0 �&� ) I)K��c� + KB� � + KB� J ∈ [0, J0] & ) � � �-'E! ) ) �aUB� '*� .�KB�A� . (µΛ,ω)Λ,ω.)�-�
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U �-#��&��UB� ) �*� �-! ) ) � UB� ) � / + � � � Λ ���hUB� .2� + #"U-!$�C! + #&. � . + # / + ��U ω X
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 ac`ub#� tªv { t á Ï�` r � á � t { tÔ a@yz�|{ t�t|s b v { t�Ô<rK� }��py rK�ut ϕ � h {~� g �urK�¦t a@yÝ��x�
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t ac�|y t!Ô acyz��� su� {�y � Ç��Ca v yÝ�pÇ xÌ{��|b rKs¦t `,{
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y t Ç~È�{ � �¸xu{ s ß�} rK�ut Ç
Ö s { � }
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b!{n{ t �¸Ö s { v a Ô a@È³y vzv {
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} rK�ut � a � �|{�y � xuÇ
`,{ � xua � �p{nxu{ Λ {��QxÌ{ ω ` r@s b xu{ t Ô<rK� }��py r@�ut Ö s y � {ªxuÇ~`%{ � xu{ � �¸Ö s {ªx 
 su�t { sÌv_t `uy � � ò a t {
} rK� xu{�} rK�ut Ç~Ö s { � }~{�x s�v {
È³È³{¹{ t �^Ö s {�} á acÖ s {�È�{ t|s b!{ µΛ,ω

t ac�py t!Ô a@yÝ�
� su� { y � Ç��Ka v yÝ�pÇ�xu{Zf[â  �â_ö�æ " vzr �Ca@b!yz� á È�yzÖ s {ºa�Í@{
} sÌ� { } r@�ut �pa � �p{ y � xuÇ
`,{ � xRa � �p{ xÌ{ t
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EntµΛ,ω

(
f 2
)

6 CEµΛ,ω

(
(f ′)2

)
,

� + KT�+� + KT� Λ ⊂ Zd ��� ω ∈ RZd X
� �A��KB,-� �"! ò 
 r ÉÌ�p{ � �|y rK� xu{¹}
{~�!�p{�`ub r ` rKt yz�|y rK�5t 
 a@`u` s yÒ{ t|s b v {^� á Ç r b��
È³{¹Ê0� Ê � > � q�r yz� f� {�xuÇ
`,{ � xua � ��Ö s {�x�
 su� {^Íca@b|yÒa@É v { xi0 � � � a³a vÒr b t

EµΛ,ω
(f) =

∫
f(xi0)

∫
exp


−

∑

i∈Λ

ψ(xi)− J
∑

{i,j}∩Λ6=∅, i∼j

(zi − zj)
2


 1

ZΦΛ,ω

⊗i∈Λ dxi,

{ � b|{
`Ìb|{ � a � � v { t��ur �pac�py rK�ut xu{ v 
 y � �|b r x s }��py r@� � � � a�`Ra@b t|s yz�p{
EµΛ,ω

(f) =

∫
f(xi0)

e−ψi0 (xi0 )

Zψi0
dxi0 ,

r��
ψi0(xi0) = ψ(xi0)− k(xi0)

{��

k(xi0) = − log



∫

exp


−

∑

i∈Λ\{i0}

ψ(xi)− J
∑

{i,j}∩Λ6=∅, i∼j

(zi − zj)
2


 1

ZΦΛ,ω

⊗i∈Λ\i0 dxi


 .

ò a Ô<rK� }~�py rK� k { t �nxu{ s ß Ô<r y t xuÇ
b!yzÍca@É v { Õ

k′′(xi0) = −J2Varµ
Λ\{i0},ω

i0




∑

j∈N({i0})

2(xi0 − zj)


 +

JEµ
Λ\{i0},ω

i0




∑

j∈N({i0})

2


 ,

r��
ωi0i = ωi

` rKs b i 6= i0
{�� ωi0i0 = xi0

� � �¨r ÉÌ�pyz{ � �ªa vÒr b t { �¨s �py v y t a � �wxu{ v 
 y � Ç��Ca v yz�pÇªxu{
�pb r@s�t `,{
}��pb|a v[r ÉÌ�p{ ��s {�xRa �utQv {�� á Ç r b#�~È�{ > �ÝÄªx s } á a@`uyÝ�pb!{�Äª` r@s b v a^È�{ t|s b!{ µΛ\{i0},ωi0

�
v a�È�a�Î r bpac�|y rK��t|s yÝÍ@a � �|{ Õ

|k′′(xi0)| 6 CJ22d2 + J2d2.



� � ��������� ���
� ��� � � � 
��
��� � � ����������� ���	� � ��
�� ��� ��� � � 
 ���
4�y �Ìt y �Ìv aGxuÇ~} r È³` r@t yz�|y rK�

ψi0 = ϕ− k + h+ g,{~� v { t á Ï�` r � á � t { t�Ô a@yÝ�p{ t�t!s b v { tGÔ<rK� }~�|y rK�Ìt ϕ {�� h � ` rKs b J a t!t {��¨`,{~�|yz� � `%{~b|È³{~�|�|{ � �
x�
 ac`u` v yzÖ s {
b v {�� á Ç r b#�~È�{GÊ0� Ê0� >�{~�ªx�
 r ÉÌ�p{ � yÒb v a %R� xÌ{ v a³xuÇ
È rK�ut �pb|ac�py rK� xÌ{�}
{��|�|{�`ub rcø
` rKt yz�|y rK� �
éÂv b!{ t �p{ � ` rKs b��p{~b|È³y � {~b v a�xuÇ
È rK�ut �pb|ac�py rK� x s � á Ç r b��
È³{GÊ � > � � � �ºxuÇ
È rK� �pb!{
b v a�`ub rcø

` rKt yz�|y rK�;t!s yzÍca � �p{1�
� ��������� 9;:<9=��7 ?�� � �
	 �D! � ) ��.�!�.�� � J0 > 0 �&� ) I)K��h� + KB� � + KB� Λ & . + K . - ��#&.1��' /�) ��+ #�! UB�
Zd & ��� � + KB�E� + KT� J ∈ [0, J0] & ) � '*� .�KT�A� UB���"� +�/ � / ! ) !$�&i µΛ,ω

.)�-�
!�. � �-!$� � KT#j� !$#ji , � ) !$� i
UB� f,â  %â_ö&æ " )�+#, �-�k!$�$/B'E!CI)K=�E�-,-��� KT#j� � + #&.�� �-#��&� !$#"UBi ����#"U �-#�� �EUB� . � + #"U-!$�C! + #&. � . + #
/ + �JU ω X
� �A��KB,-� �"! ò a�xuÇ~È rK�Ìt �pb|ac�py rK� xÌ{�}
{��|�|{ `ub r ` rKt yz�|y rK�³t { Ô a@yz�Q`Ra@bQb|Ç
} s b|b!{ � }~{ t|s b v {n}�a@b ø
xuy � a v xÌ{ Λ � ò {¹}
a t Λ = {i} { t � su� }�a t `Ra@b!�|yÒ} suv yz{
bwxu{ v a³`Ìb r ` rKt yÝ�py rK� `Ìb|Ç
}~Ç
xu{ � �p{�� ò ab|Ç
} s b|b!{ � }~{ t 
 r É&�pyÒ{ � ��{ � b!{
`ub!{ � a � ��{�ßÌa@}��p{~È�{ � � v a�xuÇ~È r@�ut �|bpac�|y rK� xu{ v a t {
}��py r@� Å&� >
xu{ � )n{ v P�P@É ��{~�5{ �8s �|y v y t a � � v a2`ub r ` rKt yz�py rK� Ê0� > � > �BÞ vzv {�xÌÇ
È rK� �pb|{ v 
 {®ß&y t �|{ � }~{�x�
 su� {
} rK�ut � a � �|{ C � y � xuÇ~`%{ � xRa � �|{^xu{ t } rK� xuyÝ�py rK�ut a s É r b!x � �|{ vzv {nÖ s { v a¹È³{ t!s b|{^xÌ{ `ub r ÉRa@Éuy øv yz�|Ç µΛ,ω

t a �py tÐÔ a t|t { � su� {�y � Ç��Ka v yÝ�pÇ�xÌ{ f[â  �â_ö�æ " vÒr �Cacb|yz� á È³yÒÖ s {��
� � ��
	�����D� ?�� � ��� �D! q�r yz�XÈ�a@y � �|{ � a � � su� { Ô<rK� }��py rK� ϕ ÍKÇ
b!y % a � � v { t } rK� xuyÝ�py r@�ut 8 Ê0�zÄ)>3:
` rKs b su� }
{~b!�pa@y � b!Ç
{ v q > 1 � � rKsut ` rKs Í rK�ut xu{ Ô a�� rK��t yÒÈ³` v { 8 xÌ{BÈ�a � y��~b|{Qa � a vzr � s { ��}
{
Ö s y½{ t � Ô a@yz� � v a %R� xu{ v a t {
}~�|y rK� >�x s } á a@`uyz�|b|{�Ä � Í r yzb v a�b|{~È�a@b!Ö s {�Ê0� Ê0� O-:Q} rK�Ìt �pb s yÒb!{su� { Ô<rK� }~�|y rK� h � Ç��Ca �pyzÍ@{ �p{ vÒv {^Ö s { ϕ+ h

� {^ÍKÇ~b|y % {�`ua twv aG} r@� xuyz�|y rK� (CB) �



� � � Ã � � � � �

��� Ã�� � � � � � �	� � � � � � � � � �
� � � �"� � � ����� � � � �À� � � � � � � � ���

q �"d �*/ r É 0@r Í �Jé �"d�{ � �py v a � x Ñ � ò {~x rKs ß
R #�!$,-��� .�!$�C% + ��� !$#�#j� . + � � �-#"U R #�!$,-����.�!$�
% + � ) + K )�+ K .1�

6 �C5*� E�8���	��`�$��� �����
8
à�á { Ô<su� xRa@È³{ � � a v � r b 0 ÉCÏ ò �Td�b rKt|t � d^b r O � �,` s � Ô<r b �Ba@b!x�� á {�{~Ö s yzÍca v { � }
{nÉ,{~� �Q{
{ �vÒr �Cacb|yz� á È³yÒ} q�r É r@v {~Í�y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t a � x á Ï�`,{
b|} rK� �pb|a@}~�|yzÍ�yz�ÂÏ r@Ô � á {Qa t|t!r }~y ac�|{
x á {�ac� t {~È�y ø

�Kb rKs `�� ò {~� sut } rK�ut yÒxu{~b Ô<r bg{®ßÌa@È�` v {na�`Ìb r ÉRacÉuy v yz�ÂÏGÈ³{�a t|s b!{ µ rK� � á { / r b!{ v[t {�� t¸rcÔ Rnt ac�|y t!Ô Ï�y � ��� á { vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒ} q&r É rKv {~Í y � {
Ö s a v yz�ÂÏ
ρEntµ

(
f 2
)

6 2

∫
|∇f |2dµ8 �&�ÝÄ;:

Ô<r b t|r È³{ ρ > 0 a � x¨a vÒv�t È r&r � á { �ur@s � á Ô<su� }~�|y rK�Ìt f rK� Rn � á {
b|{
Entµ

(
f 2
)

=

∫
f 2 log f 2dµ−

∫
f 2dµ log

∫
f 2dµ

a � x � á {~b|{ |∇f | y t � á {�Þ s } v yÒxu{
a ��v { � �@� á r@Ô � á { �Kb|a@xuyz{ � � ∇f r@Ô
f � à�á {J}
a �urK� y ø

}�a v d�a sÌt|t yÒa � È³{�a t!s b|{ �wyÝ� á xu{ �ut yÝ�ÂÏ (2π)−n/2e−|x|
2/2 �wyz� á b!{ t `%{~}~��� r � á { ò {
É,{ t � s {

È�{
a t|s b!{ rK�
Rn y t � á {�ÉRa t yÒ}^{®ßuacÈ�` v { r@Ô È�{
a t|s b!{ µ t ac�py t!Ô Ï�y � � 8 �&�ÝÄ;: �wyz� á ρ = 1 �ê r b t yzÈ�` v yÒ}~yz�ÂÏ � a t|t|s È�{ Ô<s bÐ� á {~b|È r b|{ª� á ac� µ á a t a t �pb|yz}~� v Ï�` rKt yz�|yzÍK{ t È r&r � á xu{ �ut yÝ�ÂÏ

� á yÒ} á È�a�Ï8É,{!�wb!yz�!�p{ � e−U
Ô<r b t|r È³{ t È r&r � á Ô<su� }~�|y rK� U

rK�
R
n � Æ�{ �ur �|{ôÉCÏ L



� � ��������� ���
� � � � ��� ��� � �
� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
� á { t {
} rK� x r b!xu{
b�xuy � sut y rK� r `,{
b|ac� r b L = ∆ − 〈∇U,∇〉 �wyÝ� á y � Í@acb|y a � ��È³{�a t!s b|{ µ �éÂ� �|{��Kb|ac�py rK� ÉCÏ5`Ra@b!� tBÔ<r b L y t xÌ{ t }~b|yzÉ%{~x�ÉCÏ

∫
f(−Lg)dµ =

∫
〈∇f,∇g〉dµ

Ô<r bº{~ÍK{~b!Ï t È r&r � á Ô<su� }��py r@�ut f, g ��Ü � xu{~b�È³y v x �Kb r ��� á } rK� xuyz�|y rK�utºrK� U 8 � á ac���wy vzv
a v �¸a�Ï t É,{ t ac�py t�% {~x y � ac`u` v yz}�ac�|y rK�Ìt � á b rKs � á rKs �º� á y t � r b 0 : �QrK� {5È�a�ÏH} rK�ut yÒxu{~bº� á {
�pyÒÈ³{�b|{�ÍK{~b t yzÉ v { 8 �wyÝ� á b|{ t `,{
}~��� r µ : t {~È�y(�Kb r@s ` (Pt)t>0

�wyz� á �@{ � {~bpac� r b
L
� d�yÝÍK{ � f8 y � � á {wx r È�a@y ��r@Ô L : � u = u(x, t) = Ptf(x) y t � á { Ô<su� xRa@È³{ � � a vÌt|rKvzs �py rK��r@Ô � á {�y � yz�|y a vÍ@a vÒs {^`ub r É v {
È 8<á {�ac�w{~Ö s ac�py rK� �wyz� á b!{ t `,{
}��w� r L :

{
∂u

∂t
− Lu = 0 in Rn × (0,∞)

�

u = f on Rn × {t = 0}.
� � { rcÔ � á {�È�acy � b|{ t|suv � t5r@Ô � á {�} rK� �pb!yÒÉ s �|y rK� � d�b r O ���^ÉCÏ ò � d�b rKt|t y t � á ac�;� á {vÒr �Cacb|yz� á È³yÒ} q&r É rKv {~Í¨y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&�ÝÄ;: Ô<r b µ á rKv x t y Ô a � x rK�uv Ï�y Ô � á {ºa t|t!r }~y ac�|{
x á {
ac�t {
È³y��@b rKs ` (Pt)t>0

y t á Ï�`,{
b!} rK� �pb|a@}~�|yzÍ@{ y � � á { t { �ut { � á a � ��Ô<r b�{~Í@{
bÐÏ 8 r b t!r È�{ : 1 <
p < q <∞ � a � x5{~ÍK{~b!Ï f 8 y � Lp : �

‖Ptf‖q 6 ‖f‖p
8 �&� Ê�:
Ô<r b�{~Í@{
b!Ï t > 0

v acb#�K{^{ �urKs � á t|r � á ac�
e2ρt

>
q − 1

p− 1
.

8 �&� � :

éÂ� 8 �&� Ê-: � � á { Lp
øÂ�ur b|È t a@b|{ su� xu{
b t � r�r x �wyÝ� á b|{ t `,{
}~�º� r � á {;È�{
a t|s b|{ µ � à�á { 0 {�Ï

yÒxu{
a r@Ô � á {G`ub r&r@Ô y t � r } r@�ut yzxu{
b�a Ô<su� }��py r@� q(t) r@Ô t > 0
t|s } á � á ac� q(0) = p a � x¨� r� a 0 {�� á {ªxu{
b!yzÍcac�|yzÍK{ªy � �pyÒÈ³{ r@Ô F (t) = ‖Ptf‖q(t)

8 Ô<r bQa �urK�&ø � {��Kac�pyÝÍK{ t È r&r � á Ô<su� }~�py rK�
f
rK�

Rn : � q y � }
{�� á {�xu{
b!yzÍcac�|yzÍK{ r@Ô Lp
ø �ur b|È t �KyÝÍK{ t b|y t {G� r { � �pb r `�Ï � x s {G� r � á { á {
ac�

{
Ö s ac�|y rK� ∂
∂t
Ptf = LPtf

a � x5y � �|{��Kb|ac�py rK� ÉCÏ;`Ra@bÐ� t��Rr@� { �K{~� t � á ac�
q(t)2F (t)q(t)−1F ′(t)

= q′(t)Entµ
(
(Ptf)q(t)

)
+ q(t)2

∫
(Ptf)q(t)−1LPtfdµ

= q′(t)Entµ
(
(Ptf)q(t)

)
− 2
(
q(t)− 1

) ∫ q(t)2

2
|∇Ptf |2(Ptf)q(t)−2dµ.

8 �&� >3:

/QÏ � á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q�r É r@v {~Í�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ^a@`Ì` v yz{
x � r (Ptf)q(t)/2
� yz� Ô<rKvzvÒr � t � á ac� F ′(t) 6 0a t t|r�rK� a t q′(t) = 2ρ(q(t) − 1)

� � á ac��y t q(t) = 1 + (p − 1) e2ρt � t > 0
� � á yz} á Ï�yÒ{ v x t



� � � � � � ��� � ����� ��� �
� ���

� á {�} v a@yzÈ$� é � y t } v a t!t yÒ}
a v a � x�{�a t ÏJ� r t {~{º� á ac� � á { t a@È�{Ga@b#� s È�{ � �^a vÒt!r t á r � t � á ac�
8 �&�ÝÄ;:¸y t a vÒt|r {~Ö s yzÍca v { � ��� r

‖ ePtf‖e2ρt 6 ‖ ef‖1

8 �&����:
Ô<r b�{~ÍK{~b!Ï t > 0 a � x f 8 } Ô � � /BÞ ÅC� � : � ê r b Ô<s bÐ� á {~b�} r È³`Ra@b!y t|r@���Vr É t {~b!Í@{¸� á a ��ÉCÏ v y � {
a@b|yÝ�ÂÏ

‖ ePtf‖ae2ρt 6 (resp. >) ‖ ef‖aa@}
} r b|xuy � �³a t a > 0
8 b|{ t `�� a 6 0 : �

, á { � {�ÍK{~b −∞ < q < p < 1
t ac�py t!Ô Ï 8 �&� � : � � á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {�Í�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ¦y tt yÒÈ³y v a@b v Ïº{
Ö s yÝÍ@a v { � ��� r � á { t|rcø }�a vzv {~x¦b!{~Í@{
b t { á Ï�`,{
b|} rK� �pb|a@}~�|yzÍ�yz�ÂÏ
‖Ptf‖q > ‖f‖p

8 �&� < :
Ô<r b�{~Í@{
b!Ï f � a 0 y � � �urK�&ø � {��Kac�pyÝÍK{ Íca vzs { t �à�á {BÈ�a@y � b|{ t!suv � r@Ô � á y t � r b 0 y t � r { t � acÉ v y t á a t yÒÈ³y v a@bXb|{ v ac�|y rK�ut á yÒ` Ô<r b�� á { t!rKvÒs �|y rK�Ìtr@Ô )�acÈ�y v � r@�&ø ÷ a@} r Éuyg`Ra@bÐ�py a v xuy(�%{
b!{ � �pyÒa v {
Ö s a �py r@�ut � ý¸rK�Ìt yÒxÌ{
bº� á { )�a@È³y v � rK��ø ÷ a@} r Éuy
y � yÝ�py a v Íca vzs {^`ub r É v {~È

{
∂v

∂t
+

1

2
|∇v|2 = 0 in Rn × (0,∞),

v = f on Rn × {t = 0}.
8 �&� O�:

q&rKvÒs �py r@�ut�r@Ô 8 �&� O-:½a@b|{_xÌ{ t }~b|yzÉ%{~x¹ÉCÏ�� á {B) r ` Ô ø ò a ß�b|{
`Ìb|{ t { � � a �py r@��Ô<r b|È suv aBa t y �&% È s È ø
} rK� Í r@vÒs �|y rK�ut � � a@È³{ v Ï � �KyÝÍK{ � a 8Mò yÒ` t } á yÝ� ��} rK� �|y ��surKsut : Ô<su� }~�|y rK� f rK� Rn

� xu{ %u� {�� á {
y �&% È s È ø } rK� Í rKvÒs �|y rK��r@Ô f �wyÝ� á � á {�Ö s a@xÌbpac�|yÒ}^} r@t �ªa t

Qtf(x) = inf
y∈Rn

[
f(y) +

1

2t
|x− y|2

]
, t > 0, x ∈ R

n.
8 �&� Å :
à�á { Ô a@È�y v Ï (Qt)t>0

xu{ %R� { t a t {~È�y(�Kb rKs `(�wyz� á y �&%R� yÝ�p{ t yÒÈ�a v 8 �urK��øÂv y � {�acb�: �@{ � {~bpac� r b
−1

2
|∇f |2 � à�á a �;y t�� v = v(x, t) = Qtf(x) y t a t|rKvzs �py rK��r@Ô � á {!)�acÈ�y v � r@�&ø ÷ a@} r Éuy

y � yÝ�py a v Íca vÒs {�`Ìb r É v {
È 8 �&� O�: 8 ac� v {
a t ��a v È rKt ��{~Í@{
bÐÏ � á {
b|{ : � 4�}~� s a vÒv Ï � y Ô y � a@xÌxuyz�|y rK� fy t É rKsÌ� xu{
x � � á {:) r ` Ô ø ò a ß Ô<r b!È suv a Qtf
y t � á {�`%{~b!�py � { � �¹È�a � á {~È�a �pyÒ}
a v_t!rKvÒs �|y rK� r@Ô

8 �&� O�: � � á ac�ny t yz� t�sÌ� yÒÖ s {^Í�y t } rKt yz�ÂÏ t!rKvÒs �|y rK� 8 } Ô �Z{1� � � � /Ba@bJP->�� ��� Þ_Íca�PKÅ �$: �
� � }
{ � á y t á a t É,{
{ � b|{
} r � � y �
{~x � yz�By tB�ur �wxuy � } sÌv �¸� r �pb!Ï�� rGÔ<rKvzvÒr � d^b rKt!t 
 t yÒxu{
a Ô<r b

� á { )�acÈ�y v � r@�&ø ÷ a@} r Éuy�{
Ö s ac�|y rK� � � a@È³{ v Ï �Xv {��|�|y � � �Ìr � F (t) = ‖ eQtf‖λ(t)

�
t > 0

�½Ô<r bt|r È³{ Ô<su� }~�|y rK� λ(t) �wyÝ� á λ(0) = a
�
a ∈ R

� � á {¹a � a vÒr � s { r@Ô 8 �&� >3:¸b!{�a@x t a t
8 �&� P : λ(t)2 F (t)λ(t)−1F ′(t) = λ′(t)Entµ

(
eλ(t)Qtf

)
−
∫

λ(t)2

2

∣∣∇Qtf
∣∣2eλ(t)Qtfdµ.

/QÏJ� á { vÒr �Cacb|yz� á È³yÒ} q&r É rKv {�ÍJy � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �&�ÝÄ;:�ac`u` v yz{
xJ� r eλ(t)Qtf
�
F ′(t) 6 0 a t^t!r&rK�a t λ′(t) = ρ

�
t > 0 �h4 t a�b|{ t|suv � 8 a � x¨y � } r È³` v {��p{¹a � a vzr �@Ï:�wyÝ� á 8 �&����: Ô<r bw{�ßÌa@È³` v { : �
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� {�ÍK{
bÐÏ a ∈ Ra � x¦{~ÍK{~b!Ï 8 t a�Ï5É r@su� xu{~x=: Ô<su� }~�|y rK� f �
‖ eQtf‖a+ρt 6 ‖ ef‖a.

8 �&�ÝÄ�Ë :
ý¸rK� ÍK{
b t { v Ï � y Ô 8 �&�ÝÄ�Ë : á r@v x t^Ô<r b�{~Í@{
bÐÏ t > 0 a � x t|r È³{ a 6= 0
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x y � xu{
`,{ � xu{ � � v Ï r@Ô � á { su� xÌ{
b v Ï�y � �¦È�{
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È�{�� á r x�� � a@È�{ v Ï � y Ô uε y t�t!rKvÒs �py r@�ôr@Ô � á { á {
ac��{
Ö s a �py r@� ∂uε

∂t
= εLuε

8 �wyÝ� á y � yz�|y a v
Í@a vÒs { e−f/2ε : � � á { � vε = −2ε log uε a@`u`ub r a@} á { t a t ε → 0 � á { ) r ` Ô ø ò a ß t|rKvzs �py rK�
8 �&� Å : � à b|a �utÐÔ {
b|b!y � � á Ï�`,{
b!} rK� �pb|a@}~�|yzÍ�yz�ÂÏ r@Ô � á { á {
ac� t!rKvÒs �py r@� uε � r vε Ï&yz{ v x t a �Ìr � á {~ba@`u`ub r a@} á � r¹r@s b È�a@y � b|{ t!suv ��� éÂ� � á y t ò a@` v a@}~{ ø è acbpa@x á a �ºv a@b��K{�xu{~Í�yÒac�py rK� a t Ï�È³`Ì� r �|yÒ} �
� á { t {
} rK� x r b!xu{
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� r � á {*d�a sut|t y a �!0 {~b � { v a � x � á {³Ö s a@xubpa �pyÒ}�} rKt �¹y � 8 �&� Å�: 8 a � x2a � {�ß&`ub|{ t|t y rK� Ô<r b Qty � xu{~`%{ � xu{ � � r@Ô U a � x5� á sutwr@Ô µ : �
Æ s {�� r � á { á r È r �@{ � {~yz�ÂÏ `ub r `%{~b!�ÂÏ Qt(sf) = sQstf

�
s, t > 0

� a � x t {��|�py � � Q Ô<r b
Q1

� 8 �&�zÄ�Ë :QÈ�a�Ï É%{^b!{
�wb|yÝ�|�|{ � {
Ö s yzÍca v { � � v Ï;a t
‖ eQf‖r+ρ 6 ‖ ef‖r

8 �&�ÝÄKÄ;:
Ô<r b r ∈ R

� é Ô 8 �&�zÄ@Ä;: á rKv x t�Ô<r b�{~yz� á {
b�{~Í@{
b!Ï r > 0
8 r b rK�uv Ï v a@b��K{º{ �ur@s � á : r b�{~Í@{
b!Ï

r < 0
8 r b r@�uv Ï v a@b#�K{�{ �urKs � á : � � á { � � á { vÒr �Cacb|yz� á È³yÒ} q&r É rKv {~Í5y � {
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, á { � a = 0 y � 8 �&�zÄ�Ë : �&r b r = 0 y � 8 �&�ÝÄKÄ;: � � á { t {�� � r y � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t ac}~� s a vÒv Ï�acÈ rKsÌ� �
� r � á {�y �&% È s È ø } rK� Í rKvzs �py rK� y � {
Ö s a v yz�ÂÏ

∫
eρQfdµ 6 eρ

∫
fdµ8 �&�ÝÄVÊ�:

á rKv xÌy � � Ô<r b�{~Í@{
bÐÏ2É rKsu� xu{
x 8 r b�y � �|{��Kb|a@É v { : Ô<su� }��py r@� f � éÂ� {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �0�zÄVÊ-:^y t 0��ur � �
� r É,{G� á { Ñ r@� �K{ ø � a � � r b r Í�yÝ�p} á øÂïns ÉÌy �ut �p{
y � x s a v ÍK{~b t y rK� r@Ô � á {G�|bpa �Ìt ` r b!�pac�py rK� } r@t �
y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 t {
{ � /hd P-P���a � x¦É,{ vÒr �a:

ρW2(µ, ν)
2

6 H(ν |µ) = Entµ

(
dν

dµ

)8 �&�ÝÄ � :
á rKv xÌy � � Ô<r bga vÒv `Ìb r ÉRacÉuy v yz�ÂÏGÈ³{�a t|s b!{ t ν a@É t!rKvÒs �p{ v Ïº} rK� �|y ��surKsut �wyz� á b!{ t `,{
}��B� r µ �wyÝ� áï a@x rK�&ø � y 0cr xÌÏ�È xÌ{
b|yÝÍcac�pyÝÍK{ dν

dµ
��)n{
b!{ W2

y t � á { ,ôa t|t {
b t �p{~y � xuy t � a � }~{ �wyz� á Ö s a@xub|ac�pyz}
} rKt �

W2(µ, ν)
2 = inf

∫ ∫
1

2
|x− y|2dπ(x, y)
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aº} v {
a@b¸Í�yÒ{#� rcÔ � á {^} rK�Ì� {
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b!yÒ`Ì�|y rK��r@Ô �|bpa �ut ` r b!� a ø
�py r@� } rKt ��y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t � éÂ��q {~}~�py rK� �0� > � �Q{ % b t �ªÈ³{ � �py rK� � á ac�ªÖ s a@xub|ac�pyz}��|bpa �ut ` r b!� a ø
�py r@� } rKt �ªy � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t a@b!{ t �pb r@� �K{
bw� á a � � á {¹b!{ v ac�p{~x Ó�r y � }
a@b|Ç�y � {
Ö s a v yz�pyz{ t � ,2{�� á { �
y � ÍK{ t �py(�Cac�|{ á r ��� r b!{�a@} á )-, é a � x vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ} q�r É r@v {~Í¦y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ twÔ<r b Ô a@È�y v yz{ t�r@ÔvÒr � ø } rK� }�a�ÍK{ºÈ³{�a t!s b|{ t�Ô<r@vÒvÒr �wy � ��� á { /¸a 0 b!Ï ø ÞZÈ³{
b!Ï t {
È³y��Kb rKs `�È³{~� á r x � éÂ� � á { %ÌÔ � át {
}��py rK��� �Q{ t á r � á r � � á {�)n{
b!É t ��È³{~� á r x Ô<r b�y �&% È s È } rK� Í rKvzs �py rK�ut rcÔ�q {~}~�|y rK� �&� �
È�a�Ï É,{ sut {
x � r b!{
} r Í@{
b t yÒÈ³y v a@b v Ï � á {5�pbpa �ut ` r b!�pac�py rK� y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ r@Ô Ñ � à a v a��Kbpa � x
� à a v P-< � Ô<r b � á { {�ß&` r@� { � �pyÒa v È³{�a t!s b|{ Ô b r È � á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {~Í y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ r@Ô
� / ò P O � 8 a � xJÈ r b|{ �K{ � {
bpa vÒv Ï Ô<r bªÈ³{�a t!s b|{ t t a �py tÐÔ Ï�y � ��a Ó�r y � }�acb|Ç�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ0: � éÂ� � á {
%R� a v `Ra@b!� � �¸{;`Ìb|{ t { � � Ô<s b!� á {
bGa@`u` v yÒ}�a �py r@�ut a � xHxuy t } sÌt|t ` r@t|t yzÉ v {�{�ß��p{ �ut y rK�ut�r@Ô � á {
ÉRa t yz}º`ub|y � }
yz` v {1� éÂ� `Ra@bÐ�pyÒ} suv acb � �Q{�y � Í@{ t �|y��Ca �p{ �XÔ<rKvzvÒr �wy � � � Ñ a s PÌÄ	�ga � x � / ò ËKË�� � á r �
/¸b su�Ì�&ø Ñ y � 0@r � t10 yQy � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t a@b!{�b!{ v ac�p{~x � r � á {�y �&% È s È ø } rK� Í r@vÒs �|y rK� y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t
8 �&�ÝÄVÊ�: Ô<r b t �|b|yÒ}�� v Ï�} rK� Í@{�ß�` r �|{ � �pyÒa v � ,ô{ªa vzt|r xÌy t } sut|t � á {

L1
ø �pb|a �ut ` r bÐ� ac�|y rK� } rKt �Ba � x

yz� t b!{ v ac�py rK� � rºt|r È�{ 8 vÒr �Cacb|yz� á È³yÒ}1:Zy t!r `,{
b|yzÈ�{��pb!yÒ}�y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t �

6 � � �:" � � ��'��
��8%$2&@��� �#�9� �)�����������
89� �>8$� '����#�%	<�;��� � �
� �@�#���
'���: � 8��)���$�%' �;�����h�

à�á y t�t {
}��py rK� y t xu{~Í r �p{~xG� r � á {¸È�a@y � b|{ t|suv � r@Ô � á y t � r b 0 ��,2{ % b t �Z`Ìb|{ t { � �_� á {Bxuyzb|{
}��
`ub r�r@Ô a tGrKs � v y � {
xôy � � á {;y � �pb r x s }~�|y rK��� a � x � á { � � á {5a v �|{
b � ac�p{³Í@a � y t á y � �¨Í&y t } rKt yÝ�ÂÏ
È�{�� á r x���,2{�ÉÌb|yÒ{ �uÏ;xuy t } sut|t {�ß��|{ �ut y rK� � r a ï yz{
È�a �u� yÒa � t {��|�|y � � �
6 � � �C5*�:" �6���)	 � �
8���	���� ����:��;� � ��
 " � � � ';���
8%$'&���� �#�&� �D�
' �`������8$� � � éÂ� � á y t t {~} ø
�py r@��� �¸{�`ub!{ t { � � rKs b È�a@y � b|{ t|suv �;} r@�u� {
}��py � � vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ} q&r É rKv {~ÍUy � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t � rá Ï�`,{
b!} rK� �pb|a@}~�|yzÍ�yz�ÂÏ r@Ô�t|r@vÒs �|y rK�ut�r@Ô )�acÈ�y v � r@�&ø ÷ a@} r Éuy�{~Ö s ac�py rK�ut � , á y v {5� á { t!s É t { ø
Ö s { � �ªa@b#� s È�{ � � t {�ß��|{ � x;� rºï yÒ{~È�a �u� y a � È�a � y Ô<rKv x t�� �¸{ á r �Q{~Í@{
bw`ub|{ t { � � �uÔ<r bB} v a@b!yz�ÂÏ �
� á {¹a � a v Ï t y t y � � á {¹È r b!{^} v a t|t yz}�a v Þ s } v yzxu{�a � }�a t {�� à�á { �K{ � {
b|a v `ub|y � }
yz` v { �wy vÒv ac`u` v Ït yÒÈ³y v a@b v Ïºy � � á { ï yÒ{~È�a �u� y a � t {��|�py � � 8 q {~}~�|y rK� �&� Ê0� � : �ò {�� (Qt)t>0

É%{ � á { t {
È³y��@b rKs ` r@Ô�r `,{
b|ac� r b t

Qtf(x) = inf
y∈Rn

[
f(y) +

1

2t
|x− y|2

]
, t > 0, x ∈ R

n,
8 �&�ÝÄ >3:
a � x Q0f(x) = f(x) � à�á { t { r `,{
b|ac� r b t È�a�Ï É,{¦a@`u` v yÒ{~x � r a@b|ÉuyÝ�pb|a@b!Ï Ô<su� }~�|y rK�Ìt³r@�
Rn �wyÝ� á Í@a vÒs { t y � [−∞,+∞] � 4 t y t �¸{ vÒv#ø 0��ur � � 8 t {
{¦{�� � � � /¸a@bAP->�� � � Þ_Íca�PKÅ �$: �QÔ<r b
a � Ï f a � x t > 0

�
Qtf

y t�s `Ì`%{~b t {~È�yz} rK� �|y ��surKsut � é Ô f y t É rKsu� xu{
x 8 b|{ t `�� ò yÒ` t } á yÝ� �1: �



� � ��� �
� � �	� � �
� ��� � � ����� ��
 ������� �
��� ��� � � ��
���� ����� � � � � ��� ����� � � ����
 ���
� ��������� � �

Qtf
y t É rKsu� xu{~x8a � x ò yÒ` t } á yÝ� � 8 b|{ t `�� ò yÒ` t } á yÝ� �1: � d^yzÍK{ � aôÉ rKsu� xu{~x Ô<su� }~�|y rK� f

�
Qtf(x) → f(x) a t t→ 0 y Ô a � x r@�uv Ï�y Ô f y t�vÒr �Q{
b t {~È�yz} rK� �|y ��surKsut ac� x �à�á {ªy �&% È s È } rK� Í rKvÒs �|y rK� Qt

y t�0��ur � � a t � á { ) r ` Ô ø ò a ß t|rKvzs �py rK�ºr@Ô � á { )ªa@È³y v � rK�&ø÷ a@} r ÉÌyX{
Ö s ac�|y rK�
∂

∂t
Qtf(x) = −1

2

∣∣∇Qtf(x)
∣∣28 �&�ÝÄ���:

�wyz� á y � yÝ�pyÒa v Íca vzs { f � Ñ r b!{ª`Ìb|{~}
y t { v Ï 8 } Ô � � Þ_Íca�PKÅ�� : � �KyÝÍK{ � f ò yz` t } á yz� �n} r@� �|y ��surKsÌt�� � á {
) r ` Ô ø ò a ß Ô<t|rKvzs �py rK� y t ò yÒ` t } á yz� �¹} rK� �py ��sur@sut a � x t|r@v ÍK{ t 8 �&�zÄ ��:na v È rKt �w{�ÍK{
bÐÏ�� á {
b!{�y �
Rn× (0,∞) � q �pa � xRa@b!x�Íca@b|yÒa � � t r@Ô � á {�} v a t!t yz}�a v � á { r bÐÏ Ô<s b!� á {
b t á r �8� á a �¸y Ô f y t���t a�ÏÉ rKsÌ� xu{
x � t→ Qtf(x) y t xÌy(�%{
b|{ � �py acÉ v {�ac�n{�ÍK{
bÐÏ t > 0

Ô<r bªa v È rKt ��{�ÍK{~b!Ï x ∈ Rn
� a � x

8 �&�ÝÄ���: á r@v x t �|b s { 8 a � t > 0
� a v È rKt ��{~Í@{
b!Ï�� á {~b|{¹y � x : �ò {�� µ É,{ a¨`ub r Éua@Éuy v yz�ÂÏ�È³{�a t|s b!{ rK� � á {:/ r b|{ vgt {�� t�r@Ô

Rn � ,2{ xu{ �ur �p{�É%{ vÒr � ÉCÏ
‖ · ‖p

�
p ∈ R

� � á { Lp
ø �ur b!È t 8 Ô<su� }~�|y rK� a vÒt � á { � p < 1 :��wyz� á b!{ t `%{~}~�g� r µ � 4 t y tZsut|s a v �

�¸{�a��@b|{
{ª� á ac� ‖f‖0 = e
∫
log |f |dµ � á { � {�ÍK{
b log |f | y t µ ø y � �p{��@bpa@É v {�� à�á {^È�acy � b!{ t!suv � rcÔ� á y t � r b 0 y t � á { Ô<rKvÒvzr �wy � ��� á { r b!{
È��

������������� � �@?E��� �"! 
 . .�KB'*� � /0�-� µ !�. � / . + ) KB�&� ) %@� + #��C!$#�K + K .�-c!$�$/ ��� . �������=� + # � / � . , K=�
'*�J� .�KT�A���-#"Ug�$/0�-�"� + � . + '*� ρ > 0 �-#"U � ) ) .�' + + �$/ ��# + K , /@�kKT#j���C! + #&. f + #

R
n &

ρEntµ
(
f 2
)

6 2

∫
|∇f |2dµ.8 �&�ÝÄ1< :

)6/���# & � + ��{�ÍK{~b!Ï / + KB#"UB�JUD'*�J� .�KB��� /�) �"�kKT#j���C! + # f + #
Rn & ��,-���k% t > 0 �-#"U2��,-���k% a ∈ R &

‖ eQtf‖a+ρt 6 ‖ ef‖a .
8 �&�ÝÄ;O�:
� + #�,-��� .1� ) % & ! � $ �3X � � ' / + ) U .+� + � � ) ) t > 0 �-#"U t|r È³{ a 6= 0 & �$/���#N� /�� )�+#, �-�k!$�$/B'E! �
� +�/ + ) ��,2!$#j�JI)KL� ) !$�C% $ �3X ��� ' / + ) U .)X
éÂ� à�á { r b|{~È �&� Ê0�ÝÄ � y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t 8 �&�ÝÄ;O�:Xa@b!{ t � ac�|{
x Ô<r b�É rKsu� xu{~x Ô<su� }��py rK�ut�Ô<r b t yÒÈ³` v yz} ø

yz�ÂÏ Õ � á {~Ïºb!{�a@xuy v Ï�{�ß��p{ � x�� r¹v a@b#�K{~bZ} v a t|t { tgr@Ô%Ô<sÌ� }~�|y rK�ut su� xu{
b � á {w`ub r `,{
b y � �p{��KbpacÉuy v yz�ÂÏ
} rK� xÌyz�py rK�ut �

,ô{�È�a�Ï�xu{ %u� { t yÒÈ³y v a@b v Ï�� á { t|s `ub|{~È s È ø } r@� Í rKvÒs �py r@�;t {
È³y��@b rKs ` (Q̃t)t>0
ÉCÏ

Q̃tf(x) = sup
y∈Rn

[
f(y)− 1

2t
|x− y|2

]
, t > 0, x ∈ R

n

8
Q̃0f(x) = f(x) : � à�á { r `,{
bpa � r b t Qt

a � x Q̃t
a@b!{�b!{ v ac�p{~x2ÉCÏ � á {³`ub r `%{~b!�ÂÏ � á ac� Ô<r b

a � Ï¨� � r;Ô<su� }~�|y rK�Ìt f a � x g � g > Q̃tf
y Ô a � x rK�Ìv Ï¦y Ô f 6 Qtg

t!r � á ac� Q̃tQtf 6 f 6
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� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
QtQ̃tf

��,2{¹a vÒt|r á a�Í@{^� á ac� Q̃t(−f) = −Qtf
� éÂ� `ua@b!�|yÒ} sÌv a@b � � á {^} rK� } vÒsÌt y r@� 8 �&�ÝÄ;O�: r@Ôà�á { r b!{
È �&� Ê0�ÝÄ�È�a�Ï É,{�b|{ Ô<r b|È sÌv ac�|{
x;{
Ö s yÝÍca v { � � v Ï rK� (Q̃t)t>0

ÉCÏ
‖ ef‖a+ρt 6 ‖ eQ̃tf‖a .

8 �&�ÝÄ�Å :
� r �|{�� á a �¸� á { Ô a@È³y v yÒ{ tZrcÔ y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t 8 �&�ÝÄ;O�: a � x 8 �&�zÄ�Å :gacb|{ t � a@É v { sÌ� xu{
bQ� á { b!{ t `%{~} ø
�pyzÍ@{ t {
È³y��@b rKs ` t �é Ô

µ y t �ur �^a@É t!rKvÒs �p{ v Ï¦} rK� �py ��surKsut�� a � {�a t ÏJ} rK� Í rKvzs �py rK� a@b�� s È³{ � � v {�a@x t � r 8 �&�zÄ1O�:
ac� v {
a t � Ô<r b�a vzv É rKsu� xu{
x;} rK� �py ��sur@sutBÔ<su� }��py r@�ut � � a@È�{ v Ï � � á { t �pa@Éuy v yz�ÂÏ³ÉCÏ�`ub r x s }�� t�r@Ô
� á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {�Í³y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ t á r � t � á ac��y Ô γσ y t � á {Dd�a sÌt|t yÒa � È³{�a t!s b|{ rK�

Rn

�wyz� á } r Íca@b!y a � }
{ σ2 Id
�uÔ<r b�{�ÍK{
bÐÏ t È r&r � á Ô<su� }��py r@� f̃ rK� Rn × Rn

�

min(ρ, σ−1)Entµ⊗γσ

(
f̃ 2
)

6 2

∫
|∇f̃ |2dµ⊗ γσ.

4�`u` v yÒ{~x � r f̃(x, y) = f(x + y)
�
x, y ∈ Rn

�XÔ<r b t|r È³{ t È r&r � á Ô<su� }��py r@� f rK� Rn
� �Q{

�K{~�
min(ρ, σ−1)Entµ∗γσ

(
f 2
)

6 2

∫
|∇f |2dµ ∗ γσ.à�á { r b!{
È �&� Ê0�ÝÄ¹� á { � ac`u` v yz{ t � r µ ∗ γσ � ò {��|�|y � � σ → 0 Ï�yÒ{ v x t 8 �&�ÝÄ;O�: Ô<r bna vzv É rKsÌ� xu{
x

} rK� �py ��surKsut�Ô<su� }��py rK�ut �
� � + + � + � )6/�� + �A��' �3X��BX ����! éÂ� � á { % b t �^`Ra@bÐ� r@Ô � á {�a@b�� s È³{ � � � �¸{ºa t!t|s È³{�� á ac��� á {vÒr �Cacb|yz� á È³yÒ} q&r É rKv {�Í�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �&�ÝÄ1< : á rKv x t a � x t á r � � á ac� 8 �&�zÄ1O�:�y tZt ac�py t�% {~x Ô<r b a � Ï
É rKsÌ� xu{
x f � a � xJa � Ï t > 0

�
a ∈ R

�-/gÏ�a t yzÈ�` v {�xu{ �Ìt yz�ÂÏ¨a@b�� s È³{ � � � � á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz}q&r É rKv {�Í y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&�ÝÄ1< : á rKv x t³Ô<r b�a vzv 8 vÒr }�a vÒv Ï0: ò yz` t } á yÝ� � Ô<su� }~�|y rK�Ìt � ò {~��� á sut fÉ%{5aJÉ rKsu� xÌ{
x Ô<su� }��py r@�HrK�
Rn � 8 /QÏ b!{�� sÌv a@b!y ��a �py r@��� yÝ�GÈ�a�ÏôÉ%{ a t|t!s È�{~xU� á ac� f y t} r È³`Ra@}�� v Ï t!s `u` r b!�|{
x �wyÝ� á É rKsÌ� xu{
x�xu{
b!yzÍcac�pyÝÍK{ t¸r@Ô a � Ï r b!xu{
b t
Õ á r �Q{~Í@{
b � É%{ t yÒxÌ{ t � á {

%R� a vZt �p{
` � b!{�� suv a@b|yÝ�ÂÏ�x r { t��Ìr ��È�a 0 { v y Ô {�{�a t yÒ{~b á {
b!{�� : ò {~� F (t) = ‖ eQtf‖λ(t)

� �wyÝ� á
λ(t) = a + ρt

�
t > 0 � ê r b�a vÒv t > 0 a � x a v È rKt ��{~ÍK{~b!Ï x � � á {;`Ra@bÐ�py a v xu{~b|yzÍcac�|yzÍ@{ t

∂
∂t
Qtf(x) {�ß&y t ��� à�á sut F y t xuy(�%{
b!{ � �pyÒa@É v {¹ac��{~ÍK{~b!Ï�` r y � � t > 0 � á {
b!{ λ(t) 6= 0 � ê r bt|s } á ` r y � � t�� �¸{ �K{~�w� á ac�

8 �&�ÝÄ1P : λ2(t)F (t)λ(t)−1F ′(t) = ρEntµ
(
eλ(t)Qtf

)
+

∫
λ2(t)

∂

∂t
Qtf eλ(t)Qtfdµ.

q y � }~{
∂

∂t
Qtf(x) = −1

2

∣∣∇Qtf(x)
∣∣2

a v È rKt �B{~ÍK{~b!Ï�� á {~b|{Gy � x � a � x t y � }
{ µ y t a@É t!rKvÒs �p{ v Ï } rK� �py ��sur@sut��
λ2(t)F (t)λ(t)−1F ′(t) = ρEntµ

(
eλ(t)Qtf

)
−
∫

λ(t)2

2

∣∣∇Qtf
∣∣2eλ(t)Qtfdµ.
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� r � �[t y � }
{ Qtf(x) y t ò yÒ` t } á yz� ��y � x Ô<r bw{~Í@{
bÐÏ t > 0
� �Q{�È�a�Ï;a@`u` v Ï � á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz}q&r É rKv {�Í�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �0�zÄ1<�:n� r eλ(t)Qtf � r xu{
x s }
{�� á a � F ′(t) 6 0

Ô<r b^a vzv t > 0 {�ß&}
{~`Ì�` rKt!t yzÉ v Ï rK� {B` r y � � 8 y � }�a t { a < 0 : � q y � }
{ F y t } rK� �py ��sur@sut�� yÝ��È sut ��É%{ �urK�&ø y � }~b|{�a t y � � �ý¸rK� �py ��s yÝ�ÂÏ rcÔ Qtf(x) ac� t = 0
á r �Q{~ÍK{~b¹b!{
Ö s yzb|{ t f É%{ vÒr �¸{~b t {~È�yz} rK� �py ��surKsut ac� � á {` r y � � x �e4ª`u` v Ï�� á { � � á {�b|{ t!suv �w� r � á {�È�a ß&yzÈ�a v,vÒr �Q{
b t {~È�yz} rK� �|y ��surKsut�Ô<su� }~�py rK� È�a ø

Î r b|y �
{
x�ÉCÏ f � r } rK� } vÒs xÌ{�� 8 4 v �p{~b � ac�|yzÍ@{ v Ï � a t È�{ � �|y rK� {
x�`ub|{�Í&y rKsut!v Ï � �Q{QÈ�a�Ï^b|{�� suv acb|y �~{
f � r�t �pa@b!� �wyz� á a � x�a t|t!s È³{ f É rKsÌ� xu{
xJa � x ò yz` t } á yÝ� � Ô<r bw{�ßÌa@È³` v {1� : à�á { % b t � `Racb!�r@Ô � á {^� á { r b|{~È´y t { t � acÉ v y t á {~x��à s b � y � � � r � á {¦} rK� ÍK{~b t { ��v {�� f É%{¦a É rKsÌ� xu{
x C1

Ô<su� }~�|y rK�Ut a �py tÐÔ Ï�y � � 8 �0�zÄ;O-: Ô<r b
{~ÍK{~b!Ï t > 0 a � x t|r È�{ a 6= 0 �ªÜ � xu{
b 8 �&�ÝÄ;O�: � yÝ�ª� á sÌt È sut ��É,{¹� á ac� F ′(0) 6 0 � q y � }
{
f y t xuy(�%{
b!{ � �pyÒa@É v { � limt→0Qtf(x) = f(x) a � x

∂

∂t
Qtf(x)∣∣t=0

= lim
t→0

1

t

[
Qtf(x)− f(x)

]
= −1

2

∣∣∇f(x)
∣∣2

ac�w{~Í@{
b!Ï¦` r y � � x t|r � á a � 8 �&�ÝÄ1P :Ba t t→ 0 Ï�yÒ{ v x t

ρEntµ
(
eaf
)

6
1

2

∫
|a∇f |2eafdµ.

q y � }~{ a 6= 0
� � á y t a@È r@su� � t � r 8 �&�ÝÄ1< :�É�Ï t {��|�py � � g2 = eaf � à�á {�`ub r�r@Ô[r@Ô à�á { r b!{
È �0� Ê0�ÝÄ

y t } r È�` v {~�|{��
� � ��
	��� � �@?E�@? �"! 4 t y � � á {³} v a t!t yz}�a v }
a t { � � á {º`ub r�r@ÔQr@Ô à�á { r b!{
È �&� Ê0�ÝÄ t yÒÈ³y v a@b v Ït á r � t � á ac�ªa�xu{ Ô {
}~�|yzÍ@{ vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q�r É r@v {~Í�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ r@Ô � á {��ÂÏ�`,{

ρEntµ
(
f 2
)

6 2

∫
|∇f |2dµ+ C

∫
f 2dµ

Ô<r b t|r È³{ C > 0 y t {
Ö s yzÍca v { � ��� r � á { á Ï�`,{
b|} rK� �pb|a@}~�|yzÍK{�É rKsu� x t 8
t > 0

�
a ∈ R

:

‖ eQtf‖a+ρt 6 eM(t)‖ ef‖a
� á {
b!{

M(t) =
Ct

a(a+ ρt)
.

6 � � � � �:" �6���)	 � �
8���	���� ����:��;� � �>8$��:%�>8$� � �9��8 �!:���� � �
�
��� � ��� 4 � a v �p{
b � ac�|{Q`ub r&rcÔur@Ôà�á { r b!{
È �&� Ê0�ÝÄ�È�a�Ï�É%{�`ub r Í&yzxu{
x³ÉCÏG� á {B� r�rKvÌr@Ô Íca � y t á y � � Í�y t } rKt yÝ�ÂÏ 8 } Ô � � Þ_Í@a-PKÅ�� : � ,2{rK�uv Ï ÉÌb|yÒ{ �uÏ rKs � v y � {G� á {�`ub|y � }
yz` v {G� á ac�¹b|{~Ö s yÒb|{ t�t!r È�{ Ô<s bÐ� á {~b��|{
} á � yz}�a v a@b�� s È³{ � � t �à�á {ªyzxu{�a^y t � r a@xux³a t È�a vÒv&�ur y t {B� r � á { )ªa@È³y v � rK�&ø ÷ a@} r ÉÌy&{~Ö s ac�py rK� � r � s b � yÝ� a Ô �|{
bga �
{�ß&` r@� { � �pyÒa v } á a � �K{ r@Ô Ô<su� }��py rK�ut y � � r � á { á {�ac� {
Ö s ac�|y rK� ��d^yzÍK{ � a t È r&r � á Ô<su� }~�py rK�



� � ��������� ���
� � � � ��� ��� � �
� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
f
� a � x ε > 0

� xu{ �Ìr �p{ � a@È³{ v ÏGÉCÏ vε = vε(x, t) � á { t!rKvÒs �py r@��r@Ô � á {wy � yÝ�py a v Íca vzs {�`Ra@bÐ�py a vxuy(�%{
b!{ � �pyÒa v {
Ö s a �py r@�
{

∂vε

∂t
+

1

2
|∇vε|2 − εLvε = 0 in Rn × (0,∞),

vε = f on Rn × {t = 0}.
4 t ε → 0

� yz��y t {�ß&`,{
}��p{
x2� á ac� vε a@`u`ub r a@} á { t y � a5b|{
a t|r@� a@É v { t { �ut {�� á { t!rKvÒs �py r@� vr@Ô 8 �&� O�: � é ��y t {�a t Ïô� r } á {
} 0 � á ac� uε = e−v
ε/2ε y t a t|rKvzs �py rK�ôrcÔ � á { á {�ac��{~Ö s ac�py rK�

∂uε

∂t
= εLuε

8 �wyz� á y � yÝ�py a v Íca vzs { e−f/2ε : � à�á {~b|{ Ô<r b|{ �
uε = Pεt

(
e−f/2ε

)
.é �¸È sÌt �gÉ%{n{
È³` á a t y �~{
xº� á a �g� á {n`%{~b!� s b|ÉRac�|y rK� a@b�� s È³{ � �gÉ�Ï³a t È�a vzvu�ur y t { á a t a�} v {
a@b

`uyÒ}�� s b!{³y � � á {º`ub r ÉRa@ÉÌy v y t �|yÒ} v a � � s a��K{ r@ÔQv acb#�K{GxÌ{~Í�y ac�|y rK�Ìt � � a@È�{ v Ï � � á {ºa t Ï�È�`Ì� r �pyz}r@Ô
vε = −2ε logPεt

(
e−f/2ε

)
a t ε → 0 y t a ò a@` v a@}
{ ø è a@b|a@x á a � a t Ï�È�`Ì� r �pyz} �wyz� á bpac�|{�xÌ{ t }~b|yzÉ%{~xô`ub!{
}
y t { v Ï ÉCÏ � á {
y �&% È s È¡} rK� Í r@vÒs �|y rK�JrcÔ f �wyz� á � á {�Ö s a@xubpa �pyÒ} v a@b��K{�xÌ{~Í�y ac�|y rK� bpac�|{ Ô<su� }��py rK��Ô<r bn� á {á {�ac� t {~È�y(�Kb r@s ` 8 } Ô ��{�� � � � /Ba@bJP->�� : � éÂ� � á y t�v yzÈ�yÝ� � � á { t {
} rK� x r b|xu{~b ò a@` v a@}
{ r `,{
b|ac� r b�y t
� á { v {�acxuy � �^�|{
b|ÈÀy � � á {�xÌ{ %R� yÝ�py rK��rcÔ L = ∆−〈∇,∇U〉 t!r � á ac� � á { v yzÈ�yÝ�py � � t|r@vÒs �|y rK�
u �KyÝÍK{ � ÉCÏG� á {wy �&% È s È ø } rK� Í rKvÒs �|y rK� Qtf

y t y � xu{~`%{ � xu{ � � r@Ô � á {�` r �p{ � �|y a v U a � xº� á sutr@Ô
µ � éÂ� `Ra@bÐ�pyÒ} suv acb � � á y t a t Ï�È³`Ì� r �|yÒ};y t {�ß&` v yz}
yÝ� rK� � á {5ÉRa t yÒ} � b �ut �p{
y �&ø Ü á v { � É%{~} 0{�ßÌa@È³` v {1�
4�`u` v Ï �ur � } v a t|t yÒ}�a v á Ï&`,{
b!} rK� �|bpa@}��pyzÍ�yÝ�ÂÏ�� r uε � Ñ r b!{�`ub|{~}
y t { v Ï �KÔ<r b b > a > 0

% ß&{
x �
a@`u` v Ï2� á {�b!{~ÍK{~b t { á Ï�`,{
b|} rK� �pb|a@}~�|yzÍ�yz�ÂÏôy � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&� < : �wyÝ� á 0 > p = −2εa > q =
−2εb a � x

e2ερt =
1 + 2εb

1 + 2εa
.é � Ô<r@vÒvÒr � t � á ac�

‖evε‖b 6 ‖ef‖a.� r � � a t ε → 0
�
t > 0 y t¹t!s } á � á ac� b = a + ρt � ,2{�� á sÌt b|{~} r ÍK{~bGy � � á y t �¸a�Ï � á {

È�a@y � à�á { r b|{~È �&� Ê0�zÄ�� � r �p{ á r �Q{~Í@{
bº� á ac�Gyz� �¸a tº� {~}
{ t!t a@bÐÏH� r � r � á b r@s � á b|{�ÍK{
b t {á Ï�`,{
b!} rK� �pb|a@}~�|yzÍ�yz�ÂÏ rcÔ � á { á {�ac� t {
È³y��Kb rKs `;� r b!{�a@} á � á {�} r@� } vzsut y rK� �
6 � � � 6 � �����
�h8$�
���
8 �
� - ��� � �%898$���%8 � �>89� 
f�
'��9� � � 4 t a �Ì�urKsu� }~{
x � à�á { r b|{
È �&� Ê0�zÄ
a � x¦yz� t `Ìb r�r@Ô {®ß��p{ � x¨� r � á { t {~�!�py � � r@Ô_vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q�r É r@v {~Í y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t¸rK�¨ï yÒ{
È�a �&ø� y a � È�a � y Ô<r@v x t a � x�y �0% È s È ø } rK� Í rKvzs �py rK�ut �wyz� á � á { ï yÒ{~È�a �u� y a � È�{��pb|yz}ga t y � � � è ËKË � �
,ô{ªÉub|yz{��uÏ rKs � v y � {wy � � á y tQt!s É ø t {
}��py rK� � á {ª} r b|b!{ t ` rK� xuy � �¹b|{ t|suv ��� ò {~� M É,{�a t È r&r � á
} r È³` v {��p{ ï yÒ{
È�a �u� y a � È�a � y Ô<r@v x r@Ô xuyÒÈ³{ �ut y rK� n a � x ï yz{
È�a �u� yÒa � È�{��pb!yÒ} d � ò {~� µ É%{a `ub r Éua@Éuy v yz�ÂÏ5È³{�a t!s b|{ºacÉ t|rKvzs �p{ v Ï¦} r@� �|y ��surKsÌt �wyz� á b!{ t `%{~}~�^� r � á { t �pa � xRacb|xJÍ r@vÒs È³{



� � � � ������� � � � � ��� 
 � � ��� � ��� � ���
� ����� �
��� ����� �
� � ����
 ��������������� � �

{ v {~È�{ � � rK� M t ac�py t!Ô Ï�y � � ��Ô<r b t!r È�{ ρ > 0 a � x5a vÒvRt È r�r � á { �urKs � á Ô<su� }��py rK�ut f rK� M �
� á { vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒ} q&r É rKv {~Í y � {
Ö s a v yz�ÂÏ

ρEntµ
(
f 2
)

6 2

∫
|∇f |2dµ.

)ª{
b!{ |∇f | �ur � t � a � x t�Ô<r bG� á { ï yÒ{~È�a �u� y a � v { � �@� á r@Ô � á { �Kbpa@xÌyÒ{ � � r@Ô f � ò {�� � Ô<r b
t > 0

�
x ∈M �

Qtf(x) = inf
y∈M

[
f(y) +

1

2t
d(x, y)2

]
.

é ��È�a�Ï³É,{ r É t {
b!Í@{
x5� á a � (Qt)t>0

Ô<r b|È t a t {
È³y��Kb rKs ` t y � }~{ Ô<r bQ� á { �K{ r xÌ{ t yz}�xuy t �pa � }
{ �

inf
z∈M

[1
t
d(x, z)2 +

1

s
d(z, y)2

]
=

1

s+ t
d(x, y)2

Ô<r b�a vÒv x, y ∈ M a � x s, t > 0 � ê rKvÒvzr �wy � � � á {�a@b�� s È³{ � ��y � � á {³} v a t|t yÒ}�a v Þ s } v yzxu{�a �}�a t { 8 } Ô � � è y v ËKË��$: �ÌrK� { t á r � twt yzÈ�y v a@b v ÏG� á ac� v = v(x, t) = Qtf(x) y t a��Ca@y � a t|rKvzs �py rK�r@Ô � á {�y � yÝ�pyÒa vÝø Í@a vÒs { )�acÈ�y v � r@�&ø ÷ a@} r Éuy[`ub r É v {~È rK�
M
�

{
∂v

∂t
+

1

2
|∇v|2 = 0 in M × (0,∞),

v = f on M × {t = 0}.à�á { r b!{
È �&� Ê0�zÄ�a � x yÝ� t `ub r�r@Ô � á sut b!{�a@xuy v Ï�{®ß��p{ � x � r � á y t }�a t {�� é �GÈ³y�� á ��É,{�{�a t yÒ{~b
� r xÌ{~ÍK{ vÒr `³� á {n{�ß��|{ �ut y rK� rcÔ )�acÈ�y v � r@�&ø ÷ a@} r Éuy&{
Ö s ac�|y rK�ut � rGï yÒ{
È�a �u� y a � È�a � y Ô<rKv x t y �
� á {�} r È�`ua@}~�^}
a t { % b t ��� ï {�� suv a@b!y �~y � � f y � � r a5} r È³`Ra@}~� v Ï t|s `u` r b!�p{~x Ô<su� }~�|y rK� a t y �� á {�`ub r&r@Ô�r@Ô à�á { r b|{
È �0� Ê0�ÝÄ�a vÒvzr � tBsut � r b|{~x s }
{^� r � á y t }
a t {�y Ô�� {~}
{ t!t a@bÐÏ��

6 � 6 �:" �A	<�9��� 2 � �%	��
� � �h8
� �%89� ��	��>8$�)���#	����������
8 ��8$�)�����>'��������)�

à�á {
b!{Hy t Ï@{~� a �Ìr � á {~b �¸a�Ï Ô b r È vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {�Í y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t � r y �&% È s È ø
} rK� Í r@vÒs �|y rK� y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t � á a � � r { t � á b rKs � á � á { t|r ø }�a vÒv {~x )ª{~b|É t ��È�{�� á r x 8 } Ô � � ò {
x�P�P �$: �à r y � �pb r x s }
{ºyz� � �¸{ % b t � t|s È³È�a@b|y �
{�� á { Ñ rK� �K{ ø � a � � r b r Í&yÝ�p} á x s a v ÍK{
b t y rK�ut�r@Ô � á {
�pbpa �ut ` r b!�pac�py rK� } r@t �ny � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t � ,ô{^� á { � b|{~}�a vzv � á {�} v a t!t yÒ}
a v )n{
b!É t ��a@b#� s È�{ � �na � x
a@`u` v Ï yz�wy � � á {�y �0% È s È ø } rK� Í rKvzs �py rK� } r@� �|{�ß����
6 � 6 �C5*� +.�
8 �#� $�� �>8����#	��h:`���;� � �9���>'���� � � � ò {�� sut�t �pa@b!�	�wyz� á � á { ,ôa t|t {
bÐ�p{
y � xuy t�ø
� a � }~{ �wyz� á v y � {�acb¸} r@t �nÉ%{�� �¸{~{ � � � r `ub r Éua@Éuy v yz�ÂÏ�È�{
a t|s b|{ twrK�

Rn xu{ %u� {
x¨É�Ï
W1(µ, ν) = inf

∫ ∫
|x− y|dπ(x, y)



� � ��������� ���
� � � � ��� ��� � �
� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
� á {
b!{�� á {^y �&% È s È¾y t b sÌ�u� y � � r Í@{
bna vÒv `ub r ÉRa@Éuy v yz�ÂÏ³È³{�a t!s b|{ t π r@� Rn × Rn �wyÝ� á b|{ øt `,{
}~�|yzÍ@{gÈ�a@b��Ky � a vÒt µ a � x ν 8(á a�Í�y � �ªa %u� yz�|{ % b t ��È r È³{ � ��: � /QÏ�� á { Ñ rK� �K{ ø � a � � r b r Í&yÝ�p} á
x s a v } á acbpa@}��p{
b!y �
ac�py rK� 8 } Ô � � ï a@} PÌÄ�� �
� Æ s xuÅ�P��$: �

W1(µ, ν) = sup

[∫
gdν −

∫
fdµ

]8 �&� Ê@Ë :
� á {
b!{5� á { t|s `Ìb|{
È s È y t b su�u� y � � r ÍK{~b³a vÒv É rKsÌ� xu{
xUÈ³{�a t!s bpa@É v { Ô<su� }~�py rK�ut f a � x gt|s } á � á ac�

g(x) 6 f(y) + |x− y|Ô<r b�{~Í@{
b!Ï x, y ∈ Rn � Ó {~b á ac` t È r b!{^} v a t|t yz}�a v Ï � �¸{ á a�ÍK{�{
Ö s yÝÍ@a v { � � v Ï�� á ac�
W1(µ, ν) = sup

[ ∫
gdµ−

∫
gdν

]8 �&� Ê&Ä;:
� á {
b!{�� á { t|s `ub!{
È s È´y t b sÌ�u� y � � r Í@{
bna vÒv ò yz` t } á yz� � Ô<sÌ� }~�|y rK�ut g �wyz� á ‖g‖Lip 6 1 �à�á { �K{ � {
b|a v[Ô<r b|È r@Ô � á {ªx s a v Ñ rK� �K{ ø � a � � r b r Í�yz�|} á b|{~`ub|{ t { � �pac�py rK� r@Ô½t|r È³{ªÈ³{~�|b|yz}t `Ra@}~{ (E, d)

Ô<r b�{�ßÌa@È³` v {^y � xuyz}�ac�|{ t � á ac� 8 } Ô � � ï a@} P&Ä	�$:

inf

∫ ∫
T (x, y)dπ(x, y) = sup

[ ∫
gdν −

∫
fdµ

]8 �&� ÊKÊ�:
� á {
b!{n� á {ªy �&% È s È y t b su�u� y � � r Í@{
bQa vÒv `ub r Éua@Éuy v yz�ÂÏ¹È�{
a t|s b|{ t π �wyz� á È�a@b#�Ky � a vzt µ a � x
ν
t|s } á � á ac� T y t y � �p{��@bpa@É v { �wyÝ� á b!{ t `%{~}~� � r π a � x � á {
b!{G� á { t|s `Ìb|{
È s È y t�r ÍK{~b^a vzv

`Ra@yÒb t (g, f)
r@Ô É rKsÌ� xu{
x È³{�a t!s bpa@É v { Ô<su� }~�py rK�ut 8 r b^b|{ t `,{
}~�|yzÍ@{ v Ï ν a � x µ ø y � �|{��Kb|a@É v { :t|s } á � á ac� Ô<r bwa vÒv x, y �

g(x) 6 f(y) + T (x, y).
)ª{
b!{ T y t�s `u`,{
b t {~È�yz} rK� �py ��surKsut�� π ø y � �p{��KbpacÉ v {Za � x t!s } á � á ac� T (x, y) 6 a(x)+b(y)

Ô<r bt|r È³{�È�{
a t|s b|a@É v { Ô<sÌ� }~�|y rK�ut a a � x b � � � Rn
� � á { t|s `ub|{~È s È rK� � á {�b|y(� á � ø á a � x t yzxu{r@Ô 8 �&� ÊKÊ�:�È�a�Ï¦É,{�� a 0 { ��r Í@{
b t È�a vzv {~bn} v a t!t { t r@Ô t È r�r � á Ô<su� }~�|y rK�Ìt���t!s } á a t É rKsu� xu{
xò yz` t } á yz� � r b t|r rK� � 8<à�á y t `ub r Í&yzxu{ t a � a v �p{~b � ac�|{ b|{�� suv a@b|y ��ac�|y rK� `Ìb r }
{
x s b|{ Ô<r b�� á {

a@b#� s È�{ � � t xu{~Í@{ vÒr `%{~x¨y � � á { � {�ß�� t {~}~�py rK�ut � :ê r bB� á {�Ö s a@xub|ac�pyz}^} rKt �ny � `Ra@bÐ�pyÒ} suv acb � �¸{�� á sut á a�ÍK{�� á ac�
W2(µ, ν)

2 = sup

[∫
gdν −

∫
fdµ

]8 �&� Ê�� :
� á {
b!{�� á { t|s `ub!{
È s È´y t b sÌ�u� y � � r Í@{
bna vÒv É rKsÌ� xu{
x Ô<su� }��py rK�ut f a � x g t!s } á � á ac�

g(x) 6 f(y) +
1

2
|x− y|2
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 � � ��� � ��� � ���
� ����� �
��� ����� �
� � ����
 ��������������� ���

Ô<r b�{~Í@{
b!Ï x, y ∈ Rn � éÂ� � á {�y �0% È s È ø } rK� Í rKvzs �py rK� �ur �pac�py rK���
g(x) = inf

y∈Rn

[
f(y) +

1

2
|x− y|2

]
= Qf(x)

a@} á yÒ{�ÍK{ t � á { r `Ì�pyzÈ�a v } á r yz}
{1�
6 � 6 � � � ��� 8��A�%	4��	��>8$�)���#	����������
8 � �
��� � � éÂ� � á y t�t {
}��py r@��� �Q{Jb!{
}�a vÒv � á {�)n{
b|É t �
a@b#� s È�{ � �Za � xºyz� t y � �p{~b|`ub!{~�pac�py rK� a t a��|bpa �ut ` r b!� a �py r@� b|{ t|suv ���wyz� á v y � {
a@b�} rKt ��� 4 t!t|s È³{
� á { vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒ} q&r É rKv {~Í y � {
Ö s a v yz�ÂÏ

ρEntµ
(
f 2
)

6 2

∫
|∇f |2dµ8 �&� Ê >3:

á rKv x tºÔ<r b t!r È³{ ρ > 0 a � x a vÒv�t È r�r � á { �ÌrKs � á 8 vÒr }�a vÒv Ï ò yÒ` t } á yz� �1: Ô<su� }��py rK�ut f rK�
Rn � ê r b t yzÈ�` v yÒ}~yz�ÂÏ � a t!t|s È³{ºÉ%{ vÒr � � á ac� µ y t a@É t!rKvÒs �|{ v Ï�} rK� �py ��sur@sut �wyz� á b!{ t `,{
}���� rò {~É%{ t � s {¹È³{�a t!s b|{1�
� r � �Zv {�� g É,{ a 8 É rKsÌ� xu{
x�: ò yÒ` t } á yz� � Ô<su� }��py rK� rK�

Rn �wyz� á ò yz` t } á yz� ��} r { � }
yz{ � �
‖g‖Lip

� ò {~� sut � á { � a@`u` v Ï 8 �&� Ê >3:�� r f 2 = eλg−λ
2‖g‖2Lip/2ρ � á {
b!{ λ ∈ R

� q {~� G(λ) =
∫

eλg−λ
2‖g‖2Lip/2ρdµ � q y � }~{ |∇g| 6 ‖g‖Lip

a v È rKt ��{~ÍK{~b!Ï�� á {~b|{ � �Q{ �K{~� Ô b r È 8 �&� Ê >3:X� á ac� �Ô<r b�{~Í@{
b!Ï λ ∈ R
�

∫ [
λg − 1

2ρ
λ2‖g‖2

Lip

]
eλg−λ

2‖g‖2Lip/2ρdµ−G(λ) logG(λ) 6
1

2ρ
λ2‖g‖2

LipG(λ).

éÂ�¨r � á {
b � r b|x t��
λG′(λ) 6 G(λ) logG(λ), λ ∈ R.

8 �&� Ê ��:
à�á y t xuy ��{~b|{ � �|y a v y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ�y t {�a t y v Ï�y � �p{��Kbpa �p{
x�� r Ï�yz{ v x �Xt y � }
{ G′(0) =

∫
gdµ

� � á ac�Ô<r b�{~Í@{
b!Ï ò yÒ` t } á yÝ� � 8 y � �p{��@bpa@É v {1: Ô<sÌ� }~�|y rK� g r@� R
n �

∫
egdµ 6 e

∫
gdµ+‖g‖2Lip/2ρ.

8 �&� Ê-< :
/QÏ ý á {
ÉCÏ�} á {~Í 
 t y � {
Ö s a v yz�ÂÏ � � á y t y � {
Ö s a v yz�ÂÏ�xu{ t }~b|yÒÉ,{ t � á {³} rK� }
{ � �|bpac�|y rK� `Ìb r `,{
bÐ�pyÒ{ tr@Ô aºÈ³{�a t!s b|{ µ t ac�|y tÐÔ Ï&y � �ºa vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ} q&r É rKv {�Í y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 } Ô � � ò {
x�P-P��$: �éÂ� {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �&� Ê < : á a t É,{
{ � b|{~} r � � y �~{
xôy � � /hd+P�P �Qa t a¦�|bpa �ut ` r b!� a �py r@� y � {
Ö s a v yz�ÂÏÔ<r bB� á { W1

,ôa t!t {
b t �|{
y � xuy t � a � }
{�y � � á { Ô<r b|È rcÔ
ρW 2

1 (µ, ν) 6 2H(ν |µ) = 2Entµ

(
dν

dµ

)8 �&� Ê�O�:
á rKv xÌy � � Ô<r bga vÒv `Ìb r ÉRacÉuy v yz�ÂÏGÈ³{�a t|s b!{ t ν a@É t!rKvÒs �p{ v Ïº} rK� �|y ��surKsut �wyz� á b!{ t `,{
}��B� r µ �wyÝ� áï a@x rK�&ø � y 0cr xÌÏ�È xu{
b!yzÍcac�pyÝÍK{ dν

dµ
� � a@È³{ v Ï�ÉCÏ 8 �&� Ê�O�:�a � x 8 �&� Ê@Ë : 8 rK� {�} r@suv x sut {³} r È ø

` v {��p{ v Ï t yÒÈ³y v acb v Ï 8 �&� Ê&Ä;:J: �KÔ<r bZ{~Í@{
bÐÏºÉ rKsÌ� xu{
x�È�{
a t|s bpa@É v { Ô<su� }��py r@�ut f a � x g t!s } á � á ac�
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� � � � ��� ��� � �
� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
g(x) 6 f(y) + |x− y| Ô<r bwa vÒv x, y ∈ Rn

�

∫
gdν −

∫
fdµ 6

√
2

ρ
Entµ

(
dν

dµ

)
,

r b � {~Ö s yzÍca v { � � v Ï �&Ô<r b�{�ÍK{~b!Ï λ > 0
�

∫
gdν −

∫
fdµ 6

λ

2ρ
+

1

λ
Entµ

(
dν

dµ

)
.

q {~� ϕ = dν
dµ
� à�á {�`ub!{
}
{~xuy � ��y � xuyÒ}
ac�p{ t � á a �

∫
ψϕdµ 6 Entµ(ϕ)

� á {
b!{ ψ = λg − λ2/2ρ− λ
∫
fdµ � q y � }~{�� á y t y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ á rKv x t�Ô<r bw{~Í@{
b!Ï¨} á r yz}
{ r@Ô ϕ8 y � {�� ν : � a@`u` v Ï�y � ��yÝ��� r ϕ = eψ/
∫

eψdµ Ï&yz{ v x t log
∫

eψdµ 6 0 � éÂ�¦r � á {
b8� r b|x t��
∫

eλgdµ 6 eλ
∫
fdµ+λ2/2ρ.

, á { � f y t ò yz` t } á yÝ� � �wyÝ� á ‖f‖Lip 6 1
� rK� {;È�a�Ïô} á r�rKt { g = f

t!r � á ac��� á { v ac�|�|{
b
{�ßÌa@}~� v Ï5acÈ rKsÌ� � t � r 8 �&� Ê-< : � q y � }
{

Entµ(ϕ) = sup

∫
ϕψdµ

� á {
b!{³� á { t|s `Ìb|{
È s È y t b su�u� y � � r ÍK{
b�a vzv ψ 
 t^t!s } á � á ac� ∫ eψdµ 6 1
� � á {�`ub!{
}
{~xuy � �

a@b#� s È�{ � �ª} v {�a@b v Ï;y � xuyz}�ac�|{ t � á ac� 8 �0� Ê-<�:�y t ac}~� s a vÒv Ï {
Ö s yÝÍca v { � �n� r 8 �&� Ê�O�: � à�á y t b|{ t|suv �
{�a t y v Ï�{�ß��p{ � x t � r a@b|ÉÌyz�pb|ac�ÂÏ�È�{��pb|yz} t `Rac}
{ t �
6 � 6 � 6 � � ���>��	<�h���
� ��	��>89� ���
	����h�����
8 � �
��� � � à�á {¨a@yÒÈ r@Ô � á y t�t {
}~�|y rK� y t � r xu{ øt }
b!yÒÉ,{ á r �´� á {�`Ìb|{
}~{
xuy � �()n{
b!É t � a@b#� s È�{ � ��È�a�Ï É,{¨a@`u` v yÒ{
xU} r È�` v {~�|{ v Ï t yÒÈ³y v a@b v Ï
� r y �&% È s È ø } rK� Í rKvzs �py rK�ut � éÂ� `Ra@bÐ�pyÒ} suv acb � �¸{ b!{
} r Í@{
bGy � � á y t }�a t {�� á {�} rK� } vÒsÌt y r@�ôr@Ôà�á { r b!{
È �&� Ê0�ÝÄ�ac��� á {�}~b|yz�|yÒ}
a v Íca vzs { a = 0 �d�yÝÍK{ � a 8 É rKsu� xÌ{
x ò yz` t } á yz� � : Ô<su� }~�|y rK� g rK� Rn

� ac`u` v Ï �ur �ô� á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q�r É r@v {~Í
y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&� Ê >3:�� r f 2 = eρQ(λg) 8 � á {
b|{ �¸{�b|{~}�a vzv � á ac� Q = Q1

: � q y � }~{ Q(λg) =
λQλg

�
λ > 0

� �Q{ t {
{ Ô b r È¡� á {�)ªa@È�y v � rK�&ø ÷ ac} r Éuy�{~Ö s ac�py rK� � á a � � a v È r@t � {�ÍK{~b!Ï�� á {
b!{
y �5t `Rac}
{ �

Q(λg) = λ
∂

∂λ
Q(λg) +

1

2

∣∣∇Q(λg)
∣∣2.
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� ����� �
��� ����� �
� � ����
 ��������������� ���
,ô{ � á sÌt yzÈ�È³{
xÌy ac�|{ v Ï xÌ{
x s }~{ Ô b r È�� á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q�r É r@v {~Í2y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �&� Ê >3:�� á {
xuy(�%{
b!{ � �pyÒa v y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&� Ê���: rK� G(λ) =

∫
eρQ(λg)dµ � q y � }
{ G′(0) = ρ

∫
gdµ

� yÝ�Ô<rKvÒvzr � t¸t yÒÈ³y v a@b v Ï�� á a �
∫

eρQgdµ 6 eρ
∫
gdµ,

8 �&� Ê@Å :
� á ac��y t � á {Qy �&% È s È ø } r@� Í rKvÒs �py r@� y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �&�ÝÄVÊ�: � éÂ� {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&� Ê@Å :�a@È r@su� � t�� a t a �&ø�urKsu� }~{
x³y � � á {�y � �pb r x s }~�py rK��� � r � á {B�|bpa �ut ` r b!� a �py r@� } rKt � y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ Ô<r b_� á {�Ö s a@xub|ac�pyz}
} rKt �

ρW2(µ, ν)
2

6 H(ν |µ) = Entµ

(
dν

dµ

)8 �&� Ê-P :
Ô<r b¸{�ÍK{
bÐÏ ν a@É t|rKvzs �p{ v Ï³} rK� �|y ��surKsÌt �wyz� á b|{ t `,{
}~��� r µ �ZÞ�ßÌa@}�� v Ï�a t¸Ô<r bQ� á {�{
Ö s yÝÍca v { � }
{É%{�� �¸{~{ � 8 �&� Ê < :Ba � x 8 �0� Ê�O-: � ÉCÏ;� á {^x s a v xu{ t }~b|yÒ`&�py r@�¦rcÔ W2

�
∫
gdν −

∫
fdµ 6

1

ρ
Entµ

(
dν

dµ

)

Ô<r bwa vÒv É rKsÌ� xu{
x Ô<su� }��py rK�ut f a � x g t!s } á � á ac�
g(x) 6 f(y) +

1

2
|x− y|2

Ô<r b�{~Í@{
b!Ï x, y ∈ Rn � q y � }
{ g = Qf ac} á yÒ{�ÍK{ t � á { r `Ì�pyzÈ�a v } á r yz}
{ �Rt {~�!�py � � ϕ = dν
dµ

� � á {
`ub|{~}
{
xÌy � ��a@È rKsu� � t � r

∫
ψϕdµ 6 Entµ(ϕ)

� á {
b!{ ψ = Qf −
∫
fdµ � q y � }~{¨� á {�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ á r@v x t³Ô<r b�{�ÍK{~b!Ï�} á r yÒ}~{ r@Ô ϕ � yz��y t{
Ö s yzÍca v { � �w� rºt a�Ï � á ac� ∫ eρψ 6 1

� � á ac�wy t {®ßuac}~� v Ï 8 �0� Ê@Å�: �
4 t aJ} rK�ut {~Ö s { � }~{ rcÔ {
yz� á {
b à�á { r b!{
È �&� Ê �zÄ r b�� á {;`Ìb|{
}~{
xuy � � � �Q{;È�a�Ï t �pac�p{�� á {Ô<rKvÒvzr �wy � �G} r b rKvzv a@bÐÏ % b t �n{ t � acÉ v y t á {~x¦y � � � è ËKË�� �

� ����� 
 
 
���� � � � ��� �D! 
 . .�KT'*� �$/0�-� µ !�.Z� / . + ) KT� � ) % � + #��C!$#�K + K .Z�-#"U �$/0�-�e� + � . + '*�
ρ > 0 �-#"U � ) ) .�' + + �$/ ��# + K , /D�kKT#j���C! + #&. f + #

Rn &
ρEntµ

(
f 2
)

6 2

∫
|∇f |2dµ.

)6/���# & � + �2��,-����%@�"� +�/ � / ! ) !$�C%g'*�J� .�KB�A� ν � / . + ) KB�&� ) % � + #��C!$#�K + K . -c!$� / ��� . ������� � + µ &
ρW2(µ, ν)

2
6 H(ν |µ).
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���
ï {~` v a@}~y � � |x− y| ÉCÏ�� á { ï yz{
È�a �u� yÒa � xuy t � a � }~{ d(x, y) Ï�yÒ{ v x t � á { t a@È�{ª} rK� } vÒsÌt y r@�rK� a t È r�r � á È�a � y Ô<rKv x M �é �ªÈ³y�� á �BÉ%{ � r b!� á � á y v {�È³{ � �|y rK� y � ��� á ac�-� á { � {~ÍK{~b g y t ò yÒ` t } á yz� � �

Qg > g − 1

2
‖g‖2

Lip.q&r } v {
a@b v Ï � 8 �0� Ê@Å�:�b|{~`ub|{ t { � � t a � yzÈ�`Ìb r ÍK{~È�{ � � s ` r@� 8 �&� Ê-< : 8 b|{
` v a@}~y � � g ÉCÏ g/ρ : �4�}~� s a vÒv Ï � à�á { r b|{~È �&� Ê0�zÄ 8 } Ô � 8 �0�zÄKÄ1:J:Q� á { � y � xuyz}�ac�|{ t � á ac� Ô<r b�{�ÍK{
bÐÏ r ∈ R
�

‖ eg‖ρ+r 6 ‖ eg‖r e‖g‖
2
Lip/2

a³È s } á t �pb r@� �K{
b�`Ìb r `,{
bÐ�ÂÏ��

6 � 3 � �@� � � �
	��
� �4�����
'�� �>89� " � E ��8$�)�����>'��������)�

éÂ� � á y t�t {
}��py rK��� �Q{�{®ßuacÈ�y � { t!r È³{�} rK� ÍK{
b t {;b!{ t|sÌv � t�Ô b r È �pbpa �ut ` r b!�pac�py rK� } rKt �Gy ��ø
{
Ö s a v yz�pyz{ t � r vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {~Í y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t � ,2{ % b t ��xu{ t }~b|yÒÉ,{ á r � Ö s a@xub|ac�pyz}
�pbpa �ut ` r b!�pac�py rK� } r@t �wy � {
Ö s a v yz�pyz{ t yÒÈ³` v Ï t `,{
}��pb|a v y � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t � à�á { � �Rsu� xu{~bªac`u`ub r `ub|y ø
ac�p{ vzr � ø } rK� }
a�Í�yÝ�ÂÏôa t|t|s È�`Ì�|y rK�ÌtGrK� � á { su� xu{~b v Ï�y � ��È�{
a t|s b|{ � �Q{5b|{�Í&yz{
� � á {:/Ba 0 b!Ï ø
Þ È³{
bÐÏ�}~b|yÝ�p{
b!y rK� a � x ` s ��y � `Ra@b|a vÒv { v � á { ) , é y � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t r@Ô � � è Ë@Ë��½a � x�� á { b|{ t|suv � tr@Ô � ,ôa � P O � �
6 � 3 �C5*� B 	��>8$�)���#	����������
8 � �
����� 8��)�����>' �;�����)� �>8$�.�)���B� ��	��>' �#�L� � � Ü t y � �5a��Ca@y �
� á {¨x s a v Ñ rK� �@{ ø � a � � r b r Í�yz�|} á xu{ t }
b!yÒ`Ì�|y rK� 8 �&�ÝÄVÊ�: r@Ô � á {�Ö s a@xub|ac�pyz}¦�|bpa �Ìt ` r b!�pac�py rK�
y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �0�zÄ ��: � yz��y t��Ìr ��xuy � } sÌv �^� r5t {
{�� á ac� 8 �0�zÄVÊ-:�yÒÈ³` v yz{ t � á { t `,{
}~�|bpa v �Cac` ��r bÓ�r y � }�a@b!Ç�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ �&Ô<r b µ � y � � á { t { �Ìt {¹� á ac� Ô<r bwa vÒv�t È r�r � á Ô<sÌ� }~�|y rK�ut f rK� Rn

�

ρVarµ(f) 6

∫
|∇f |2dµ8 �&� �KË :

� á {
b!{ Varµ(f) =
∫
f 2dµ−

( ∫
fdµ

)2 � éÂ� xu{~{
x � á r È r �@{ � {~yz�ÂÏ y � 8 �&�ÝÄVÊ�:gÏ�yz{ v x t
∫

eρtQtfdµ 6 eρt
∫
fdµ.

4 t t→ 0
�
Qtf ∼ f − t

2
|∇f |2 t|r � á ac�

1+ρt

∫
fdµ− ρt2

2

∫
|∇f |2dµ+

ρ2t2

2

∫
f 2dµ 6 1+ρt

∫
fdµ+

ρ2t2

2

(∫
fdµ

)2

+o(t2)

a � x5� á sut 8 �&� �KË : �c4�xuy(�%{
b!{ � �wxu{
b!yzÍcac�|y rK�;r@Ô � á y t b|{ t|suv �wy t �KyÝÍK{ � y � � � è ËKË � �
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� � ��� � ������� ��� � � � � ���
��
 �
�
��� ���	� � � �

é � y t �Q{ vÒv#ø 0��ur � � a � xJ} v a t|t yÒ}�a v � á ac� � a@`u` v Ï�y � �³� á { vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ} q�r É r@v {~Í¦y � {
Ö s a v yz�ÂÏ
8 �&�ÝÄ;:�� r 1+ tf a � x v {��|�py � � t→ 0 a vÒt|r Ï�yÒ{ v x t 8 �0���KË�: � ê s bÐ� á {~b|È r b|{ � É r � á � á { vzr �Ca@b!yz� á ø
È�yz} q&r É rKv {�Í�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �0�zÄ;:½a � x^� á {_�|bpa �ut ` r b!� a �py r@� } rKt ��y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&�zÄ�Ê�: 8 r b 8 �&�ÝÄ � :�:
{ � � a@y v } r@� }
{ � �|bpac�|y rK� `Ìb r `,{
bÐ�pyÒ{ t � éÂ� `Ra@b!�|yÒ} suv a@b ��vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q�r É r@v {~Í¨y � {
Ö s a v yz�ÂÏ�a � x
� á {��|bpa �Ìt ` r b!�pac�py rK� y � {
Ö s a v yz�ÂÏ Ô<r b�� á {�Ö s a@xub|ac�pyz}�} rKt � a@b|{ t � acÉ v {¨É�Ï `ub r x s }~� t a � x
� á {~b|{ Ô<r b|{ v {
a@x�� r xuyÒÈ³{ �ut y rK�JÔ b!{
{º} r@� }
{ � �|bpac�|y rK� y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t 8 } Ô � � Ñ a@bJP�<@É � � � à a v P-< � �
� /hd+P�P � ��� ò {
x�P�P � � �(� : �

6 � 3 � � � B ��� � � � 	 � $ � � �A	 � � 	<�;���A	 ���
8 � � /¸{ Ô<r b|{º� s b � y � �¦� r¨r@s b¹È�a@y � Ö s { t �|y rK�
y � � á { � {�ß�� t|s É ø t {~}~�py rK��� yz�³y t � r b!� á � á y v {5� r Éub!yÒ{��ÌÏ b|{~Í�yz{
� � á { /¸a 0 b!Ï ø ÞZÈ³{
b!Ï }~b|y ø
�p{
b!y rK� � /BÞ ÅC� � � � /Ba 0 P->�� � � ò {
xLP�P�� �_Ô<r b vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒ} q�r É r@v {~Í2y � {
Ö s a v yz�pyz{ t�su� xu{~b t �|b|yÒ}��vÒr � ø } rK� }�a�Í�yz�ÂÏ rcÔ � á {�È�{
a t|s b!{��ò {��w� á sut dµ = e−Udx É,{�a�`ub r ÉRa@Éuy v yÝ�ÂÏ È³{�a t!s b|{ rK� � á { / r b|{ v�t {~� tnr@Ô Rn � á {~b|{ Uy t a t È r&r � á ` r �p{ � �|y a v �
������������� � � � ��� �"! 
 . .�KB'*� � /0�-�j� + � . + '*� c > 0 & Hess (U)(x) > c Id !$# � /�� .1��#&.1�
+ � .�% 'E'*���C�k! � ' �-�
�k! ��� . KB#�! � + �k' ) % !$# x ∈ R

n X )6/���# µ .)�-�C!�.,+�� . �$/�� )�+#, �-��!$�$/B'E! �
� +�/ + ) ��,2!$#j�JI)KL� ) !$�C%

Entµ
(
f 2
)

6
2

c

∫
|∇f |2dµ

� + �E��,-���k% .�' + + � /@�kKT#j���C! + # f + #
Rn X

à�á {�`ub r�r@Ô ÉCÏ�Æ �%/Ba 0 bÐÏ�a � x Ñ �½ÞZÈ�{~b!Ï r@Ô � á y t b|{ t|suv � b!{ v yz{ t r@� � á {G} r È³È s � a �py r@�
`ub r `,{
bÐ�pyz{ t�rcÔ � á {��Kb|a@xuyÒ{ � � �wyÝ� á � á { t {
È³y��Kb rKs ` (Pt)t>0

�wyz� á �K{ � {
b|ac� r b L = ∆ −
〈∇U,∇〉 � � a@È³{ v Ï � � á {G} rK� xuyÝ�py r@� Hess (U)(x) > c Id

su� y Ô<r b|È v Ï y � x ∈ Rn
Ô<r b t|r È³{

c ∈ R
8 �urK� � {
}
{ t|t a@b|y v Ï t �pb!yÒ}�� v Ï ` rKt yz�pyÝÍK{ :�y t a@}�� s a vzv Ï {~Ö s yzÍca v { � �¹� rJt a�Ï�y � �¨� á ac� Ô<r b

{~ÍK{~b!Ï t È r�r � á Ô<su� }~�py rK� f �
|∇Ptf | 6 e−ctPt

(
|∇f |

)8 �&� �ÌÄ;:
8 } Ô � � /Ba 0 P-> � �
� ò {
xRË@ËKa�� : � à�á { ��� �KyzÍ@{ � a t È r&r � á t �|b|yÝ� v Ï³` rKt yÝ�pyÝÍK{ É rKsu� xÌ{
x Ô<su� }~�|y rK� f �
�¸{�È�a�Ï �wb|yz�|{

Entµ(f) = −
∫ ∞

0

d

dt

∫
Ptf logPtfdµdt =

∫ ∞

0

I(Ptf)dt

� á {
b!{
I(Ptf) =

∫ |∇Ptf |2
Ptf

dµ
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� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
y t � á { ê y t á {
b�y �&Ô<r b|È�ac�py rK� r@Ô Ptf ��/QÏ 8 �0���ÌÄ1:¸a � x5� á { ý a s } á Ï ø�q } á �Bacb �Gy � {
Ö s a v yz�ÂÏ �

|∇Ptf |2 6 e−2ctPt

( |∇f |2
f

)
Ptf,

t|r � á ac� � ÉCÏ5y � Íca@b|yÒa � }~{ r@Ô Pt �
I(Ptf) 6 e−2ctI(f).

8 �&� �CÊ�:
, á { � c > 0

� yz�wyÒÈ³È³{
xuyÒac�p{ v Ï Ô<rKvzvÒr � t � á ac�
Entµ(f) 6

1

2c
I(f)

� á yÒ} á a@È rKsu� � t � r à�á { r b|{~È �&� > �zÄ�ÉCÏ;} á a � �Ky � � f y � � r f 2 �
6 � 3 � 6 �:" � E ��8$�)�����>'��������)� � � ,2{�{�ßÌa@È³y � { á {~b|{�� á ac� á ac`u`%{ �ut � r � á {!/Ba 0 b!Ï ø
Þ È³{
bÐÏ�a@b#� s È�{ � � � á { � � á { vÒr �¸{~b�É rKsÌ� x c r@� � á {	)n{ t!t y a ��r@Ô U y t��ur � t �pb!yÒ}~� v Ï�` rKt yz�|yzÍK{1�
, á y v {³� á {;a@b�� s È³{ � ��} v {
a@b v Ï Éub|{
a 0�t x r � ��� yz�¹È�a�Ï { � }~yÒ{ � � v Ï2É%{�} r È³` v {
È³{ � �p{~x ÉCÏ
�pbpa �ut ` r b!�pac�py rK� } rKt �;y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t � ,2{Jb|{
a@} á y � � á y t �Ba�Ï � á {!) , é y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t³r@Ô
� � è ËKË�� � ê r b t yzÈ�` v yÒ}~yz�ÂÏ � �Q{;a��Ka@y � � r b 0 y � � á { Þ s } v yÒxÌ{�a � }
a t { � a vÒv � á {�b!{ t|sÌv � t a � x
È�{�� á r x t á r �¸{�ÍK{~b � r y � ��� á b rKs � á y � a ï yÒ{~È�a �u� y a � t {��|�py � � �
� a@È³{ v Ï � Ô<r b�a � Ï T > 0

� �Q{�È�a�Ï t �py vÒv a@`Ì` v Ï � á { /Ba 0 b!Ï ø ÞZÈ³{
bÐÏ }~b|yÝ�p{
b!y rK� s `U� r
�pyÒÈ³{ T � à�á a �wy t���Ô<r b�a � Ï t È r&r � á ` rKt yÝ�pyzÍ@{^a � x;É rKsu� xu{
x Ô<su� }��py r@� f rK� Rn

t|s } á � á ac�
∫
fdµ = 1

� �Q{¹È�a�Ï �wb!yz�p{

Entµ(f) =

∫ T

0

I(Ptf)dt+ Entµ(PTf) .

4 t|t!s È³y � ��� á ac� Hess (U) > c Id
Ô<r b t!r È�{ c ∈ R

� a � x sut y � � 8 �&� �CÊ�: t á r � t � á ac�
Entµ(f) 6 α(T )I(f) + Entµ(PTf)

8 �&� � � :
� á {
b!{

α(T ) =
1− e−2cT

2c
(= T if c = 0.)à�á {¹yzxu{�a�y t��ur � � r } rK� �pb r@v Entµ(PTf)

�
T > 0

� ÉCÏ t|r È�{^�pb|a �ut ` r bÐ� ac�|y rK� É rKsu� x���,ô{
�wy vÒv `ub r Í@{ � á { Ô<rKvÒvzr �wy � � v {
È³È�a�� á ac�Bxu{ t }~b|yÒÉ,{ t a 0 y � x r@Ô b|{�ÍK{~b t {^�|bpa �ut ` r b!� a �py r@� } r@t �
y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ Ô<r b PTf y � � á { Ô<r b|È r@Ô a t á r bÐ�g�pyÒÈ³{w`Ra@b|a@É r@v yÒ}¸b|{�� suv a@b!y �
ac�py rK� { t �pyÒÈ�ac�|{�� éÂ�
� á { t!s É t {~Ö s { � ��} r È³È³{ � � �ur �|{ � � è � � ê � ���|� r a � x ý � è y vzv a � y�È³{ � �py rK� � á ac� ò {~È�È�a
> � Ê³É%{ vÒr ��È�a�Ï¨a@}�� s a vzv Ï;É,{ t á r � � � r�Ô<rKvzvÒr � Ô b r È´� á {~yÒbn`ub r�r@ÔZrcÔ à�á { r b!{
È > � � sut y � �
� á { /¸b!{ � yz{
b ø Ñ } ý a �u� �pb|a �ut!Ô {~b|{ � }
{�` v a � � á { r b|{~È$� à�á {~Ï;{ t � acÉ v y t á y � � á { t acÈ�{ �¸a�Ï5at �pb rK� �K{~bQb!{�� sÌv a@b!y ��a �py r@� { t �pyÒÈ�ac�|{ t á r �wy � ��� á ac�¸É r � á { � �|b r `CÏ³a � x ê y t á {~bgy �ÌÔ<r b!È�ac�|y rK�
É%{~} r È³{ %u� yz�|{³y � acb|ÉuyÝ�pbpacb|y v Ï t á r bÐ�¹�|yÒÈ³{ 8 v y 0 { O(t−1) a � x O(t−2) b!{ t `%{~}~�pyÝÍK{ v Ï0:¹a t a
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 �
�
��� ���	� � � �
Í@acb|y a � � r@Ô a � { t �|yÒÈ�ac�p{ Ô<r b �Kb|a@xuyÒ{ � � � r � t¹r@Ô a5} r@� Í@{�ß Ô<su� }��py r@�2rK� a )ny v É%{~b!� t `Rac}
{
� r y � ��ÉRa@} 0 � r ) ��/¸b|Ç��
y t � /¸b|Ç O���� � à�á { r b|{~È �&� O �
� � � � 
 � � � �@? �D! ���������	�

Hess (U) > c Id 
 c ∈ R 
���
���� � 
���� �����
(Pt)t>0 ��� ����������! � �#"%$&� �'� �(� 
 �) �(�*�  L = ∆ − 〈∇U,∇〉 +-, � � f �.
 Rn

�(� 
��/
10'
 ��� �(� �32.� ��
���#��4 ���'�5�(� ∫ fdµ = 1 +768� � 
�
:9;�  ��
 � T > 0 


Entµ(PTf) 6

( 1

2α(T )
− c
)
W2(µ, ν)

2

$ � �� <� dν = fdµ +
�^`&�pyÒÈ³y �~y � �¦y � T > 0 y � 8 �&� � � :�� r �K{~� á {
b �wyz� á ò {~È�È�a �&� > � Ê � �Q{ r ÉÌ�pa@y � � á { Ô<rKv#øvÒr �wy � ��b|{ t|suv �ª� á ac� xÌ{ t }~b|yzÉ%{ t � á { t|r ø }�a vÒv {~x )-, é y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t } rK�Ì� {
}��py � � { � �pb r `CÏ H �

, a t!t {~b!�p{~y � xuy t � a � }
{ W2
a � x ê y t á {~b�y �ÌÔ<r b!È�a �py r@� I �

������������� � � � � � �"! #���� dµ = e−Udx �-#"U � . .�KB'*�*�$/0�-� Hess (U) > c Id � + �*. + '*�
c ∈ R

X )6/���# & � + ����,-���k%*.�' + + �$/ # + # - #j� , �-�C!$,-� �kKB#j���
! + # f .�K=��/ �$/0�-� ∫ fdµ = 1 &
H(ν |µ) = Entµ(f) 6

√
2I(f)W2(µ, ν)− cW2(µ, ν)

2

$ - /������8- � �����J� ) ) � /0�-� dν = fdµ ' X
à�á { r b!{
È �&� >&��� á a t É,{
{ �Hr ÉÌ� acy � {~x ÉCÏ ê � ���|� r a � x ý � è y vzv a � y � � è ËKË�� sut y � ��� á {

/¸b|{ � yÒ{~b ø Ñ } ý a �u� È�a t|t �pb|a �ut ` r bÐ� � /¸b!{ PÌÄ�� � � Ñ } ý PC���Z� r �K{~� á {
b �wyÝ� á Ô<s b!� á {
b Ó Æ Þ�a@b ø
� s È³{ � � t � 4 t yzÈ�` v {�`ub r�r@Ô � b|{ v Ï�y � � rK� � á { t a@È�{�� r&rKv � �¸a t b|{
}~{ � � v Ï �KyzÍ@{ � ÉCÏ7Æ �ý¸r b|xu{~b rcø ÞZbpa sut Ö s y � � ý Þ ËKË@É � � à�á { r b!{
È �&� >&���2a@xuÈ³yz� t � á { Ô<rKvzvÒr �wy � � } r b rKvzv a@bÐÏ � á ac�
} r È³` v {~È�{ � � t à�á { r b|{~È �&� >&�zÄ��
� ����� 
 
 
���� � � � � � �D! # ��� dµ = e−Udx �-#"U � . .�KB'*�E�$/0�-� Hess (U) > c Id � + �'. + '*�
c 6 0 X 
 . .�KT'*�+�$/0�-��� + � . + '*� ρ > 0 �-#"U ��,-���k% ν &

ρW2(µ, ν)
2
6 H(ν |µ).

)6/���# & �"� + ,1!CUB�JUg� /0�-� 1 + c
ρ
> 0 & µ .)�-�
!�.,+�� .+�$/�� )�+#, �-�k!$� /B'E! �@� +�/ + ) ��,2!$#j�JI)KL� ) !$�C%

ρ′ Entµ
(
f 2
)

6 2

∫
|∇f |2dµ

� + �E��,-���k% .�' + + � / f -c!$�$/

ρ′ =
ρ

4

(
1 +

c

ρ

)2

.
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� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
à r } r È�` v {~�|{ rKs b�`ub r�r@Ô�r@Ô à�á { r b|{
È �&� > ��� � �Q{ á a�ÍK{�� r { t �pa@É v y t á8ò {
È³È�a(�&� > � Ê �à r � á y t � a t10 � �¸{¦È�a 0 { sut { r@Ô a�)�acb � a@} 0 �ÂÏ�`,{¨b!{ t!suv � r@Ô ê � ø � ��,ôa � � y � � , a � P O � �

� á ac�Qa@}�� s a vÒv Ï�Éub|yzx �K{ t � á {wb|{ t!suv � r@Ô � � è ËKË � �wyÝ� á � á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {~Í�y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ tsu� xu{~bª{®ßÌ` rK� { � �py a v y � �p{��KbpacÉuy v yz�ÂÏ r@Ô � ,ôa � P O � 8 t {~{�a vÒt!r � 4�yzx�PKÅ � ��� ò {
x�P�P �$: �
� � + + � + � # ��'E' � �3X��"X�� ��! ï {#�wb|yz�|{ % b t � Entµ(PTf) ÉCÏ �|yÒÈ³{ b|{�ÍK{
b t yzÉuy v yz�ÂÏ;a t

Entµ(PTf) =

∫
fPT (logPTf)dµ.

,ô{¦É r@su� x PT (logPTf) É�ÏH� á {5È�{�� á r x r@Ô � ,ôa � P O � � ê yÝß x, y y � Rn � ò {~� x(t) =
1−t
T
x + t

T
y
�
0 6 t 6 T � ò {~� Ô<s b!� á {
b h : [0, T ] → [0, T ] É,{�a C1

t `%{~{
x Ô<sÌ� }~�|y rK�¦t|s } á
� á ac� h(0) = 0 a � x h(T ) = T � q {�� γ(t) = x ◦ h(t) a � x

Ψ
(
t, γ(t)

)
= Pt(logP2T−tf)

(
γ(t)

)
, 0 6 t 6 T.

,ô{ á a�ÍK{
dΨ

dt
= −Pt

( |∇P2T−tf |2
(P2T−tf)2

)(
γ(t)

)
+
h′(t)

T
〈∇Pt(logP2T−tf), y − x〉

6 −Pt
( |∇P2T−tf |2

(P2T−tf)2

)(
γ(t)

)
+
|h′(t)|
T

|x− y|
∣∣∇Pt(logP2T−tf)

∣∣.

Ü t y � � 8 �&� �ÌÄ;: �
∣∣∇Pt(logP2T−tf)

∣∣ 6 e−ctPt

( |∇P2T−tf |
(P2T−tf)

)
.

)ª{ � }
{ � �wyÝ� á
X =

|∇P2T−tf |2
(P2T−tf)2

and Y =
|h′(t)|
2T

|x− y| e−ct,
�¸{ á a�ÍK{�� á a �

dΨ

dt
6 Pt(−X2 + 2XY )

a � x5� á sut
dΨ

dt
6 Pt(Y

2) =
|h′(t)|2
4T 2

|x− y|2 e−2ct.é � Ô<r@vÒvÒr � t � á ac�
PT (logPTf)(x)− logP2T f(y) 6

|x− y|2
4T 2

∫ T

0

∣∣h′(t)
∣∣2e−2ctdt.

ê r bB� á { r `Ì�|yÒÈ�a v } á r yÒ}~{ r@Ô � á { t `,{
{~x h � � á a �wy t
h(t) = T (e2cT − 1)−1(e2ct − 1), 0 6 t 6 T,



� � � � ��� � � 

� � ��� � ������� ��� � � � � ���
��
 �
�
��� ���	� � � �
� á y t�v {�acx t � r

PT (logPTf)(x) 6 logP2Tf(y) +
1

2S
|x− y|28 �&� �->3:

� á {
b!{
1

S
=

1

2α(T )
− c.

éÂ� {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �&� �->3:%y t � á { a � a vzr � s { � a@xRa@`Ì�|{
x^� rwrKs b½` s b!` rKt { t��@r@Ô � á {�)�a@b � a@} 0 y � {
Ö s a v yz�ÂÏr@Ô � ,ôa � P O � � ê r b x % ßÌ{~x � � a 0 {^� á { � � á {�y �&% È s È¾y � y y � 8 �0���-> :g� r �K{~�
PT (logPTf)(x) 6 QSϕ(x)

� á {
b!{ ϕ = logP2Tf
� q y � }
{�ÉCÏ ÷ { �ut { � 
 t y � {~Ö s a v yz�ÂÏ

∫
ϕdµ =

∫
logP2Tfdµ 6 log

(∫
P2T fdµ

)
= 0,

�¸{¹a@}~� s a vzv Ï á a�ÍK{�� á ac�
PT (logPTf) 6 QSϕ−

∫
ϕdµ.

à�á {
b!{ Ô<r b!{ �

Entµ(PTf) =

∫
fPT (logPTf)dµ 6 sup

[∫
QSϕdν −

∫
ϕdµ

]

� á {
b!{�� á { t|s `Ìb|{
È s È y t³r Í@{
b;a vÒv É rKsu� xu{~x�È³{�a t!s bpa@É v { Ô<su� }~�|y rK�Ìt ϕ � /QÏ � á {¨x s a vÑ rK� �K{ ø � a � � r b r Í�yz�p} á xu{ t }
b!yÒ`Ì�|y rK� 8 �&� Ê�� : r@Ô W2
� r �K{~� á {
b��wyz� á � á { t }�a v y � ��`ub r `%{~b!�ÂÏ r@Ô

y �&% È s È ø } rK� Í rKvÒs �|y rK�Ìt�� � á { v {~È�È�a�y t { t �pa@É v y t á {~x��
4 t È�{ � �|y rK� {
xôÉ,{ Ô<r b|{ � à�á { r b|{~È �0� > � ��a � xôyÝ� t `ub r�r@Ô � y � `Ra@bÐ�pyÒ} suv acb ò {~È�È�a �&� > � Ê �á rKv x t yÒÈ³y v acb v Ïºy � a ï yÒ{~È�a �u� y a � } rK� �|{�ß����

� � ��
	��� � � � �
	 �"! ò {
È³È�a �&� > � Ê¸`ub r Í�yÒxÌ{ t a�Éub|yzx �K{_É,{~� �Q{
{ � � á { vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ} q&r É rKv {~Í
y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ tªrcÔ à�á { r b!{
È �&� > ��� su� xu{~b � á {¹Ö s a@xubpa �pyÒ}¹�pbpa �ut ` r b!�pac�py rK� } rKt � a � xJ� á {Gb|{ øt|suv � r@Ô ê � ø � � ,ôa � � � ,ôa � P O � su� xu{~bB{�ß&` rK� { � �|y a v y � �p{��KbpacÉuy v yz�ÂÏ r@Ô � á { t Ö s a@b|{^xuy t �pa � }
{ �
yÒÈ³È�{~xuy ac�|{�} rK�ut {
Ö s { � }
{ r@Ôwv y � {�a@b��pb|a �ut ` r bÐ� ac�|y rK� } rKt ��� éÂ� xu{
{~x � y Ô �Q{;y � �p{��Kbpac�|{ y ��ø
{
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �&� �->3:¸y � dµ(y) bpac� á {
bB� á a � � r � a 0 {�� á {^y �&% È s È y � y � �¸{ �K{���� á ac�

Entµ(PTf) =

∫
PTf logPTfdµ 6

∫ ∫
f(x) logP2Tf(y)dµ(x)dµ(y)+

∫ ∫
f(x)

|x− y|2
4α(T )e2cT

dµ(x)dµ(y) 6

∫ ∫
f(x)

|x− y|2
2S

dµ(x)dµ(y)



� � ��������� ���
� � � � ��� ��� � �
� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
� á {
b!{ �Q{ sut {
x ÷ { �ut { � 
 t y � {
Ö s a v yz�ÂÏ�� /gÏ � rKsu� � 
 t y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ ab 6 a log a + eb

�
a > 0

�
b ∈ R

�
∫ ∫

f(x)
|x− y|2

2S
dµ(x)dµ(y) 6

1

2
Entµ(f) +

∫ ∫
e
|x−y|2

S dµ(x)dµ(y).

à r �@{~� á {
b �wyz� á 8 �&����� : � �¸{�� á sut �K{��

Entµ(f) 6 2α(T )I(f) + 2

∫ ∫
e
|x−y|2

S dµ(x)dµ(y).
8 �&��� ��:

4 t|t!s È³{ �ur � � á ac� Ô<r b t|r È³{ ε > 0
�

∫ ∫
e(−c̃+ε)|x−y|2dµ(x)dµ(y) <∞8 �&� ��< :

� á {
b!{ c̃ = min(c, 0) ��,ô{;È�a�Ïô� á { � } á r�rKt { T > 0
t|r � á a �G� á {;y � �p{��@bpa v y � 8 �0���C�-:

y t %R� yz�|{��:,2{�� á sÌt } r@� } vzs xu{�� á ac� Ô<r b t|r È³{ C > 0
8 xu{~`%{ � xuy � � rK� � á {³Íca vÒs { r@Ô � á {v ac�!�p{
bA: �

Entµ(f) 6 C
(
I(f) + 1).

/QÏ á r È r �K{ � {
yÝ�ÂÏ �ÌÔ<r b�{~ÍK{~b!Ï t È r�r � á { �urKs � á f rK� Rn
�

Entµ
(
f 2
)

6 C

(∫
|∇f |2dµ+

∫
f 2dµ

)
.

8 �&� � O�:

à�á y t y t a5xu{ Ô {
}~�|yzÍ@{ vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q�r É r@v {~Í�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ�� � � {º} v a t|t yÒ}
a v �¸a�Ï�� r5t �wyz�|} á yÝ�
y � � r a¹�pb s { vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {�Íºy � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 } Ô �_{�� � � � /Ba 0 P->�� :gy t � r { t � a@É v y t á % b t �¸� á {Ó�r y � }�a@b!Çºy � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ Ô<r b µ su� xu{~b�� á { t a@È³{º} rK� xÌyz�py rK� 8 �&� ��< : � à�á y t }�a � É,{�ac} á yÒ{�ÍK{
xt yÒÈ³y v a@b v Ï rK� � á {BÉua t y t � á { )�a@b � a@} 0 �ÂÏ�`%{By � {
Ö s a v yz�ÂÏ r@Ô
� ,ôa � P O � 8 } Ô � � 4�yzx�PKÅ � � � ò {
x�P-P��$: �
8 ,8yz� á b|{ t `,{
}��B� rGý¸r b rKvzv a@bÐÏ��&� > � > � yÝ� t á rKsuv x É,{�{
È³` á a t y �~{
x Ô<r bBa@`u` v yÒ}
ac�py rK�ut � á ac�¸� á {
} rK�ut � a � �ºy � 8 �&� � O�: � � á a ��xu{
`,{ � x tºrK� � á {�Í@a vÒs { rcÔ � á {;y � �|{��Kb|a v y � 8 �0����<�: � y t á y�� á v Ï
xuyÒÈ³{ �ut y rK� a v � � � � á { r � á {~b á a � x � a tBÓ�r y � }
a@b|Ç�a � x vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {�Í³y � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t��
� á {^�pb|a �ut ` r bÐ� ac�|y rK� } rKt �ny � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �&� Ê-P :Qy twt � acÉ v {^ÉCÏ;`ub r x s }~� t�� à a v P�< � � :

6 � 3 � BC	<�%89�)���#	����������
8 � �
��� 
f�#	 � �$��� �6����8��)8������>' � �A�>�D�$	��

éÂ� � á y t t {~}~�|y rK��� �Q{na@`u` v ÏG� á {wÈ³{~� á r x r@Ô½q {
}��py rK� �0��� � r y � Í@{ t �|y��Ca �p{B� á {n�|bpa �ut ` r b!� a ø
�py r@� } rKt ��y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ Ô<r bª� á {�{®ßÌ` rK� { � �py a v È�{
a t|s b|{ % b t ��{�ß&` vzr b|{~x y � � à a v P�< � � à r � á y t
� a t10 � �Q{ � {
{~x¨� r � r b 0 �wyz� á �ur@�&ø Ö s a@xÌbpac�|yÒ} )�acÈ�y v � r@�&ø ÷ a@} r Éuy,{
Ö s ac�|y rK�Ìt �



� � � � ����������� �
��� � ���	�
� � ��� � � �
� ���
� ���
���
�
��� ���	��� � � �
� �
��� � �
6 � 3 �C5*� 1��
8%$X�@�$�>��	������C� " � � ��'��
��8%$2&@��� �#�9�!�)�����������
89� � � à�á { �@{ � {~bpa v `ub|y � }
y ø
` v {³ÉRa t {
x rK� )�a@È³y v � rK�&ø ÷ a@} r Éuy_{
Ö s a �py r@�ut }
a � É,{�{®ß&�|{ � xÌ{
x � r¨r � á {
b�} rKt � Ô<su� }��py r@�ut
� á a � � á { t Ö s acb|{ Ô<su� }��py r@� � ò {�� � a@È³{ v Ï H É,{ t È r�r � á a � x�} rK� Í@{�ß rK�

Rn �wyÝ� á
lim|x|→∞H(x)/|x| = +∞ � ê r b�a t È r&r � á 8Mò yÒ` t } á yz� �º{�� � � : Ô<su� }��py r@� f � � á { 8 su� yzÖ s {
Í&y t } rKt yÝ�ÂÏL: t!rKvÒs �|y rK� u = u(x, t)

r@Ô � á {�È�y � yÒÈ³y �
ac�py rK� `ub r É v {
È 8 } Ô � � /BacbAP->�� ��� ÞZÍca�P@Å � :
8 �&� �KÅ :

{
∂u

∂t
+H(∇u) = 0 in Rn × (0,∞),

u = f on Rn × {t = 0},
y t �KyÝÍK{ � ÉCÏ � á { ) r ` Ô ø ò aVß Ô<r b!È suv a
8 �&� ��P : u(x, t) =

{
QL
t f(x) = infy∈Rn

[
f(y) + tL

(
x−y
t

)]
, t > 0, x ∈ Rn,

f(x), t = 0, x ∈ Rn,
� á {
b!{ L y t � á {�} rK� ÍK{�ß¨} rK� Î s �Ca �p{ r@Ô H xu{ %R� {
x�ÉCÏ

L(y) = sup
x∈Rn

[
〈x, y〉 −H(x)

]
.

ê r bwa@b|ÉuyÝ�pb|a@b!Ï�} rKt � � QL
t f

y t��Ìr �n} rK� �py ��surKsut y � �K{ � {
b|a v ac� t = 0 {�ÍK{ �¨Ô<r b t È r&r � á f �ê r@vÒvÒr �wy � ��� á {�`ub r�r@Ôgr@Ô à�á { r b|{~È �&� Ê �zÄ � � á {�xu{~b|yÝÍ@a �pyzÍ@{ r@Ô F (t) = ‖ eQ
L
t f‖λ(t)

� á { �v {�acx t � r
λ2(t)F (t)λ(t)−1F ′(t) = ρEntµ

(
eλ(t)QLt f

)
− λ2(t)

∫
H(∇QL

t f) eλ(t)QLt fdµ.

Ü t { Ô<suv ac`u` v yz}�ac�|y rK�Ìt�r@Ô � á y t `ub|y � }
yz` v { á r �Q{~Í@{
b t {~{
È � r b|{
Ö s yzb|{ t|r È³{ á r È r �K{ � {
yz�ÂÏ
`ub r `,{
bÐ�pyz{ twr@Ô H �

4 % b t � t {~� r@Ô a@`u` v yÒ}
ac�py rK�ut y tnr ÉÌ�pa@y � {
x�ÉCÏ¨b|{~` v a@}~y � �º� á {�Þ s } v yÒxu{
a ���ur b|È¡ÉCÏ�acb|Éuy ø
�pbpacb!Ï �ur b|È t ‖ · ‖ rK� Rn � q {~�!�py � � � a@È³{ v Ï L(y) = 1

2
‖y‖2

�
y ∈ Rn

� � á { � �gt y � }~{ Ha � x L acb|{ t { vÝÔ ø x s a v � H(x) = 1
2
‖x‖2

∗

�
x ∈ Rn

� � á {~b|{ ‖ · ‖∗ y t � á {�x s a v��ur b!È r@Ô ‖ · ‖ �à�á {
b!{ Ô<r b!{ �[su� xu{~b�� á { vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒ} q&r É rKv {~Í y � {
Ö s a v yz�ÂÏ
ρEntµ

(
f 2
)

6 2

∫
‖∇f‖2

∗dµ
8 �&� >CË :
á rKv xÌy � � Ô<r b t|r È�{ ρ > 0 a � x a vÒvut È r�r � á { �urKs � á Ô<su� }��py r@�ut f rK� Rn

� �Q{�È�a�Ï�} r@� } vzs xu{
a t y � à�á { r b|{
È �0� Ê0�ÝÄ^� r � á { á Ï�`,{
b|} rK� �pb|a@}~�|yzÍK{�{ t �pyzÈ�ac�|{ t

‖ eQ
L
t f‖a+ρt 6 ‖ ef‖aÔ<r b�{~Í@{
b!Ï �%t a�Ï;É r@su� xu{~x f � t > 0 a � x a ∈ R

� éÂ� `Ra@bÐ�pyÒ} suv acb �
∫

eρQ
Lfdµ 6 eρ

∫
fdµ



� � ��������� ���
� � � � ��� ��� � �
� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
a � x � y � yÝ� t {~Ö s yzÍca v { � ���pbpa �ut ` r b!�pac�py rK� } r@t � Ô<r b|È �

ρW 2
L(µ, ν) 6 H(ν |µ).

)ª{
b!{
W 2

L(µ, ν) = inf

∫ ∫
1

2
‖x− y‖2dπ(x, y)

� á {
b!{�� á {ªy �&% È s ÈÀy t b su�u� y � � r ÍK{~b�a vzv `ub r Éua@Éuy v yz�ÂÏ�È�{
a t|s b!{ t π rK� � á {�`Ìb r x s }~� t `Rac}
{
Rn ×Rn �wyz� á È�a@b��Ky � a vÒt µ a � x ν � � � {^È�a�Ï a vÒt!r } rK�Ìt yÒxÌ{
b�È r b|{ �@{ � {~bpa vzv Ï p ø } rK� ÍK{�ß �
p > 2

� ` r �p{ � �|y a vzt 8 } Ô � � / ò ËKË �$: �
6 � 3 � � � +.�`�$� �9�)� '�� �#�%	<�;��� � �
�=�@�
���
'���: � 8��)���$�%' �;�����h� ��� 4 �ur � á {
b�yÒÈ³` r b!� a � ��{�ß ø
a@È�` v {�y � � á { t {~�!�py � � r@ÔQq {~}~�py rK� �&���0�ÝÄ�y t � á { vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒ} q�r É r@v {~Í¨y � {
Ö s a v yz�ÂÏ Ô<r bª� á {
{�ß&` r@� { � �pyÒa v È³{�a t!s b|{ � / ò P O �B� á ac� �wy vÒv¸v {�a@x � Í�yÒa�� á y t `ub|y � }
yz` v { � � r � á {;�|bpa �ut ` r b!� a ø
�py r@� } rKt ��y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ r@Ô Ñ � à a v a��Kbpa � x � à a v P�<�� Ô<r b�� á {³{�ß&` rK� { � �|y a v È³{�a t!s b|{1� ï {~}�a vzvÔ b r È � / ò P O � � á ac� � á { � {�ÍK{
b µ y t � á {�È³{�a t!s b|{ rK� � á {�b|{�a vgv y � { �wyÝ� á xÌ{ �ut yz�ÂÏ 1

2
e−|x|

�wyz� á b!{ t `,{
}��¹� r ò {~É%{ t � s {³È³{�a t|s b!{ �XÔ<r b^{~Í@{
bÐÏ ò yz` t } á yz� � Ô<sÌ� }~�|y rK� f rK� R
t!s } á � á ac�

|f ′| 6 c < 1 a v È rKt ��{~Í@{
bÐÏ � á {
b|{ �
Entµ

(
ef
)

6
2

1− c

∫
f ′

2
efdµ.

8 �&� >uÄ;:
ê yÝß Ô<r b t yzÈ�` v yÒ}~yz�ÂÏ c = 1

2
� q {�� �Ìr �
H(x) =

{
4x2 if |x| 6 1/2 ,
+∞ if |x| > 1/2 .é � t x s a v½Ô<sÌ� }~�|y rK� y t �@yzÍK{ � ÉCÏ

L(y) =






y2

16
if |y| 6 4 ,

|y|
2
− 1 if |y| > 4 .

� � {�È�a�Ï b!{
�wb|yÝ�p{ 8 �0� >uÄ1:¸a t
Entµ

(
ef
)

6

∫
H(f ′) efdµ.

8 �&� >�Ê�:
� r �|{�� á ac� H(λx) 6 λ2H(x) � á { � {~ÍK{~b |λ| 6 1 �4 v � á rKs � á H x r { t��ur �º{®ßuac}~� v Ï % �³a vÒv � á { á Ï�` r � á { t { t³r@Ô � á {;} v a t!t yÒ}
a v )ªa@È³y v � rK�&ø÷ a@} r ÉÌy � á { r b!Ï ��rK� {ºÈ�a�Ï á r �¸{�ÍK{~bG} á {
} 0 � á ac� (QL

t f)′ y t 8 a v È rKt ��{�ÍK{
bÐÏ�� á {
b!{1:¹y � � á {
x r È�a@y � rcÔ H 8 y � {�� |x| 6 1

2
: ��,ô{^È�a�Ï�� á { � a@b�� s {�a t y �¦q {~}~�py rK� �&� Ê0� q y � }
{ �Q{^}�a �Ì�ur �

{�ß&`%{~}~� á r �Q{~Í@{
b Ô<r b�a�} á a@b|a@}~�|{
b|y ��ac�|y rK� � á b rKs � á t!r È³{ 0 y � x r@Ô á Ï&`,{
b!} rK� �|bpa@}��pyzÍ�yÝ�ÂÏ 8 x s {
� r � á { v a@} 0�r@Ô á r È r �K{ � {
yÝ�ÂÏ r@Ô H : � yz�^y t a@}~� s a vÒv Ï�È r b!{ t yÒÈ³` v {�� r a@xRac`Ì�^� á { )n{
b|É t �



� � � � ����������� �
��� � ���	�
� � ��� � � �
� ���
� ���
���
�
��� ���	��� � � �
� �
��� � �
a@b#� s È�{ � � r@Ô�q {~}~�|y rK� �&���0� � a@È³{ v Ï � �KyÝÍK{ � a¹É rKsu� xu{~x 8Mò yz` t } á yÝ� � : Ô<su� }~�py rK� f �&r@� { % b t �t á r � t � á ac� QL

t f
y t xuy(�%{
b!{ � �pyÒa@É v {^y � t > 0 a � x¨a v È rKt �B{~ÍK{~b!Ï x ∈ Rn a � x;� á ac�

∂

∂t
QL
t f +H

(
(QL

t f)′
)

= 0.

q {~� F (t) =
∫

etQ
L
t fdµ � á yz} á y t xuy(�%{
b!{ � �pyÒa@É v { y � t > 0 ��/QÏ 8 �&� >�Ê�: �

tF ′(t) 6 F (t) logF (t), 0 < t 6 1.

, á y v { QL
t f

y tn�ur �ª} rK� �|y ��surKsut ac� t = 0
� yÝ��y t {
a t Ï5� r } á {~} 0 á r �Q{~ÍK{~b�� á ac� tQL

t f → 0a t t → 0 � à�á {
b!{ Ô<r b!{ F ′(0) 6
∫
fdµ

� a � x)y � �|{��Kb|ac�py � �ô� á {J`ub!{
}
{~xuy � �UxÌy(�%{
b|{ � �py a v
y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ;a t y � � á {�`ub|{�Í�y rKsutwt {
}~�|y rK� �RrK� {�} rK� } vÒs xu{ t � á ac�
8 �&� >C� :

∫
eQ

Lfdµ 6 e
∫
fdµ

� á {
b!{ QL = QL
1
� à�á { v ac�|�|{
b y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �0� >C��:�a@}~� s a vzv Ï¦} r b!b|{ t ` rK� x t {�ßÌa@}�� v Ï�� r � á {

�pbpa �ut ` r b!�pac�py rK� } rKt ��y � {
Ö s a v yz�ÂÏ Ô<r bw� á {�{�ß&` r@� { � �pyÒa v È�{
a t|s b|{�` s � Ô<r b1�¸a@b|x¨y � � à a v P-< � �
� a@È³{ v Ï � ÉCÏJ� á {³x s a v Ñ rK� �K{ ø � a � � r b r Í�yz�|} á `ub|y � }
yz` v { 8 } Ô � � ï a@})PÌÄ�� : � 8 �&� > � :�y t {~Ö s yzÍ ø
a v { � ��� r�t a�Ï�y � ��� á ac� �ZÔ<r b�{�ÍK{~b!ÏH`ub r ÉRa@ÉÌy v yÝ�ÂÏ È�{
a t|s b!{ ν rK� � á {5b!{�a vBv y � {�a@É t!rKvÒs �|{ v Ï} rK� �py ��surKsut �wyz� á b!{ t `%{~}~�w� r µ

WL(µ, ν) 6 H(ν |µ)
8 �&� >->3:
�wyz� á

WL(µ, ν) = inf

∫ ∫
L(x− y)dπ(x, y)

� á {
b!{¸� á {Qy �&% È s È�y t b sÌ�u� y � � r ÍK{~bZa vÒv `Ìb r ÉRacÉuy v yz�ÂÏ^È³{�a t!s b|{ t�rK�
R×R

�wyÝ� á b|{ t `%{~}~�|yzÍK{
8 y � �|{��Kb|a@É v { :½È�a@b��Ky � a vÒt µ a � x ν � é ��y t � á { � {�a t Ï�� r } á {
} 0 � á ac��� á {Q} rKt � L y t {
Ö s yÝÍca v { � � �s `¦� rº��s È�{~b|yÒ}
a v } rK�ut �pa � � t�� � r � á {�} r@t � sut {~x�y � � à a v P�< � �à�á {�`ub|{~}
{~xuy � ��{®ß&�|{ � x t � r `ub r x s }�� tZr@Ô � á {B{�ß&` rK� { � �|y a v xuy t �pb|yzÉ s �|y rK� É�Ï�} rK�Ìt yÒxÌ{
b|y � �
� á { Ô<sÌ� }~�|y rK�ut�rK�

R
n �KyÝÍK{ � ÉCÏ ∑n

i=1H(xi)
a � x ∑n

i=1 L(xi)
Ô<r bZanÍK{
}�� r b (x1, . . . , xn) ∈

Rn � à r � á y t �pa t20 �KrK� {BÈ�a�Ï�{
yÝ� á {~b��p{ �ut|r b|y �~{¸� á { vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒ} q�r É r@v {~Í�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �&� >ÌÄ;:r bn� á {��pbpa �ut ` r b!�pac�py rK� y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&� >�>3: ��4 t y � � à a v P�< � � � á {�È�acy � xuy � } sÌv �ÂÏ5a@b!y t { t y �
xuyÒÈ³{ �ut y rK�;r@� {��
6 � 3 � 6 �  =�
��8^� �%	�( ��8$�)�����>'��������)� �>89� � �M���
8$�)8������>' ��	��>8$�)���#	��
��������8 � �
��� � � 4 t
a È�a@y � b!{ t|sÌv � rcÔ � á { � r b 0 � / ò P O � � yÝ� �¸a t a@}�� s a vÒv Ï t á r � � � á ac� {~ÍK{~b!Ï È�{
a t|s b!{ µ8 a@É t!rKvÒs �p{ v Ï } rK� �py ��sur@sutwt a�Ï0: t ac�py t!Ô Ï�y � �G� á { Ó�r y � }�acb|Ç�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ

λVarµ(f) 6

∫
|∇f |2dµ8 �&� >���:



� � ��������� ���
� � � � ��� ��� � �
� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
Ô<r b t!r È³{ λ > 0 a � x a vÒv[t È r�r � á Ô<su� }��py r@�ut f a@}~� s a vzv Ï t ac�py t�% { t a¹È r xÌy % {~x vzr �Ca@b!yz� á È�yz}q&r É rKv {�Í y � {
Ö s a v yz�ÂÏ t!s } á a t 8 �&� >uÄ;:

Entµ
(
ef
)

6 K(c)

∫
|∇f |2efdµ8 �&� > < :

Ô<r b^{~Í@{
b!Ï É rKsu� xu{
x ò yÒ` t } á yz� � Ô<su� }~�|y rK� f t!s } á � á ac� |∇f | 6 c < 2
√
λ a v È rKt ��{~Í@{
b!Ï ø

� á {
b!{ � � á {
b!{ K(c) > 0
rK�uv Ï xu{~`%{ � x tnrK� c a � x λ � q {��|�|y � �

H(x) = Hc(x) =

{
K(c) |x|2 if |x| 6 c ,
+∞ if |x| > c ,

�wyz� á x s a v½Ô<su� }��py r@�
8 �&� >3O�: L(y) = Lc(y) =





|y|2
4K(c)

if |y| 6 2cK(c) ,

c|y| − c2K(c) if |y| > 2cK(c) ,

a � x¨a@b#� s y � ��{®ßuac}~� v Ï5a t É,{ Ô<r b!{ � �Q{¹È�a�Ï t � ac�|{�� á { Ô<rKvÒvzr �wy � �G} r b r@vÒv acb!Ï��
� ����� 
 
 
���� � �
	1��� �D! # ��� µ / �Z� '*�J� .�KT�A� + #N�$/�� � + �A� ) .1��� . + �

Rn .)�-�C!�. �k% !$# , � /��
� + !$#j�J�-�Ai+!$#j�JI)K0� ) !$�C%

λVarµ(f) 6

∫
|∇f |2dµ

� + � . + '*� λ > 0 �-#"U*� ) ) .�' + + � /+�kKB#j���C! + #&. f X )6/���# & � + �E��,-���k% c < 2
√
λ & µ .)�-�C!�. �k%

∫
eρQfdµ 6 eρ

∫
fdµ8 �&� >CÅ :

� + ����,-����% / + KB#"UB�JUg'*�J� .�KB�J� /�) � f $ - /����A� - �.-c�k!$�&� Q � + � Q1 ' � /0�-��� + �k�A� . � + #"U .D� + � /��
����!$�C! �J� ) , � ) K�� a = 0 !$#()6/�� + �A��' �3X��BX � X � I)KB!$, � ) ��#�� ) % &

∫
eρfdµ 6 eρ

∫
Q̃fdµ8 �&� > P :

$ - /������ - � -c�k!$�&� Q̃ � + � Q̃1 ' X )6/�� .1�Z!$#j�JI)K0� ) !$�C! � .
�J�-# �J� .�! ) % / � ��.��&��#"UB�JU*�k� + ' � /��
� ) � . . + �E� ) ) / + KB#"UB�JU '*�J� .�KB��� /�) � �kKB#j���C! + #&.E� + �$/��*� ) � . . + �E� ) ) µ - !$#��&� , ��� /�) � �kKB#j���
! + #&.
f !$# $ �3X���� ' �-#"U*�$/��g� ) � . . + �2� ) ) '*�J� .�KB��� /�) �e�kKB#j���C! + #&. f !$# $ �3X�� � ' -c!$�$/ µ - !$#��&� , ��� /�) �
.�K;� - � + #�, + ) KB�
! + #"X
à�á { r `,{
b|ac� r b Qt

b!{
`ub!{ t { � � t aGÉuy Î!{
}~�|y rK�³Ô b r ÈÀ� á { } v a t|t¸r@Ô a vÒv } rK� }�a�Í@{ Ô<su� }~�|y rK�ÌtBrK�
R
n �wyÝ� á Íca vÒs { t y � [−∞,+∞)

rK� � r yz� t { vÝÔ � ï { t `%{~}~�pyÝÍK{ v Ï � Q̃t
y t a�Éuy Î!{~}~�|y rK��rK� � á {ª} v a t!t



� � � � ��� �
��� � � ������� � � ����� ���
��
 �
�
��� ���	� � ��� � � ������� � �
� ����� � ��� � � � � � �
r@Ô a vÒv } rK� ÍK{®ß Ô<su� }��py rK�ut�r@�

Rn �wyÝ� á Íca vzs { t y � (−∞,+∞] � éÂ� `ua@b!�|yÒ} sÌv a@b � y Ô �Q{ t �pa@b!�
�wyz� á a á r È r �K{ � { rKsÌt } rK� ÍK{®ß Ô<su� }~�|y rK�

f(x) = sup
θ∈T

〈θ, x〉, x ∈ R
n, T ⊂ R

n,

� á { �
Q̃−1f(x) = sup

θ∈T

[
〈θ, x〉 − 1

2
|θ|2
]
.

à�á { t|s `ub|{~È s È ø } r@� Í rKvÒs �py r@� y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �0� > P�:^� á { � Ï�yÒ{ v x t 8 a Ô �|{
b¹a t yzÈ�` v {³a@`u`ub r ßÌy ø
È�ac�|y rK� acb#� s È³{ � ��:

∫
eρ supθ [〈θ,x〉−|θ|

2/2]dµ 6 eρ
∫

supθ〈θ,x〉dµ .

ê r b�� á {�}
a �urK� yz}�a v d�a sut!t y a � È³{�a t!s b|{ rK�
Rn

� � á y t y � {
Ö s a v yz�ÂÏ �¸a t xuy t } r Í@{
b!{
xHÉCÏ(/ �q � à t yzb|{ v 
 t!rK� � à t y ÅC���By � } r@�u� {
}��py rK� �wyz� á d�a sut|t y a � È�y#ßÌ{~xôÍ r@vÒs È³{ t � éÂ� � á { �K{ � {
b|a vt {~�!�py � � r@Ô�vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {�Í�y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t a � x �urK�&ø á r È r �K{ � { rKsÌt } rK� ÍK{®ß Ô<su� }��py r@�ut
yz�wÈ�a�Ï�É%{ Ô<r b!È suv ac�p{~x;y � � á { Ô<rKvzvÒr �wy � � �¸a�Ï��
� ����� 
 
 
���� � �
	1�@? �D! R #"UB��� �$/�� )�+#, �-�k!$�$/B'E! �c� +�/ + ) ��,�!$#j�JI)K0� ) !$�
% $ �3X ��� ' + �8)6/�� + �A��' �3X��BX � &� + ���-#�% � + #�,-��. µ - !$#��&� , ��� /�) �c�kKB#j���
! + # f + #

Rn &
∫

eρ(f−
1
2
|∇f |2)dµ 6 eρ

∫
fdµ.

ê r b � á {n`ub r�r@Ô ��t y � }
{ f y t xÌy(�%{
b|{ � �py acÉ v {wa v È r@t � {~Í@{
bÐÏ � á {
b|{ �uÔ<r bg{~ÍK{~b!Ï³` r y � � x ∈ Rnac��� á yz} á f y t xÌy(�%{
b|{ � �py acÉ v { � a � x�a vzv z ∈ R
n � f(x+z) > f(x)+〈∇f(x), z〉 � à�á {
b!{ Ô<r b!{ �

Qf(x) > inf
z∈Rn

[
f(x) + 〈∇f(x), z〉 − 1

2
|z|2
]

= f(x)− 1

2

∣∣∇f(x)
∣∣2.

6 ���%� � 	<�$898%$I+ ��8$� � � � � � � ��8��h�@�$�>'��;�����)�2�%89� � �6���)	 � �
8���	���� ����:��;� �
/¸b su�Ì�&ø Ñ y � 0@r � t10 y�y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t È�a�Ï É%{ sÌt {
x8� r `ub r ÍK{�� á { á Ï�`,{
b|} rK� �pb|a@}~�|yzÍK{ y ��ø

{
Ö s a v yz�pyz{ tQr@Ô à�á { r b!{
È �&� Ê �zÄ Ô<r b t|r È³{�} v a t!t { t�r@Ô È�{
a t|s b!{ t �wyÝ� á vzr �K} r@� }�a�ÍK{�xu{ �ut yz�|yÒ{ t �
4 t|t!s È³{�� á a � dµ = e−Udx � á {~b|{ U : Rn → R

y t�t È r&r � á a � x t|s } á � á a � Ô<r b t|r È³{
c > 0

�RsÌ� y Ô<r b!È v Ï³y � x ∈ Rn
�

Hess (U)(x) > c Id

y � � á { t { �ut { r@Ô�t Ï�È³È�{��pb!yÒ} È�ac�pb!yÒ}~{ t � à�á y t } r@� xuyz�|y rK� y t � á sut � á { /¸a 0 b!Ï ø ÞZÈ³{
b!Ï }
b|yÝ�p{ ø
b|y r@� � /BÞ ÅC� � 8 } Ô � � /¸a 0 P->�� � � ò {
x�P-P��$: su� xu{~b � á yÒ} á � á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {~Í5y � {
Ö s a v yz�ÂÏ



� � ��������� ���
� � � � ��� ��� � �
� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
Ô<r b µ á rKv x t �wyz� á ρ = c a t �Q{ á a�ÍK{ t {
{ � y � à�á { r b|{~È �&� > �ÝÄ�� à�á {;} v a t|t yz}�a v /¸b su�u�&øÑ y � 0cr � t20 yXy � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ � y � yÝ� tQÔ<sÌ� }~�|y rK� a v,Ô<r b!È 8 t {~{ � ÆDd�ÅKË�� Ô<r bQ� á { á y t � r b|yÒ}
a v xu{~Í@{ vzr ` ø
È�{ � � tZr@Ô � á y t b|{ t|suv �k: � È�a�ÏGÉ,{ sut {
xº� r `ub r Í&yzxu{wa t yzÈ�` v {¸`Ìb r�r@Ô,r@Ô � á { á Ï�`%{~b|} rK� �pbpac}~�pyÝÍK{
{ t �|yÒÈ�ac�p{ t r@Ô à�á { r b|{~È �&� Ê0�ÝÄ 8 �wyÝ� á a = 1 : � a � xJ� á sut^rcÔ � á { vzr �Ca@b!yz� á È�yz} q&r É rKv {�Í�y �&ø
{
Ö s a v yz�ÂÏ�� ï {
}�a vÒv � á ac� � y � yz� t�Ô<su� }~�py rK� a v%Ô<r b|È sÌv ac�|y rK��� � á { /¸b su�u�&ø Ñ y ��0@r � t20 y�� á { r b|{~È
y � xuyz}�ac�|{ t � á ac�	� á { � {�ÍK{~b α, β > 0

�
α+ β = 1

� a � x u � v � w a@b!{ �urK�&ø � {��Kac�pyÝÍK{�È³{�a t|s b ø
a@É v { Ô<sÌ� }~�|y rK�utwrK�

Rn
t|s } á � á ac� Ô<r bwa vÒv x, y ∈ Rn

�

w
(
αx + βy) > u(x)αv(y)β,

8 �&���@Ë :
� á { �

∫
wdx >

(∫
udx

)α(∫
vdx

)β
.

8 �&���&Ä;:
d�yÝÍK{ � a 8 É rKsu� xÌ{
x=: Ô<su� }��py rK� f rK� Rn

� a@`u` v Ï�� á { � 8 �&���&Ä;:g� r � á { Ô<su� }��py r@�ut
u(x) = e

1
α
Qβ/cαf(x)−U(x), v(y) = e−U(y), w(z) = ef(z)−U(z).

Æ s {¹� r � á {�} rK� ÍK{®ß&yz�ÂÏ¦} rK� xuyz�|y rK� Hess (U) > c Id
�RÔ<r bw{�ÍK{
bÐÏ α, β > 0

�
α + β = 1 a � x

x, y ∈ Rn
�

αU(x) + βU(y)− U(αx + βy) >
cαβ

2
|x− y|28 �&���KÊ�:

t|r � á ac��} rK� xÌyz�py rK� 8 �&���@Ë : �wy vzv É,{ t ac�|y t�% {
x�ÉCÏU� á {¦ÍK{
bÐÏ xÌ{ %R� yÝ�py rK� r@Ô � á {¨y �&% È s È ø
} rK� Í r@vÒs �|y rK� Qβ/cαf

� à�á {~b|{ Ô<r b|{ �
∫

efdµ >

(∫
e

1
α
Qβ/cαfdµ

)α
.

q {~�!�py � � 1
α

= 1 + ct
�
t > 0

� yÒÈ³È�{~xuy a �p{ v Ï�Ï�yÒ{ v x t 8 �&�ÝÄ;O�: �wyz� á ρ = c a � x a = 1 � éÂ�`Ra@b!�|yÒ} suv a@b�� á { vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ} q�r É r@v {~Í y � {
Ö s a v yz�ÂÏ Ô<r b µ á rKv x t �wyÝ� á ρ = c � à�á { t acÈ�{a@b#� s È�{ � � t á rKv x t � á { � } rK�ut yÒxu{~b|y � �^a � a@b!Éuyz�|bpa@bÐÏ �ur b|È y � 8 �&���KÊ�:�� r Ï�yÒ{ v x�� á { vÒr �Ka@b|yÝ� á ø
È�yz} q�r É r@v {~ÍJy � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ�� ,2{º� á sut b!{
} r Í@{
b �wyÝ� á � á { )�acÈ�y v � r@�&ø ÷ a@} r Éuy�a@`u`ub r a@} á � á {
/Ba 0 b!Ï ø ÞZÈ³{
bÐÏ�b!{ t|sÌv � 8<à�á { r b|{
È �&� > �zÄ1:Qa t �¸{ vÒv a t¸t|r È�{ r@Ô � á {�È�a@y � b!{ t!suv � tBr@Ô � / ò ËKË � �éÂ� `Ra@bÐ�pyz} suv a@b � } rK� Í@{�ß&yz�ÂÏ 8 �&���KÊ�: �wyÝ� á a � a@b!Éuyz�|bpa@bÐÏ �ur b!È�y �ut �p{
a@x r@Ô � á {¨Þ s } v yÒxu{
a �rK� {^Ï�yÒ{ v x t�� Í�y a á Ï&`,{
b!} rK� �|bpa@}��pyzÍ�yÝ�ÂÏ r@Ô )�a@È³y v � rK��ø ÷ a@} r Éuy t|rKvzs �py rK�ut�� � r � á { vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ}q&r É rKv {�Í y � {
Ö s a v yz�pyz{ t 8 �&� >CË : � aº} rK� } vÒsut y rK�5rKs � rcÔ b!{�a@} á r@Ô � á { á {�a � t {
È³y��@b rKs `;� r&rKvzt �é � �Ba twt á r � ��t yzÈ�y v a@b v Ï�y ��� /�d P�P ��a � x � / ò ËKË�� á r � /¸b su�Ì�&ø Ñ y � 0@r � t10 y�y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t
È�a�Ï;É,{ sut {~x¦� r xu{~x s }~{¹xuyzb|{~}~� v Ï�� á {^�pbpa �ut ` r b!�pac�py rK� } r@t �ªy � {~Ö s a v yÝ�pyÒ{ t¸r@Ô_q {~}~�py rK� �&���0�q {
{�a vÒt|r�� / vÒr P-P � Ô<r b Ô<s b!� á {
b�b|{ t!suv � t � à�á {¸b|{~}
{ � � ï yz{
È�a �u� yÒa � ÍK{
b t y rK�Gr@Ô � á { Ô<sÌ� }~�|y rK� a v
/¸b su�Ì�&ø Ñ y � 0@r � t10 y�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ r@Ô � ý Þ Ñ q ËKË��XÈ�a�Ï�É,{ sut {~x¦� r {�ß��p{ � x5� á {^`ub!{
}~{
xuy � ��� r
a ï yÒ{~È�a �Ì� y a ��t {~�!�py � ��a � x³� r b!{
} r Í@{
b¸y � � á y t �¸a�Ï�� á { vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒ} q&r É rKv {~Í�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ
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�
��� ���	� � ��� � � ������� � �
� ����� � ��� � � � � � �

r@Ô Æ ��/Ba 0 b!ÏGa � x Ñ �CÞZÈ³{
bÐÏ � /BÞ ÅC� �uy � È�a � y Ô<rKv x t �wyz� á a t �pb|yz}~� v Ï¹` rKt yz�|yzÍK{ vÒr �¸{~b_É rKsu� xrK� � á { ï yz}
}~y½} s bÐÍcac� s b!{��é �ªÈ³y�� á �wÉ,{ � r b!� á � á y v {�È³{ � �py rK� y � �G� á ac�w� á {�a v �p{~b � a �p{^} á r yz}
{ 8 sut {
x¨y � `Ra@bÐ�pyÒ} suv acb
y � � Ñ a s PÌÄ	� ��� /hd P-P � ��� / ò ËKË �$:By � � á { Ô<su� }��py rK� a v /Qb su�u��ø Ñ y � 0@r � t20 y�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ rcÔ

u(x) = e−βf(x)−U(x), v(y) = eαQ1/cf(y)−U(y), w(z) = e−U(z),v {�acx t � r
(∫

eαQ1/cfdµ

)1/α(∫
e−βfdµ

)1/β

6 1.
8 �&����� :

4 t β → 0
� 8 �&�.� � : rK�uv Ï�Ï&yz{ v x t 8 �&�ÝÄ;O�: �wyz� á a = 0

� � á a ��y t � á {³y �&% È s È } r@� Í rKvÒs �py r@�
y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&� >CÅ : 8 �wyÝ� á ρ = c : � éÂ� � á { �ur �pac�py rK� 8 �&�ÝÄKÄ;: � 8 �&����� : } r b|b!{ t ` rK� x t � r � á {
bpa � �@{ −1 6 r 6 0 �8, á y v {^� r b|{�ac} á � á { vÒr �Ka@b|yÝ� á È³yÒ} q&r É rKv {�Í5y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ;yz� t { vÝÔ � rKsuv x
b|{
Ö s yzb|{�a vzv r 8 � {��Cac�|yzÍK{ : v acb#�K{ { �urKs � á � yz�¸y t a v b|{
a@xÌÏ�y � �p{~b|{ t �py � �G� r ` r y � � rKs �B� á ac�B� á {
Í@a vÒs { r = 0

8 � á {�y �&% È s È ø } rK� Í rKvzs �py rK� y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �0� >CÅ�:J:^y t a@}~� s a vÒv Ï {
Ö s yÝÍ@a v { � ��� r
� á {	� á rKv {Qy � �p{~b!Íca v −1 6 r 6 0

8 � á {By � {~Ö s a v yÝ�pyz{ t 8 �&����� :�: � à r `Ìb r ÍK{¸� á y t } v a@yÒÈ � b!{
�wb!yz�p{
8 �&����� :Ba t

1

α
log

∫
eαQ1/cfdµ+

1

β
log

∫
e−βfdµ 6 0

8 �0�.� > :
Ô<r b�{~Í@{
b!Ï α, β > 0

�
α + β = 1 � � r � �

log

∫
egdµ = sup

[∫
ghdµ−Entµ(h)

]

� á {
b!{�� á { t!s `ub|{~È s È y t b su�u� y � � r ÍK{
bwa vÒv É rKsu� xu{
x5È³{�a t!s bpa@É v { Ô<sÌ� }~�|y rK�ut h > 0
t|s } á

� á ac� ∫ hdµ = 1 � à�á sut �¸{�È�a�Ï Ô<s b!� á {
bwb!{
�wb|yÝ�p{ 8 �&�.� >3:Ba t
∫
Q1/cf h1dµ−

∫
fh2dµ 6

1

α
Entµ(h1) +

1

β
Entµ(h2) ,

α, β > 0
�
α + β = 1

� � á ac� t á r@suv x � á {~b|{ Ô<r b|{ á rKv x Ô<r b�a vÒv h1, h2 > 0 �wyz� á ∫ h1dµ =∫
h2dµ = 1 � �^`&�pyÒÈ³y �~y � � r ÍK{
b α a � x β �Q{ �K{~�

∫
Q1/cf h1dµ−

∫
fh2dµ 6

(√
Entµ(h1) +

√
Entµ(h2)

)2

,

� á ac�ny t
∫
Q1/cfdν1 −

∫
fdν2 6

(√
H(ν1 |µ) +

√
H(ν2 |µ)

)28 �&��� ��:

� á {
b!{ dν1 = h1dµ
�
dν2 = h2dµ

a@b!{na@b|ÉuyÝ�pb|a@b!Ï�`Ìb r ÉRacÉuy v yz�ÂÏGÈ³{�a t|s b!{ tgrK�
Rn a@É t|r@vÒs �|{ v Ï} rK� �py ��surKsut �wyz� á b|{ t `,{
}���� r µ � à�á { t {¹È�{
a t|s b|{ t È�a�Ï¦a vÒt|r É,{�a t|t|s È�{~x�� r á a�ÍK{ %R� yz�|{



� � ��������� ���
� � � � ��� ��� � �
� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
t {
} rK� x�È r È³{ � ��� � r ��� á { t|s `ub|{~È s È r ÍK{
b a vÒv f 
 t�r@� � á { v { Ô � ø á a � x t yÒxÌ{ r@Ô 8 �&��� ��:�y t
{
Ö s a v � r c

2
W2(ν1, ν2)

2
t!r � á ac� 8 �0�.� �-:¸É%{~} r È³{ t

√
cW2(ν1, ν2) 6

√
H(ν1 |µ) +

√
H(ν2 |µ) .

8 �&���-< :
,ô{;� á sut b!{
x s }~{
x 8 �&����� :�� r 8 �&���-< : � / s � �ur � � á { v a �|�p{~b Ô<rKvzvÒr � t�Ô b r È 8 �0� Ê-<�: 8 �wyÝ� á
ρ = c :¸ÉCÏ;� á {^�|b|y a � � v {ªy � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ Ô<r bB� á {�È�{��pb!yÒ} W2

� à�á y t `ub r Í@{ t � á {�} v a@yzÈ$�
6 ���%�C5*� � � �#�%	<�;��� � �
� ���D�=���A	 � � ����	 � ��� éÂ� � á y tGv a t �º`Ra@bÐ� � �¸{;� s b � t|r È³{ � r

L1
ø

ÍK{
b t y rK�ut�r@ÔgrKs b á Ï�`,{
b|} rK� �pb|a@}~�|yzÍ�yz�ÂÏ�b|{ t!suv � t � ò {�� µ É%{Ga5`Ìb r ÉRacÉuy v yz�ÂÏ5È³{�a t!s b|{ rK� � á {
/ r b|{ v%t {~� tBr@Ô a�È�{��pb|yz} t `Ra@}~{ (E, d) a � x�a t|t!s È�{ªyz� t ac�|y t % { t � á { 8 vÒr �Ca@b|yÝ� á È³yÒ} :�y t!r `,{
b|y ø
È�{��pb|yz}^y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ

µ+(A) > c
(
1− µ(A)

)
log

(
1

1− µ(A)

)8 �&����O�:

Ô<r bw{~ÍK{~b!Ï+/ r b|{ vXt {~� A y � E a � x t|r È�{ c > 0 � ï {~}�a vzv � á ac�wy � �K{ � {~bpa v � á { µ ø `,{
b!yÒÈ³{~�|{
b
µ+(A)

r@Ô a / r b|{ vXt {~� A ⊂ E y t xu{ %R� {
x�ÉCÏ
µ+(A) = lim inf

t→0

1

t

[
µ(At)− µ(A)

]

� á {
b!{ At � t > 0
� y t � á { r `,{ � t øÂ� {~y�� á É r b á r�r x r@Ô A y � � á {�È³{~�|b|yÒ} d rK� E �à�á {�y t|r `,{
b!yÒÈ³{~�|b|yÒ}¹y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&����O�:�y t } rK�u� {~}~�p{~x5�wyÝ� á á Ï&`,{
b!} rK� �|bpa@}��pyzÍ�yÝ�ÂÏ r@Ô � á {

} rK� Í r@vÒs �|y rK�5r `,{
b|ac� r b t
Qtf(x) = inf

y∈E;d(x,y)<t
f(y), t > 0, x ∈ E.

4 t �¸{ �wy vzv�t {
{�y � xu{~{
x � 8 �&����O�: á rKv x t y Ô a � x rK�Ìv Ï y Ô
‖Qtf‖q 6 ‖f‖p

8 �&���@Å :
Ô<r b�{�ÍK{
bÐÏ �ur@�&øÂ� {��Cac�|yzÍK{gÈ³{�a t!s bpa@É v { Ô<sÌ� }~�|y rK� f a � xGa vÒv 0 < p < q <∞ a � x t > 0

t|s } á
� á ac� ect >

q
p
� à r á y � ��� á y t } rK�u� {
}~�|y rK� � a@`u` v Ï 8 �&���@Å :X� r f = 1E\A

� q y � }
{ Qtf = 1E\At
�

8 �&���@Å :Q� s b �ut y � � r
log
(
1− µ(At)

)
6 ect log

(
1− µ(A)

)
.

8 �&���-P :
4 t t→ 0

� � á y t a@È rKsu� � t � r 8 �&����O�: �é � t á rKsuv x É,{ �ur �p{~xU� á ac�³y � � b!{�� sÌv a@b � t yz� s ac�|y rK�ut�r@� { á a t µ+(A) = µ+(M \ A) �à�á y t y t }
{
bÐ� a@y �uv Ï¨� á {�}
a t { Ô<r b µ a@É t|rKvzs �p{ v ÏJ} rK� �py ��sÌrKsut^rK� E = Rn
� a t �Q{ vÒv a t y � a

È r b!{ �K{ � {
b|a vQï yz{
È�a �u� yÒa � È�a � y Ô<rKv x t {~�!�py � � � éÂ� � á { v ac�|�|{
b�}�a t { t�� yÝ� �¸a t¹t á r � � ÉCÏ
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� ����� � ��� � � � � � �

� � ïwr � á a sut � ïwr � Å � �w� á a �³� á {�y t|r `,{
b!yÒÈ³{~�|b|yÒ}�y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&����O�:Gy t {~Ö s yzÍca v { � ��� r � á {vÒr �Cacb|yz� á È³yÒ} q&r É rKv {�Í y � {
Ö s a v yz�ÂÏ
cEntµ(f) 6

∫
|∇f |dµ8 �&� <KË :

� á yÒ} á t á rKsuv x á rKv x�y � � á {�} v a t!t_r@Ô a vzv&�ur@�&øÂ� {��Cac�|yzÍK{ vÒr }�a vzv Ï ò yÒ` t } á yz� � Ô<su� }��py rK� f rK� R
n

8 r b rK� a�È�a � y Ô<rKv x�: � ê s b!� á {
b!È r b|{ � � á { t �pa � xRacb|x�� á { r bÐÏ t á r � t � á ac� 8 �KyzÍ@{ � a vÒr }�a vzv Ïò yz` t } á yz� � : Ô<su� }~�|y rK� f rK� Rn
� � á { Ô<sÌ� }~�|y rK� v = v(x, t) = Qtf(x) `ub r Í&yzxu{ t a t|rKvzs �py rK�r@Ô � á {�y � yÝ�pyÒa vÝø Í@a vÒs {w`Ra@bÐ�pyÒa v xuy ��{~b|{ � �|y a v {
Ö s ac�|y rK�

8 �&� <ÌÄ;:
{

∂v

∂t
+ |∇v| = 0 in Rn × (0,∞),

v = f on Rn × {t = 0}.à�á {�{
Ö s yzÍca v { � }~{ É,{~� �Q{
{ � 8 �&����O�:ga � x 8 �0�.�@Å�:gÈ�a�Ï³� á { � É%{^`Ìb r ÍK{~x rK� � á {^ÉRa t y tBrcÔ � á {
`Ra@b!�|y a v xuy(�%{
b!{ � �pyÒa v {~Ö s ac�py rK� 8 �&� <ÌÄ;:Ga@b�� s y � � a t y � � á {¦`Ìb r�r@Ô�rcÔ�rKs b�È�a@y � b|{ t|suv �ºy �q {
}��py r@� �&� Ê0� à�á {�`Ra@b!�|yÒ} suv a@b t �pb s }~� s b|{ rcÔ � á {

L1 }�a t { È�a 0 { t yz� á r �Q{~Í@{
b�È r b|{ �K{ � {
b|a v� á a � {~Ö s ac�py rK� 8 �&� <&Ä;:Qa � x � á { b!{ t!suv �Ba@}~� s a vÒv Ï á rKv x t y � � á { t {~�!�py � � r@Ô a@É t �pb|a@}~��È³{~�|b|yz}t `Ra@}~{ t�� �wyÝ� á a�` s b|{ v Ï � È�{��pb!yÒ} � `ub r�r@Ô �
������������� � ������� �"! #���� µ / �g� �"� +�/ � / ! ) !$�
% '*�J� .�KB�A� + # �$/�� � + �A� ) .1��� . + �E� '*���
�k! �
. �0�B��� (E, d) X )6/�� �"� +�/ � / ! ) !$�
% '*�J� .�KT�A� µ .)�-�
!�.,+�� .+�$/�� !�. + �����k!$'*���
�k! �@!$#j�JI)KL� ) !$�C%

µ+(A) > c
(
1− µ(A)

)
log

(
1

1− µ(A)

)

� + � . + '*� c > 0 !$#Z� /��E� ) � . . + � � ) ) � + �A� ) .1��� . A !$# E ! � �-#"U + # ) %g! �

‖Qtf‖q 6 ‖f‖p
� + � ��,-���k%Z# + # - #j� , �-�C!$,-� '*�J� .�KB��� /�) �H�kKT#j���C! + # f + # E �-#"U � ) ) 0 < p < q < ∞ �-#"U
t > 0 .�K=��/ �$/0�-�

ect >
q

p
.

� � + + � �"! ,2{ rK�Ìv Ï � {
{~x8� rHt á r � � á { t!s � }
yz{ � }�Ï�`Ra@bÐ��� q y � }
{ (Qtf)p = Qtf
p � yÝ�y t { �urKs � á � r xu{�a v �wyÝ� á � á {�}
a t { p = 1

� a � x � á sut q = ect > 1 � à�á {�y t|r `%{~b|yÒÈ³{~�|b|yz}y � {~Ö s a v yÝ�ÂÏ 8 �&�.�-O�:�}�a � É,{�yz�|{
b|ac�p{~x�y � t > 0
t|r � r Ï�yz{ v x 8 �&���-P : Ô<r b�{~ÍK{~b!Ï�/ r b|{ v A �cd�yÝÍK{ �

a�È�{
a t|s bpa@É v { Ô<sÌ� }~�|y rK� f > 0
rK�

E
� a � x λ > 0

�,t {�� A = {f < λ} � /gÏ�xu{ %R� yÝ�py r@�¨r@Ô
Qt

�uÔ<r b�{�ÍK{~b!Ï t > 0
�

{
Qtf < λ

}
= At,t|r � á ac�wÉCÏ 8 �&� <@Ë : � �Q{ �K{~�

µ(Qtf > λ) 6 µ(f > λ)q.
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� ����� � ��� � ��� � � � ��� � ��� � �
� ��� � � ����� ��
 �
� ���	�
���
)ª{ � }
{

‖Qtf‖qq =

∫ ∞

0

µ(Qtf > λ)dλq 6

∫ ∞

0

µ(f > λ)qdλq.
� r ��yÝ�Zy t�0��ur � � á ac� � á {�b|y�� á � ø á a � x t yzxu{ r@Ô � á { v a �|�p{~b_y � {
Ö s a v yz�ÂÏGxÌ{ %R� { t � á { t|r ø }�a vÒv {~x
‖f‖1,q

ò r b|{ � � � �Ìr b|È rcÔ
f
� a � x � á ac� ‖f‖1,q 6 ‖f‖1

8 } Ô � � q , O�Ä	�$: � à�á y tºt �|b rK� �@{
b
} rK� } vÒsut y rK� yzÈ�` v yÒ{ t � á {�b!{ t!suv ���

4 x s a v½t � ac�|{
È³{ � �w� r à�á { r b|{
È �0� <&�ÝÄ�}�a � É,{ Ô<r b|È suv ac�p{~x:�wyz� á
Q̃tf(x) = sup

y∈E;d(x,y)<t

f(y), t > 0, x ∈ E.

/ r � á y � {
Ö s a v yz�|yÒ{ t 8 �&����O�:Ba � x 8 �&���@Å :¸yÒÈ³` v Ï�� á { vÒr �Cacb|yz� á È³yÒ} q&r É rKv {�Í y � {
Ö s a v yz�ÂÏ
ρEntµ

(
f 2
)

6 2

∫
|∇f |2dµ

Ô<r b t|r È³{ ρ = ρ(c) > 0
8 } Ô � � ïwr �pÅC� � : �é � �¸a t^t á r � � y � � / r É�PKÅ���� á ac� {�ÍK{
bÐÏ vÒr � ø } rK� }�a�Í@{�È³{�a t!s b|{ µ rK� R

n
t!s `u` r b!�|{
x ÉCÏ

aJÉRa vÒvQr@Ô bpa@xÌy sut r t ac�|y t % { t � á {;y t!r `%{~b|yzÈ�{��pb|yz}�y � {
Ö s a v yz�ÂÏ 8 �&�.�-O�: �wyz� á c = 1/2r � éÂ�`Ra@b!�|yÒ} suv a@b � � á { su� y Ô<r b|È xÌy t �|b|yzÉ s �py rK� rK� a5} r@� Í@{�ßô} r È³`Ra@}���É r xÌÏ K ⊂ Rn
t ac�|y t�% { t

8 �&����O�: �wyz� á t|r È³{ c > 0 � é � � rKsuv xJÉ%{ r@Ô y � �p{~b|{ t � � r { t �pyÒÈ�ac�|{¹� á y t } rK�ut � a � �^y �Jt|r È³{t `,{
}
yÒa v�t yz� s ac�py rK�ut � ê r b�{�ßÌa@È³` v { � � á { � K y t � á { su� yz� ÉRa vÒv � � á {J{�ß��pb!{
È�a v�t {~� t y �
� á {¦y t!r `%{~b|yzÈ�{��pb|yz} `ub r É v {~È a@b|{ 0��ur � � �N4 �ur � á {
b³yÒÈ³` r bÐ� a � ��}
a t {¨y t � á { su� yz�³} s É,{
K = [0, 1]n � � � {^È�a�Ï5a vzt|r } rK�ut yzxu{
b�� á {�}�a t { r@Ô � á { t ` á {~b|{��
� � � 8�� � '��)�@� � �)8�� � � ,ô{ t y � }~{
b|{ v Ï�� á a � 0)ý � è y vÒv a � y Ô<r b;{�ß&` v acy � y � �ô� r sut á y t
b|{ t!suv � t �wyÝ� á¹ê � ���|� r a � x Ô<r b ��s È³{
b rKsut á { v ` Ô<suv } r È�È³{ � � t a � x�b|{~È�acb 0�t�rK� � á {g`ub|{ t { � �
� r b 0 ��,2{ a vÒt|r � á a ��0 ê � ���|� r a � x ý � è y vÒv a � y Ô<r b � á {~yÒ{ t �pyzb �Q{ v } r È³{ a@xÌxuyz�|y rK� � � è �,� r
� á y t `Ra@`,{
b��
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3 �C5*��������������� � �� !�"�
#%$'&)(+*-,/.102&4365'7/823:9-;<82$'&�;=9>7?7/9 � ,?.'@BA'*-A�&�0C*-02&D9>.E8F$'&DG"9>02HI&40:9-;J8F$'06&4&�8F$'&�9>02&�(+3�K

L $',?MN$1*O02&C02&436A�&�M�82,/P>&�7/QR8F$I&+8F$I&49>06&4(	9-;S$TQUA"&402M�9>.T8F02*-M�82,/PU,/8VQW9-; 
YX[Z]\�\ K�8F$'&C8F$'&�9>02&�(9-;^$TQ_A"&406M49>.T820F*-M`8F,/PU,a8VQB9-;cb Z]d�e�Zgf
hjilknm
o
prqThNs]kntuZ]v�w *-.IHx8F$'&Y82$'&49-02&4(y9-;^5'7a8F02*-M49>.Uz
8F0F*OM�8F,aPU,/8VQ�9O;%{}| X[Zu~"Zuv�qUZ]\>��� &�8J5'3�H'&�32M406,?G"&4HD8F$'&�32&�02&�325'7a8F3 �#%$'&<;=5'.IH�*-(C&4.T8N*-7 L 9>02�lGTQ ���_� 069>323<� � 029T�>���"A'5I8�;=9>0 L *-06H+82$'&�&��U5I,/PO*-7?&�.'M4&JG"&�8 L &4&4.7?9>@T*O02,/82$'(C,?Mx� Zud[Z]qUk'f ,/.'&4��5�*-7/,/82,?&43:*O.'H�$TQUA�&�02M�9>.T8F0F*OM�8F,aPU,/8VQ�9-;�82$'&x*O32329UM4,?*O8F&�H�$'&4*O8
32&4(C,?@-029>5'A ��� &`8�5'3<M49>.'36,?H'&�0<;=9>0J&`�I*-(CA'7/&�*CA'029>G'*-G',?7/,/8VQ�(+&4*-325'06& µ 9>.x8F$I&Y�}9>06&47
32&`8F39-;

Rn 3F*�8F,?3�;rQU,?.'@Y82$'&c7?9>@T*O02,/82$'(C,?M��_9>G"9>7?&`P�,?.I&4��5�*-7/,/8VQ

ρEntµ
(
f 2
)

6 2

∫
|∇f |2dµ�!� �a���

;=9>0%329>(C&
ρ > 0

*-.'H)*-7?7[32(C9_9-82$�&4.'9-5'@>$D;=5'.'M�82,?9>.I3
f
9>.

Rn L $I&402&

Entµ
(
f 2
)

=

∫
f 2 log f 2dµ−

∫
f 2dµ log

∫
f 2dµ

*-.'H L $'&406& |∇f | ,/3�8F$'&D��5'M�7?,/H'&�*-.17/&4.'@O8F$19-;�8F$I&�@>0F*OH',?&�.�8 ∇f 9-;
f � #%$'&�M�*-.I9>.',?M4*-7� *-5I3232,?*-.D(+&4*-325I02& L ,/82$ HI&4.'36,/8VQ (2π)−n/2e−|x|

2/2 L ,a8F$D02&�32A"&4M�8�829:82$'& � &4G"&432@-5'&¡(C&�*�z325'06&¡9>.
Rn ,?3S82$'&cG�*-32,/M¢&`�I*-(CA'7?&¢9O;u(C&�*-365'02& µ 3F*�8F,?3�;rQU,?.'@ �!� �/��� L ,a8F$ ρ = 1 �£n9-0Y32,/(+A'7/,?M�,/8VQ>K�*-36325'(C&�;=5'0682$'&406(+9-02&�8F$'*O8

µ
$�*-3:*¤368202,?M`8F7aQ¥A"9>32,a8F,/P-&�32(C9U9-8F$1H'&�._z

32,/8VQ L $I,?MN$W(�*�Q¤G"& L 02,/868F&�. e−U
;=9>0¢369>(C&C36(+9U9-82$R;=5I.'M�82,?9>.

U
9>.

Rn �
¦ &�.'9-8F&CGTQ L8F$'&+32&4M�9>.'H19>06H'&40�H',a§[5'36,?9>.W9>A"&402*O8F9>0
L = ∆ − 〈∇U,∇〉 L ,a8F$¨,/.TP-*O02,©*O.�8�(C&�*-365'02& µ �ªV.�82&4@>02*O8F,/9>.DGTQDA�*-06823S;=9>0

L
,?3%HI&432M�02,/G�&�HxGTQ

∫
f(−Lg)dµ =

∫
〈∇f,∇g〉dµ
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���! "��#$�&%	���'��
(�	��#) "�+*-,/.10325476987:<;=,7>769?"0

;=9>0�&�P-&406Q:36(+9U9-82$:;=5I.'M�82,?9>.'3
f, g �A@ .'H'&40^(C,?7/HY@>029 L 82$CM�9>.'H',a8F,/9>.'3]9>. U 9>.I&%(�*�QYM�9>.'36,az

H'&40:8F$'&D8F,/(+&�02&�P-&40632,?GI7?& � L ,/82$ 06&436A�&�M�8C8F9 µ � 32&4(C,?@-029>5'A (Pt)t>0
L ,/8F$�@>&�.'&402*O8F9>0 L �� ,aP>&4.x*C;=5'.IM�8F,/9>. f � ,?.D8F$'&¡H'9>(+*-,?.D9-;

L � K u = u(x, t) = Ptf(x)
,/3%8F$'&�;=5'.'H�*-(C&4.T8F*-7

329>7/5I8F,/9>.�9-;�8F$'&c,?.I,/8F,?*-7nP-*O7?5'&¢A'069>G'7/&4( � $'&�*�8<&���5�*O8F,/9>. L ,/82$ 06&436A�&�M�8J8F9 L �
{

∂u

∂t
− Lu = 0 in Rn × (0,∞)

K
u = f on Rn × {t = 0}.

B .I&%9-;n8F$'&�(+*-,?.Y06&4365'7/823�9-;n8F$'&%M�9>.T8F02,/G'5I82,?9>.�� � 029��>����GTQ ����� 029>363�,?3u82$�*O8�82$'&%7?9>@>*-02,a8F$_z(+,/M%�_9>G"9>7/&�P�,?.'&���5�*-7?,a8VQ �!� �a��� ;=9>0 µ $'9>7/H'3u,a;"*-.'Hl9>.'7aQ�,a;'8F$I&�*-32369_M�,©*O82&4Hl$'&4*O8�32&�(+,/@>029-5'A
(Pt)t>0

,/3<$TQUA"&402M�9>.T8F02*-M�82,/P>&l,/.x8F$I&�32&�.'32&l82$�*O8�Kn;=9>0J&�P-&406Q � 9>0<329>(C& � 1 < p < q < ∞ K
*-.'H &�P>&�06Q

f
� ,/.

Lp � K
‖Ptf‖q 6 ‖f‖p

�!� �DC>�
;=9>0%&�P-&406Q

t > 0
7©*O02@>&¢&�.'9>5'@>$ 329l82$�*O8

e2ρt
>
q − 1

p− 1
.

�!� �FET�
ªV. �!� �DC>� K�82$'& Lp zV.I9>02(C3�*-02&J5'.'H'&�023�8F9U9_H L ,a8F$+02&436A�&�M�8S829¡82$'&<(C&�*O325'06& µ � #%$'&<�-&�Q+,?HI&�*9-;<82$'&�A'069_9-;J,/3�8F9RM49-.'32,/H'&40:*B;=5'.'M`8F,/9>.

q(t) = 1 + (p − 1) e2ρt 9-; t > 0
325IMN$�82$�*O8

q(0) = p
*-.'HD8F9l8F*-�-&c8F$'&cH'&�02,aP-*�8F,/P-&¢,?.�8F,/(+&�9-;

F (t) = ‖Ptf‖q(t)
� ;=9>0�*:.'9>._z .'&4@T*�8F,/P-&

32(C9_9-82$�;=5'.'M�82,?9>.
f
9>.

Rn �j�£n9-7?7?9 L ,/.'@ ilX�Z]\�\AG ,?HI&�*IK'82$'&¡(+*-,/.�02&4365'7/8<9-;S� � �c�IHI� ��,/3�829+&�368F*-G'7?,/32$)*C36,?(C,?7?*-0}06&47©*�z8F,?9-.'32$',/A¢;=9>0�8F$'&�329>7/5I8F,/9>.'3�9-;�J�*O(+,/7/8F9-._zLK>*-M�9>G',OA�*-0682,©*-7OH',/§�&406&4.T8F,?*-7T&4��5�*�8F,?9-.'3 �NM 9>.I32,?HI&408F$'&OJ�*O(+,/7/8F9-._zLK>*-M�9>G',",?.',a8F,?*-7�P-*O7?5'&¢A'069>G'7/&4(
{

∂v

∂t
+

1

2
|∇v|2 = 0 in Rn × (0,∞),

v = f on Rn × {t = 0}.
�!� � � �
�_9>7?5_8F,?9-.'3[9-; �=� � � � *-02&]HI&432M�02,/G�&�H¡GTQ�82$'&PJ<9>A_;©z � *���02&4AI02&436&4.T8N*�8F,?9-.c;=9-02(Y5'7?*S*-3�,/.�Q�(Y5'(lzM49>.TP>9-7?5I82,?9>.'3 ��R *-(C&47aQ>K�@>,aP>&4.x* � � ,/A'32MN$I,/8TS�M49-.�82,?.�5'9>5I3 � ;=5'.'M�82,?9>. f 9>. Rn KnH'&�Q�.'&¡82$'&,?.�Q�(�5'(:z M49>.TP-9>7?5I82,?9>.�9-;

f L ,a8F$ ��5�*-H'02*O8F,/M¢M49>3�8�*O3
�!� � � � Qtf(x) = inf

y∈Rn

{
f(y) +

1

2t
|x− y|2

}
, t > 0, x ∈ R

n.

#%$'&�;!*-(C,?7/Q
(Qt)t>0

H'&�Q�.'&�3:*B32&4(C,?@-029>5'A L ,/82$1,?.�Q�.I,/8F&�32,/(�*-7 � .'9>._z 7?,/.'&�*-0 � @-&4.'&�0F*O829>0
−1

2
|∇f |2 � #%$'*O8 ,?34K v = v(x, t) = Qtf(x)

,?3 *1329>7/5I8F,/9>. 9-;¡8F$'&UJ�*O(+,/7/8F9-._zLK>*-M�9>G',
,?.',a8F,©*O7[PO*-7?5'&�A'069>G'7?&�( �!� � � � � *O8<7?&4*-368�*-7?(C9>3�8<&`P>&�06Q L $'&406& �j�"V M�8F5'*-7?7aQ>Kn,/;u,?.B*OH'H',/82,?9>. f,?3cG�9-5'.'H'&�HgK�8F$'&WJ<9-AI;©z � *��¤;=9-02(Y5'7?*

Qtf
,/3�8F$'&CA"&40682,?.'&�.T8¡(+*O82$'&4(+*O82,?M�*O7u329-7?5I82,?9>.¤9-;

�!� � � � K_8F$�*O8J,/3%,/8F3%5I.',?��5'&¢PU,?36M49>36,/8VQ�369>7?5I82,?9>. � M�; � & � @ � � �S*O0TX � � K
� �]P-*YX[ZO� �`�
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V .B9-82$'&40 L *�Q)8F9�,/.T8F029UH'5'M�&¡82$'&��c|�� prq4o
Z]mgh�� |
	 Z]d�p 329>7/5I8F,/9>.'3J,?3J8F9�5'36&�8F$I&¡PO*-.', z32$',/.'@�PU,?32M�9>32,a8VQ ��� &`8 L
*-.¤,/.�Q�.',a8F&�32,?(+*-7
H',a§[5'36,?9>.x@>&4.'&�0F*O829>04K�7?,/�-&�82$'& � *-A'7?*-M4,?*-.gK�*-.'H

(Pt)t>0

8F$'&�*-32369_M�,©*O82&4H�� | X
e
Z�f 32&�(+,/@>029>5IA �U� ,aP>&�.�*�36(+9U9-8F$:;=5'.'M`8F,/9>. f K_*O.'H ε > 0
K

H'&4.'9O8F&l.�*-(C&47aQDGTQ
vε = vε(x, t)

8F$'&Y369>7?5_8F,?9-.x9-;�82$'&Y,?.I,/8F,?*-7gPO*-7?5I&�A�*-0�8F,?*-7�HI,/§�&402&�.T8F,©*O7
&4��5�*O82,?9>.

{
∂vε

∂t
+

1

2
|∇vε|2 − εLvε = 0 in Rn × (0,∞),

vε = f on R
n × {t = 0}.

V 3 ε → 0
K�,/8�,?3c&j�IA"&4M`8F&�H¨8F$�*�8

vε
*-A'AI029T*-MN$I&43�,/.W*)02&4*-329-.�*-G'7/&C36&4.'36&+82$'&+369>7?5_8F,?9-.

v9-; �=� � � �`� ª 8:,/3l&�*-3�Q¥8F9RMN$'&�MN�¥8F$�*�8 uε = e−v
ε/2ε ,?3:*¤329-7?5I82,?9>.¥9O;<82$'&D$'&�*O8:&���5�*O8F,/9>.

∂uε

∂t
= εLuε

� L ,/82$D,?.',a8F,©*O7nPO*-7/5'& e−f/2ε �`� #%$'&�02&�;=9-02&-K

uε = Pεt
(
e−f/2ε

)
.

ª 8}(Y5I368�G�&J&4(CA'$�*O32, S�&4H:8F$�*�8�82$'&JA�&�068F5I02G�*O82,?9>.+*-06@>5'(C&4.T8�G�QC*c32(+*-7/7'.'9>,/32&�$�*-3 *�M�7?&4*-0
A',?M`8F5'06&<,/.C82$'&<AI029>G�*OG',?7/,?3682,?MS7?*-.'@>5'*-@>&�9-;g7?*-02@-&JHI&�PU,©*O82,?9>.I3 ��R *O(+&�7/Q>K>82$'&<*-36QU(CAI8F9-82,?M�9-;
�!� ��
T� vε = −2ε logPεt

(
e−f/2ε

)

*-3
ε → 0

,?3¡* � *-A'7?*-M4&jz���*-02*-H'$�*-.W*-3�QU(+AI829-8F,/M L ,/8F$ 0F*O82&+HI&432M�02,/G�&�H¨A'06&4M4,/32&�7/QRGTQR8F$'&,?.�Q�(�5'(�M49>.TP>9-7?5I82,?9>.B9O;
f L ,/8F$)8F$'&��U5'*-H'0F*�8F,?M¡7©*-06@>&�HI&�PU,©*O82,?9>.)0F*O82&�;=5'.'M`8F,/9>.x;=9>0J8F$'&$'&�*O8J36&4(C,?@>069>5'A � 36&4&C� �}*-0TX � �
9>0c� � ���IHI� � �j�#%$'&�(+*-,?.:06&4325I7/8F3 ,?.)� � ���IHI� ��,/3�82$�*O8 ,/;�8F$'&J7?9>@>*-02,a8F$'(C,?M�� Z]d[Z]qUk'f ,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �=� �a���$'9>7?HI34K'8F$I&4.D;=9>0%&�*-MN$

t > 0
K
a ∈ R

*-.'H &�*-MN$ � 32*�QDG�9>5I.'H'&4H � ;=5I.'M�82,?9>. f K
∥∥ eQtf

∥∥
a+ρt

6
∥∥ ef

∥∥
a
.

�!� � � �
M 9>.TP>&40632&�7/Q>K�,a; �!� � � � $'9>7?HI3�;=9>0Y&`P>&40�Q t > 0

*-.'H1369>(C&
a 6= 0

K
8F$'&�.18F$'&�7/9>@T*-06,/82$'(+,/M
� Z]d[Zuq_k'f ,/.'&4��5�*-7/,/8VQ �=� �/��� $'9>7/H'3 ��M 9>(CA�*-02&�H�02&�32A"&4M`8%8F9YM�7©*-3632,?M4*-7"$�QUA"&406M49>.T8F02*-M�82,/PU,/8VQ-K,/8 ,?3 L 9>0�8F$ L $',/7?&J.'9-8F,/.'@¡82$�*O8 Qt

,?3�H'&�Q�.'&4H�,/.'H'&�A�&�.'H'&4.T827/QC9-;�8F$I&<5'.IH'&4067/QU,?.'@¡(+&4*-325I02&
µ � � &`8�5'3].I9 L 02&�M�*-7/7U82$'&S{ | X�Z]~nZ]v�q_Z]\ 82$'&49>06&4( �YV (C&�*O325'06&

µ
3F*�8F,?3LQ�&43]82$'&�� Zud[Z]qUk'f,?.'&��U5'*-7?,a8VQ�,?.�HI,?(C&4.'36,?9>.

n
,/;

�!� � Z � ‖f‖2
2n/(n−2 6 a‖∇f‖2

2 + b‖f‖2
2,;=9>0�*-.TQ�;=5'.'M`8F,?9-.

f L ,a8F$DM49>(CA�*OM�8�325IA'A�9-068 �#%$'&S(+*-,?.¡02&4365'7/8u9-;�{}| X[Zu~"Zuv�qUZ]\ ,?3�8F$'&�;=9>7?7/9 L ,/.'@ ��� &�8 L *-.�,?.�Q�.I,/8F&�32,/(�*-7THI,/§�5'32,/9>.
@>&4.'&�0F*O829>0�*-.'H�.'9-82&

(Pt)t>0

8F$I& 3�Q_(C(C&�8F06,?M](+*-06�-9�PU,©*-.c32&�(+,/@>029-5'A�*-32369_M�,©*O82&4H � �_5IA'A�9-32&
8F$�*O8

µ
,/3<06&�P>&�0236,?G'7/&¡;=9>0J8F$'&¡9>A�&�0F*O829>0

L
*-.IH − ∫ fLgdµ = ‖∇f‖2

2

K L $I&402& ‖·‖2
2

,/3J82$'&
L2 z .'9>02( ;=9>0

µ �'� &`8 n > 3 � #%$'&�. 82$'&Y� Z]d�Z]qUk�f ,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �!� � Z � ,/3S&4��5',aP-*O7?&4.T8%829Y8F$'&
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Z��D\�e]p ,?.I&4��5�*-7/,/8VQ �ªV.�8F$'&)32&�M�8F,/9>. � �FE K L &xA'029�P>&)8F$�*O8�* (C&�*-365'02& µ 9>. *W(�*O.',/;=9>7/H

M
K}32*O8F,/3 Q�&�3�*-.

�^5IM47?,/H'&�*O._z 8VQUA"&)� Z]d�Z]qUk�f ,?.'&��U5'*-7?,a8VQ � L $'&�02& b = 0
,?.¨82$'&�,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �!� � Z ��� ,a;�9>.'H9>.'7/QB,/;}82$'&l;=9>7?7/9 L ,?.'@�M�9>.T8F029-7�9O;}8F$I&+36&4(C,?@>069>5'A (Qt)t>0

$'9>7/H'3¢;=9>0c&�*-MN$
β > α > 0

K
t > 0

*-.IH ;=9>0�*O.�Q�32(C9_9-82$�;=5'.'M`8F,?9-.
f
K
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
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� &`8 a, b > 0

K
a+ b = 0

K�*O.'H
u
K
v
K
w
8F$I02&4&¢.I9>.).I&4@T*O82,/P-&�;=5'.'M�82,?9>.I3%9>.

Rn ��V 36325'(C&8F$�*O84K';=9>0�*-.TQ
x, y ∈ R

n K L &¡$'*�P-&
�!� �DC[C>� w(ax+ by) > u(x)av(y)b.
#%$'&4. 8F$'&¢;=9>7/7?9 L ,?.'@�,?.'&��U5'*-7?,a8VQ�$'9-7?H'3
�!� �DCYET� ∫

w(x)dx >

(∫
u(x)dx

)a(∫
v(x)dx

)b
.

� &`8�5'3�.'9 L AI029�P>&c8F$'&¢#%$I&49>06&4( � �DC_�a� 5'32,/.'@Y8F$'&Yb X�v�m�mgh � prm�\�e
Z ��\�eup ,?.I&4��5�*-7/,/8VQ �
� &`8 α, β ∈ R

365'MN$)82$�*O8
0 < α < β ��� &c.'9-82&




u(x)= exp(βQ1f(x))

v(x) = exp

(
−(β − α)β

2α
|x|2
)

w(x)= exp

(
αf

(
β

α
x

))
,

*-.'H
a = α/β

K
b = (β−α)/β � #%$'& � Z]~��UhNs | w ;=9>02(�5'7©*c&4.�*OG'7?&�3�829�9>GI8F*-,?.C&�*O32,?7aQl8F$�*�8;=9>0�*-.TQ

x, y, z ∈ Rn K

u(x)av(y)b 6 exp

(
αf(x− z) +

α

2
|z|2 − (β − α)2

2α
|y|2
)�!� �DC � �

6 exp

(
αf

{
β

α

(
α

β
x− β − α

β
y

)})

= w(ax + by),

L $'&406& z = −(β−α)y/α � ªV.'&��U5'*-7?,a8VQ �!� �DC � � ,/(+AI7?,?&�3�82$�*O8 �!� � C[C-� ,?3�32*O8F,/3 Q�&�H�;=9>0g82$'&�;=5'.'Mjz8F,?9-.'3
u, v

*-.IH
w
*-.'HC8F$'&JM49-.'368F*-.T8F3

a
*-.'H

b �&R 9-8F& Q�.'*-7?7aQ�8F$'*O8Jb X[v�m�mgh � prm�\�e
Z��D\�e]p,?.'&��U5'*-7?,a8VQ �!� �DCYET� M�9>,?.IM4,?HI&43 L ,/82$ �!� �a� ET�j�

 �6���C�	�G������� � ��� #%$',?3 7?,/.'� G"&�8 L &4&�. b X[v�m�m�h � prm�\�e
Z��D\�e]p ,/.'&4��5�*-7/,/8VQ *-.'H 82$'&
,?.'&��U5'*-7?,a8VQ �!� �a� ET� ,/3%.'9-8J325I02A'06,?32,/.'@ � � &c��.'9 L 8F$�*�8���5'M�7?,/H'&�*-.D7/9>@T*-06,/8F$I(+,/M�� Zud[Z]qUk'f,?.'&��U5'*-7?,a8VQx;=9>0�82$'& s]knd[kn\ � v�k (+&4*-325I02& � ,/.'&4��5�*-7/,/8VQ �=� �a��
T��� K�,?3c&��U5I,/PO*-7?&�.T8¢8F9D8F$'&:7?9�z@T*-02,a8F$'(C,?M�� Zud[Z]qUk'f ,?.'&���5�*-7?,a8VQR;=9>0¡82$'& � *-5'3236,©*-.¨(+&4*-325'06&-K � &�*OMN$1M�*-.1G"&�9>GI8F*-,?.I&4HG�Q 8F$'&�9O8F$'&�04Ku36&4&�;=9>0¡&`�I*-(CA'7?&¤� V � M + H[H � �`� �}&436,?H'&�34Ku;=069>( � � �IH[H � K�82$'&�#%$'&�9>02&�( 9-;
b X[v�m�mgh � prm�\�e
Z �D\�e]p ,?(CA'7?,/&43n8F$'&�7/9>@T*-06,/82$'(+,/M�� Z]d[Zuq_k'f ,?.I&4��5�*-7/,/8VQJ;=9>0[8F$I& � *-5I3232,?*-.(+&4*-325'06&-K>369�8F$�*�8u8F$I&%7?,?.I�¢G�&`8 L &�&4.:8F$'&%,/.'&4��5�*-7/,/8VQ �!� �a� ET� *-.'H�b X�v�m�mgh � prm�\�e
Z ��\�eup G 3#%$'&49>06&4( ;=9>7/7?9 L 3 �
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��� ���
� &`8�02&4(+*-06��8F$�*�8�8F$',/3�AI029U9-;[5I32&43�8F$'& � Z]~��UhNs | w ;=9>06(Y5'7©*_K-&4��5�*O7?,/8VQ �=� �a�>��� K L $'&406&�*-38F$'&c9-82$'&4063JAI029U9-;=3%5'32&c8F$I& �¢| � prq�o
Z]m�h�� | 	 Z]d[p H',/§�&406&4.T8F,?*-7[&��U5'*O8F,/9>. �
#%$'&�;=9>7?7/9 L ,?.'@�32&�M�8F,/9>.�A'06&436&4.T8F3�329-(+&�06&4365'7/823S9>.�(C9>02&<@>&4.'&�0F*-7�32A�*OM4&43%32*O8F,/36;rQU,?.I@l*-.�^5IM47?,/H'&�*O._z 8VQUA"&:� Z]d[Z]qUk'f ,?.'&���5�*-7?,a8VQ �

�	�����
� ��� �n� � �� =�"� ����� � ���¢� � �  !� � � ���6����� ��� )02*),%����  � �43 � � �  r�	�
ªV.�8F$',/3�36&4M�82,?9>.[K L &¤A'02&�32&�.�8�9>5'0�(+*-,/.�02&�325'7a8�M�9>.'.'&�M�8F,/.'@1��5'M�7?,?HI&�*-._z 8VQUA�&W� Z]d[Z
h

q_k'f ,/.'&4��5�*O7?,/8VQ L ,a8F$)(�*�c69-0F*O82,?9>. 9-;�8F$I&�32&�(+,/@>029-5'A (Qt)t>0
��� &`8�5'3 Q�023�8¢H'&�Q�.'&4HB82$'&

32&4(C,?@-029>5'A
(Qt)t>0

9>. *���,?&�(�*-.I.',©*-.�(�*-.I,/;=9>7/H �
� &`8 M G"&D*¤32(C9_9O8F$1M49-(+A'7/&�82&��J,/&4(+*-.'.',?*-.¨(+*-.',a;=9>7?H 9-;<H',?(C&4.'36,?9>.

n L ,/8F$���,?&jz(�*-.I.',©*-.1(C&�8202,/M
d � ª ; f ,?3:*¤32(C9_9O8F$¥;=5'.'M`8F,/9>.19>.

M
� ;=9>0l&`�I*-(CA'7/& � ,?A'36MN$',/8 S � K�8F$'&32&4(C,?@-029>5'A

(Qt)t>0

,?3%H'&�Q�.'&4H)GTQ�8F$'&¢;=9>7/7?9 L ,?.I@Y&4��5�*O82,?9>.

�!� �DC � �




Qtf(x) = inf
y∈M

{
f(y) +

1

2t
d(x, y)2

}
, t > 0, x ∈M,

Q0f(x) = f(x), x ∈M.

£n9-7?7?9 L ,/.'@�8F$'&�*O02@>5'(C&4.T8¡,?.¨82$'&�M�7©*-3632,/M�*-7���5'M47/,?H'&4*-.¥M4*-32&OKu9>.'&+32$'9 L 3l36,?(C,?7©*O027/Q 8F$'*O8
v = v(x, t) = Qtf(x)

,?3J*C369>7?5_8F,?9-.�9-;u82$'&c,?.',a8F,©*O7az PO*-7/5'& �c|�� prq4o
Z]mgh � |
	 Z]d[p A'029-G'7?&�(9>. 82$'&c(�*O.',/;=9>7/H
M
K

�!� �DC 
T�
{

∂v

∂t
(x, t) +

1

2
|∇v(x, t)|2 = 0

v(x, 0) = f(x),

L $'&406& |∇v| 3�8N*-.IH'3};=9>0^8F$'& ��,?&4(+*-.'.I,©*-.:7?&�.'@>$+9-;g8F$I&�@>02*-H',?&�.T8}9-; v ;=9>0�82$'&<PO*-06,©*-GI7?& x �#%$',?3 32&4(C,?@-029>5'AC,?3�M�*O7?7?&�H+82$'& � Z]~��UhNs | w 329>7/5I8F,/9>.C9-; �c|�� prq4o
Z]mgh � |
	 Z]d[p &4��5�*O82,?9>.'3 ��_9>(C&¢H'&�8F*-,?7/3SM�*-.DG"&¢;=9>5'.'H *-G"9>5I8 �¢| � prq�o
Z]m�h�� | 	 Z]d[p &4��5�*O82,?9>.'3%,/.R� �}*-0TX � K��]P-*YX[Z�� �
���	��

����� ����
 ��� ��� ����� (M, d)  � ! #�%'&�&(�E)"! 34��% !6/C/C3�!6/ % !6/C3 +�&(9 7 !6/87<9;��� µ  � !%'�O!(#�- S\� &(/ M !  #�&(9Q- ����9QR 1@&(/C�>3*/C-C&(-b# =�3*�E)GS@�@#$#C�@1�� ��&<�*)C� #��B!6/87b!6S 7 I6&(9Q- %'�M��9;��%'��/C�
&(/ M U����� n > 3 U&% -'#(#C&�#��M�E)A!6� µ #P!6��3;#*) �@#M�E)C�W+�&(9*9;&(=�3*/0L e -�1�9Q3�70�O!6/ X ��R+#C� � Z]d�Z]q_k'f 3*/ X
�ONP-
!69Q3*��Rd+�&(S !<1@&(/A#��4!6/C� a > 0 F
�!� �DC � � ‖f‖2

2n
n−2

6 a‖∇f‖2
2,



��� �����	��

�����������������������	�	���	������
��	

���! "��#$�&%	���'��
(�	��#) "�+*-,/.10325476987:<;=,7>769?"0

+�&(Sg!6/CRW+.-0/21���34&(/ f =�3*�*)$1@&(% #A!01��K#�-'#(#C&(S.� UHV )C��/G�*)C��S@� ����3;#��*#g!"1@&(/A#��4!6/C� k > 0 #�-C1@)
�E)A!6���E)C� %'�O!(#�-0S\� µ #P!6��3;#*) �@#J�*)C�K+�&(9*9;&(=�3*/0L 3*/2�ONP-A!69Q3*�>R
�!� �DC Z � ∥∥eQtf

∥∥
β

6
∥∥ef
∥∥
α

(
kα(β − α)

tβ

)n
2
β−α
βα

,

+�&(ST!6/CRg#�%'&�&(�*)D+.- /21���34&(/ f F t > 0 F α > 0 !6/87 β ∈ [α,+∞[∪{+∞} U� &(/CI6��S@#���9QR F 9;��� k > 0 !6/87 α > 0 U�� +J�*)C� %'�O!(#�-0S@� µ #P!6�>3;#*) �@# �*)C� 3*/2�ONP-
!69Q3*��R �!� �DC Z �
+�&(S'!6/CR #�%'&�&(�*)g+.-0/21��>34&(/ f F β > α !6/87 t > 0 �*)C��/ �*)C��S@�,����3;#��*# a > 0 #�-�1@)G�E)A!6� µ#P!6�>3;#*) �@# !6/ e -C1�9Q3�70�O!6/ X �>R #C� � Z]d�Z]q_k'f 3*/2�ONP-
!69Q3*��R �!� �DC � � U
� &`8�02&�;=&�0�829�� J<&�G�X[XO�T;=9-0�06&4365'7/823u*-G"9>5I8���5'M�7?,/H'&�*-.Uz 8VQUA�&�� Z]d�Z]qUk�f ,/.'&4��5�*-7/,/8VQ � #u*O�U,/.'@

β = ∞ *-.'H
α = 1

,/.D82$'&c,?.'&���5�*-7?,a8VQ �!� � C Z � KI82$'&¢;=9>7?7/9 L ,?.'@YM�9>029-7?7©*O06Q+$'9>7?HI3 �
� 

��
��������	� � ��
���� � � �	/870��S 1@&(/8763*�>34&(/A#d&Z+ V )C�@&(S\��%	� U�
^U
�(F +�&(S ��I6��S�R�+.-0/21��>34&(/ f !6/87
t > 0 F =?� )K/87
�!� �DC X � ∥∥eQtf

∥∥
∞

6
∥∥ef
∥∥

1

k

tn/2
.

� &`8�02&4(+*-06�<8F$'*O8�8F$'&^5'7a8F02*-M49>.T820F*-M`8F,/P-&�G�9-5'.'H�9>.¢8F$'&^,?.I&4��5�*-7/,/8VQ �=� � C X � ,?3g82$'&^3F*-(C&^*-38F$'&J5'7/820F*-M�9>.T8F02*-M�82,/P>&%G"9>5'.IHC;=9>0�82$'&�$'&�*O8�36&4(C,?@>069>5'AgK>,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �!� �DCYHT�j�AV 3^,?.l8F$I&<{ | h
X[Z]~nZ]v�q_Zu\ #%$'&�9>02&�()K L &cH'9>. G 8J�U.I9 L *O8�8F$',/3S8F,/(+&�,a;
8F$'&c5'7a8F0F*OM49>.T8F02*-M�82,/P-&¢G�9>5I.'H�;=9>0
8F$'& �c|�� prq4o
Z]mgh � |
	 Z]d[p 329>7/5I8F,/9>.'34KT,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �=� �DC X � KU,/3 &���5',/PO*-7/&4.T8 829�82$'&���5'M�7?,/H'&�*-.Uz8VQ_A"&:� Z]d[Zuq_k'f ,?.I&4��5�*-7/,/8VQ �#�9¢A'069�P>&}82$',?3]06&4365'7/84KO7/,?�-& #%$'&49-02&4( � �DC_�/� K L &%5'32& 8F$'&S(C&�82$'9UHYH'&�P-&47/9>A�&�H:G�QM`¢| fuprk"\*-.'H�bJ| e]X^a ,?.D� ¦ *�P�X H ��*-.IH)� �S*-�'X � � K-,?.TP>9>7aPU,?.'@J8 L 9c(+*-,?.¡02&4365'7/823 � #%$I& Q�023�8�9>.'&%3�8N*O82&438F$'&:7?,/.'�DG�&`8 L &�&4.W8F$'&�� Zud[Z]qUk'f ,?.'&��U5'*-7?,a8VQB*-.IHW&�.T8F029-A�QTz &4.'&�02@-QR,/.'&4��5�*-7/,/8VQ-K[*-.IHR82$'&32&4M�9>.'H�9-.'&43�&4.'365'02&�3 82$'&�&4��5',/PO*-7/&4.'M�&<G"&�8 L &4&�.�8F$I&<M�9>.T8F029-7�9-;[82$'& �c|�� prq4o
Z]mgh � |
	 Z]d[p&4��5�*O82,?9>.'3J*-.IH 82$'&c&4.T8F069>ATQ�z &4.'&�02@-QD,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �'� &�8J5'3�H'&�Q�.'&c8F$',/3%7©*O868F&�0%,?.'&��U5'*-7?,a8VQ �
� �����������O
�� � ��
���
 ��� � &�8 Φ : R+ → R

G�&:*�3�8F06,?M�827/Q),?.'M�02&4*-32,/.'@�M49>.IM�*�P>&:;=5'.'M`8F,?9-. �#%$'&S(C&�*-365'02&
µ
9>.�8F$I&}(+*-.',/;=9-7?H

M
3F*O82,?3LQ�&43�*O.Y&4.T8F069>ATQTzV&4.I&402@OQY,?.I&4��5�*-7/,/8VQc9-;�;=5I.'M�82,?9>.

Φ
,/;�8F$I&c;=9-7?7?9 L ,/.'@�,/.'&4��5�*-7/,/8VQ�$'9>7?HI3S;=9>0�*-.TQ�32(C9U9-8F$D&4.I9>5'@>$D;=5'.'M`8F,?9-. f 6

�!� �FE[HT� Entµ
(
f 2
)

6

∫
f 2dµ Φ

(∫
|∇f |2dµ∫
f 2dµ

)
,

L $'&406& Entµ(f
2) =

∫
f 2 log f 2dµ−

∫
f 2dµ log

∫
f 2dµ �

#%$',?3+,?.'&��U5'*-7?,a8VQ ,/3�*¨@-&4.'&�0F*-7/,?3F*�8F,?9-. 9-;¢82$'&x7/9>@T*-06,/82$'(+,/MB� Z]d�Z]q_k'f ,?.'&��U5'*-7?,a8VQ>K�*-3
�!� �a��� *-06,?36&43SMN$'9U9>36,?.'@ Φ(x) = ax

*-.'H
µ
*-3S*YA'029>G'*-G',?7/,/8VQ:(C&�*-365'02& � £�5'0�8F$'&�0SH'&�8F*-,?7/3}9>.8F$',/3%,?.'&��U5'*-7?,a8VQ�M�*O.)G"&�;=9>5'.'H ,?.W� �S*-�'X � K V � M + H[H K�� MS� XT��� �
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��� ���
� &`8}5I3 .'9 L 06&4M4*-7?7"*-.C,?(CA�9-068N*O.�8�829_9-7';=9>0�8F$'&�;=9>7?7/9 L ,?.'@ � #%$'&�.I&`�U8S06&4325I7/8F3�368F*O8F&�3�82$'&7?,?.I��G"&�8 L &4&4.W� Z]d�Z]q_k'f ,?.I&4��5�*-7/,/8VQ�*-.'H &4.T8F069>ATQ�z &4.'&�02@-QD,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �

] ��
��	
�� �����O
��5����
 � � � � �	��� (M, d)  � ! #�%'&�&(�E)�! 34��% !6/C/C3�!6/ % !6/C3 +�&(9 7 !6/87 9;��� µ  �!'%'�O!(#�- S\�T&(/ M U �	��� n > 3 U�� �H#�-�#(#C&�#��D�E)A!6���E)C�D%'�O!(#�- S\� µ #P!6�>3;#*) �@#D�E)C��+�&(9*9;&(=�3*/0L� Z]d[Zuq_k'f 3*/2�ONP-
!69Q3*��R F =�3*�*) 1@&(/A#��4!6/C�E# a !6/87 b F
‖f‖2

2n/(n−2) 6 a‖f‖2
2 + b‖∇f‖2

2,

+�&(SH!6/CR?+.-0/21���34&(/ f =�3*�*) 1@&(% #A!01���#�-'#(#C&(S.� U?V )C��/ �*)C� %'�O!(#�-0S\� µ #P!6�>3;#*) �@#d�*)C� ��/C��S\& #8R X
��/2��S4L6R 3*/2�ONP-A!69Q3*�>R,&Z+ +.-0/21��>34&(/

Φ(x) =
n

2
log(ax + b).

� &(/CI6��S@#���9QR F 3 + �*)C�'%'�O!(#�-0S\� µ #P!6��3;#*) �@# �E)C� ��/C��S@& #8R X ��/2��S>L6R"3*/2�ONP-A!69Q3*��R$&Z+ +.-0/21��>34&(/
Φ(x) = (n/2) log(ax + b) �*)C��/ �E)C��S\� ����3;#��*# λ > 1 #�-C1@)"�E)A!6� �*)C� %'�O!(#�- S\� µ #P!6��3;#*) �@#
�E)C� � Z]d[Zuq_k'f 3*/2�ONP-
!69Q3*��R =�3*�E)G1@&(/A#��4!6/C�E# λa !6/87 λb U
� &`8S06&�;=&40�;=9>0}&j�I*-(+AI7?&�8F9�� �S*-�'X � �[9>0�8F9�82$'&<82$'&49-02&4( � � � �FE 9-;^� V � M + H[H �";=9>0}*¡A'029U9-;9-;�82$',?3�06&4325I7/8 �#%$'&<.I&`�U8 82$'&49-02&4( .I9 L @>,/P-&43^8F$'&�&��U5I,/PO*-7?&�.'M4&JG"&�8 L &4&4.+8F$'&�&4.T82029>ATQTzV&�.'&406@-QC,?.'&��U5'*�z7?,/8VQ�*-.'H�8F$I&�M�9>.T8F069>7�9-;�8F$'&c32&�(+,/@>029-5'A

(Qt)t>0
�

���	��

����� ����
 �	� ��� ����� µ  �D!g/2&(/ /2�4Lb!6�>3*I6�d%'�O!(#�-0S\�J&(/<�*)C�W% !6/C3 +�&(9 7 M U % -'#(#C&�#���E)A!6� µ #P!6�>3;#*) �@#D!6/$��/C��S\& #8R X ��/2��S>L6Rg3*/2�ONP-A!69Q3*�>R'&Z+�+.- /21���34&(/ Φ U ����� c > 0 !6/87g9;��� qc 70� X/2&(�Z� �*)C� #���S�341�9QRJ3*/21�S\�O!(#�3*/0L /2&(/ X /2�4Lb!6��3*I6� +.- /21���34&(/M#P!6��3;#E+.R 3*/0L �*)C��+�&(9*9;&(=�3*/0L 763 
H��S@��/C��3�!69
�ONP-
!6��34&(/ &(/ [0, t0] (t0 > 0) F
�!� �FEI��� 2

q′c
= Φ′(cq2

c ).

V )C��/ F +�&(SH!6/CR c > 0 F �*)C��+�&(9*9;&(=�3*/0LT3*/2�ONP-
!69Q3*��RT3;# #P!6��3;#*) �O7 +�&(SH!6/CRJ#�%'&�&(�E) +.-0/21��>34&(/ f F
�!� �FEAC>� ∥∥eQtf

∥∥
qc(t)

6
∥∥ef
∥∥
qc(0)

eA(t) =�3*�E) A(t) =

∫ qc(t)

qc(0)

ψ(cy2)

y2
dy,

= )C��S@� ψ(x) = Φ(x)− xΦ′(x) !6/87 t ∈ [0, t0] U� &(/CI6��S@#���9QR F 3 +'3*/2�ONP-A!69Q3*�>R �!� �FEAC>�'3;#M#P!6�>3;#*) �O7 +�&(S !6/CR c > 0 F �*)C��/ �*)C�,%'�O!(#�-0S\� µ#P!6�>3;#*) �@#J�*)C�g��/C��S@& #8R X ��/2��S>L6RM3*/2�ONP-A!69Q3*��R,&Z+�+.-0/21���34&(/ Φ U
] ��
^
�_
J
�_5IA'A�9-32& 82$�*O8�8F$'& (+&4*-325'06&

µ
32*O8F,/3 Q�&�3u8F$I&}&4.T82029>ATQTzV&�.'&406@-QY,/.'&4��5�*-7/,/8VQ L ,a8F$¡;=5I.'M�82,?9>.
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Φ �u� &�8 g G"&+* G"9>5'.'HI&4H¨;=5'.IM�8F,/9>.W9>. M � 82$'&4.¨;=9-0¡*O.�Q x > 0
K�8F$I&+M�9>.'M�*�PU,/8VQW9-; 8F$'&

;=5'.'M�82,?9>.
Φ
,?(CA'7?,/&43 82$�*O8

�!� �FE[ET�
Entµ

(
g2
)

6 Φ′(x)

∫
|∇g|2dµ+ ψ(x)

∫
g2dµ,

L $'&406& ψ(x) = Φ(x)− xΦ′(x) �� &`8 f G"&D*B32(C9_9-82$¨;=5'.'M`8F,/9>.19>.
M

*-.'HE7/&�8YM�9>.'36,?H'&�0
Qtf

HI&�Q�.'&�HEG�Q¨8F$'&�&���5�*�z
8F,?9-. �!� � C � �`�"¦ &4.I9-8F& F (t) =

∥∥eQtf
∥∥
q(t)

K L $'&�02& q ,?3<*-.B,/.'M406&�*-36,?.'@C;=5'.'M�82,?9>.x3F*O82,?36;rQU,/.'@
2/q′ ∈ ImΦ′ � #u*-��,/.'@l8F$'&cH'&�02,/PO*O82,/P-&¢,?.�8F,/(+& t 9-; F K�9-.'&¢@>&�823

F ′(t) = F (t)1−q(t) q
′(t)

q2(t)

(
Entµ

(
eq(t)Qtf

)
− 1

2q′(t)

∫
|∇q(t)Qtf |2eq(t)Qtfdµ

)
.

ªV.'&4��5�*-7/,/8VQ �!� �FE[ET� *-AIA'7?,/&4Hx829 g = exp (qQtf/2)
*-.IHW829�8F$'&l;=5'.'M`8F,/9>.

x(t)
3F*�8F,?3�;rQU,?.'@

1/q′(t) = Φ′(x(t))/2
@>,/P-&43

F ′(t)

F (t)
6
q′(t)

q2(t)
ψ(x(t)).

ªV.�82&4@>02*O8F,/.'@:9�P>&40
t
,?(CA'7?,/&43

�!� �FE � � ∥∥eQtf
∥∥
q(t)

6
∥∥ef
∥∥
q(0)

eA(t), L $'&406&

�!� �FE � � A(t) =

∫ t

0

q′(s)

q2(s)
ψ

(
Φ′−1

(
2

q′(s)

))
ds.

� &`8�.I9 L M49>.'36,?H'&�0
c > 0 � #%$'&406&)&j�I,/36823 t0 > 0

325IMN$�8F$�*�8
qc
3F*�8F,?3LQ�&43:8F$I&)H',a§[&�02&�._z

8F,©*O7�&4��5�*O82,?9>. �!� �FEI��� ,/.W82$'&C32A�*-M�& [0, t0]
� #%$'&�.¥MN$�*-.'@-,?.'@D8F$'&:PO*-02,?*-G'7/&43¢,?.R8F$I&C&���5�*�z8F,?9-. �=� �FE � � QU,?&�7?H'3%&��U5'*O8F,/9>. �!� �FEAC>�N�

� &`8J5'3�A'029�P>&c8F$I&�M�9>.TP>&�0232& �g� &�8 x G�&cA"9>32,a8F,/P-&c*-.'HD8N*-�O& c = x � #%$'&406&¡&j�_,?36823 t0 > 0325'MN$¨82$�*O8c8F$I&:;=5I.'M�82,?9>.
qc
,?3¢8F$'&:369>7?5I82,?9>.R9-; 8F$'&:H',a§[&�02&�.�82,©*-7�&���5�*O8F,/9>. �!� �FEI��� ,/.R82$'&32A�*-M�&

[0, t0]
K L $',/MN$¨32*O8F,/3 Q�&�3c82$'&:M49>.IH',/82,?9>. qc(0) = 1 � #%$I&4. L &C9>GI8F*-,?.¤8F$I&C&���5�*-7?,a8VQ

q′c(0) = 2/Φ′(x) ��M 9-.'32,/H'&406,?.'@ F (t) =
∥∥eQtf

∥∥
qc(t)

K�,/.'&4��5�*-7/,/8VQ �=� �DE[C>� 7/&�*-HI3<8F9 F (t) 6

F (0)eA(t)
�
∀t ∈ [0, t0]

� K L $I,?MN$ M�*-. G�&¢06& L 06,/8282&4.)*O;r8F&�0�*CHI&402,aPO*O8F,/9>.�,?.+S�&4029

F ′(0)

F (0)
6 A′(0),

8F$�*O8J(C&�*-.I3�*O;r8F&�0%M�*-7/M45'7?*O8F,/9>.gK
�!� �FE 
T� Entµ

(
ef
)

6
Φ′(x)

4

∫
|∇f |2efdµ+ ψ(x)

∫
efdµ.
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��� ���
#u*-��,/.'@x*�8¢8F$',/3�3�8F&�A

g = exp (f/2)
,?. �!� �DE 
>� *-.'HW9>AI8F,/(+,/32,/.'@�9�P>&�0 x > 0

QU,?&�7?H'3�82$'&
&4.T8F069>ATQ�z &4.'&�02@-Q ,/.'&4��5�*-7/,/8VQ+9-;�;=5'.'M�82,?9>.

Φ � I

#%$'&49>06&4( � �FEI� �¢,/3�*¡@>&�.'&402*-7?,/3F*O82,?9>.l9-;[#%$'&49-02&4( CU�/� 9-;�� � �c�IHI� � ��� $'&4.C8F$'&J(+&4*-325I02&
µ
,?3 *cA'029>G'*-G',?7/,/8VQ�(+&4*-325'06&�32*O8F,/36;rQU,?.'@c8F$I&<7/9>@T*-06,/8F$I(+,/M�� Z]d�Z]q_k'f ,?.'&���5�*-7?,a8VQ �!� �a��� K L &$�*�P>&

Φ(x) = (2/ρ)x
*O.'H

ψ = 0 �
V .'HR7?&`8¢02&�(�*O02�D8F$�*O8 L &:M�*O.¤9>GI8N*O,?.¤#%$'&�9>02&�( � �DC_�a� G�QB#%$'&49>06&4( � �DEI� � � ªV.'32&�068F,/.'@

q(t) = αβ/((α− β)t+ β)
*-.IH

c = n(β − α)/(4αβ)
,?. �!� �DEAC-� 8F$'&�.x,/(+A'7/,?&�3 �!� �/� E>�j��}&436,?H'&�34K L $'&�.C82$'&%&4.T8F069>ATQTzV&4.I&402@OQ:,?.'&��U5'*-7?,a8VQ�$'9-7?H'3�K>#%$'&49-02&4( � �DE_� ��@>,aP>&�3 *�M�9>.T8F069>79-; 82$'&:.'9>06( 9-;�8F$'&l9>A"&402*O8F9-0

(exp Qt)
� #%$I,?3cM49>.T82029>7]HI&4A"&4.'H'3�9>. Φ

*-.'HW329>(C&l,?7/7?5'3 z
8F0F*�8F,?9-.'3 L ,?7/7[G"&¢A'029�PU,?HI&4H ,?.�8F$I&c;=9-7?7?9 L ,/.'@�36&4M�82,?9>.[K L $',?MN$ 32$I9 L 3%82$'&c,?. � 5I&4.'M�&�9O;�82$'&32,?@-. 9O;

ψ �� &`8�5I3<.'9 L A'06&436&4.T8¢*CA'029U9-;�9-;�#%$'&�9>02&�( � �DEI�a� 5'32,/.'@���069>A�9-32,/82,?9>. � �FEI� � *-.IH)#%$'&�9Oz02&4( � �DE_� � �] ��
^
�_ 
P_ �K����
A���6� � ��
 ���
J
�_5IA'A�9-32&Y8F$'*O8�82$'&Y(C&�*-365'02&

µ
3F*O82,?3 Q'&43�82$'&Y,?.I&4��5�*-7/,/8VQ �!� �DC � � L ,/8F$B*�M49>.I368N*O.�8 a >

0 � #%$'&4.�G�Q���069>A�9-32,/82,?9>. � �FEI� � K µ 32*O8F,/3 Q�&�3C82$'&x&�.T8F029-A�QTz &4.'&�02@-Q�,?.I&4��5�*-7/,/8VQ L ,a8F$E8F$'&;=5'.'M�82,?9>.
Φ(x) =

n

2
log(ax).

� &`8 c = a(β − 1)/2 � #%$'&c;=5'.'M�82,?9>. qc(t) = β/((1− β)t + β)
3F*�8F,?3LQ�&43�8F$I&¡H',a§[&�02&�.�82,©*-7

&4��5�*O82,?9>. �!� �FEI��� ,/.R82$'&C32A�*-M�& [0,∞[ �"V A'A'7/QU,/.'@D#%$'&49>06&4( � �FEI� � L ,a8F$R8F$'&:;=9>.'M`8F,/9>. Φ*-.'HD8F$'&cM49-.'368F*-.T8
c
7/&�*-HI3�*O;r8F&�0%329>(C&c&�*-3�Q�M�*-7/M45'7/5'3S8F9l82$'&¢;=9>7?7/9 L ,/.'@Y,/.'&4��5�*-7/,/8VQ

∥∥eQtf
∥∥
β

6
∥∥ef
∥∥

1

(
k(β − 1)

t

)n
2
β−1
β
(

1

β

)n
2
β+1
β

,

L $'&406& k = nae/4
*-.'HD;=9>0�*-.TQ�36(+9U9-8F$�;=5I.'M�82,?9>.

f ��V 3 β > 1
K L &c��.'9 L 8F$�*�8

(
1

β

) β+1
β−1

6
1

β
.

V 8�82$'&�7?,/@>$T8�9-;"8F$'&%A'06&�PU,?9-5'3^,?.'&��U5'*-7?,a8VQ L & Q'.'HC82$'&�,?.'&���5�*-7?,a8VQ �=� � C Z � ;=9>0]8F$I&JM�9>.'3�8N*-.T8
k = nae/4

K�;=9>0C&�P>&�06Q
β > 1

*-.IH
α = 1 �P@ 36,?.'@R8F$'&)A'029-A�&�068VQ1;=9>0l8F$I&x32&�(+,/@>029-5'A

(Qt)t>0

8F$'*O8
�!� �FE � � Qt(λf) = λQλtf,
;=9>0c&�P>&�06Q

λ > 0
*-.'H

f
K�,?.I&4��5�*-7/,/8VQ �=� � C Z � ,?3c9>GI8F*-,?.I&4H¤;=9>0¢&�P-&40�Q β *-.'H

α
325'MN$¨82$�*O8

β > α > 0
K�*-3 L &�7?7�*O3J,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �!� �DC X � Kn*-3J*lA�*-0682,?M�5'7©*-0}M�*-36&�9O; �!� �DC Z �N�
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� &`8Y5'3�.'9 L AI029�P>&�82$'&�M�9>.TP>&40632& �^� &`8 k > 0
*O.'H

α > 0 � �_5'AIA�9>36&�8F$'*O8�;=9>0¡&�P-&406Q
β ∈]α,+∞[∪{+∞}

�!� � C Z � $'9>7?HI3c;=9-0�&`P>&�06Q t > 0 � � Q �!� �FE � � 9-.'&+M4*-. *-32365'(+&:8F$'*O8
α = 1 �� &`8 f G"&�*:32(C9_9O8F$D;=5'.'M�82,?9-.x*-.IH)8N*O�-& F (t) =

∥∥eQtf
∥∥
β
L $'&�02& β ,?3J*:;=5I.'M�82,?9>. 9-; t325'MN$ 8F$�*O8

β(0) = 1
K
β ′(0) > 0

*-.'H
β > 1 � ªV.I&4��5�*-7/,/8VQ �!� � C Z � ,?(CA'7?,/&43}82$�*O8

�!� �FE Z � F ′(0)

F (0)
6 g′(0),

L $'&406&
g(t) = −n

2

β − 1

β
log

(
tβ

k(β − 1)

)
.

V 3 g′0) = (n/2)β ′(0) log (β ′(0)k)
Kg8N*-��,?.I@

x > 0
*O.'H MN$I9_9>36,?.'@�82$'&C;=5I.'M�82,?9>.

β
365'MN$

8F$�*O8
β ′(0) = 4x/n

K �
β(t) = 1 + 4xt/n

;=9>0%&`�I*-(CA'7?& � 8F02*-.'36;=9-02( ,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �!� �FE Z � *-3

Entµ
(
f 2
)

6
n

8x

∫
|∇f |2efdµ+

n

2
log

(
k4x

n

)∫
efdµ.

B A_8F,?(C,?36,?.'@)9�P>&40
x
,?(CA'7/,?&43c8F$I&�&4.T8F069>ATQ�z &4.'&�02@-QE,/.'&4��5�*O7?,/8VQR;=9>0

Φ(x) = (n/2) log axL $'&406& a = k4e/n � #%$I& A'069_9O;_,/3g8F$'&�.�*OMN$',?&`P>&4H¡5'32,/.'@%8F$'&^M�9>.TP>&40632& 9-; ��069>A�9-32,/82,?9>. � �DEI� � �
I #%$'& Q�023�8^*-.'HY82$'&S(C9>368],?(CA�9>0�8N*-.T8�&`�I*-(CA'7?& ,?3�8F$'& s]knd[kn\ � v�k (C&�*-365'02&S9-.

Rn � #%$I,?3&`�I*-(CA'7?&l,/3�HI&�8N*O,?7?&�H¤,?.R#%$'&�9>02&�( � � CU�/� 9-;S�_&4M`8F,?9-. � � C_��� &:M�*-.W32&�&+,/.��FJJ&4G�X[X��^329>(C&9-8F$'&�0�&`�I*-(CA'7?&�3%9-;u(C&�*O325'06&43 L $',?MN$ 3F*O82,?3�;rQ�*-.)��5'M47/,?H'&4*-._z 8VQUA"&Y� Z]d�Z]q_k'f ,?.I&4��5�*-7/,/8VQ �
V .'H¥7/,?�O&+,/. 8F$I&

R
n M4*-32&OKu32&�M�82,?9>. � � C_�DC K�8F$I&+PO*-.',/32$',/.'@)PU,?36M49>36,/8VQR;=9>0¡*-.¥5'7a8F02*-M49>.Uz8F0F*OM�8F,aP>&c32&�(+,/@>029-5'A�M�*-. G"&�5I32&4H 8F9:A'069�P-&¡#%$I&49>06&4( � �FEI�a�>�

�	� ���
� ��� �n� � �� =�"� ����� � ����� �	� � � ),2 )1%�� �  !� �43 � � �  =�	�
�	� �������
� �  !� � � � � � � �  !� � �  � ����� � ��5 #%$I&�*-,/( 9-;%8F$'&C;=9>7?7/9 L ,?.'@�8F$I&49>06&4(�,?3c8F9
A'02&�32&4.T8:8F$I&�M�*-36& L $'&406&�8F$'&�(C&�*-365'02& µ Ku9>.¥82$'&�(+*-.',/;=9-7?H M K]3F*O82,?3LQ�&43:*¨� Zud[Z]qUk'f,?.'&��U5'*-7?,a8VQ L ,/82$ *:7/9_M4*-7�82&406()K L $I&402& b > 0

,/.D,?.'&��U5'*-7?,a8VQ �!� � Z �N�
���	��

����� ��� � ��� ��� ����� M  �"![1@&(% #89;������! 34��% !6/C/C3�!6/ % !6/C3 +�&(9 7 &Z+ 763*%'��/A#�34&(/ n!6/87 ! 34��% !6/C/C3�!6/ %'����S.341 d U ����� µ  �,!$%'�O!(#�-0S\�"&(/ M !  #�&(9Q-0�Z��9QR$1@&(/C�>3*/C-C&(-^# =�3*�E)
S@�@#$#C�@1�� �Z&:�*)C�,#��B!6/87b!6S 7 I6&(9Q-0%'�G��9;��%'��/C� &(/ M U �	��� n > 3 U � � #�-'#(#C&�#��<�*)A!6�T�*)C�%'�O!(#�- S\� µ #P!6��3;#*) �@#J�*)C�K+�&(9*9;&(=�3*/0L � Z]d[Z]qUk'f53*/2�ONP-A!69Q3*��R
�!� �FE X � ‖f‖2

2n
n−2

6 a‖∇f‖2
2 + b‖f‖2

2,

= )C��S@� a !6/87 b !6S\� ��=?& 1@&(/A#��4!6/C�E#T!6/87 ‖·‖α 3;#J�*)C� Lα X /2&(S.% +�&(SJ�*)C�J%'�O!(#�- S\� µ U
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V )C��/<�*)C��S\�J����3;#���1@&(/A#��4!6/C�E# k > 0 !6/87 A > 0 #�-C1@)M�E)A!6� �*)C� %'�O!(#�- S\� µ #P!6�>3;#*) �@#W�*)C�
+�&(9*9;&(=�3*/0LM3*/2�ONP-
!69Q3*��R F
�!� � � HT� ∥∥eQtf

∥∥
∞

6
∥∥ef
∥∥

1

k

t
n
2

.

+�&(ST!6/CR t ∈]0, A] !6/87,��I6��S�Rg#�%'&�&(�*)D+.- /21���34&(/ f U
#%$',?3%8F$I&49>06&4( ,/3�*:M�9>.'36&4��5'&4.IM4&Y9-;�8F$I&c;=9-7?7?9 L ,/.'@YA'069>A�9-32,/82,?9>. �

] ��
��	
�� �����O
��5��� � ��� � � �	��� µ  �G! %'�O!(#�-0S\�:&(/ M U � #@#�-0%'� �*)A!6�g�E)C� %'�O!(#�-0S@� µ#P!6�>3;#*) �@#K�*)C� ��/C��S@& #8R X ��/2��S>L6RW3*/2�ONP-A!69Q3*��RW=�3*�*)�+.-0/21��>34&(/ Φ(x) = (n/2) log(ax+b) F (a, b >
0) U �	��� m ∈ N

!6/87 K ∈ [mπ,mπ + π/2] U
V )C��/ F +�&(S$!6/CR,+.- /21���34&(/ f F (Qt)t>0

#P!6�>3;#*) �@# �E)C�g+�&(9*9;&(=�3*/0L 3*/2�ONP-
!69Q3*��R,+�&(S ��I6��S.R
t, u > 0 #�-�1@),�E)A!6� tu+K ∈ [mπ,mπ + π/2] F�!� � � ��� ∥∥eQtf

∥∥
4b
una

tan (tu+K)
6
∥∥ef
∥∥

4b
una

tanK
exp (A(t)),

= )C��S@�
�!� � � C>� A(t) =

n2au

8b




log
(

cos2 (tu+K)
b

)

tan (tu+K)
−

log
(

cos2K
b

)

tanK



+
n2u2a

8b
.

� &(/CI6��S@#���9QR F 3 + �*)C��S\�,����3;#��E# m ∈ N
#�-�1@)$�*)A!6�W3*/2�ONP-A!69Q3*��34�@# �!� � � ���M!6/87 �=� � � C>� )C&(9 7

+�&(S !6/CR K ∈ [mπ,mπ + π/2] !6/87 t, u #�-C1@),�*)A!6� tu+K ∈ [mπ,mπ + π/2] F �*)C��/ �E)C�%'�O!(#�- S\� µ #P!6��3;#*) �@# !6/ ��/C��S\& #8R X ��/2��S>L6R 3*/2�ONP-
!69Q3*��R =�3*�E)D+.-0/21���34&(/ ϕ U
#%$',?3]AI029>A"9>32,a8F,/9>.�,/3�*�32,/(+AI7?&}M�9>.'36&4��5'&4.IM4&J9-;n#%$'&49-02&4( � �FEI� �UK L $'&�. L &%$�*�P>& Φ(x) =

n/2 log (ax + b)
K L $',?MN$ &4.�*OG'7?&¢5'3�8F9:A'069�P>&�#%$'&49>06&4( � � � �a�>�] ��
^
�_ 
P_ �K����
A���6� � � � ���

J
� &�8 µ G"&¡*Y(C&�*O325'06&¢3F*O82,?36;rQU,/.'@Y8F$'&l� Zud[Z]qUk'f ,?.'&��U5'*-7?,a8VQ �!� �DE X �j� ��069>A�9-32,/82,?9>. � �DE_� �&4.'365'02&�3C82$�*O8Y82$'&�(+&4*-325I02&

µ
3F*O82,?3LQ�&43Y82$'&�&4.T8F069>ATQTzV&4.I&402@OQ1,?.'&���5�*-7?,a8VQ L ,a8F$¥;=5'.IM�8F,/9>.

Φ(x) = n/2 log(ax + b) ��� &�8c5'3¢.I9 L *-A'A'7aQ)82$'&lA'06&�PU,?9>5I3¢A'029>A"9>36,/82,?9>. ;=9>0
t = 1

*-.'H
K = π/2− u � #%$'&¢;=9>7/7?9 L ,?.'@�,?.'&��U5'*-7?,a8VQ�8F$I&4.)*-02,/32&43

∥∥eQ1f
∥∥
∞

6
∥∥ef
∥∥

4b/(una tanu)
eA(1),

L $'&406&
A(1) = −n

2au

8b
tan u

(
log

sin2 u

b

)
+
n2u2a

8b
.

¦ 5'&¢8F9l8F$I&¢A'029>A"&40�8VQ �!� �a� � � KI82$'&�;=9>7?7/9 L ,?.'@¡,?.'&��U5'*-7?,a8VQ�$'9-7?H'3�KI;=9>0%*-.TQ t > 0
*-.IH &`P>&�06Q

32(C9_9-82$�;=5'.'M�82,?9>.
f
K

�!� � � ET� ∥∥eQtf
∥∥
∞

6
∥∥ef
∥∥

1
eϕ(t),
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L $'&406&

ϕ(t) =
1

t

{
−n

2
log

(
sin2 (V (t))

b

)
+
n2V (t)2a

8b

}
,

*-.'HD8F$'&¢;=5'.'M`8F,/9>.
V
,/3%H'&�Q'.'&4H)G�Q�8F$'&¢;=9>7/7?9 L ,?.'@¡;=9>02(Y5I7©*IKU;=9>0%&�P-&406Q t > 0

V (t) tanV (t) =
4b

na
t.

@ 32,/.'@�8F$I&lH'&�Q�.I,/8F,/9>.B9-; V L &:A'029�P-&Y8F$�*O8�8F$'&�02&l&`�_,/368F3 A > 0
*O.'H

C > 0
K[365'MN$R8F$�*O8

;=9>0%&�P-&406Q
t ∈]0, A] L &¡$'*�P-&

1

C

√
t > V (t) 6 C

√
t.

#%$',?3�,?.I&4��5�*-7/,/8VQ+,?(CA'7?,/&43 82$�*O8�8F$I&402&c&j�I,/36823
C ′ > 0

325IMN$)8F$'*O8%;=9>0%&�P-&40�Q
t ∈]0, A]

K
�!� � �>� � ϕ(t) 6 −n

2
log t+ C ′.

ªV.'&4��5�*-7/,/82,?&43 �=� � � ET� *-.'H �=� � �-� � 7?&4*-H�8F9l8F$'&¢82$'&49>06&4( � � � �a�>�
I


 �6���C�	�G��� � ��
 ��� � ,?�-&D,/.E82$'&DA'02&`PU,?9>5'3C32&�M�82,?9>.gK L &DH'9>. G 8C��.'9 L ,/;J8F$'&D5'7a8F02*-M49>.Uz
8F0F*OM�8F,aP>&�G"9>5'.'HC@>,/P-&4.:GTQl8F$'&�,/.'&4��5�*-7/,/8VQ �=� � � HT� ,?3�&���5',/PO*-7/&4.T8�8F9¢8F$I&�� Zud[Z]qUk'f ,?.'&��U5'*�z7?,/8VQ �!� �FE X �N�
�	� ����
�� � � ���� � � � � � ����� ���#5 � &`8¢5'3�.I9 L H'&�32M406,?G"&�8F$I&Y32A"&4M�,©*-7�M�*-36& L $'&4. b = 1

,?.
8F$'&R� Z]d�Z]q_k'f ,?.'&���5�*-7?,a8VQ � �_5IA'A�9-32&)82$�*O8:8F$I& ��,?&�(�*-.I.',©*-.1(+*-.',a;=9>7?H M ,?3:M49>(CA�*-M`8
*-.'H17?&`8

µ
G�&C8F$'&�AI029>G�*OG',?7/,/8VQ¤(C&�*-365'02&+9-;%8F$I&+P>9-7?5'(C& � ª ;%8F$'&�(+&4*-325'06& µ 32*O8F,/3 Q�&�3l*

� Z]d[Zuq_k'f ,/.'&4��5�*O7?,/8VQ-KT8F$'&�. L &��U.I9 L 82$�*O8 L &�M4*-.�MN$'9U9>36&<8F$I&�M49>.I368N*O.�8 b = 1
K � 32&�&�;=9>0

&`�I*-(CA'7?&:� �S*-�'X � K V � M + H[H � �j�
V .�&j�'*O(+A'7/&<,/3�82$'&�5I.',/8�32AI$'&406&

Sn
9O;�H',?(C&4.I32,?9-.

n
,?.

Rn+1 �_� &`8 n > 2 � #%$'&<A'029-G�*�zG',?7/,/8VQl(C&�*-365'02&
µ
9-;�82$'&<P-9>7?5I(+&OKU32*O8F,/3 Q�&�3 82$'&<;=9>7/7?9 L ,?.I@�9-AI8F,/(�*-7g� Z]d[Z]qUk'f ,/.'&4��5�*-7/,/8VQ

‖f‖2
2n/(n−2) 6

4

n(n− 2)
‖∇f‖2

2 + ‖f‖2
2.

�)9>02&C@>&�.'&402*-7?7aQ>K
7?&`8¡M�9>.'36,?H'&�0�* �J,/&4(+*-.'.',?*-.R(�*-.I,/;=9>7/H
M

9-;%H',/(+&�.'32,/9>.
n > 2 � ª ;8F$'&�� p 	
	 p M45'0�PO*O8F5'06&),/3:G�9>5I.'H'&4H G�&�7?9 L GTQ�*RM49>.I368N*O.�8

ρ > 0
K]8F$'&�. 82$'&�;=9>7?7/9 L ,/.'@� Z]d[Zuq_k'f ,?.'&���5�*-7?,a8VQ¨$I9>7?H'3Y;=9-0Y8F$'&DA'069>G�*-G',/7?,a8VQ (C&�*O325'06& 9O;<82$'&�P>9>7/5'(+&OK]32&�&¨� ªV7?, Z E K�S*-�'X � K V � M + H[H �

‖f‖2
2n/(n−2) 6

4(n− 1)

n(n− 2)ρ
‖∇f‖2

2 + ‖f‖2
2.

ªV. 82$',?3%A�*O068F,/M45'7?*-0SM4*-32&OK'8F$'&¢;=9>7/7?9 L ,?.'@�A'029>A"9>36,/8F,/9>.�M4*-.)G"&c368F*O8F&�H �
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] ��
��	
�� �����O
��5��� � � � � � % -'#(#C&�#�� �E)A!6�?�E)C�T%'�O!(#�- S\� µ #P!6�>3;#*) �@# �*)C�?+�&(9*9;&(=�3*/0L � Z]d[Z
h
q_k'f 3*/2�ONP-
!69Q3*��R

‖f‖2
2n/(n−2) 6 a‖∇f‖2

2 + ‖f‖2
2.

V )C��/ =?�g&  �B!63*/ �E)C�K+�&(9*9;&(=�3*/0L �@#��>3*% !6���
�!� � � � � Qtf(x) 6

∫
fdµ+

π2n2a

16t
,

+�&(ST!6/CR x ∈M U
] ��
^
�_
J
��029>A"9>32,a8F,/9>. � � � �DC ,?3}*-A'A'7/,?&4H L ,/8F$ b = 1 ��@ 36,?.'@Y82$'&�A'069>A�&�068VQ �=� �a� � � K L & c65I368%$�*�P-&8F9xAI029�P>&�82$'&�,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �=� � � � � ;=9>0 t = 1 ��� &`8¡8F*-�-& t = 1

K
K = 0

*-.'H
u = π/2

,?.
,?.'&��U5'*-7?,a8VQ �!� � � ���N� #%$'&4.Y&���5�*O8F,/9>. ∥∥ef∥∥

0
= exp

(∫
fdµ

) K�7?&4H'*-3�829<,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �=� � � � �N�
I

�	� ������� � � � �  ��� �� !�"� ��� ��� � � � ���"��� � �� !�"�  !� ��3 � � �  r��� �15 � &`8 (M, d)
G"&¤* ��,?&jz

(�*-.I.',©*-.�(+*-.',a;=9>7?H �I� &�8�5I3<06&4M�*O7?7[82$'&¢H'&�Q'.',/82,?9>.D9-;�8F$'&cH',/368F*-.'M4& T2
�n� &�8 µ *-.'H ν 8 L 9A'029>G'*-G',?7/,/8VQ+(+&4*-325I02&43�9>.

M ��� &cH'&4.'9O8F&
�!� � � 
T� T2(µ, ν) = inf

{∫
d(x, y)2

2
dπ(x, y)

}
,

L $'&406& 82$'&D,?.�Q�(�5'(�,?3Y8F*-�-&�.�9�P>&�0l8F$'& 32&`8+9O;�(C&�*-365'02&�3
π
9>.

M × M
325'MN$�8F$�*O8

π$�*-3�8 L 9B(+*-02@>,/.'3 µ *-.'H
ν �]� &`8Y02&�M�*-7/7�8F$�*O8�GTQW82$'&�� o�o
Z�h { prqUq | m�p G 3�8F$'&�9>02&�()K � 36&4&� B � H[H �"*O.'Hx� � �c�IHI� � � K�*¢7?9-@T*-02,a8F$'(C,?M�� Z]d�Z]qUk�f ,/.'&4��5�*-7/,/8VQ¡,?(CA'7?,/&43�*¢7/,?.'&4*-0u8F02*-.'36A�9>0 z8N*O82,?9>.�,/.'&4��5�*-7/,/8VQ � ªV. 82$'&c3F*-(C& L *�Q-K L &c9>GI8F*-,?.�82$'&¢;=9>7?7/9 L ,/.'@�06&4365'7/8<*-G"9>5I8¢� Zud[Z]qUk'f,?.'&��U5'*-7?,a8VQ �

���	��

����� ��� � �	� ��� ����� µ  �?! #8S@&  !  3*9Q3*��Rd%'�O!(#�- S\� &(/ M F = )0341@) 3;# !  #�&(9Q- ����9QRD1@&(/C�>3 X/C-�&(-b# =�3*�E)<S\�@#$#C�@1����Z& �*)C�D#��4!6/87b!6SO7 I6&(9Q- %'�g��9;��%'��/C� &(/ M U �	��� n > 3 U % -�#(#C&�#��D�E)A!6�
µ #P!6�>3;#*) �@#D�E)C�K+�&(9*9;&(=�3*/0L � Z]d�Z]q_k'f 3*/2�ONP-
!69Q3*��R

‖f‖2
2n
n−2

6 a‖∇f‖2
2 + ‖f‖2

2.

����� V  �J�*)C�K+.-0/21��>34&(/$70�*)K/2�O7 +�&(S x > 0 F� R
�!� � � � � V (x) =

n2a

8

(
arctan

√
e

2x
n − 1

)2

.

V )C��/ �E)C� %'�O!(#�-0S\� µ #P!6��3;#*) �@#J�*)C�K+�&(9*9;&(=�3*/0L ��SO!6/A#$#C&(S.�4!6�>34&(/G3*/2�ONP-A!69Q3*��R
�!� � � Z � T2(gdµ, dµ) 6 V (Entµ(g)),
+�&(ST!6/CRg#�%'&�&(�*)D+.- /21���34&(/ g F 70��/A#�3*��R &Z+ #8S\&  !  3*9Q3*��R =�3*�E)<S\�@#$#C�@1��K��& �E)C� %'�O!(#�-0S\� µ U
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� &`8J02&4(+*-06�+8F$'*O8 V ,?3%,?.IM402&4*-32,/.'@C*-.'H G�9-5'.'H'&�H)GTQ
n2aπ2/32 �] ��
^
�_

J
#%$I,?3}06&4365'7/8},?3�G�*-32&�H�9>. ��069>A�9-32,/82,?9>. � � � �DC_�I� &`8SM49-.'32,/H'&40 m = 0

K
K = 0

*-.'H
t = 1 �#%$'&4. 8F$'&¢;=9>7/7?9 L ,?.'@�,?.'&��U5'*-7?,a8VQ�$'9-7?H'3�KI;=9>0�*-.TQ 0 < u < π

K
∥∥eQf

∥∥
4
una

tan (u)
6 exp

(∫
fdµ

)
exp (A),

L $'&406& Q = Q1
*-.'H

A =
n2au

4

log |cos (u/2)|
tan (u/2)

+
n2au2

8
.

� &`8 x > 0
*-.IH

u = arctan
√

exp (2x/n)− 1 � #%$I&^;=9-7?7?9 L ,/.'@S&4��5�*�8F,?9-.�;=9>7/7?9 L 3g3�8F0F*O,?@>$T86z;=9>0 L *-H
4

una
tan (u) =

1

V ′(x)
.

¦ &�Q�.I,?.'@ Λ(x) = V (x)− xV ′(x)
Kn*-.'H 5'36,?.'@

log cos arctan

√
exp

(
e

2x
n − 1

)
= −x

n
,

L &�9>GI8F*-,?.D*O;r82&40�329-(+&¢M4*-7?M�5'7?5'3S82$'&¢;=9>7?7/9 L ,?.'@Y,/.'&4��5�*O7?,/8VQ
∫

exp

(
Qf

V ′(x)

)
dµ 6 exp

(∫
fdµ

V ′(x)
+

Λ(x)

V ′(x)

)
,

;=9>0�*-.TQ
x > 0 ��� &�8 g G�&�*:H'&4.'36,/8VQ�9O;uA'069>G�*-GI,?7?,a8VQ L ,a8F$D02&�32A"&4M`8<829C82$'&c(+&4*-325'06& µ ��V 3L &�$�*�P>&

∫
exp

(
Qf

V ′(x)
−
∫
fdµ

V ′(x)
− Λ(x)

V ′(x)

)
dµ 6 1,

L &�M�*-. L 02,a8F&
∫
gQfdµ−

∫
fdµ 6 V ′(x)Entµ(g) + Λ(x),

;=9>0l*-.TQ � ,?AI32MN$',a8TS�;=5'.IM�8F,/9>. f � B A_8F,?(C,?36,?.'@ 9�P>&�0+*O7?7 � ,/A'32MN$I,/8TS�;=5I.'M�82,?9>.'3 f *O.'HE9�P-&40
x > 0

K L &�9>G_8N*-,/.C82$'&<820F*-.'36A�9-068N*�8F,?9-.C,/.'&4��5�*O7?,/8VQ �=� � � Z � *-3S*�M49>.I32&4��5'&�.'M4&¢9O;g8F$'&J8F$'&�9Oz02&4( 9-;���| m
o
Z]X�Z�fup 	�� h � v�d�prm�\�o
knprm � 36&4&+� V � M + H[H � �j� I

ªV.C82$'&�M47©*O3232,/M�*-7�M4*-32&OK�*c820F*-.I32A"9>068F*O8F,/9>.l,?.'&���5�*-7?,a8VQY@>,aP>&�3 *cM49-.'M4&�.�820F*O82,?9>.C,?.I&4��5�*-7/,/8VQ>K
32&4&:;=9>0c&`�I*-(CA'7/&D� �x*O0TX 
 *UK �x*-0 X 
 GI�^9>0¢82$'&:MN$�*-AI82&40 ZD9O;¢� V � M + HYH � � ªV.R8F$I,?3cM�*-36& L &
Q�.'HD8F$'&¢;=9>7/7?9 L ,?.'@�&43682,?(+*O8F&¢9O;�82$'&cH',©*-(C&�82&40 �
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��������	� � � ��� � � � % -'#(#C&�#��d�E)A!6� �*)C� #8S\&  !  3*9Q3*�>R %'�O!(#�- S\� µ #P!6��3;#*) �@#d�E)C��+�&(9*9;&(=�3*/0L� Z]d[Zuq_k'f 3*/2�ONP-
!69Q3*��R F +�&(S n > 3 F

‖f‖2
2n(n−2) 6 a‖∇f‖2

2 + ‖f‖2
2.����� 70�*)K/2� ∆ = sup {d(x, y) / x, y ∈M}, �*)C� 763�!6%'���Z��SH&Z+ �*)C�d% !6/C3 +�&(9 7 M U?V )C��/"&(/2�)A!(#

�!� � � X � ∆ 6

√
n2a

4
π.

] ��
^
�_
J

#%$'&¢820F*-.'36A�9-068J,?.'&���5�*-7?,a8VQ �=� � � Z � 7?&4*-H'3S8F9
√

∆2

2
6 sup

r>0

(√
V (ϕA) +

√
V (ϕAcr)

)
,

L $'&406& A ⊂ M
K
Ac
r

,/3�8F$'& M49>(CA'7?&�(+&�.T8N*-0�Q 9-;�82$'&
r
zV.I&4,?@-$UG"9>5'06$'9U9_H 9-;

A
K
ϕA =

1IA/µ(A)
*-.IH

V
,/3S8F$'&¢;=5'.'M`8F,/9>.DH'&�Q�.I&4HxGTQ�82$'&c&4��5�*O82,?9>. �!� � � � �j��� &c9>GI8N*O,?.D*-7/329

�!� � � HT� ∆ 6

√
8‖V ‖∞,329:8F$�*O8 �=� � � X � $'9>7/H'3 �

I

#%$'&Y&43�8F,/(�*O82&43<32A"&4M4, Q�&4H¤GTQ)ªV.'&4��5�*O7?,/8VQ �!� � � X � *-02&¡.'9-8�9>AI8F,/(�*O7 � ªV.x82$'&YM�*O32&Y9-;�82$'&
5'.',/8�36A'$'&406&-KU9>.'&J$�*-3

∆ 6 π
√
n/(n− 2)

*-7?369
π � ªV.B� �S*-�'X � � K'bJ| euX^a Q�.'H'3�K�5'32,/.'@Y*-7/329

&4.T8F069>ATQ�z &4.'&�02@-Q ,/.'&4��5�*-7/,/8VQ-K
∆ 6 π

√
n/(n− 1) L $',/MN$),/3%(+9-02&c*-M�M45'02*O8F& �

� ��� �
��� ��� ����� � ��� �05 #%$'&<*-5I82$'9>0^32,/.'M4&�02&47aQl8F$�*O.'��3 � �'s]kntuZ]v�w ;=9>0^$'&�7?AI;=5'7�M�9>(lz(+&�.�823�*-.'HD02&�(�*O02��34K�*O.'H �:� � 	�� k��
�Ik"X ;=9>0},?.T8F&�02&43�8F,/.'@lH',?36M45'3632,/9>.'3J*-G"9>5I8�� Zud[Z]qUk'f,?.'&��U5'*-7?,a8VQ �
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" ����� ������������� � �� !�"�
�^. � � Z � K � Zum � k � P>9-,?0¤� �)9>.�Z � � �$# P>9U��5'&R7?&BA'069>G'7&%4(C&BM49>.IM402&`8 H'&¤H # AI7©*-M�&40�5'.02&4(�G'7©*-,u325'0c5'.WH # GI7©*-,�*�P-&4MC5'. M�9('I8c(C,?.',/(Y5'( � B .¤8F02*-.'36A�9>0�8F&:MN$�*-��5'&CA�*-0�8F,/M45'7/&YH'&8F&40602&C&�8¡,?7u;!*O5I8�K
*-5R8F9O8N*-7 K�*�P>9>,/0�&`§[&�M�825 # 7/&l(+9>,/.'3¢H G &�§�9>068¡A"9>3236,?G'7/&-Kg7/&CM�9('I8 # 8F*-.T8¡7/&A'02, �*)lA�*�Q>&�0JA"9>5'0%H # A'7?*-M4&�0%5'.'&¢A�*-0�8F,/M45'7/&�H G 5'.)A"9>,/.�8+)Y5'.x*O5I8F06& � M &cA'069>G'7,%�(+&OKI369>5'35'.'&);=9-02(C&�02&47?*�� # &OK�&�368�02&4AI02,?3:A�*O0+7?*R365',/82&)A'*-0 �Y| m
o
Z]X[Zgfup 	�� &�8�- | \�\�k"X
\�o
knprm^�ªV7?3CH # Q�.I,?3236&4.T8�*O,?.'36, K]A"9>5'0C5'.�M�9('I8 H K�5'.'& H',/368N*O.'M4& TH &4.T8202& H'&45_� H',/368202,?GI5I8F,/9>.'34K

02&4AI0 # 36&4.T8N*O.�823)7/&x06&4(YG'7?*-,J&�8�7/&xH # G'7©*-, � M &`8282&¤*-A'A'7/,?M4*O8F,/9>. TH
*IK�H'&�A'5',?3�K # 8 # 7©*O02@>&jz(+&�.�8 # 825'H', # &�&�.�(�*�8F$ # (�*O82,?��5'&�34K�&�8}7 G 9>.�A"9>5'060F*.)�M4&�365(c6&�8}M49>.I325'7a8F&40 7?&�3}9>5IPU02*-@>&43 H'&

�¢|
	�� k'f &�8 �0/ \ 	�� knm�tuZ]X	� H�*-.I3¡� �J*-M�Z � � K
� �<*OM�X � � K
� � � X[Z>*���&�8¡� � � X[Z-GU� �
R 9>5'3}A'0 # 32&4.T829>.'3�&�8 # 8F5'HI,?9>.'3}H�*-.'3SM�&¢MN$�*-A',a8F06&�7©*c;=9>.'M�82,?9>. TH KI9(1 H &4368�5I.'&�;=9>.'Mjz

8F,?9-. A"9>36,/8F,aP>&OK�H # Q�.I,/8J325'0J5'. 329>5I3�zV&�.'32&�(YG'7/&¡H'&�3<(C&4365'02&�3<HI&¡A'069>G�*-GI,?7?,a8 # HI&
Rn K"A'*-0 6�_,

µ
&�8
ν
329>.T8JH'&45U� (+&�325'06&43�H'&cA'029-G�*-G',/7?,/8 # 3�K

TH(µ, ν) = inf

∫
H(x− y)dπ(x, y),

9(1�,?.�Q'(Y5'( &43�8%A'02,/3S325I0S7 G &4.'36&4(YGI7?&�HI&43%(C&4325I02&43%HI&�A'029-G�*-G',/7?,/8 # π 325'0 R
n×R

n *�QT*-.T8
µ
&�8
ν
M49>(C(C&+(+*-02@-&43 ��¦ *-.I3Y5'.¥M4*-3YA�*-0�8F,/M45'7/,?&40�K�7?9>0632��5'& H(·) = δ0(·)

K32 prm�\�e]knX K
P>9>,/0c� ��,?. 
 � � K'H # (C9>.T8F06&c7 G ,?. # @T*-7?,a8 # 325',aPO*-.T8F&-K

‖ν − µ‖V T = 2TH(µ, ν) 6

√

2Entµ

(
dν

dµ

)
,

A�9>5I0J829>5I8F&�3�(C&4365'02&�3�H'&�AI029>G�*OG',?7/,/8 # 3 µ, ν � M�&�8282&�,/. # @T*O7?,/8 # 32&�0F*�&j�IA"9>3 # &YH�*O.'3�7?*CA'069OzMN$�*-,?.I&l32&4M`8F,/9>. �`�	R 9>5I3¢*�P>9>.'3¢PU5¤H�*-.I3¢7?&43�MN$�*-A',a8F02&�3�A'0 # M # H'&4.T823¡��5'&l7/&43�,/. # @T*O7?,/8 # 3JH'&
2 Zuprm 	g| X54 9>5lHI&�� Z]d�Z]q_k'f 7/9>@T*-06,/82$'(+,/��5'&^329>.T8�5'.I&%(�*�c69-0F*O82,?9>.¡H'&S7©*JP-*O02,©*O.'M4& 9>5lH'&
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7 G &4.T8F069>A',?&¡A�*-0�7 G # .'&406@>,?& �[¦ &Y7©*�(��4(C&�(�*-.I,,%406&�&`8¢3 G ,?.'36A',?02*-.T8�H'&�7 G ,?. # @T*-7?,a8 # H'&�2 prm�\4h
e]knX K^H'&�3+,/. # @>*-7?,a8 # 3�H'& 820F*-.I32A"9>068 TH A"&45IP-&4.T8���8202&DH # Q�.',?&�34K�A�*-0:7©*¤(+*�c69>02*O8F,/9>.1H'&7©*�H',/368F*-.'M4&

TH
A'*-0�5'.I&Y;=9>.'M�82,?9>.xH'&Y7 G &4.T82029>A',/&�H'&l7?*+H # 02,aP # &lHI& �¢| tuZ]mgh���pre
Z]t a � �

� G 9>G0c6&�M�82,/;
H'&<M4&�MN$'*-A',/8202&<&4368}H G 5'.'&�A'*-068}H'&�H'9-.'.'&40 7?&�3}A'069>A'02, # 8 # 3�&�8SHI&43%*-AIA'7?,/M�*O82,?9>.'3@ # . # 0F*-7/&43JH'&43J,?. # @T*-7/,/8 # 3SH'&c8F02*-.'36A�9>0�8 TH K�&`8<H G *-5_8F02&�A�*-0�8JH G # 8F&�.'H'02&¡7?&�3J0 # 365'7/8F*O8F3�H'5MN$�*-A',a8F02& E K�&�.x(C9>.T8F02*-.T8�7?&c7?,/&4. # 82029>,a8�&`�_,?3�8N*-.T8<&4.T8F06&¡5I.'&c,?. # @T*-7?,a8 # HI&c820F*-.I32A"9>068 TH K9(1
H(·) = ‖·‖pp/p

K'&`8<HI&43J,?. # @T*-7?,a8 # 3}H'&l� Z]d�Z]qUk�f 7/9>@T*-06,/8F$I(+,/�U5I&<(C9_HI,�Q # &43 �
¦ *-.'3S7?*¡36&4M49-.'H'&¢A�*-0�8F,/&-K�.'9>5'3}H'9>.'.'9-.'3S7?&�3}H # Q�.',a8F,?9-.'34KUH'&43}A'029>AI02, # 8 # 3 # 7 # (C&4.T8N*O,?02&�3&�8�H'&43
8F$ # 9>0 %�(+&�3�@ # . # 0F*-5_��M�9>.'M�&402.'*-.T8u7/&43
,?. # @T*-7/,/8 # 3gH'&^8F02*-.'32A"9>0�8 TH �NR 9-5'3
,?7?7/5'3682029>.I3&4.'365',/82&�&4.�36&4M�82,?9>.�� �DE 7?&<M�*-3SHI&�7©*�(+&�325'06&�H'&¡b k"X
m�Z]v�q_qUp K��U5I,[A"&402(C&�84K_M�9>(C(+&JA�9-5'07 G ,?. # @T*-7?,a8 # H'&�� Z]d�Z]q_k'f 7?9-@T*-02,a8F$'(C,?��5'&OKnH'&:02&�82029>5_P>&40�5'.'&:,/. # @T*O7?,/8 # H'&l820F*-.'36A�9-068 T1A�9>5I0�7©* (+&�325'06&�@T*-5I3232,/&4.'.I& �]� *x( # 82$'9UH'&�&�(+A'7/9�Q # &+,?M�, &�368l36,?(C,?7©*O,?02& )xM4&�7?7?&C5I82,?7?,/3 # &A�9>5I0JH # (C9>.T8F02&�0%7 G ,?. # @T*-7/,/8 # H'&l� Z]d�Z]q_k'f 7/9>@T*-06,/8F$I(+,/�U5I&<A"9>5'0�7©*Y(C&4365'02&c@T*O5'3236,?&4.I.'& �
¦ *-.'3�5'.'&C��5�*O8F06,,%�(+&l36&4M�82,?9>. .'9>5'3cH'9-.'.'9>.'3�7?&�3cA'029>AI02, # 8 # 3�HI&+M�9>.'M4&�.T8F0F*�8F,?9-. 7/, # &�3*-5_�1,/. # @>*-7?,a8 # H'&�820F*-.'36A�9-068 �u� &43lH',a§ # 02&4.T82&43YA'069>A'06, # 8 # 3YHI&�7©*)HI,?368F*-.'M�&�H'&�8F02*-.'36A�9>0�8

TH
.'9-5'3^A�&�02(C&�8282&4.T8�KTH'*-.'3^5'.'&�M4,/.'��5',,%�(+&%36&4M`8F,?9-.gKTH'&�H'9>.'.I&40^H',/§ # 06&4.T8F3^M�02,/8 %406&43^A�9-5'0(+9>.T8202&40D5'.I& ,/. # @T*O7?,/8 # H'&R8F02*-.'36A�9>0�8 � M &�3)M�02,/8 %406&43 329>.T8)*-A'A'7/,?��5 # 3 H'*-.'3 7©*132&�M�8F,/9>.325',aP-*O.�82&�A"9>5'0Y(C9>.T8F06&40�5I.'&�,?. # @T*-7/,/8 # H'&+8F0F*O.'32A"9>068 TH )x5I.1(+9UH %47/&+HI&�( # M�*-.',/��5'&368N*�8F,?3�8F,/�U5I& # ��5',/PO*-7/&4.T80)lM4&47/5',�H'&�3JMN$'*-A',/8202&�3 � &`8 CU�
� o�o
Z &�8�{ prqUq | m�p � P>9-,?0)� B � H[H � � K^9>.T8�&`�_$',?G # 7/&)7/,?&�. # 8F029-,/8C&4.T8F06&B7 G ,?. # @T*-7/,/8 # H'&� Z]d[Zuq_k'f 7?9>@>*-02,a8F$'(C,?��5'&�&�8�7 G ,?. # @T*-7/,/8 # H'&%820F*-.'36A�9-068 T2

�T� G 9>G0c6&`8 HI&J7?*�32, �I,&%4(C&%32&�M�8F,/9>.&4368uH G # 8N*OG'7?,/0�H'&}(+*-.',&%402&�*-.'*-7?9>@-5'&^7?&^7?,/&4.�&4.T8F06& M�&4068F*-,?.I&43u,/. # @>*-7?,a8 # 3�HI&�820F*-.'36A�9-068 TH &�8H'&43S,/. # @>*-7?,a8 # 3�H'&�� Z]d[Zuq_k'f 7/9>@T*-06,/8F$I(+,/�U5I&%(+9UH',�Q # &43�K�@ # . # 0F*-7/,?32*-.T8%*-,/.'32,n7?&�3S0 # 325'7a8N*O823H'& � o�o
Z &`8<{ prq_q | m�p &�8�M4&�5_� H'5 MN$�*-A',a8F06&�AI0 # M # H'&�.T8 ��^.&Q�.gK]7?*)H'&�02.',&%402&�32&4M`8F,/9>.1&43�8:M49>.'32*-M40 # &*)x7?*xH',/(+&�.'32,/9>.¨,/.�Q�.',/&�9(117 G ,/. # @T*O7?,/8 # H'&8F0F*O.'32A"9>068 T2

&43�8 # 82&4.'H'5I&-K'M�9>.'H'5',/3F*-.T8%.I9-8N*-(C(C&4.T8+)�5I.'&�,?. # @T*-7/,/8 # HI&�8F0F*O.'32A"9>068}A�9-5'07©*l(+&�325'06&cH'& - prknm�k"X]�
V 5RM49>5I023cH'&lM4&:MN$�*OA',/8202&-K[.'9>5'3 # .I9>.	�49-.'3cH'&43c0 # 325'7a8N*O823�8F$ # 9>02,/��5'&43cM49-.'M4&�02.�*-.T8�7?&�3,?. # @T*-7?,a8 # 3<H'&�8F02*-.'32A"9>0�8 TH K�7/9>0236�U5I& H P # 02, Q�&YM4&�068F*-,?.'&�3�$TQUA�9-82$ %436&43�82&4MN$'.',/��5'&43 �IM &430 # 365'7/8F*O8F3l369>.T8C*-7?9-023�,/7?7/5'36820 # 3¡A�*-0Y5I.�M�9('I8 H A'*-0682,?M45I7?,?&�0�369>5IP>&�.T8+06&4A'0 # 36&4.T8 # A�*-0Y7?*;=9>.'M�82,?9>. A'5',/3232*-.'M4& ‖·‖pp �n¦

&�A'7/5'34KnA'0 # M4,/329>.I3<��5'&�8F9>5I8J&�.x&4363F*�QT*O.�8�H'&¡06&43�8F&40<H�*-.'3J5'.M�*-H'06&�@ # . # 0F*O7 Ku.I9>5'3Y36&4029-.'3C*-(+&�. # 3�KuA"9>5'0 # PU,/8F&�0Y7?&�3YM49-(+A'7/,?M4*O8F,/9>.'3�,?.�5I8F,/7?&�34K )x;!*-,?06&M4&40�8N*-,/.'&43�06&4368202,/M�8F,/9>.'3%H�*O.'3�7?&43�H # Q�.',a8F,?9-.'3 �

" ��
���
���
 �� r�� =��� � � � ����� ���� � � � � � ��� � � ��� �  =� � �
� G 9>G0c6&`8�H'&xM4&�868F&B36&4M`8F,?9-. &43�8�H'&xH # Q�.',/0�&`8 # 825'H',/&40�M�&B��5 G &4368D5I.'&��¨,/. # @T*O7?,/8 # H'&8F0F*O.'32A"9>068��>K &�. ,?.T8F069_H'5I,?3F*O.�8+A"9>5'0CM4&47?*¨5'.'&xH',?3�8N*-.'M�&xH'& 8F02*-.'32A"9>0�8�K *-32369_M�, # & ) 5'.
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M4&40�8N*-,/.1M49('_8:H'518F0F*O.'32A"9>068
H �9R 9>5'3l.'9>5I3CAI7©* ��9>.'3Y,/M4,}365'0 Rn K�(�*-,/3Y7©*)A'7?5'A'*-068lHI&430 # 365'7/8F*O8F3�329>.T8¢@ # . # 02*-7?,/3F*-GI7?&43J325I0�H'&43�&432A'*-M4&�3�( # 8202,/�U5I&43�3 # A�*O0F*-G'7/&43 ��R 9-5'3�P>&�02069>.'3 )M4&c325(c6&`8�H'*-.'3�7©*Y36&4M�82,?9>.x� � Zl5'.'&c@ # . # 0F*O7?,?32*O8F,/9>. ):5'. &432A'*-M4&cH'&�H',?(C&4.I32,?9-.�,?.�Q�.I,?& ��_9>,/8

H
5'.I&}*-AIA'7?,/M�*O82,?9>.¢H'&

R
n H�*-.'3

R
K�(+&�325'02*-G'7?&�&`8uA"9>36,/8F,aP>& � R 9-829>.'3 P0

7 G &4.'36&4(YG'7/&H'&43�(+&�325'06&43
H'&^A'069>G�*-G',/7?,a8 # 325'0
Rn K�(Y5I.',>H'&^7©*}8202,/G'5¢H'&43�G"9>0 # 7?,?&�.'3 �4¦ # Q'.',?36329>.'3�H'&^A'7/5'37?&l329-5'3�z &4.'36&4(YG'7/& PH H'& P0

M49>.T82&4.�*-.T8�7?&�3¢(+&�325'06&43cH'&lA'069>G�*-GI,?7?,a8 # µ ��5',]*-H'(C&�8282&4.T85'.)(C9>(C&4.T8�H G 9>02HI02& H K', � & � 8F&�7?7?&�3%��5'&¡A"9>5'0S829>5I8 y ∈ Rn K ∫ H(x− y)dµ(x) <∞ ��� *;=9>.'M�82,?9>.
H
&43�8<*-A'A"&47 # & 1@&�� �?76-"��S !6/A#$#C&(S.� �

��� ���������O
�� � ���	����� 
  � � � � � � � � ��� � � � ���n��������� �_9-,/8
µ
&`8
ν
H'&�5_� # 7 # (+&�.�823]H'& P0&�8^329-,/8

P (µ, ν)
7 G &4.'36&4(YG'7/&SH'&�3�(+&�325'06&43�H'&%A'069>G�*-GI,?7?,a8 # 325'0

R
n×R

n *OH'(+&`828F*-.T8�M49>(C(C&(�*-06@>&43
µ
&�8
ν
KIM G &4368�z )�z H',?06&-K π ∈ P (µ, ν)

32, K_A�9-5'0}8F9-5I8F&�3S;=9>.'M�82,?9>.I3
f
&`8
g
(C&4365'0F*-GI7?&43

G�9>06. # &�34Kn9>. *
∫

(f(x) + g(y))dπ(x, y) =

∫
fdµ+

∫
gdν.

B . H # Q�.',/8�7 G *OA'A'7?,/M�*O82,?9>. TH 365'0 PH × PH
A�*O0

TH(µ, ν) = inf

{∫
H(x− y)dπ(x, y) � π ∈ P (µ, ν)

}
.

R 9-829>.'3���5'&l7?*C;=9>.'M`8F,/9>. TH K[A"9>5'0 H (C&4325I0F*-G'7/&YA"9>32,a8F,/P-&-K"&43�8cG',?&�.BH # Q'.',?& 6
	 8N*-.T8H'9>.'. # &43�H'&45U�:(+&�325'06&43 µ &�8 ν H�*-.'3 PH KT7 G &4.'36&4(YGI7?& P (µ, ν)
&43�8�.'9>.lPU,?H'&�M�*O0�A'5',?36��5 G ,/7M49>.T8F,/&4.T8�7©*¡(+&�325'06&¢A'029UH'5',a8

µ⊗ ν ��R 9-829>.'3SH'&¢AI7?5'3S��5'&¢.I9>5'3�*�P>9>.I3%&�§�&4M�825 # 5'.DMN$'9>, �32,?(CA'7/,�Q�M4*O8F&�5'0
H�*-.'3�M4&�868F&SH # Q�.',a8F,/9>.¡HI&}7©*JH',?3�8N*-.IM4&}HI& 8F02*-.'36A�9>0�8�K�&4.Y&`§[&`8].'9-5'3]*-5I02,?9-.'3A'5cM49>.'36,?H # 02&�0�HI&];!* �49>.¢AI7?5'3�@ # . # 02*-7?& Tc(µ, ν) = inf
{∫

c(x, y)dπ(x, y) � π ∈ P (µ, ν)
}
,9(1

c
&�368 5'.'&%;=9>.'M`8F,/9>.:A�9>36,/82,/P>&%(C&4365'0F*OG'7?& �'M &<MN$'9-,a�:A"&406(+&`8^H G *O7?7 # @>&40�7/&43�0 # 325I7/8N*�8F3^&`��zA�9>3 # 3J(�*O,?3S7?*YA'7?5'A'*-068�369>.T8<@ # . # 0F*-7/,?3F*OG'7?&�3 �

� &�3+M�9('I823+H'5�8F02*-.'32A"9>0�8�K H K�7?&�3:A'7?5'3C5I82,?7?,/3 # 3l329>.T8+7?&43l;=9>.IM�8F,/9>.'3:A'5',/3232*-.'M4&�3 � M &43M49('I8<A�*-0�8F,/M45'7/,?&4063%32&�029>.'3<5I8F,/7?,/3 # 3%A"9>5'0�,/7?7?5I368F06&40%7/&43�0 # 325'7a8N*O823�*-5 M49-5'023JH'&�M4&�MN$'*-A',/8202&OK&�8J.'9>5'3�5I82,?7/,?32&�029>.I3SA�9-5'0%M4&�5_��zVM4,
7/&43�.'9-8F*O8F,/9>.'3S365',/PO*-.T8F&�3 6

� � �a���




TH = Tp

36,
H(x) =

1

p
‖x‖pp =

1

p

n∑

i=1

|xi|p

TH = T0
36,
H(·) = δ0(·),

9(1
p
&43�8+5I.�A'*-0F*-( %�8202&�0 # &�7S368202,?M`8F&�(+&�.�8:A"9>36,/8F,a; K x = (xi)16i6n

&`8
δ0
02&�A'0 # 32&�.�82&)7?*(�*-3632& H'&$` prX |
	 &4.

0 ��¦ *-.'3+7©*RA'0F*�8F,?��5'&OK�.'9>5'3+M49>.I32,?H # 029-.'3+36&45'7/&4(C&4.T8�7/&43:M�*O3�9(1
p > 1

9>5
p = 0

K�7/&43Y*O5I8F06&43YM4*-3 # 8N*-.T8Y820 %43¡H',/§ # 06&4.T8F3�H'5¨;!*-,a8�H'&+7©* M49>.'M4*�P_,a8 # H'&�7©*;=9>.'M�82,?9>. ‖·‖pp �
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�<*-AIA�&�7?9>.'3u,?M4,I7©*�H # Q�.',/82,?9>.lHI&%7©*�.'9>06(+&%&�.lP-*O02,©*�8F,?9-.�8F9-8F*-7?&}H G 5I.'&�(+&�325'06&%�U5I&J.I9>5'35I8F,/7?,?36&4069>.'3�H�*O.'3c7©*�A'029-A�9>36,/82,?9>.B365',/PO*-.T82& � �_, µ &43�8�5I.'&:(+&�325'06&CHI&C36,?@>.I&l�U5I&47?M�9>.'��5'&325'0�5'. &436A�*-M4&�(C&4325I0 # (E,F)
KI9>.)A"9>36&¡*O7?9>063

‖µ‖V T = sup

{∫
fdµ

}
,

� � �DC>�
9(1)7/&¢325'AI02&4(�5'( &43�8�AI02,?3%365'0�7 G &4.'36&4(YGI7?&¢H'&�3J;=9>.IM�8F,/9>.'3 f (C&4365'0F*-GI7?&43%G"9>06. # &�3<A�*O0 �>��^9>,?M�,g(�*O,?.T8F&�.�*-.T8%��5'&47/��5'&43JA'029-A'02, # 8 # 3 # 7 # (+&�.T8N*-,/02&43�KI��5'&�.'9>5'3�.'&cH # (+9-.�82029>.I3%A�*-3,?M4, KIH'&c7 G *-AIA'7?,/M�*O82,?9>. TH �
] ��
��	
�� �����O
�� �2������� � �
X ���@# ! #(#89Q341O!6�>34&(/A# T0

��� T 1/p
p

�
p > 1 � #�&(/C�M70�@# 763;#��B!6/21@�@#<#�- SG9;��-0S\# �@#$#A!01@�@#G70�

7��*)K/C3*�>34&(/A# UX % &(3*� H - /2��+�&(/21��>34&(/<%'�@#�-0SO!  9;� #C&�#�3*��3*I6� U�� &(-0SH��&(- ���@#D%'�@#�-0S\�@#J70� #8S\&  !  3*9Q3*��� µ ���
ν 7b!6/A# PH F &(/ !

TH(µ, ν) = inf {E (H(X − Y ))} ,&��,9
	 3*/�)K%g- % �@#���#8S.3;# #�-0SH9
	 ��/A#���%  9;�H70�@#DI(!6S.3�!  9;�@#J!69��O!6��&(3*S\�@# X ��� Y � I(!69;��-0S\#J7b!6/A#
Rn !b76%'���>�4!6/C� 1@&(%g%'�D9;&(3;# S\�@#$#C�@1��>3*I6�@# µ ��� ν UX % &(3*� µ ��� ν 70��- � %'�@#�-0S\�@# 70�&#8S\&  !  3*9Q3*��� F &(/G!�


T0(µ, ν) = inf{P(X 6= Y )} =
1

2
‖µ− ν‖V T ,

&�� 9
	 3*/�)K%g- % �@#����4Lb!69;��%'��/C� #8S.3;# #�- S 9
	 ��/A#���%  9;�'70�@#MI(!6S.3�!  9;�@#'!69��O!6�Z&(3*S\�@# X ��� Y �I(!69;��- S\#d7b!6/A#
R
n !b76%'�����4!6/C��1@&(%g%'� 9;&(3;# S\�@#$#C�@1��>3*I6�@# µ ��� ν F ��� ‖·‖V T 7��@#�3 L6/2�?9 !J/2&(S.%'�

��/GI(!6S�3�!6��34&(/ ��&(�B!69;�T7��*)K/C34�T��/ � � �DC>� U
R 9>5'3 *-7/7?9>.'3uH'9>.'. # (+*-,?.T8F&�.�*-.T8^5'.'&�;=9>06(+&%H'5'*-7?&�H'&�7©*�;=9>.IM�8F,/9>. TH �'M &�868F&J.'9>5IP-&47?7/&&`�_A'02&�3236,?9>.)H'&

TH
&43�8JH'9>.'. # 7?&�82$ # 9-0 %4(C&cH'& ��| m
o
Z]X[Zgfup 	�� h � v�d[prm�\�o
knprm ��5'&¡.I9>5'3*-7?7/9>.'3gH # M406,?02&^(+*-,?.T82&4.�*-.T8 � ��9>5I0�5_8F,?7/,?36&40gM�&�0 # 365'7/8F*O8
.'9>5'3�*�P>9-.'3�G"&4369>,?.�H G 5'.'&^A'06&4(C,,%406&M49>.T8F02*-,?.T82&}325I0]7©*%;=9>.'M`8F,?9-.

H �NR 9-5'3]H',/029>.'3���5'&S7?*J;=9>.'M`8F,/9>. H P # 06,�Q�& 7 G $TQ_A"9-82$ %436& H0

36,
,?7"&`�_,?3�8F&�5I.'&�;=9>.'M`8F,/9>.

f
HI&

R
H�*-.'3

R
KUM49>.TP>&j�_&-KIP # 02, Qn*-.T8�K_3F*O82,?3�;!*-,?32*-.T8S*-5U��M�9>.'H',a8F,?9-.'3325',aP-*O.�82&43

�
H0
�





f(0) = 0
sup{f(2t)/f(t)

K
t > 0} <∞

H(x− y) = f(d(x, y)),9(1
d
&43�8¢5'.'&YHI,?368F*-.'M�&Y325'0

Rn �"M G &4368c7/&¡M4*-3¢H'&�3�;=9>.'M`8F,?9-.'3 Tp A�9-5'0 p > 1
H # Q�.',/&43�&�.� � �a���`�g¦ *-.'3¢M�&CM4*-3¢7?&¡8F$ # 9>0 %�(+&l365',/PO*-.T8cH ' ) ��| m
o
Z]X�Z�fup 	���&`8 � v�d[prm�\�o
knprm .I9>5'3H'9>.'.'&¡5'.'&¡H # Q�.I,/8F,/9>. # ��5',/PO*-7/&4.T8F&�H'&¡7©*Y;=9>.'M`8F,?9-. TH ��M &�868F&¡.'9>5IP-&47?7/&¡H # Q�.',a8F,/9>.).I9>5'332&402*:820 %�3J5_8F,?7/&¢A�9-5'0%9>GI82&4.',/0%H'&43�,?. # @T*-7/,/8 # 3SH'&¢820F*-.'36A�9-068 �
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 ���  +#' ) � ) � $ /���-���� 2*$ + � ' � $ + ��� � % &(3*� H I ��S.3 ) !6/C�M9
	 )0R+#C& X
�E)	�@#�� H0

���K#�&(3*� µ ��� ν 70��- � ��9���%'��/C�*# 70� PH U�
 /G!,!69;&(S@#

TH(µ, ν) = sup

{∫
fdµ−

∫
gdν

}
,

9;�d#�-'#8S\��%g- % ���4!6/C��#8S.3;# #�-0SW9
	 ��/A#���%  9;�d70�@#�+�&(/21���34&(/A# f ��� g F 9Q3 #C#�1@)03*�
�P34��/C/2�@#  &(S./��@�@# FNP- 3�I ��S.3 ) ��/C� f(x)− g(y) 6 H(x− y) #C&(- SJ��&(- � x, y ∈ R
n U�� �J% !6/C3���S\� �ONP-03*I(!69;��/C�Z� F

TH(µ, ν) = sup

{∫
QHgdµ−

∫
gdν

}
,

� � �FET�
&�� 9;�"#�-�#8S\��%g-0% �@#�� #8S.3;#"#�- SG9
	 ��/A#���%  9;� 70�@# +�&(/21���34&(/A# g 9Q3 #C#�1@)03*���P34��/C/2�@#  &(S./��@�@# F!6I6�@1 #C&(-0S<�Z&(-0� x ∈ Rn F QHg(x) = inf

y∈Rn
{g(y) +H(x− y)} U � &(-0S"9 !'+�&(/21���34&(/ T1 F

9
	 ��� #8S@�@#@#�34&(/ #8S �@1 �O70��/C�Z�H#��D#�3*% #89Q3 ) � ��/

T1(µ, ν) = sup

{∫
fdµ−

∫
fdν

}
,

&�� 9;� #�-'#8S\��%g- % �@#�� #8S.3;# #�- S 9
	 ��/A#���%  9;�T70�@#?+�&(/21���34&(/A# f F 9Q3 #C#�1@)03*���P34��/C/2�@# F �Z��9*9;�@#gNP-��
‖f‖Lip 6 1 U
� *DH # (+9>.I368F02*O8F,/9>.RH'5 82$ # 9-0 %4(C&�� � CU�DE 3 G &�§�&4M`8F5'&+&4.¨36&+02*-( %4.�*-.T84K�*OA'0 %�3¡A'7/5'32,/&45'063
# 8N*OA�&�34K�*-5�M4*-3%9(1�7 G &�32A�*-M�&

Rn &43�8�5'.�&436A�*-M�&1Q'.', � P>9>,/0�� �<*-M=X � � �`�I� &�M�*-3 Q�.I,[32&¢0 # 369>5I8A�*-0�7?&:A'02,/.'M4,/A�&:H'5'*-7�&4.¥AI029>@>02*-(C(�*O82,?9>.x7?,?. # *-,/02& � P>9>,/0+� � KT��X H � �j� �_,?@>.'*-7?9>.I3c*-5'3236, 7?*.'9>5IP-&47?7/&c0 # H'*-M�82,?9>.DH'&c7©*YH # (C9>.'36820F*O82,?9>.�A'*-0�{ prqUq | m�p H�*-.I3¡� ��,/7 H[H � �
R 9>5'3�329-(+(C&43^(+*-,?.T8F&�.�*-.T8�&4.+(+&�325'06&<H'&JH # Q�.',?0�K�&4.+829>5I82&J@ # . # 0F*-7/,/8 # KT5'.'&J,?. # @T*-7/,/8 #H'&�8F02*-.'32A"9>0�8 �/@ .'&�,/. # @T*O7?,/8 # H'&�8F02*-.'32A"9>0�8Y&43�8:5'.'&�M�9>(CA�*-0F*O,?329-.¥H G 5'.'&�;=9>.IM�8F,/9>. TH*�P-&4M�5'.'&S;=9-.'M�82,?9>.YHI&%7 G &4.T8F069>A',?& H'&%7©*<H # 06,/P # &�H'& ��| t�Z]m�h��cpre�Zut a � � ªV7_Ql*�H',a§ # 02&4.T82&43M49>(CA�*-02*-,?369>.'3%A"9>3236,?G'7/&43%&�8JM�&47?7/&43 zVM4,�P-*O02,?&�.T8�32&47/9>.D7©*YPO*-7?&�5'0%H'&c7©*�;=9-.'M�82,?9>.

H �
��� ���������O
�� � ���	� � ��� R 9-5'3}H',/029>.I3}��5'&�7?*¡(C&4365'02&<H'&�A'069>G�*-GI,?7?,a8 # µ 325'0 Rn *-A'A�*O068F&jz.�*-.T80) PH 3F*O82,?36;!*O,/8 ) - /2�D3*/��4Lb!69Q3*��� 70� ��S !6/A#$#C&(S.� TH 70��+�&(/21���34&(/ Φ

36,
TH(fdµ, µ) 6 Φ(Entµ(f)),A�9>5I0�829>5I82&¢H'&4.'36,/8 # f A�*O0J02*-A'A"9>0�8 ):7?*Y(+&�325'06& µ 82&47?7/&���5'& fdµ ∈ PH �

¦ *-.'3^7©*�AI0F*O82,?��5'&%.'9>5I3 *O7?7?9-.'3uM�9>.'32,/H # 06&40^H'&�3�M4*-3^G',?&�.lA�*-0�8F,?M�5'7?,/&4063]H'&%;=9>.'M`8F,?9-. H &�8
H'&�;=9>.'M`8F,/9>.

Φ �_¦ *-.'3}7?&JM�*-3SHI5�8F02*-.'32A"9>0�8 Tp 7?&43�,?. # @T*-7/,/8 # 3^��5'&�.'9>5I3%*-7?7/9>.'3^M49-.'32,/H # 06&40P-*O02,?&�.T8�32&47/9>. 7©*�PO*-7?&�5'0%H'5 A�*-02*-(�%`8F06&
p ��_9>,/8

p > 2 � R 9>5'3JH',/029>.'3J��5 G 5'.'&�(C&4365'02& µ HI&¡A'069>G�*-GI,?7?,a8 # 32*O8F,/36;!*-,a8 )+5'.I&¡,/. # @T*O7?,/8 #H'&¢8F0F*O.'32A"9>068 Tp H'&cM49-.'368F*-.T8F& C 32,�7 G 9>. *
� � � � � Tp(fdµ, µ) 6 CEntµ(f) ,
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A�9>5I0�8F9>5_8F&�H'&�.'32,a8 # f A'*-0Y0F*OA'A"9>068 )B7©*x(C&4365'02&
µ ��¦ *-.I3l7?&�M4*-3Y9(1 p ∈ [1, 2]

K�.'9>5'3
H',?069>.'3���5 G 5'.'&l(C&4365'02& µ H'&YA'069>G�*-GI,?7?,a8 # 3F*�8F,?3�;!*-,/8 )�5'.I&Y,?. # @T*-7/,/8 # H'&�820F*-.I32A"9>068 Tp H'&M49>.'3�8N*-.T82&

C
36,
7 G 9>.D*

� � � � � T 2/p
p (fdµ, µ) 6 CEntµ(f) ,

A�9>5I0�829>5I82&¢H'&4.'36,/8 # f A�*O0J02*-A'A"9>0�8 ):7?*Y(+&�325'06& µ ��J&�(�*-06��5'9>.'3%��5'&c7?&�3%H'&45U�DH # Q'.',/82,?9>.'3}329>.T8�M49-$ # 06&4.T8F&�3<H�*O.'3�7?&�M4*-3%9(1 p = 2 ��R 9>5'3P>&406029>.I3<H�*O.'3%7©*Y06&4(+*-02��5'&�� � � �DC A�9-5'02��5'9>,[M4&c329>.T8�7/&43%G"9>.'.'&�3J,/. # @>*-7?,a8 # 3 H'&�8F02*-.'36A�9>0�8
)CM�9>.'32,/H # 06&40�A"9>5'0%5'. M49('_8<HI5D820F*-.I32A"9>068 # @>*-7 ) ‖·‖pp/p �ªV7�&j�_,?3682&�*O5'3236,�5I.'&+,/. # @>*-7?,a8 # H'&:8F02*-.'32A"9>0�8 T0

K�&�8¡M4&47/7?&jzVM4,�&�368�8F9>5�c69>5'023¢P # 02, Q # & 6 ªV73 G *-@>,/8�HI&�M G &�368<7 G ,?. # @T*-7/,/8 # H'& 2 prm�\�e]knX &j�_A'7?,/�U5 # &cH�*-.'3�7/&�8F$ # 9>0 %�(+&c325I,/PO*-.T8 �
��� � 

�����[� � ���	�	��� � $ + ���&� � ����� % &(3*� µ - / ��9���%'��/C��70� P0 U 
 /,! F #C&(- S ��&(- ���W70��/ X#�3*���T70�&#8S\&  !  3*9Q3*� � f #A!6SJS ! #(#C&(S.� � 9 !M%'�@#�- S\� µ 


‖fdµ− dµ‖V T 6

√
2Entµ(f),

&�� ‖·‖V T 7��@#�3 L6/2�D9 !M/2&(S.%'� ��/GI(!6S.3�!6�>34&(/ ��&(�4!69;�T7��*)K/C34� ��/ � � �DC>� U
� ��+ !�� &(/ �ONP-03*I(!69;��/C�Z� F #�&(3*� µ ��� ν 70��- � ��9���%'��/C�*# 70� P0

&(/$! F

T0(µ, ν) 6

√
1

2
Entµ

(
dν

dµ

)
.
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 � � �
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�
H1
� H(x) =

n∑

i=1

h(xi)
K
x = (xi)16i6n ∈ R

n.
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 / #�-�#(#C&�#��JNP-�� H I ��S.3 ) � 9;�@#H)0R+#C&(�*)	�@#��@# H0
��� H1 U % &(3*� µ��� ν 70��- �g%'�@#�- S\�@#D70� #8S@&  !  3 9Q3*��� #�-0S Rn U 
 /,#�-'#(#C&�#��DNP-�� µ � S\�@#$# U ν � #P!6��3;#E+ !63*� � - /2�3*/��4Lb!69Q3*��� 70� ��S !6/A#$#C&(S.� TH 70��+�&(/21���34&(/ C � 7 � S\�@#$# U C ′ � 7 �6U

� 9;&(S@# 9 ! %'�@#�-0S@� #8S\&P76- 3*� µ⊗ν #P!6�>3;#E+ !63*� � -0/2� 3*/��4Lb!69Q3*� �d70� ��S !6/A#$#C&(S.� TH 70��+�&(/21���34&(/
C̃ � 7 F &�� C̃ = max{C,C ′} U
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� ��� ���	�	��

����� � �=
 �������	�N

���&#  "� �������"#����	�'�

V P$
��%�cH G �`� 	;4�
����&�!� ��� # 4�� % � �lH�� i | m � d[Z ��� � 	 � | m�m H # Q����!
�
�4���
.����
 � 4��'M��	��4���

H
zVM#4��'M 
�P�� � �$4���� ϕ ����� � 4��IM#�	��4��RH��

Rn H�
���
 R
K 
$
�
���S�� #
� ���!�,%���� � � 4�
�4���
�
���4���
�	64����

�54��,�
x
H�
���


Rn K
ϕH(y) = inf

x∈R

{H(x− y)− ϕ(x)}.
B ��H���� �)������
 � 4��'M��	��4��

ϕ
��
��

H X 1@&(/21O!6I6� 
 G ��� �`� ��
��	� ����� � 4��'M��	��4��
ψ

�������!�<�)���
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∫ ‖x−∇ϕ(x)‖2
2

2
f(x)dµ(x).



� � � �= �
 � � ���	�������&# �	�'���	�&#������[�'��
(�	��#  "�&# 
 �	� ����� 

���&#  "� �������"#����	�'� � ���
B � 	64�������
WM#4���
��,���	���x� � ����X � �&���B� � � X 
 � 	64����:H���
+M�4 � 	�� #�� ���%�	
�
����CM��!�	� # 4�� % � � �
¦ ��	,����
%H G 
�	�� %�
:����
 
������?M��!��
%H�� � | �
� | X
k"qUqUp Kg� M 
 �3X 
 �I� �#�¡� M 
 �3X 
 
O� K���4���
2�)��� ψ ��
��JH��
M���
$
�
�� C1 �!�¢M ��
�� � � � ���%��H��¢P$
�����
����!� ��
��:���?M������-KUM G ��
���z )�z H������
� � �a� � � e−ψ = f(S)e−ψ◦Sdet∇S,

�P��4M

S = Id−∇ϕ �
� �������$) ��������� � 
��2�)���+H���{ prq_q | m�p K���
DP�
����?H���� # H�� ��
 � 4�� � �����:H���M ��
�� � � � ������H��

P�
$����
 ����� � � �a� � � K�� G ��
�� 	�
�
 � ���'M�4���� ��H #�� 4��%�	� # ��H�
$��
'����M�
�
74(1��!��M�4 ',�%H����	��
���
�	64����
� G ��
�� 	�����
^�)��
-H��	
����?�)��� �'R 4���
�
���	�	;4�
���� 4���
}H�
$��
>��
%
������	�JH���M ��
 	����������)����M G ��
��>����M 
�
�K
������
�4���
���
lM�4��'H�������4��

ψ
H��cM���
$
�
�� C1 K����¢M ��
$� � � � ���%�<H��¢P$
�����
������ ��
��:�!�?M����	�OK

� � �a� Z � e−ψ = f(S)e−ψ◦Sdet∇S,

�P��4M

S = Id− (∇H)−1∇ϕ �� �=�	� # 4�� % � ��H�� i | m � d[Z �#� � 	 � | m�m 	���� � �#��H G 4��,�������!� ����� 
$�,�	��� � 4�� � ����
��	��4���H��
�	�	
$��
�	;4���� TH

K ��4���
2�)���
H
P # ��� Q��	� G �TQ 	64��	� %�
�� H2

��R 4���
>4��,�	����4���
 
�����
��6��
�	���4�	;4�
����	��4��

����aP�
$����� 6
] ��
��	
�� �����O
�� �2�	� �	� � � % &(3*� µ -0/2�J%'�@#�- S\�J70� #8S\&  !  3*9Q3*���d#�-0S Rn U 
 / #�-�#(#C&�#��JNP- 	 3*9����3;#��Z� -0/2��+�&(/21���34&(/ ψ 70�g1�9 !(#@#�� C1 ����9*9;�TNP-��

dµ(x) =
1

Z
exp(−ψ(x))dx,

&�� Z =
∫

exp(−ψ(x))dx U 
 / #�-'#(#C&�#�� NP-C� 9 !M+�&(/21���34&(/ H I ��S.3 ) �<9
	 )0R #C&(�E)	�@#�� H2 U� 9;&(S@# 9 ! %'�@#�-0S\� µ #P!6�>3;#E+ !63*� � - /2�M3*/��4Lb!69Q3*� �M70� ��SO!6/A#$#C&(S.� TH 70� +�&(/21���34&(/ C � 7<#�3 ���#���- 9;��%'��/C� #�3�9
	 &(/ !�

� � �a� X � ∫

H
(
(∇H)−1 ◦ ∇ϕ

)
dµ 6 C

∫
{ψ
(
x− (∇H)−1 ◦ ∇ϕ(x)

)
− ψ(x)

− log det
(
In −∇

(
(∇H)−1 ◦ ∇ϕ(x)

))
}dµ(x),

#C&(- SJ��&(- ��� ! #(#89Q341O!6�>34&(/ ϕ H X 1@&(/21O!6I6� U
� S\��-0I6�`��� M �#���	� 	�� 4�	;4�
����	��4�� ��
�� ����� M�4���
 # �)�����'M��%H�� �	� # 4�� % � � H�� i | m � d[Z �#� � 	 h
� | m�m 6 �$4���� f ����� � 4��IM#�	��4��:H���M���
�
�
�� C1 
������/M#�	� � ���%� 	;4�
����	�aP��OK>H�����
���� # H�� 	�� 4���
 �����!��� #
	�
�� ��
�	�	;4���� )9��
 � ��
������

µ ��¦ G 
�	�� %�
.���&�	� # 4�� % � �:� � � �FE K ��� �`� ��
��	� ����� � 4��'M#����4��
S


�
�z
�	��
 � 
���
�
��%� ) � G # �)��
��	��4�� � � �/� � �j�[¦ � 	��!��
4K�H G 
�	�� %�
	��
 
���	�	;4�
����	��4��gK 4�� 
 �!��M ��
$� � � � 
��%�
H��¢P�
$����
 ����� 
����/P$
��%�

e−ψ = f(S)e−ψ◦Sdet∇S.



� ��� ���	�	��

����� � �=
 �������	�N

���&#  "� �������"#����	�'�

� 
¤M#4��TP��`� ��� # H��EM�4(',� H �������	
 � ������
�	;4�
����	�aP���� # H�� det∇S K]H G 
�	�� %�
 � � � X 
 � � V ����
��
��4���
&
�P?4���
������(�,4��IP��#���!��� 4�� � ����
��	��4���H��&� G ���%�	� 4�	���� 6
� � �DCYHT� Entµ(f) =

∫
(f ◦ S − f − log det(∇S))dµ.

� �(�	� # 4�� % � �D� � � �FE 
$
�
�������� G �`� �!
��	���'M���H G ����� � 4��'M��	��4�� ϕ H
z M�4��IM 
�P��9�������!�+�)��� � G 4�� 


S =
ªVH − (∇H)−1 ◦ ∇ϕ K �#�¡M ��4��!
��!� ��
 � 4��IM#�	��4��

ϕ H
z M�4��'M�
�P�� # �)���/P$
��,�.))M �,4���
����&��


H�����
���� # f � ª���
�� � � 
���4���
:H G �,�	�����!
����1����
 # ����
��	��4���
 � � �DCYHT� �#� � � �a��
T� 	64���� 
-M ���`P�������

H #�� 4���
��	�	
)�	��4�� �
� 
 ��# �	��4UH����,�	�����!
 # ���/M��)��� 
��+�!� � ����� 	�
�
 
�������� � ����� )<H���
 �!� #
� 
������ # 
 # ����� � ���jz ���%��� 4�	��!�H�� � 4��'M��	��4��

C
ªVHgK � 
��!
 ��4���
����<� G �,�������!
���� 4���
�H�
���
'��
�	���
��	�/�)���¢�)���¢H�
���
%M��cM 
�
 � M �#���	�

��4��IP������!� � 4�� � ����
��	��4��¤H��(� G ��� # � 
������ # H��(�	��
���
�	64���� TH
�,4���
�	���� � ��� 
���4���
�H��(�	��4��IP����

���)M������ %���� 
�� � 	��!��H # M�������H�
���
���
 	�� 4�	;4�
����	��4�� 
����aP$
��%�	� �
] ��
��	
�� �����O
�� �2�	� � � � � % &(3*� µ -0/2�d%'�@#�-0S@�d70� #8S\&  !  3*9Q3*��� #�-0S Rn ��� #�&(3*� H I ��S.3 ) !6/C�
9
	 )0R+#C&(�*)	�@#�� H2 U 
 / #�-'#(#C&�#�� NP- 	 3*9 ����3;#����'-0/2�W+�&(/21��>34&(/ ψ 70� 1�9 !(#@#�� C1 #�- S

Rn �Z��9*9;�
NP-�� dµ(x) = exp(−ψ(x))dx F &�� dx �@#��K9 ! %'�@#�-0S\� 70�ls]knd[kn\ � v�k$#�-0S

Rn U % -'#(#C&�#�&(/A#NP- 	 3*9 ����3;#���� C > 0 �Z��9�NP-C� µ #P!6�>3;#E+ !63*� � 9
	 3*/��4Lb!69Q3*���W#�- 3*I(!6/C���
∫
H (β) dµ 6 C

∫
{ψ(x + β(x))− ψ(x)− β(x) · ∇ψ(x)} dµ(x),

� � � CU���
#C&(- SJ��&(- ��� ! #(#89Q341O!6�>34&(/ β 70�

R
n 7b!6/A#

R
n U

� 9;&(S@#D9 !'%'�@#�- S\� µ #P!6��3;#E+ !63*� � - /2� 3*/��4Lb!69Q3*� � 70�J��S !6/A#$#C&(S.� TH 70�K+�&(/21���34&(/ C � 7 U
� S\��-0I6�`��� V 	�	����/���,4���
"��
 	�� 4�	;4�
����	��4�� 	�� # M # H��������-K��#� ��� �$�	���!��
�
��%� ����
 � � � � ��4�� 
�z
�	��4���
4K�	;4�
�4���


β = ∇H−1 ◦ ∇ϕ �#�
β = (βi)16i6n

� B � 
 
���4���
+� G ��� # � 
������ # 
����aP�
$�����

log det (In −∇β) 6 −
n∑

i=1

∂iβi,

M 
�� 
��
A

��
�������� � 
������/M���H���� 
������!�
n× n


6Q � # �����?�)��� � # �#���!� 
�Q#
��%��H���
SP$
���������
 	�� 4�	�����


���	 # ������������
 )lz � K�4�� 


log det (In + A) 6
� �

(A) � � 4����<M#4��'M��!�����.��
:H #�� 4���
����	
�����4��[K����

�� � �cH G �,�	�����!
����-� G ��� # � 
��!��� # 	�� # M # H��������:H�
���
<� G �!� #
� 
������ # � �/� X��#�cH G ��§ �4M��	����� n ���%� # � �	
�z
�	��4���
 	�
�� 	�
����	�!��
 	;4����'4��,�������!�'� G ��� # � 
��!��� # ����M �����6M � # � �
M ��M������ %���� 	���� � ���SH G �`� ��� � ���SH���
��`� � � 	�����
SH�� � ��
�������
�
	
�����
 � 
���
�
��%� ) � G �!� #
� 
������ # H��

�	�	
$��
�	;4���� TH �
��� �6� � �>� �2�	� ��� ��� � �

H(x) = ‖x‖2
2

K%4������#�	��4��IP��<H�� � 
 �#4�� # P��?H��������<�)���&
��
ψ
P # ��� Q��

ψ′′ > λ > 0
K 
���4���
<��
 � ��
������

µ
H # Q������CH�
���
 ��
 	���4�	;4�
����	��4��¨� � � ��
 P # ����Q��1� G ��� #
� 
��!��� #



� � � �= �
 � � ���	�������&# �	�'���	�&#������[�'��
(�	��#  "�&# 
 �	� ����� 

���&#  "� �������"#����	�'� � ���

H��<�	�	
$��
�	;4���� T2

H���M#4���
�� 
��%�	�
C = 2/λ

K'M��¢������H #�� 4��%�	��� ) �,4��IP���
������%� # 
������ 
���H ' )b q_Z��DknX K
� �+��4AXYX�� �
¦ �-��
 � � � � � 
����&%����OK�
�� � G 4�� 


H(x) = ψ(x) = 1
p
‖x‖pp

K 	64����
p > 2

K)
���4���
 ��
 � ��
������

µ
P # ����Q��"� G �!� #
� 
������ # H��"�	�	
$��
�	;4���� Tp

H��lM�4���
�� 
��%���
C = 1 � �"� �`§ ����K �!��
 � 4��'M��	��4���


H
�#�
ψ
P # ����Q����%�:� G ��� # � 
������ # 
����aP$
��%�	�
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{ψ(x + β(x))− ψ(x)− β(x) · ∇ψ(x)} dµ(x) =
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J

∫ α

0

(α− y)ψ′′(y + x)dydµ(x)
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∑

i∈Λ
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f(0) = 0
sup {f(2x)/f(x), x > 0} <∞
∃ α > 0 �Z��9�NP-C� f(x) > αx2 F ∀x ∈ R.
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H(X − Y ) =
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i=1

f(|xi − yi|).
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dµθ(dx) =
exp(−ψ(x)− θx)

Zθ
dx,
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∫
h (β) dµθ 6 C
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{ψ(x− β(x))− ψ(x)− β(x)ψ′(x)}dµθ(x),
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K
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∫
H(β)dµΛ,ω 6 C̃

∫
{ΦΛ,ω(X + β(X))− ΦΛ,ω(X)− β(X) · ∇ΦΛ,ω(X)}dµΛ,ω(X).
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X = (xi)16i6|Λ|

ΦΛ,ω(X + β(X))− ΦΛ,ω(X)− β(X) · ∇ΦΛ,ω(X)

=
∑

i∈Λ

ϕ(xi + βi(X)) + J
∑

i∼j � i,j∈Λ

(xi + βi(X))(xj + βj(X))

+ J
∑

i∼j � i∈Λ � j /∈Λ

(xi + βi(X))ωj −
∑

i∈Λ

ϕ(xi)− J
∑

i∼j � i,j∈Λ

xixj − J
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i∼j � i∈Λ � j /∈Λ

xiωj

−
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βi(X)ϕ′(xi)− J
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xi − J
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i∈Λ
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ΦΛ,ω(X + β(X))− ΦΛ,ω(X)− β(X) · ∇ΦΛ,ω(X) =
∑

i∈Λ

{ϕ(xi + βi(X))− ϕ(xi)− βi(X)ϕ′(xi)}+
∑

i,j∈Λ � i∼j

βiβj.
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i,j∈Λ,i∼j

βiβj > −2d
∑

i∈Λ

(βi)
2,


 4�����H�4��'M
∫
{ΦΛ,ω(X + β(X))− ΦΛ,ω(X)− β · ∇ΦΛ,ω(X)}dµΛ,ω(X) >

∑

i∈Λ

∫
{ϕ(xi + βi(X))− ϕ(xi)− βi(X)ϕ′(xi)}dµΛ,ω(X)− 2dJ

∑

i∈Λ

∫
(βi)

2dµΛ,ω.
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i ∈ Λ
K

∫
{ϕ(xi + βi(X))− ϕ(xi)− βi(X)ϕ′(xi)}dµΛ,ω(X) >

1

C

∫
h(βi)dµΛ,ω.
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{ΦΛ,ω(X + β(X))− ΦΛ,ω(X)− β(X) · ∇ΦΛ,ω(X)}dµΛ,ω(X) >

1
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∑

i∈Λ

(∫
h(βi)dµΛ,ω − 2dJC

∫
(βi)

2dµΛ,ω

)
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∫
{ΦΛ,ω(X + β(X))− ΦΛ,ω(X)− β(X) · ∇ΦΛ,ω(X)}dµΛ,ω(X) >

α− 2dJC

αC

∫
H(β)dµΛ,ω,
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 �?M��:�!�
� 
����:�)��� ����
��TQ 	64���� %�
���
�H��)M������ # 4�� % � � ��� 
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Λ
K
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i∈Λ f(xi)

K
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p|Λ|
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������� � �?�)��� �

��� ���������O
�� � ������� ��� @ ��� � ��
�������H�� 	�� 4���
������!��� # µ 
����
R
n 
	
�����
�� 
$��� )������

q
z ��� # � 
������ #H��C� Z]d[Z]qUk'f ��4 � 
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Entµ(e
g) 6 CEµ
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‖∇g‖qqeg

)
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i=1

|∂ig|q �
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���
�����M 
�

q = 2

4�� ���#��� 4��_P��-K ) ���)M ��
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 � ��
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���4���
7��
�
 4?�!�,�	��4���H��<� G # ����
��	��4���H��/§ # �����%�	�!������� 
����/P$
��%��� 6

� � �DCYET�





∂u

∂t
+
‖∇u‖qq
p

= 0 sur Rn×]0,∞[,

u = f sur Rn × {t = 0},
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� � �DC � � u(x, t) =





Qt
(p)f(x) = inf

y∈Rn
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f(y) +

t

p

∥∥∥∥
x− y

t

∥∥∥∥
p

p

}
, t > 0, x ∈ R
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f(x), t = 0, x ∈ Rn,
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(
h− ω

t

)
6 (t− s)H

(
h− f

t− s

)
+ sH

(
f − ω

s

)
.

B ��4��,����������H,4��'M-K�	;4����7� 4��,����
 � 4��'M#����4���

ω, f ∈ W0

K

QtF (h) 6 (t− s)H

(
h− f

t− s

)
+ F (ω) + sH

(
f − ω

s

)
.

�"������
$���-� G ���&Q � � � ���
ω ∈ W0

K�	�����
����
f ∈ W0

K 4��!4��$�	�����%��� G ��� # � 
������ # 
����aP�
$����� 6
� � �FEAC>� QtF (h) 6 Qs(Qt−s(F )(h)).
� # M�� 	�� 4U����� � ���%��K 4�� 
 	64����7�54��$�	��
 � 4��IM#�	��4���


ω ∈ W0
���
f ∈ W0

K

QsF (f) 6 sH

(
f − ω

s

)
+ F (ω).

�"� 	;4�
	
��%�
f = (s/t)h+ (1− s/t)ω

K$4�� ��
��JM#4��'H������ )

(t− s)H

(
h− f

t− s

)
+ QsF (h) 6 (t− s)H

(
h− f

t− s

)
+ sH

(
f − ω

s

)
+ F (ω).

M �#� ���¡H��������,%���� ��� # � 
������ # 
�� 
�� � 	��!��Q������

(t− s)H

(
h− f

t− s

)
+ QsF (h) 6 tH

(
h− ω

t

)
+ F (ω).

�$4�����H,4��'M-K�	;4����7� 4��,����� 4��'M#����4��
ω ∈ W0

K

Qs(Qt−s(F )(h)) 6 tH

(
h− ω

t

)
+ F (ω),
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�	�� %�
 	�
�
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ω

4�� 4��$�	�����%� 6
Qs(Qt−s(F )(h)) 6 QtF (h),M��c�)��� ) � G 
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� 
 	���4�	64�
�������4�� 
����/P$
��%�	� # ��4��'M��xH���
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������ # 	64���� ��� 
�� � � z � ��4���	��
(Qt)t>0

� R 4���
DH��!� 4���
��)��� ��
 � 4��'M#����4��
F
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���


R
��
��

H X 9Q3 #C#�1@)03*�
�P34��/C/2� H��M�4���
�� 
��%���
α > 0


��@4�� 
 � G �!� #
� 
������ # 
����aP�
$����� 6
|F (ω + h)− F (ω)| 6 α‖h‖

H
,
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 � � 
 �	
 � � ���
	64������ 4��,�

h ∈ H
�#�
ω ∈ W0

�
] ��
��	
�� �����O
�� �2��� ��� � � % &(3*� F - /2� +�&(/21��>34&(/ 70�

W0
7b!6/A#

R F H
X 9Q3 #C#�1@)03*���P34��/C/2�,70�

1@&(/A#��B!6/C��� α U
� 9;&(S@# 7 	 -0/2�
#A!6S�� F #C&(- S:�Z&(-0� t > 0 F 9 ! +�&(/21���34&(/ QtF

70� W0
7b!6/A#

R
�@#��

H X
9Q3 #C#�1@)03*�
�P34��/C/2�J70�g1@&(/A#��B!6/C��� α F ���?7 	 !6-0�>S\�&#A!6S.� F &(/$! F #C&(- SJ��&(- ����+�&(/21��>34&(/ f ∈ W0 F
� � �FE[ET� |QtF (f)− F (f)| 6 α2

2
t,

#C&(- SJ��&(- � t > 0 U
� S\��-0I6�`��� �$4��!���%�

f ∈ W0

���
h ∈ H

� � 4����'� 4��,�
ε > 0

K���� �`� ��
��	�
ωε ∈ H

�	�#���)���
QtF (f + h) > F (h− ωεt) + tH(ωε)− ε,

�#�

QtF (f)−QtF (f + h) 6 F (f − ωεt)− F (f + h− ωεt) + ε,
��
 � 4��'M��	��4��

F # �	
��%� H
z ��� 	�
2M �����TS��!�������¢H��cM�4���
�� 
��%���

α
K�4���4��,�	�!���%� 6

QtF (f)−QtF (f + h) 6 α‖h‖
H

+ ε.�"� � 
��!
	
��%�	�����'H����
ε
P�����


0
K 	�����
 ��� # M ��
�� � � 
��%�&����
 � � ����
�H��

f
�#�
f + h

K 4�� � 4��%�	���
����� ��
�� 4��'M#����4��

QtF
��
��

H
z��!� 	�
6M ����� S����������¢H��cM#4���
��	
��%�	�

α �
� 4��%�	��4���
 � 
����%�	����
��%�'� G �!� #
� 
������ # � � �FE[ET�N�'¦ G 
�	�� %�
���
¡H # Q������	��4���H�� QtF

�#� ��� �$�	���!�az

	
��%�:��� � 
����%�)���

F
��
��

H
z ��� 	�
2M �����TS��!�������-K�4���4��,���������

� � �FE � �
QtF (f) > F (f)− t sup

ω∈H

{α‖ω‖
H
−H(ω)} .

� 
���
%H G 
�	�� %�
:� G # �)��
)�	��4�� 
����aP�
$�����
α‖ω‖

H
= sup

‖h‖
H
6α

{〈h, ω〉
H
} ,

� G ��� # � 
������ # � � �FE � � 
 G # M������

QtF (f) > F (f)− t sup
‖h‖

H
6α

{
sup
ω∈H

{〈h, ω〉
H
−H(ω)}

}
.

�"� �,�������!
	
��%�'� G �!� #
� 
������ # � � �FEI��� K � G ��� # � 
��!��� # � � �DE � � 
�� 
�� � 	��!��Q�� 
���4���
 ���

QtF (f) > F (f)− t sup
‖h‖

H
6α

H(h).

B ��4��,����������H,4��'M
QtF (f)− F (f) > −α

2

2
t.

�"����
2�)���&� G 4�� 
 �54���c�4�����

QtF (f) > F (f)

K���
�	���4�	;4�
����	��4�� ��
��<H #�� 4��%�	� # � �
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7b!6/A#
R F H X 9Q3 #C#�1@)03*�
�P34��/C/2� F !69;&(S@#9 !W+�&(/21��>34&(/ 70�

R+ 7b!6/A#
R F 7��*)K/C34� #A!6S

t 7→ QtF (f),
�@#�� !6-b#@#�3�9Q3 #C#�1@)03*�
�P34��/C/2� U
R 4�� 4���


µ
��
 � ��
������¤H�� - prknm�k"X 
������ G ��
�	�
-M�� W0

� R 4���

	;4��IP?4���
 � 
$���%�	����
��%�
# ��4��IM����:� G # �)��
)�	��4���H��/§ # �����%�	�!�����!��P # ��� Q # ��	�
����!�%
�� � �az � � 4���	 � (Qt)t>0

�
��� � 

�����[� � ����� � ��� % &(3*� F - /2�K+�&(/21���34&(/G70�

W0
7b!6/A#

R F H
X 9Q3 #C#�1@)03*�
�P34��/C/2� U � 9;&(S@#

µ #8S\�@#PNP-�� X # �0S\��%'��/C� &(/G! #C&(- SJ��&(- � t > 0 F
� � �FE � � d

dt
QtF (f) = −H(DQtF (f)),

&�� D S\�$#8S �@#���/C�Z�J9
	 & # ��S !6����- SWL6S !b7634��/C� !6- #���/A# 76- 1O!69;1�-09	70� � | qUq_p | fuprm U
� G 4��,�����%�	��4��DH��cM��<�	� # 4�� % � �(� # M���
�
����	�&���<�!� ��� � 
����aP�
$��� 6

� �6�:�[� �2��� �	� ��� % &(3*� F -0/2� +�&(/21���34&(/'70�
W0

7b!6/A#
R
����#�&(3*��-0/2� +�&(/21���34&(/ f ∈ W0�Z��9*9;� NP-C� F !b76%'���>���<- / & # ��S !6����- SML6S !b7634��/C� ��/ f U � !"#8S\& #8S.3 �����'#�- 3*I(!6/C��� �@#��T!69;&(S@#I ��S�3 ) �@�

lim
t→0

QtF (f)− F (f)

t
= −H(DF (f)).

� S\��-0I6�T76-"9;��%g%'� � U��^U � ��� � 
$�¢H # Q������	��4��BH�� � G 4�	 # ��
��	����� � �	
-H��!���%��K 4�� 
 � 4��2M #�� ���%�

DF (f) ∈ H
K�
 4�����H�4��'M

QtF (f) 6 F (f − tDF (f)) + tH(DF (f)),

QtF (f)− F (f)

t
6
F (f − tDF (f))− F (f)

t
+H(DF (f)).

�"� 	�������
��%�-��
 �!� � ���	�&
���	 # �����������&4��!4��,���������

lim
t→0

QtF (f)− F (f)

t
6 −DDF (f)F (f) +H(DF (f)),

4(1
DDF (f)F (f)

���
	�� # 
����%�	� ��
lH # ���/P # � 
����aP$
��%�-��
YH������4M��	��4��
DF (f) � �"����
2�)���

DDF (f)F (f) = ‖DF (f)‖2
H

= 2H(DF (f)),
4�� 4��,�	�!���%��� G ��� # � 
��!��� #

lim
t→0

QtF (f)− F (f)

t
6 −H(DF (f)).
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QtF (f) = inf
ω∈H

{F (f − tω) + tH(ω)}.
¦ 
���
<� G # ����
��	��4���	�� # M # H����%���-K84�� 	����,�4K 	����!
2�)���

F
��
��

H
z ��� 	�
2M �����TS��!��������H��YM#4���
�� 
��%�	�

α
K�	������'H����.� G ����Q � � � 	;4������!��
 � 4��'M��	��4���


ω
P # ����Q 
$��� ‖ω‖

H
6 2α �¦ ��	�����
�K

F

-H � �#��� 
��%� ����4�	 # ��
��	����� � �	
-H������%� ���

f
K�4�� 
 	;4����7� 4��,�

ω ∈ H
K

F (f − tω) = F (f)− t〈ω,DF (f)〉
H

+ tε(tω),
4(1

ε(h) → 0
�)��
��'H ‖h‖

H
→ 0 � B � 	����$� 
���4���
 # M��������

QtF (f) > inf
ω∈H � ‖ω‖

H
62α
{F (f)− t〈ω,DF (f)〉

H
+ tH(ω)} − t sup

‖h‖
H
62α

|ε(th)|,
�#��
�����
��

QtF (f)− F (f)

t
> − sup

ω∈H

{〈ω,DF (f)〉
H
−H(ω)}+ t sup

‖h‖
H
62α

|ε(th)|.
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$��
	
$���'�����'H����

t
P�����
 H �#�&�,�������!
	
��%�'� G # �)��
��	��4�� � � �DEI��� 4��!4��,�	�!���%�

lim
t→0

QtF (f)− F (f)

t
> −H(DF (f)),
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R 4���
 
�4 � � ��
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� S\��-0I6�T76-"�*) �@&(S ��%'� � U��^U ����� ¦ G 
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�	�	��!�?M�
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H
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2M �����TS����������-K � G 
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��
µ
	�����
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Qt+sF (f)−QsF (f)
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−H(DQsF (f)),
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�P34��/C/2� ��� #C&(-0SJ�Z&(-0� a, t > 0 F � 9
	 3*/��4Lb!69Q3*� �H#�-03*I(!6/C�Z�� � �FE 
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t+a
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∥∥eQtF

∥∥
a
,

9 !'/2&(S�%'� ���B!6/C� #8S.3;#�� #A!6SJSO! #(#C&(S.� � 9 !'%'�@#�-0S@� 70� - prknm�knX µ U
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T(ν, µ) = inf {H(f − g)dπ(f, g)},
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Fdµ
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