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Exercice 1

— =
1. Par définition, on a : 37" \iA;M = 0. En écrivant AjM = AjAp + AgM pour tout 1 <

7 < n, on obtient :
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Z )\j A()M = Z AjAoAj = Z AiAoAi, d’ou : A()M = Z Zn:il)\AoAl
j=0 j=0 i=1 i=1 £«j=0"7
On adonc : 2, = ——— pour 1 <i < n.
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2. (a) Ona: AgM =S, x;A0A;. Posons \; = z;sil <i<metdg=1- "X\, de
sorte que 3 7y A; = 1. D’apres la premiére question, le barycentre (‘;‘8 f\‘ll - f: a
pour coordonnées z; = % (I1<i<n).

(b) Supposons que (Ag, ..., A,) soit tel que M = (’ig ’;\‘11 - ’;‘: ) On a alors en identifiant
les coordonnées de M dans Z le systeme :

Z?:o >‘j '

Posons s = 377_ Aj, qui est un réel non nul, le systéme précédent devient :

Vie{l,...,n}, a

Vie{l,...,n}, X\ =sz; et )\ozs—z}\i:sO—

=1 %

;). (1)

1

n n

Réciproquement, pour s € R* on définit (A, ..., \,) par les équations , alors par

i ; Ag Ay - Ay . b
la premiere question, le barycentre ( N AL ) a bien pour coordonnées :

)\i STy

Vie{l,...n}, wm—="_ny,

Exercice 2

1. (a) Puisque (AH) est perpendiculaire a 2, le triangle AHM est rectangle en H. On a
donc : AM? = AH? + HM? > AH?.
(b) Ty a égalité si et seulement si HM? = 0, c’est-a-dire si H = M.
2. Ona: M € € si et seulement si AM? = r? si et seulement si HM? = r? — AH?.

3etd. Sir? < AH?, il ne peut pas exister de point M € 2 tel que HM? = r> — AH?. Si

r? = AH?, le point M appartient a I'intersection si et seulement si HM? = 0, c’est-a-dire

si M est le point H. Si 72 > AH?,



5. Choisissons un repere orthonormé de &2. Soit ¢” un cercle distinct de %, soit A’ son centre
et v’ son rayon. Avec des notations évidentes, un point M de coordonnées (z,y) appartient
a € si et seulement si

AM? =1? <= (z—22)*+ (y—ya)* =12
de méme pour ¢”’. Par suite,

2 2 2 2 2
, 2y —2war —2yay t oy tys —r =0
Meend < 2 2 _ _ 2 2 a2 _
e+ vy 2v a4 = 2yay + x5y +yp —1r° =0
{xQ—i—yQ—2x,4x—2y,4y+x124+y124—7'2:0
2

2wy —xa)w —2ya —yaA )y + 24 +yi —rP =% — i +r7 =0

Comme A # A’, on a x4 # x4 ou ya # ya donc la deuxieme équation est celle d’une
droite 2 : ainsi, € N €' = € N P, qui est donc formée de zéro, un ou deux points.

La droite 9 est appelé axe radical de € et €. Elle est perpendiculaire a (AA’) et, lorsqu’ils
se coupent, c’est la droite passant par les deux points d’intersection.

Exercice 3

A B
1. On peut utiliser I’égalité de la médiane, ou, plus directement avec 2m =MA+MB :

AB? — (2MI)? = (AB — 2M1, AB + 2M1)
— (AD — MA — MB,AB + MA + MB)
— (2AM,2MB) = —2(MA, MB).

L’équivalence cherchée en résulte.

2. Une droite contenant B est tangente a € si et seulement si elle coupe € en un point M tel
que (BM) L (AM). D’apres la question précédente, cela signifie que M appartient a € et
au cercle de centre I et de rayon AB/2 — il passe par A et B.

NZ

F1GURE 1 — Construction des tangentes a un cercle passant par un point donné

D’ou la construction, étant donnés A, B et € :
(a) tracer le milieu I de [AB] (classique);
(b) tracer le cercle ¢’ de centre I qui contient A ;

(c) les points d’intersection (éventuels) de & et €’ sont les points de contacts des tan-
gentes a € issues de B.



Exercice 4
1. L’orthogonal de ﬁ est la droite engendrée par u = (1,1,1). En effet, O est un point de &
et M € &7 SSI (O—]\>4, u) = 0, de sorte que & = ut, d’ott il resulte que . Vect(u).
Le point M' = p(M) = (2/,y/, 2') est doic}caractérisé par : M' € & et W € Vect(u).
Autrement dit, il existe ¢t € R tel que MM’ = tu, dou (2/,y,2') = (x,y,2) + t(1,1,1) et
M' € P, cest-a-dire : (x+t)+ (y+1t)+ (2+t) =0. Celadonne t = —(z+y + 2)/3 et

/ 2. 1, 1
AN S at
y | = —§$+§y—§z
2 —3T — 3y + 52

2. On trouve, en remplacant (x,y, z) par les coordonnées de I, J et K :

2 _1 _1

3 3 :

/ 1 / 2 / f
I' = 3 J= 2 ), K= -3
_1 _1 2

3 3 3

On constate que le triangle I’ J' K’ est invariant par permutation cyclique des coordonnées.
Cela suggerequ’il est équilatéral. En effet :

P 2 1.2 2 1.2 - -

3. (a) Soit A}, = p(Ax). On vérifie que Ay = A7 = O. Pour les autres, on constate que pour
A = (z,y,2), on a : OAi>: :cé_} +yOJ + 20K, donc par linéarité de 7' et vu que
p(0)=0: Op(Ak; =201 + yOJ' + OK'. On trouve :

0 _4 2 _2
A= (o), a= 2 ), a=( o), =2
0 ) 1 — g ) 2 — 3 ) 3 — 3 )
0 2 2 4
3 3 3
2 _2 4
3 3
I % I 4 I 2 I
Ay = 3 |, As= 3 |, Ag= —g , Az =10
_4 _2 _2 0
3 3 3

i — s
(b) On constate que tous les OAy, valent £OI’, £0J" ou +OK'.

(c) L’image p(%) du cube % est un hexagone régulier : c’est 'enveloppe convexe des Aj,
(0 < k < 7), parmi lesquels Aj) et A% sont intérieurs a enveloppe des autres, AgAf A%
et A A Al sont des triangles équilatéraux, homothétique de I'J K’ et symétriques
I'un de I'autre par rapport a leur centre O.

(d) C’est faux en général, voir par exemple les points extrémaux Ag et A7 et leurs images.

4. (a) Il suffit de montrer que g o ¢ = q. Pour (z,y, 2) € R3, on a bien :

T -1 —1 T
+1 —1+1 +1
goq|ly | =a| Aty |=| "7 " tY|=alv
z _atl + z e o O o2 § + Py
V2 V2 V2
L’image de ¢ est contenue dans le plan d’équation x = —1. Vu que ¢(—1,y,2) =

(—=1,y,2), c’est ce plan entier.
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FIGURE 2 — Projection orthogonale d’un cube (perspective isométrique)

Dans la base canonique, I'image d’un vecteur u = (x,y, 2) € 2 est :

7

. . . — N .

Le vecteur u appartient donc au noyau si et seulement si ?(u) = 0, c’est-a-dire si

y =x/V2et z=1x/y/2. On en déduit que Ker ¢ est la droite engendré par (v/2,1,1).

(b) Comme le vecteur (v/2,1,1) n’est pas orthogonal au plan d’équation z
projection ¢ n’est pas orthogonale.

(¢) Comme % est enveloppe convexe de ses huit sommets Ay, ¢(€) est celle des A}
q(Ag). Siz =1, —(x+1)/v/2=0;siz =1, —(x+1)/v2 = —v/2. On calcule alors :

X

Y
z

As

0

T

\/§ y
x
_T_i_z

~1 -1
Aj=1| —v2+1 ), 4= 1 =
—V2+1 1
—1 -1
= -Vv2+1], A= 1 g =
—V2 -1 -1
(d) Voici un dessin.
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FIGURE 3 — Le cube % en perspective cavaliere




