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Questions de cours

A. L’application linéaire associée a f est I'unique application linéaire ? : ? — 2 telle que

pour tous points A et B de &,
7 (AB) = [(A)[(B).

B. Supposant que >°7_; a; # 0, le barycentre G est caractérisé par :
T
—
(a) ZaiGAi =0
i=1

1
D ie1 Qi

C. Supposons que (u,v) = 0 pour tout u € z En prenant u = v, on trouve : (v,v) = 0, et

(b) pour O point quelconque de &, O—é =

ZO&jO—A;.
j=1

. PP .. -
donc, puisque (-,-) est définie positive, v = 0.

Exercice 1.

1. Le vecteur normal au plan & est u = (1,—1,0). Soit M = (z,y, z) € R3. L’image M" =
(2",y",2") de M par la réflexion s par rapport & & est de la forme M” = M + tu, ou t
est le réel tel que le milieu M’ de [M M"] appartient & &2. On calcule :

t t
M,,:(m+t7y7t7z)7 M/:(l‘+§’y*§az)

donc

t t

ce qui donne t = —x +y + 1 et enfin :

+y+1 z+y—1
z+y z+y 72))'

M'=(y+1,z—1,2) (etM’:( SR

2. A vue, limage est M = (0,9,0).

Exercice 2.

1. On a, en notant § =1 — « (et en remarquant que o+ f =1) :
F(M) = aMA? + BMB? = a”]\ﬁ[ + ﬂHZ + BHW + Iﬁ‘f

— aMH? + 20(MH, HA) + aHA? + BMH? + 23(0MH, HB) + SHB?
— MH? + f(H) +2(MH; oHA + (1 — o) HB).



2. Premiére solution : Plutot que procéder par équivalence, on y va par double implication.
Supposons d’abord que H = G. Soit M € &. Alors, d’apres la question précédente, on a :

FM) = MG24 £(G)+2(MC; aGA+(1-)GB) = MG+ f(G)+2(MG; 0 ) = MG*+£(G).
Réciproquement, supposons que f(M) = MH? + f(H) pour tout M. Alors, par
<m;aﬂ+ (1 —a)ﬁ> =0
pour tout M. Choisissons M tel que MH = oHA +(1- a)ﬁﬁ (cf. , alors :
oA + (1 - ) HE[ =0
dowt aHA + (1-— a)ﬁ - 7. Ainsi, par H est le barycentre de {(A, a),(B,1—a)}.
Deuziéeme solution : Par la question |1} on a :
VM € &, f(M)= MH?+ f(H) <= VM € &, (MH;aHA+ (1-a)HB) =0
< Yu € 2, <u;aﬂ+(1 —a)ﬁ> =0

= aﬁjﬁl—&—(l—a)ﬁg:ﬁ (par [C)
< H =G (par[Bd).

Exercice 3.

—
1. Par définition des coordonnées, on a : AM = xﬁ + yﬁ . Supposons que

A B C

M:{a b ¢

} aveca+b+c=1.

Alors, par (prendre O = A),

m:%(aﬂ—i-bﬁ—i—cﬁ) :b@—i-cﬁ,

ce qui entraine, puisque (E, 1@) estunebase:b=zetc=y,puisa=1-b—c=1—z—y.
D’otu I'unicité de (a,b,c) (si le triplet (1 — x — y, x,y) convient).

— —
Récirpoquement, on a: AM = xﬁ—ky@ = (1—x—y)AA+a:E+y/ﬁ donc, d’aprés
(prendre O = A) :
A B C

M:
l—-z—y = y

Ceci prouve que (a,b,c) = (1 —z —y,x,y) est 'unique triplet qui convient.

2. (a) Si M; = Mo, le résultat est évident. En effet, les trois points sont alignés et les deux
premieres lignes du déterminant sont égales donc le déterminant est nul : il y a bien
équivalence.

On suppose que M; # Ms. Soit Z I'ensemble des M de coordonnées (x,y) tels que

1 2z oy
1 T2 Y| = 0.
1 =z vy



On a, en développant par rapport a la troisieme ligne :

1z oy
1z yo| = (y1 —y2)z + (x2 — 21)y + (T1y2 — Yy122).
1 =z y

Comme M7 # Ms, 'un des deux coefficients y; — y2 et xo — x1 n’est pas nul, de
sorte que Z est une droite. Or M; € & et My € 7 (deux lignes égales, déterminant
nul). Donc Z est la droite (M Ms).

Ainsi, M3 € 2 SSI M3 € (M1 Ms) SSI My, My et Ms sont alignés.
Par(l,ona:ar, =1—xr — yg, by = Tk, ¢ = yi donc, en ajoutant la deuxieme et la
troisieme colonne a la premiere, ce qui ne change pas le déterminant, on a :

ar b1 o Il—z1—y1 1 w»n 1 1 w»n
az by col=1—29—y2 w2 Y2|=1|1 2 Yo|.
a3 bz c3 1—x3—y3 23 Y3 1 z3 w3

La question [2a] donne alors 1’équivalence souhaitée.

4 B C}.Cela
a b c

donne : AR = bAB + cAC. Mais R € (AB) et (ﬁ,ﬁ) est une base donc ¢ = 0.
Posons r = b (alors, a = 1 — r), c’est I'unique réel tel que

R:{A B C}:{A B}

1—r» r O 1—r r

Par il existe (a,b,c) € R? unique tel que a +b+c=1¢et R = {

— A 1—
De(l—'r)RA—l—ng—ﬁ),ondéduit:gB—— T(r;«éOcarR;&A).
On montrerait de méme qu’il existe deux réels uniques et non nuls p et g tels que
PB 1- 1-—
P= B CetQ: ¢ Aetqueiz— pet%:— 4
1- 1—g¢ PC D QA q

D’apres P, Q et R sont alignés si et seulement si

0 1—p P
q 0 1—¢q|=0.
1—7r r 0

Par la regle de Sarrus (par exemple), ce déterminant vaut :
(1=p)A—q)(1 —7)+pgr.
Ainsi, P, QQ, R sont alignés si et seulement si

l-p 1-q 1-
pX qX "
p q r

=1,

c’est-a-~dire (observer que les trois signes < — > a gauche éliminent celui de droite) :
PB y QC y RA
PC 04 " RB




