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Chapitre 1

Introduction

1.1 Dénombrement de matrices i signes alternants

Définition 1.1. Une matrice a signes alternants, ou ASM, de taille n est une matrice carrée de taille
n, composée de 0, 1 et —1, telle que :
— la somme de chaque élément d’une ligne ou d’une colonne est égale a 1.

— les signes des éléments non-nuls d’une ligne ou d’une colonne alternent.
On note A(n) le nombre des ASM de taille n.

Exemple 1.2. Voici un exemple d’'une ASM de taille 4 :

0 1
-1

0 0
10
0 01
1 0 0

S O =

Remarque 1.3. Les matrices de permutations sont des ASM particuliéres, en effet ce sont des ASM
sans termes négatifs. On peut donc déja affirmer que :

n! < A(n).

Remarque 1.4. La définition [I.1]implique que le premier et le dernier éléments non-nuls de chaque ligne
et chaque colonne sont égaux & 1. Plus particuliérement aucun élément de la premiére et la derniére ligne
et de la premiére et derniére colonne ne seront égaux a —1. Ainsi, il n’y aura qu’un seul élément non-nul,
et égal & 1, dans chacune de ces lignes et colonnes particuliéres.

Théoréme 1.5 (Zeilberger). Le nombre d’ASM de taille n est égal d :

n—1

Ay = [ GEED! 1T (30— 2)

(n+Ek)!  nln+1)!--(2n—1)

k=0

Les premiéres valeurs seront : A(1) = 1, A(2) = 2, A(3) = 7, A(4) = 42, A(5) = 429, A(6) =
7436...0n remarque donc que la suite tend rapidement vers l'infini, d’ou 'impossibilité de compter les
ASM 4 la main. Ainsi le but de ce mémoire sera de donner une des démonstrations de ce théoréme, celle
de Greg Kuperberg ([3]), et d’expliquer d’ou viennent certains résultats au fil de la démonstration.

1.2 Stratégie

Définition 1.6. Une configuration de glace carrée, ou square ice, de taille n est une orientation sur
les arétes d’une grille carrée de coté n, dans laquelle chaque sommet a exactement deux arétes entrantes
et deux arétes sortantes, les arétes horizontales extérieures pointent a l'intérieur et les arétes verticales
extérieures pointent a l’extérieur.



En fait dans une telle configuration, comme chaque sommet a exactement deux arrétes entrantes
et deux sortantes, on a exactement (3) = 6 orientations possible pour un sommet, c’est-a-dire les 6
configurations locales suivantes :

L

Le siz-vertex model est ’ensemble des graphiques (nommés états ou states) ou chacun de ses sommets
est comme ci-dessus et affecté d’un coefficient.
On admet la proposition suivante :

Proposition 1.7. On peut convertir une configuration de glace carrée en une ASM, par la correspondance

e A i

-1
Cette conversion est bijective.

En particulier le nombre des ASM de taille n, A(n), est égal au nombre de configurations de glace
carrée de taille n.

0 1 00
— 1 -1 1 0
0 0 01
0 1 00

FIGURE 1.1 — Une configuration de glace carrée et I’ASM correspondante

Par la suite, on va considérer les configurations de glace carrée comme des siz-vertex models, ¢’est-a-
dire que chaque sommet de la configuration sera affecté d’un poids w(z,4) dépendant d’un paramétre x
et de sa configuration locale 7 parmi I'une des six possibles :

Ea T

w(z, 1) w(z,2) w(z, 3) w(x,4) w(z, 5) w(z, 6)

On définit le poids total d’un état, en particulier d’une configuration de glace carrée, comme le produit
des poids de tous ses sommets. On s’intéressera a la somme des poids de toutes les configurations pour
une certaine taille n, ce qui définit une fonction appelée fonction de partition, dépendante des choix des
coefficients de chaque configuration locale et de la fonction de poids. Par un bon choix de ces derniers,
on définira une fonction dépendante de plusieurs paramétres qu’on spécialise aprés de sorte & trouver le
nombre de configuration de glace carré, et particuliérement des ASM’s.



Chapitre 2
Identités génériques

Dans cette partie, on donne la premiére partie de la preuve de G. Kuperberg. Il s’agit de calculer la
fonction de partition définie précédemment avec un bon choix du poids de chaque configuration locale,
cette fonction dépendra seulement du choix de la taille n et de 2n indéterminées associées aux lignes et
colonnes de toutes configurations de glace carrée de taille n.

2.1 Premier pas

Soit h un nombre complexe ou une indéterminée. On pose q = €” et [z] = %. Tout au long de
ce chapitre, nous allons nous intéresser aux polynomes de Laurent demi-entiers, c’est-a-dire les éléments
de A[t1/27t_1/2], ou A est un anneau, tel que la différence entre deux exposants est un entier. Donc P
est un polynoéme de Laurent demi-entier & coefficient dans A si P ou t'/2P est un polynome de Laurent
(P e Alt,t=" ou t'/2P € A[t,t~']). Ainsi, pour ¢ fixé, [z] est un polynéme de Laurent demi-entier en ¢®

a coefficients dans A = Q(q).
Remarque 2.1. Si z est un entier positif, on a :
x/2__ —x/2 1—x T _
[z] = W =q >z (qq—11>
1w "
- ¢ (qJL—1 +qL—2+,“+q0)

x—

= q%-&-q%_‘_..._*_q_ 2.

Ainsi pour ¢ — 1 (h — 0), on obtient [z] — x. On peut généraliser cette limite pour = quelconque,
par un développement limité de [z] pour h petit :
ohr/2 _ g—he/2
[z] = Toh/2 _ o-h/2
hx + o(h?)
h + o(h?)
x + o(h).

Définition 2.2. On nomme R-matrice de x, noté R(x), le sommet désigné par x :

x
qui définit l’ensemble des poids suivants :

—q —q*? [z 1] [z —1] [z] (]



Les poids ci-dessus sont invariants par rotation de 180°, d’ow :

| E

z| |
Remarque 2.3. On étend la définition 2.2 & des configurations locales ot l'on a des arcs de cercles au
lieu d’arétes qui se coupent transversalement. C’est-a-dire, partant d’une réunion de courbes non orientée,
on attribue un poids & chaque choix d’orientation des extrémités de courbes. Ainsi si p est le sommet

désigné par z, on pose les conventions suivantes sur les arcs en p :
— si la tangente en p est verticale et bien orientée, le poids associé a l’arc est 1;

> ) O

— si la tangente en p est horizontale et orientée vers la droite, le poids associé & l'arc est 1;

"

— si la tangente en p est horizontale, orientée vers la gauche et si la concavité de ’arc est vers le haut,
le poids associé a I’arc est —qg~1/2;
S
—q1/?

— si la tangente en p est horizontale, orientée vers la gauche et si la concavité de ’arc est vers le bas,
le poids associé a l’arc est —¢'/2;
PR
—q\/?

— si la tangente en p est mal orientée, c’est-a-dire qu’elle posséde les deux orientations, le poids associé
a ’arc est 0.

) ) (= e

Avec les conventions précédentes on peut exprimer R(x) de la fagon suivante :

>x< = [z] X —|—[a:—1}> <

Par exemple, on a bien 1’égalité suivante :

o )

g7/ = [o) (~q"2 x 1) +w—1] (1x 1)

Cette extension nous permet aussi d’établir deux autres relations :

= = Q =—¢'? - ¢ =2



2.2 Théoréme de Yang-Baxter ou relation triangle-étoile

Théoréme 2.4 (Yang-Baxter). Si x =y + z, les R-matrices R(x ) et R(z) satisfont a ’égalité :

Lo

On va tout d’abord voir le sens de ce théoréme, aussi appelé la relation triangle-étoile (ou delta-star).
C’est en fait une égalité sur les différentes fonctions de partition possibles & partir de ces deux graphes.
C’est-a-dire que si ’on oriente les six arétes extérieures de la méme facon pour le graphique de gauche
que celui de droite, on a égalité des fonctions de partitions. Par exemple, voici 'une de ces égalités :

Y
T
z = z
T
Y

qui nous donne la relation suivante aprés avoir trouvé tous les états possibles de ces deux graphes :

(~a")(~a" )l — ¢~ 1)[y) = ~¢7[s]ly — 1]

L’égalité du théoréme résume 26 = 64 égalités. En fait 44 d’entre elles sont nulles car aucune de ces
orientations n’a un état autorisé par le modeéle de siz-vertex, on ne peut vérifier ce dernier sur un tel
graphe que si 'on a autant d’arétes extérieures pointant vers l'intérieur que vers 'extérieur. On a donc
(g) = 20 égalités non évidentes, et en fait on a 10 égalités répétées deux fois par invariance par rotation de
180" des deux graphes. On pourrait vérifier ces égalités a la main, mais grace aux formules de la remarque
2.3] on va réduire le calcul a une seule égaliteé.

Démonstration. On va tout d’abord réarranger ’égalité comme ceci :

) z

1l s’agit donc de prouver une relation d’invariance d’un des deux graphes par rotation de 180°. Partons du
graphe de gauche : on le découpe en remplagant, grace aux relations de la remarque une configuration
locale ou deux arétes se croisent par une somme de deux configurations non croisées. Aprés calculs, on
trouve :



+lally — [z - 1] +ally — 1][2]

D
C D

+z =1y — ][z — 1] +lelfyllz = 1]

~

Les trois derniers termes sont invariants par rotation par 180° pour tout x, y et z, tandis que les graphes
des deux premiers termes sont échangés par cette rotation. Il nous reste donc a prouver que le coefficient
de ces deux graphes sont égaux si x = y + z, c’est-a-dire que

[2][y][z] + [z = 1[llz = 1 + [ = Uy — 1][z] = 2][z = 1[y][z] = [z][y — 1][z - 1].
D’autre part, par un calcul immeédiat, on a [—a] = —[a] et
[a][b] — [a+1][b—1] =[a—b+1]

pour a et b quelconques. Ainsi, siz =y + z :

[z = Ulyllz = 1] + [Ell=]ly] + [l = Uy =10 = 2lly]) = [z = Ulyllz = 1] + [][2][y] = [2][e — [y + 1]
= [z = 1fyllz = 1] + []([2][y] - [z = 1]y +1])
= [e—1llz -1+ [2]ly — = + 1]
= =1z -1 = [z —yllz = 1]
= [ally -1z -1.0

2.3 Calcul de la fonction de partition

Par commodité, posons la notation suivante :
r—y
Y

de sorte a affecter des paramétres aux lignes et colonnes des configurations de glaces carrés plutét qu’a
chaque sommet.

Définition 2.5. On pose Z(n; X,Y) la fonction de partition des configurations de glace carrée de taille

n affectées des coefficients X = (xo,...,xn—1) auz lignes horizontales et Y = (yo,...,Yn—1) auz lignes
verticales, en d’autre termes, pour les configurations de glace carrée de cette forme :
Zo cee —Lf
T
Tn—1
Yo Y1 Yn—1



Lemme 2.6. La fonction Z(n; X,Y) est symétrique en les x; et en les y;.

Démonstration. On va s’intéresser aux ligne ¢ et ¢ + 1. On introduit un sommet affecté du coefficient
x;+1 — x; par la gauche de la configuration, ce dernier ne pourra prendre qu’une seule des 6 orientations
possibles, qui est affectée du poids [z;4+1 — x;], d’ott aprés correction de ’exposant dans [3] :

[ } €X; ZL’iJrl
Titl — T4 = ><
o YT T
Par suite, en utilisant le théoréme [2.4] on obtient :
Tit1 >< Tyl e Tyl

De meéme, le sommet affecté du coefficient x;11 — x; dans la derniére égalité ne peut prendre qu’une des
6 orientations possible, aussi affectée du poids [x;+1 — x;], d’ou :

T Lit1

Tit1 T

ce qui prouve que Z(n; X,Y) est symétrique en x; et x; 1 pour tout 7, or on sait que les transpositions
(i,7 + 1) engendrent &,,, donc Z(n; X,Y) est symétrique en tout les z;. Le méme argument est utilisé
pour la symétrie en les y;. [

Lemme 2.7. Siz; =y; + 1, alors

Zn; X,Y) = —¢ 2| [1lwi —wel | | TTloe =93] | Z(n = 15 X\as, Y\wa).
ktj ki

Démonstration. On s’intéresse d’abord au cas ¢ = j7 = 0, on suppose donc zy = yo+ 1. La configuration
Zo +
Yo
ne peut prendre que deux orientations possibles, dont on calcule le poids :

$0+ — _q_(xo_yo)/2 o _q_1/2

Yo

x0+ :[xo—yo—l]:()

Yo

Toute configuration de glace carrée dont le sommet de ligne z( et de colonne g qui suit la seconde orien-
tation ci-dessus sera donc de poids nul. D’autre part, si ce dernier sommet est de la premiére orientation,
tout sommet de la ligne de xj, et de la colonne de yy de poids non nul, pour k # 0, aura pour orientation

jL



donc affecté du poids [yo — zx]. De méme, tout sommet de la ligne z et de la colonne de yg, pour k # 0,

sera de la forme

donc affecté du poids [y — xo]. De plus, par l'orientation des sommets de la ligne ¢ et de la colonne g,
les configurations restreinte aux lignes X \xo et aux colonnes Y '\yo sont toutes les configurations de glace
carrée de la fonction de partition Z(n; X\zo, Y \yo). On obtient donc :

Zn; X,Y) == 2| [Llzo —wl | | ILlzx = ol | Z(n =15 X\zo, Y\go)-
k0 k0

Le cas général s’obtient par symétrie grace au lemme [2.6] O
Lemme 2.8. L’élément ¢"*°Z(n; X,Y) est un polynome en ¢*° de degré au plus n — 1.

Démonstration. Dans chaque configuration de glace carrée, seuls les sommets de la ligne xg, c’est-a-
dire la premiére ligne, font apparaitre des termes en ¢*0/2, c’est-a-dire n sommets. De plus, a la ligne
xo, il ne peut y avoir que 3 configurations différentes : les configurations 1,3 et 5 de la définition [T.6] La

configuration 1, c’est a dire

apparait exactement une fois, la premiére ligne sera en fait de la forme suivante pour ¢ convenable :

%ﬂikn.a$k+%%+.“ji

Yi—1 Yi Yit+1

Ce dernier point peut s’expliquer par la remarque c’est-a~dire que sur la premiére ligne d’'une ASM,
on n’a qu’un 1 et n — 1 zéros. D’autre part, le poids de la configuration 1 est de la forme —q¥i=%0)/2 et

(_qro/2) (_q(yi—ffo)/2> = —qYi/?

est un polynome constant. Tandis que le poids des deux configurations 3 et 5 sont de la forme [z — y;]
ou [zo — y; — 1] et ¢*/2[zg — y;] ou ¢*°/?[xy — y; — 1] sont des polynomes de degré 1 en ¢®. Le poids
d’une configuration de glace carrée de taille n affecté des coefficients X et Y auquel on multiplie —g™#0/2
est donc un polynoéme de degrés n — 1 en ¢*°, ainsi la fonction de partition Z(n; X,Y) est la somme de
polynémes de degré n — 1. [J

Théoréme 2.9 (Izergin,Korepin). La fonction de répartition Z(n; X,Y") est donnée par

07 (T e ==02) (Tl wlles— v, - 1)

=0 0<i,j<n

(0 -a))( I e-w))

0<j<i<n 0<i<j<n

det M,

ou M est la matrice carrée de taille n dont les coefficients sont :

1
xi — yjlles —y; — 1]

M;; = [

Démonstration. On nommera Z’(n; X,Y') le membre de droite, D le déterminant de M, P le numérateur

et @ le dénominateur de sorte que
P
Z'(n; X,Y) = =D.
( ) 0



On va démontrer que Z' vérifie les trois lemmes précédents. Il est aisé de vérifier le lemme [2.6] En
effet, échanger deux x; ou deux y; revient & échanger deux lignes ou deux colonnes de M, d’olt D est
antisymétrique en les x; et les y;. Puis par simple vérification, P est symétrique et () antisymétriques en
les z; et les y; d’ou la symétrie de Z’.

Vérifions les hypothéses du lemme 2.7} En développant le déterminant par la premiére colonne on a

_n—l_ . 1
D_kzzo( 2 [xk—yo][xk—yo—l}Dk

ou Dy, est le déterminant de la matrice M sans la k-iéme ligne et la premiére colonne. Ainsi

n—1

o GO (I ==02) (T o= wille =3 = 1))

On suppose zg = yo + 1. Comme [xg — yo — 1] = 0, tout les termes de la somme sont nuls sauf le premier,
celui ou £ = 0. On en déduit donc :

*q(y(’*x(’)ﬂ(igo[% = Yol[zi —yo — 1]) (jl;[o[ﬂfo —yjllwo —y; — 1])

(Tl = o)) ( T [vo — )

i£0 §#£0

Z'(n; X)Y) = Z'(n—1; X\@o, Y\yo)-

Puis on conclut avec I’hypothése ¢y = yg + 1 dans la formule ci-dessus.
Vérifions le lemme 2.8] On pose

n—1

P'= 11 [wi—yllwi—y; -1, A=()" [ ¥
0<i,j<n i=0

tel que P = AP’. Le facteur P’ est un polynome de Laurent en ¢”¢ (et ¢¥/) car le produit [z; —y;|[z; —y; —1]
lest. Le produit P’'D sera aussi un polynome de Laurent en ¢*¢ car M est la matrice des inverses de
[zi — y;][zs — y; — 1]. De plus P'D est antisymeétrique en les 2; d’ott P'D = VR ou R est un polynéme
de Laurent symétrique et V' le polynéme de Vandermonde en les ¢, c’est-a-dire

V=[] (¢ -q¢).

0<j<i<n

D’autre part
g —q"

r—— 1/2 q—1/2)qxi/2qa:j/2_
i J

= (g

qui est un polynome de Laurent demi-entier en les ¢”i. Ainsi Z’'(n, X,Y") est bien un polynéme de Laurent
demi-entier en ¢”° en particulier.
On s’intéresse maintenant au degré et a la valuation de Z’. Comme [zo — k| est de degré 1/2 et de
valuation —1/2 en ¢®°, on trouve facilement que
deg(P'D)=n—1, val(P'D)=1-n,
deg(Q) = "5+, val(Q) = 137,
deg(A4) = —1/2, val(A) = —1/2.
On en déduit que

deg(Z'(n; X,Y)) < deg(A) + deg(P'D) — val(Q) = "T—Q,
val(Z'(n; X,Y)) > valA) + val(P'D) — deg(Q) = —%,

Et donc q”I0/2Z’(n, X,Y) est bien un polynéme en ¢* de degré au plus n — 1.

10



Prouvons maintenant 1’égalité de Z et Z’ par récurrence. On a Z'(0) = 1 = Z(0). Supposons qu’il
existe n tel que Z'(n — 1;X,Y) = Z(n — 1; X,Y). On pose T(¢*°) = ¢"*/2Z(n, X,Y) et T'(¢™) =
q"*/2Z'(n, X,Y), qui sont deux polynomes de degrés au plus n — 1 d’aprés le lemme De plus,
T et T’ prennent la méme valeur en n points. En effet on a T(q¥ ™) = T'(¢%*!) par hypothése de
récurrence et le lemme Par unicité du polynome d’interpolation de Lagrange, on a T' = T” et ainsi
Z(n; X,Y) = Z'(n; X,Y). Par récurrence on conclut que Z = Z’. O

11



Chapitre 3

Groupes quantiques et équation de
Yang-Baxter

Dans cette partie nous allons comprendre d’ou vient le résultat du théoréme de Yang-Baxter et
proposer une deuxiéme preuve, se reportant a larticle de Jimbo [2]. Ce dernier résulte de la théorie des

représentations d’une structure d’algébre non triviale, le groupe quantique U, (sls).

3.1 Algébre de Hopf

Soit A une K-algébre unitaire sur un corps K. On dira que (A4, A€, .5) est une algébre d’Hopf si :

(i) Il existe A : A — A® Aete: A — K des homomorphismes d’algébres et S : A — A un
anti-homomorphisme d’algebre.
C’est-a-dire que A, ¢ et S sont linéaires, envoient 14 sur 14 et pour tout a,b € A :

A(ab) = A(@)A(D), (ab) = e(a)e(b), S(ab) = S(b)S(a).

Les applications A, € et S se nomment le coproduit, la counité et 'antipode respectivement.

(ii) De plus A, ¢ et S possédent les propriétés suivantes :

(A®Id) oA = (Id®A)oA
(c@Id)oA =Id=(Id®e)oA
mo(S®Id)oA =ec=mo(Id®S)o A

oum:A® A — A est le produit usuel m(a ® b) = ab.
En d’autres termes si A(a) = > a; ® a; on a :
C Ye(abi =a=73 ae(b)
ZS(aZ)bl ZE(G)lA = ZQZS(Z)Z)
i i
L’utilité de la notion d’algébre de Hopf par la suite viendra du coproduit A. En effet si V et W sont

deux A-modules, V ® W n’est pas en général un A-module mais un A® A module. Il devient un A-module
grace a l'existence du coproduit A.

Exemple 3.1. Soit G un groupe fini. La C-algébre

ClGq] = Zagg:age(c

geG

12



muni des homomorphismes d’algébre A, € et de I’anti-homomorphisme d’algébre S définies par :

Alg)=g®g, elg)=1, S(g)=g",
ol g € G, est une algebre de Hopf. En effet A, € et S vérifient clairement (i). Soit g € C :

ARId)oA(g)=(A@d)(¢®g) =g@g®g=(Id®A)(9®g) = (Id®A) 0 A(g)
(e@Id)oA(g) = (e®@1d)(g® g) = 1g = 1d®e)(g ® g) = (Id®e) 0 A(g)
mo(S®Id)oA(g) =mo(S®Id)(g®g)=g9 ' =e(g) =g 'g=mo (Id®S)(g® g) =mo (Id®S) 0 A(g),

d’ou les opérateurs vérifient bien (ii).

3.2 Définition et quelques représentations de U,(sls)

Définition 3.2. Soit ¢ € C générique (en fait il suffit que ¢ # 0,%1). On définit U,(sl2) la C-algébre
présentée par générateurs e, f, K=*1 et relations :

KK-'=K 'K =1,
KeK™'=q¢%, KfK™'=q?f,

le, f] = =5

On peut d’abord remarquer la représentation triviale de Uy (slz), V' = Cv, donnée par
ev=fv=0, Ko =u.

Plus intéressant, nous allons étudier la représentation de degré 2 de U, (sl2). Soit V' = Cv; +Cv_. On
pose les relations suivantes :
Koy = qilvzb
evy =0, ev_ =0y,
for=v_, fo_=0.

L’espace V muni des opérations ci-dessus est un U, (slz)-module, c’est donc une représentation de degré
2 et, si V est muni de la base {v;,v_}, e, f, K s’écrit dans End(V) :

0 1 00 qg 0
=0 o) 7=(1 o) x=(5 %)

Remarque 3.3. L’algébre U,(sls) est en fait une déformation du groupe de Lie sl;(C). Rappelons que :

5l5(C) = {(CC‘ Z) € My(C)/a+d= o} = ker(tr) = Ce + Cf + Ch

=08 =00 =0 %)

K =exp(A.h) = (g qgl) ;

ou

On pose

ou A€ Cetg=e.

Les éléments e, f et K définis ci-dessus vérifient les relations de la définition Ces relations sont en
fait une déformation des égalités [h, e] = 2e, [h, f] = —2f, [e, f] = h dans sl3(C) au sens o on les retrouve
quand A — 0 (i.e ¢ — 1).

Nous allons maintenant munir A = U,(sl) d’une structure d’algébre de Hopf. Ils nous faut A, € et S
vérifiant les relations (i) et (ii) de la section [3.1]
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Proposition 3.4. Soit At A—ARQA, e: A—CetS: A— A tel que :

Ale)=e®14+K®e, A(f)=fOK'+1® f, A(K*) = K+ @ K*!,
gle) =e(f) =0, e(K*) =1,
S(e) = —K~te, S(f) = —fK, S(K*!) = K71

Alors (A, A,e,S) est une algébre de Hopf.

Démonstration. On va vérifier la premiére relation qui définit une algébre de Hopf :,
(A®Id)o A = (Id®A)o A,
c’est-a-dire :

(A®Id)oA(e)=e®101+K0e®1+ K@K ®e=(Id®A)o Ale)
ARI)oA(f)=fRK 'K '+10foK '+101® f = (1d®A) o A(f)
(A®Id) o A(KTH) = KTl @ K71 @ KT = (Id®A) o A(KT1).

Les deux autres relations se vérifient aussi aisément et sont laissées au lecteur. D’autre part vérifions que

A conserve les relations de U, (5/@) :

A(KeK™Y) = A(K)A(e)AK)
= (KoK)(e®l+K®e) (K 'oK™!)
= KeK'®1l+K® KeK™!
= @Flexl+K®e)=Alg%)
Ale, f]) = Ae)A(f) — A(f)Ale)

La relation KK ~1

(e®1+K@e)(foK'+1af)—(foK'+1®f)(e®1+K®e)

efOK '+e@f+Kf@eK '+ K®ef —feK '—e@f—fKK le— K® fe
e, fle K1+ K®|e, f]

L (K@K '-K 'K '+KoK-K®K™)

U A(K) - ARY) = (K=,

q—q~1!

1
q—q~1

= K 'K =1 est évidente & vérifier tandis que la relation K fK~! = ¢~ 2f est vérifié

par un calcul similaire fait précédemment. La vérification que S et € conservent aussi les relations de
U, (sl2) sont laissées au lecteur.0]

Ainsi pour V (ot V ~ C?) un U,(sly)—module, V®" sera aussi un U, (sl)—module, et plus particu-
lierement V ® V. On va ainsi trouver les R : V@ V — V ® V, appelées les R-matrices, tel que R soit
un morphisme de U, (sl;)-modules. C’est-a-dire il faut que : X.R = R.X ou X = A(e), A(f) ou A(K).

Proposition 3.5. Les R-matrices de V ®V dans V ® V sont de la forme :

R = aldygy + (a + B)P,

pour tout o, B € C, ou

0 0 0 0

0 =1 L
P= atg™! q+_qq*1

0 q+q=1  g+g7! 0

0 0 0 0

Remarque 3.6. La matrice P ci dessus a un déterminant nul et une trace égale & —1, ainsi on a

pP?=_P.

Démonstration. Soit R:V ® V —— V ® V, un morphisme de U,(sl3)-modules.
Les matrices seront écrites dans la base B = {vy Q@ vy, v Qv_v_ Quvi,v_Qu_} de VRV.

Dans celle-ci

@ 00 0

0 1 0 0
AK)=|g 01 o |

0 0 0 g2
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qui posséde donc 3 valeurs propres ¢2, 1, ¢~2. Or R doit conserver les valeurs propres de A(K) d’ou R
sera de la forme

*x 0 0 0
0 x % 0
0 = x O
0 0 0 =«

Soit wy = A(f)(vy ®vy) = ¢ 'v_ ® vy + vy ®v_. On vérifie aisément que
A(S) Af) A(f)

0<—v+®v+<:>w2<:>v Qv ——=0.
Ale) Ale) Ale)

Ce schéma décrit 'action de Uy (slz) sur les vecteurs vy ® vy, we,v— ® v_. On ne fait pas apparaitre
A(K) car ce dernier ne fait sortir que la valeur propre liée a chacun de ces vecteur (¢, 1, ¢~2 respective-
ment) Ainsi on a un sous Uy (slz) —module engendré par ses 3 vecteurs donc de dimension 3, noté L(2) (le
schéma montre la stabilité de L(2)). De plus L(2) est irréductible : il suffit de prendre un élément w de
L(2), appliquer A(e) ou A(e)? on obtient vy ® vy puis par A(f) on récupére les deux autres vecteurs.

Soit wp = vy ®v_ —qu_ ®vy. On a

Ainsi, on obtient un second sous Uy (slz)—module engendré par wg, noté L(0), évidemment irréductible
car de dimension 1.

OnaV®V =L(2) & L(0), ou L(2) et L(0) irréductibles et non isomorphes. Donc par le lemme de
Schur la restriction de R & L(2) (respectivement L(0)) est une homothétie. Inversement, pour av et § € C
et R tel que Rjp2) = aldp ) et R ) = BldL ), R est un morphisme de U,(sl)-modules. D’autre part
on a

quz — ¢ " Wo Wa + Wo
Vy QU= ———, V- QU = ——.
i q+q! T gtq!
On obtient ainsi R :
Rvy ®vy) = avy ® v+1
Rlos o0 ) = ottt — st 0y o,
R(v_ ®@wvy) = m;’j_'gﬁwo = q‘i‘g’gl vy Qu_ + q_ﬂqv ® vg
Rv_®@v_)=av_®uv_,
que ’on peut écrire sous forme matricielle :
ag—Bq"! off_ —q! 1
= 01 00 0 = — 0
= a+q* q+ = atq ' qrq !
E=1, ‘ot ng of =%fo 0 10 Tt N
a+q? q+q atq ata
0 0 0 a 0001 0 0 0 0

3.3 Construction et définition de Uq(ﬁ/[\g)

Définition 3.7. Soit g € C générigue. On définit U, ( 2) la C-algébre présentée par générateurs eg, fo,
Ky, e1, fi1, K1 et relations :

Ki—K ! _
[ei,fi] = Tg=q T [ei,fj] =0,
KieiK;1 = q2ei7 KzflK;1 = q72fia
Kie; K" =q %, KifjK;'=qf;,
3
> (—1)Pe]Pejel =0,

p=0

3 5
(DR =0,

p=0
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ot i # j € {0,1}. Les deux derniéres relations sont appelées relations de Serre.

Proposition 3.8. Soit x € C*. Il existe un homomorphisme d’algébres @ : Uq(s/[;) — Uy (sly) tel que :

pz(eo0) =zf , @u(fo) = e , px(Ko) = K_la
pu(e1) =€, pu(fi) = f . @u(K1) = K.

Démonstration. La démonstration est facile et est laissée au lecteur. O
Remarque 3.9. L’algébre Uq(ﬁ/[\z) est une déformation de U(ﬁ/[;), lui-méme ’algébre enveloppante de
lalgebre de Lie sl3(C) ou

sly(C) = sly(C[t, t71]) = slo(C) @ C[t, .

On peut facilement démontrer que les éléments

0 1 0 0 1 0
612(0 0>:€®1, f1:<1 0 =f®1, h1:<0 1 :h®1,
1

0 0 0 t~ -1 0

engendrent E/I\Q(C) ou e, f, h sont les générateurs de sly(C) vus précédemment. En posant K; = exp(\.h;)
et ¢ =e* ott A € C, e;, fi, K; respectent bien les relations de la définition Ces relations sont une
déformation des suivantes dans sl (C) :

[ei, fi] = hi , lei, f5] =0, [hi,ei] = —[hy, ei] = 2e;i , [hi, fi] = —[hy, fi] = =2
ou i # j € {0,1}, au sens ou on retrouve ces derniéres égalités en faisant tendre A\ — 0 (i.e ¢ — 1).

On peut voir une certaine analogie entre Uq(s/[;) et Uy(slz). En effet si V = Cvy + Cu_ est une
représentations de degré 2 de U, (sly), et soit © € C*, on peut définir V = V(z) comme une représentation

de Uq(s/[;) comme ceci :
Xw=g;(X)wou X € Uy(sly) et weV

C’est-a-dire : . .
Kive =g vr , Kove =qT vy,
er.vy =0, ej.v_ =v4,
fivg =v_, frv- =0,
€o.vy = xv_, eg.v— =0,

fovy =0, fov_ =z oy,

Ainsi, V(z) est un Uq(ﬁ/g)—module, et dans la base {vi,v_}, e;, fi, K; s’écrit dans End(V (z))

(0 0 (g 0
) f1<1 0>7 Klf 0 q—l )
q_

0 27! Lo
) fO_(O 0)7 KO_ 0 q

On va munir A = Uq(;[;) d’une structure d’algébre de Hopf semblable & celle de U,(sl2) :

e =

€y =

8 O o O
oo O

Proposition 3.10. Soit A: Ar— AR A, e: A—C et S: Ar— A tel que :

Ale;) =, 1+ K; @e;, Afy) :fi®Kf1+1®fi, A(K;) = K; ® K;
ele;) =e(f;) =0, e(K;) =1
S(e;) = —K; Ye;, S(fi) = —fiKi, S(K;)=K;*

Alors (A, A, e, S) est une algébre de Hopf.

Démonstration. La preuve est aussi facile que pour le cas de U, (sly) et est laissée au lecteur. O

Ainsi pour V(w) et V(z) deux représentations de degré 2 de Uq(ﬁ/[\g), ot w,z € C*, V(w) ® V(z) est
aussi un U, (slz)-module.
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3.4 Les R-matrices entre modules irréductibles de dimension 4

Soit V(w) et V(z) deux représentations de degrés 2 de U, (5/[;), ot w,z € C*. On va chercher les R-
matrices, R : V(w)®@V (z) — V(z) @ V(w) seulement dans le cas ou ces deux modules sont irréductibles,
c’est-a-dire les R-matrices bijectives.

Proposition 3.11. Si zw™! # ¢? alors V(w) ® V(2) est irréductible.
Démonstration. On pose
wyr = A(fi)(vy ®v4) =g Moo @y F v Qv
wo = Aleg)(vy @vy) =wv_ @y +2¢ vy v = z2¢ Y (wz v @ vy vy @v_)
Si zw™! = ¢%, on a wy = zg~'w;. On peut facilement vérifier qu’on se retrouve dans le méme cas que la
proposition c’est-a-dire que : V(w) ® V(z) = L(2) @ L(0).
Sinon P’action de Uy(sly) sur vy ® vy, w1, wo, v— @ v_ (qui forme donc une base) fonctionne comme suit :

0

A(el)mA(fo)

U+®’U+

Ay %\
M ) A()%\
w1 wWo
\%}) Aw/
A(er) A(fo)

V- RU_

A(fl)u(ﬁ(%)

0

C’est-a-dire qu'’il n’existe pas de combinaison de wg et w; annulé par les A(e;) et A(f;). En effet dans
le cas ou zw~! = ¢?, l'intersection des noyaux de A(e;) et A(fo) (A(eg) et A(f1) resp.) est vy ® vy
(v— ® v_ resp.). Ainsi on vérifie aisément que V(w) ® V(z) est irréductible. O

On va désormais supposer que zw ™! # ¢2. Ainsi V(w) ® V(2) et V(2) ® V(w) sont irréductibles. On
va utiliser la méme méthode que la Proposition [3.5 pour trouver les R-matrices.
Dans la base B = {v; @ vy, vy @ v_,v_ @v4,v_ Q@v_} on a:

¢ 0 0 0
_ -1 10 1.0 O
0 0 0 ¢?2
d’ott R sera de la forme
* 0 0 0
0 * x 0
0 x % 0
0 0 0 =«

Oun va s’intéresser a la R-matrice Ry tel que Ro(vy @ v4) = vy ® vy afin de faciliter les calculs (par
irréductibilité et le lemme de Schur, les autres R-matrices seront égales a un scalaire prés). On a :

1

q+q!
_ q+1q_1A(f1)2(Ro(v+®U+))
= +1q*1 A(f1)*(v+ ® vy)

= Vv_Qu_.

Ro(v_ @ 0v_) Ro(A(F)* (03 ® 02)
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D’autre part les égalités Ry(A(eg) (v ®vy)) = Aleg) (v ®vy) et Ro(A(f1)(v4®v4)) = A(f1) (v ®vy)
nous donnent le systéme :

q ' Ro(v- ®@wvy) TRo(vy @v-) = ¢ lv-®uy +oy ® v
wRo(v_ ®@vy) +z2¢ 'Ro(vy @v_) = 20_ Q@uy +wqg tuy @u_,

résoluble pour zw~! # ¢?. On obtient ainsi :

1
Ro(vy ®v-) = = qu —TUL ®VU_ + ijlg,lv ® vy
- _1 %
R0(97®U+)*#U+®U +z 1wq TV- ® vy

On voit que Ry ne dépend que du quotient de w et z.
On pose zw™! = ¢?*. D’ou

1 0 0 0
q—q" 1—¢%"
RO _ 0 q7q21271 q q21711 0
0 1—q=" q—q" 0
qqum—l q1_2z7q_1
0 0 0 1
Ainsi tout isomorphisme R : V(w) @ V(z) — V(2) ® V(w) de Uq(ﬁ/[;)—module s’écrira R = aRy o
o e C*. Ve 1y -
Soit v = ¢*. Si [2] = Y=tz = q:qq71’7 on va s’intéresser a la R-matrice R = [z — 1] Ry.

Par un rapide calcul on trouve :

[z —1] 0 0 0 0 0 0 0

0 —v7%/2 [q] 0 o 0 =210

R= 0 2] gt/ 0 =[z—1]Id+[z]P ou P = 0 1 ERVEIN
0 0 0 [z—1] 0 0 0 0

Remarque 3.12. On peut déja voir une similitude entre la décomposition de R ci-dessus et les relations
de la remarque [2.3] en faisant I'identification suivante :

r e ) €

On peut remarquer que la relation suivante est préservé pour P :

NS
e
VRN

On résume les résultats de cette section :

Proposition 3.13. Soit w,z € C et x € C tel que zw™! = ¢**. Si x # £1 alors il existe un isomorphisme

R(w,z) : V(w) @ V(z) — V(2) @ V(w) unique & scalaire prés. Cest :

[z — 1] 0 0 0

B 0 vT2 2] 0
0 0 0 [ —1]

ol

0 0 0 0
0 —ov1/2 1 0
=1y 1 /2 ¢
0 0 0 0
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3.5 Théoréme de Yang-Baxter avec les R-matrices

Soit wy, we, ws € C tel que w;w; L £ ¢*2 pour tout i # j.
On pose R;; = R(w;, w,) 1’1somorph1sme définie dans la proposition Pour tout {i,7,k} = {1,2,3} :

Id®R;; : V(wg) ® V(w;) @ V(w;) — Viwg) @ V(wj) @ V(w),
R ®Id: V(w;) ® V(U}j) ® V(wg) — V(wj) ® V(w;) @ V(wy)

sont dont tous deux des isomorphismes de U, (sl;)-modules.
On g’intéresse au diagramme suivant :

w1 ®V ’wg ®V w3

V(wz) @ V(wi) @ V(ws) Vi(w) @ V(ws) @V (ws)
Id ®R13 Ry13®Id
V(ws) @ V(wz) @ V(w) Viws) @ V(wy) @ V(ws)

M M

Vws) @ V(ws) @ V(wy)
On obtient ainsi deux isomorphismes entre V(w1) ® V(w2) @ V(ws) et V(ws) ® V(wa) @ V(w1) :

P = (Ry3 ® Id)(Id ®Ry3)(R12 ® Id)
Q = (Id®R12)(Ri3 ® Id)(Id ® R3)

Ainsi PQ~! est un automorphisme de U, ( 2)-module V(w1) @ V(ws) @ V(ws).

Théoréme 3.14. [1 Le produit tensoriel V(w1) ®--- @V (w,.) est irréductible si et seulement si V(w;) ®
V(w;) Uest pour tout i # j.

Ainsi V(w1) @V (w2) ® V(w3) par le théoréme précédent. On peut aussi, au lieu d’utiliser ce théoréme,
prouver l'irréductibilité de V(w1) ® V(wz) ® V(ws) par une méthode plus calculatoire. On trouvera en
annexe un script maple le prouvant (ici).

Comme PQ™! est un automorphisme du U, (@)—module irréductible V(w1) ® V(w2) ® V (ws), d’aprés
le lemme de Schur, PQ~! est une homothétie. En posant

UJ2U)1_1 — q217 w3w2—1 _ q2y) w3w1—1 _ q2z,

on a :
Pluy @ vy @vy) = [z =1y — 1]z — 1Jos @ vy @ vy = Qv ® vy @ v4).

On en déduit aisétment que P = @, donc que

(R23 ® Id) (Id ®R13)(R12 ® Id) = (Id ®R12)(R13 ® Id) (Id ®R23)-

3.6 Deuxiéme preuve du théoréme

Intéressons nous 4 la R-matrice R : V(w) ® V(z) — V(2) @ V(w) avec

[ — 1] 0 0 0

I A 0

r= 0 [7] —q®/? 0
0 0 0 [z—1]
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olt zw~t = ¢?* dans la base B = (v; ® v4,v; @ v_,v_ @ vy, v_ @v_). On va représenter R de la fagon
suivante
V(w) ®V(z)

V(z) @ V(w)

On fixe une orientation sur la représentation en graphe de R ci-dessus, par exemple :

>U<
Puis on associe un vecteur & chaque extrémité :
— le vecteur vy si l'aréte est orientée vers le haut,
— le vecteur v_ si ’aréte est orientée vers le bas.
C’est-a-dire pour 'exemple :

v_ V4
>r<
V4 v_

Les deux vecteurs du haut définissent un élément v, = v, ®v., de la base B dans V(w)®V (z) et les deux
du bas un élément v, = v,, ®v,, de la base B dans V(z)®V (w). Dans ’exemple on a v. = v_®vy = v_4
et v, = vy ® v— = v4_. On définit le poids du graphe orienté par le coefficient de I'image de v. par R le
long de v,,. Par exemple :

On retrouve ainsi les six configurations locales de la définition [2.2] associées aux bons poids, et toute
autre configuration possible sera de poids nul. On remarque que les graphes orientés sont donc aussi
symétriques par rotation par 180°, c’est équivalent & dire que la matrice R est symétrique.

Soit w1y, we, ws € C tel que wiwj_l £ ¢*2 pour tout i # j. On étend la notation en graphe afin de
représenter les isomorphismes

Id®R;; : V(wg) ® V(w;) @ V(wj) — Viwg) @ V(wj) @ V(w),
R ®Id: V(w;) ® V(U}j) ® V(wg) — V(wj) ® V(w;) @ V(wy)

définies dans la section précédente, en notant I’identité par un segment vertical, c¢’est-a-dire :
V(we) @ V(w;) @ V(wy)

Id®R;; =

X

Rij ®Id = ><

V(wj) @ V(w;) @ V(wg)

On fixe une orientation a ce graphe. Si le segment représentant l'identité est bien orienté, le poids associé a
ce segment est 1 sinon le poids associé est nul. Ainsi le poids associé au graphe orienté est égal au produit
du poids associé a la représentation orienté de R;; et du poids associé au segment orienté représentant

Iidentité. Par exemple, si wjw; ' = ¢** :



Remarque 3.15. On considére la représentation graphique de R;; ® Id, et on I'oriente. On associe un
vecteur & chaque orientation, en considérant que le segment identité a deux orientations, une & chaque
extrémité. Ainsi, les trois vecteurs du haut nous donnent un vecteur v, dans V(w;) ® V(w;) ® V(wy) et
les trois vecteurs du bas un vecteur v,, dans V(wy) ® V(w;) ® V(w;). Le poids associé au graphe orienté
deéfini précédemment est en fait égal & I'image de v. par R;; ® Id le long de v,. Dans I’exemple ci-dessus
onav. =v_Q®vyQu_ et vg = vy ®v_Qv_. On peut procéder de méme pour la représentation graphique
de Id ®R”

On va maintenant constater que la notation est compatible & la composition. Par exemple, on repré-
sente A = (Id ®le) o (Rij X Id) :
V(w) @ V(w;) @ V(wr)

V(w;) @ V(wg) @ V(w;)

On note A = (aeer)e cref4,—}s comme la matrice carrée de taille 8 indexée par les triplets & € {+, —}.
On peut découper le graphe pour remarquer la représentation de R;; ® Id et celle de Id ® Ry, :

V(w) © V(w,) ® V(w)
Rij@1d =
V(wy) ® V(w) ® V()
Id®R;, =
V(wy) ® V(wy) © V(w,)

Fixons une orientation partielle a la représentation graphique de A : on n’oriente que les extrémités
du graphe. Les extrémités nous donnent deux vecteurs v. en haut et v,), le poids associé¢ a ce graphe doit
étre égal a I'image de v. par A le long de v,;, c’est-a-dire le coefficient matriciel a. ,. Par exemple :

Or, on a

dcy= Y (d®Ri)zo(Ri; @1d)g.,
oe{+,—}*

pour tout €, € {+, —}3. Le poids associé au graphe orienté partiellement est donc bien la somme des
poids associés a chaque orientation possible de ce méme graphe. Dans ’exemple, si ij;1 = ¢%*® et
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wkwfl = ¢?Y, voici I'une des orientations possibles, celle pour § = (4, —, —) :

dont le poids associé est [x][y — 1]. En fait, c’est la seule orientation de poids non nul dans l’exemple, on
peut donc en déduire que a4 4 _

graphique.
Prenons maintenant la représentation graphique de P = (Ra3 ® Id)(Id @ R13)(R12 ® Id) :

[][y — 1]. La composition est bien respectée par sa représentation

V(wy) @ V(wg) @ V(ws)

V(ws) ® V(wz) @ V(w1)
et celle de QQ = (Id ®R12)<R13 ® Id) (Id ®R23) :

V(w) @ V(wz) @ V(ws)

V(ws) @ V(wz) @ V(wr)

Comme P = @, les poids associés aux orientations partielles des deux graphes sont égaux. De plus, en
posant

wawy ' = ¢,

wswy ' = ¢,

wswy ' = ¢,
on a ¢¥t* = wgwl_lwng_l = wgwfl = ¢”, donc que = = y + z, ’hypothése du théoréme Et en

arrondissant les angles, on peut écrire P de la fagon suivante :

Y
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De méme pour Q) qui peut s’écrire comme suit :

Y

L’égalité des orientations partielles des représentations de P et @) est en fait exactement la relation de
Yang-Baxter (le théoréme [2.4)).

Remarque 3.16. L’explication de la relation triangle-étoile étoile était un travail long, mais c’est la
véritable origine de ce théoréme.
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Chapitre 4

Spécialisation de la fonction de
partition Z(n; X,Y)

4.1 Relation entre A(n) et Z(n; X,Y)

On considére la spécialisation de Z suivante :

1

11
Z%(n) = Z(n;575,...75,0707...70).
Ainsi chaque sommet est désigné par la valeur % Les poids de la R-matrice R(%) sont —q~ V4, —¢/4,
—[3], =[3], [3] et [3] respectivement.

Dans toutes configurations de glace de taille n, on a :

— n sommets de configuration 1 de plus que de configurations 2

- autant de sommets de configuration 3 que de configuration 4

— autant de sommets de configuration 5 que de configuration 6
Le premier points s’explique par le fait que la somme des éléments d’une ligne dans une ASM est égal a
1, la somme de tout les éléments de cette ASM est donc égale & n, on aura n "1" de plus que de "—1".
De plus le premier points, c’est-a-dire la différence entre le nombre de sommets de configuration 1 et de
configuration 2, fixe les orientations des arétes extérieures. Donc les sommets de configuration 3, 4, 5 et
6 ne changent pas l'orientation des arétes extérieures, et un calcul rapide nous donne les points 2 et 3.

Définition 4.1. Soit x € C. On définit A(n,x) comme le poids total des ASM’s de taille n, ou le poids
d’une ASM est égal a x* ot k est le nombre de ses coefficients égauz a —1.

Soit une configuration de glace carrée de taille n dont les lignes sont affectées par X = (%, cee %) et
les colonnes par Y = (0, ...,0). On suppose qu’on a k sommets de configuration 2, c’est-a-dire que ’ASM
lite a k coefficients égaux & —1. Il en résulte qu’elle a n + k sommets de configuration 1, et n2 —n — k
sommets de configuration 3, 4, 5 et 6, et donc son poids est :

wy (k) = [ (-1)g )

On en déduit que :

Aln,2) = 1" (-1 2 (n),

otz =[3]"2=[2]+2. Pour h =22 onax=1et donc

A(n) = Aln,z) = (~1)"q"/ 42, (n).

Malheureusement, le déterminant dans le théoréme pour Z1 (n) est singulier. On va donc considérer
une spécialisation de Z(n; X,Y) proche de Z1 (n) afin d’utiliser ce théoréme.
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4.2 Fin de la démonstration

. ; . 4im TN L e e . .
Dans cette section, on fixe h = ‘“T’“, i.e g =e3 . On considére la spécialisation de Z suivante :

1 1 1
Zi(ne)=Z(n;=4+¢e,-+2,...,- +ne0,—¢,...,(1 —n)e),

2 2 2

1
2

de maniére que
lim Z

lim 73 (n,¢) = Zy(n) = (~1)"g "1 A(n).

Nl

D’aprés le théoréme [2.9] on a :

(~1)mq~ A =2 TT [(i+j+ )=+ 3]+ + De — §]
- 0<i,j<n
(Tl,€) - H [(Z — j)€]2 det ]\47

0<j<i<n

dont les coefficients de la matrice M sont :

1
TG e+ [t e 1]

On pose s = ¢°. Un rapide calcul donne

1 1 sF+14s7F

et

La fonction de partition devient :

(71)n(3n+1)/237n(n+1)/2q7n/457n2/2 1 (Si+j+1 +1+ 87(i+j+1))
. 0<i,j<n
(n,e) = [ (50972 sG—0/2)2 det M,

0<j<i<n

dont les coefficients de la matrice M sont :

-3
sititl 41 4 g—(i+i+1)’

M;; =

On va calculer le determinant de M grace aux deux lemmes suivants, ou ’on étend notre notation en
z/2_,—x/2
crochet, en posant [z]; = W

Lemme 4.2 (Cauchy). Soit X = (zo,...,Zn—1) €t Y = (Yo, ...,Yn—1) des variables, et soit T(n; X,Y) la
matrice carrée de taille n dont les coefficients sont :

? J

<0<j1;[i<n[xi - gcj]t) (o<i1<_[j<n[yi a yj]t)
] I [z :yj]t )

0<i,j<n

Alors

detT(n; X,Y) =

Démonstration. On nommera ) le numérateur du membre de droite, P le dénominateur et D le
dénominateur de T'(n; X,Y), de sorte que l'on doit prouver que D = %. En utilisant un raisonnement
similaire dans le cas de la démonstration du théoréme on prouve que R = gD est un polyndme de
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degré 0 en toutes les variables, c’est-a-dire une constante. Soit D’ le terme diagonal dans le determinant

D, c’est-a-dire :
1
D' = || 7[

0<i<n T yile

Le terme gD’ est le seul non-divisible par les [x; — y;]¢. Pour la spécialisation z; = y;, on a gD’ =1let

que tout les autres termes de R sont nuls. On trouve donc R = 1, c’est-a-dire D = %. O

On pose T'(n) =T(n;1,2,...,n,0,—1,—2,...,1 —n) la matrice carrée de taille n dont les coefficients

sont
1

=

et d’apreés le lemme 4.2
I (-
0<j<i<n
[T [i+5+1

0<i,j<n

detT(n) =

Lemme 4.3. Soit S(n;s,t) la matrice carré de taille n dont les coefficients sont :

G(iHi+1)/2 _ g~ (i+j+1)/2

S(n;5,1)ij = tG+i+1)/2 _ ¢—(i+5+1)/2
Alors
1 s1/24(i=0)/2 _ g=1/24(j—1)/2
det S(n;s,1) = 5 — v | [] -3l 11 —
e e L 0<iien [i+7+ 1]
Démonstration. Pour tout k& € {0,...,n— 1}, on a

S(TL; tk, t)ij = [k]ti+j+1 .

Or, d’aprés la remarque si x est un entier positif :

x—1
[aly = Y g2,
=0
d’ou
k—1
S(’I’L; fk, t)ij = Z A(tl_(k_l)/2)¢j7
=0

ot la matrice A(z) dont les coefficients sont
A(Z)z’j — Hititl

est de rang 1. On en déduit que le rang de S(n;t*,t) est au plus k, d’ot il existe P et Q tel que

* * 0 0
Pils(mtkat)Q: * * 0 0
—— —

k n—k

Donc les n — k derniéres colonnes de la matrice P~1S(n; s, t)Q sont divisibles par (s —t*), c’est-a-dire que
(s — tF)"~* divise det S(n;s,t). De méme (s —t~%)"~* divise det S(n;s,t) pour tout k € {1,...,n — 1}.
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D’autre part

Ris,t)= [ Y2002 - 2=z — [ 4lmi)/2gm12 (5 - 0-9)
o=t 0<i,j<n
= H (tik/2571/2 (5 — tk))Card({(iaj)E{O,..47n—1}2/i_j:k})
—n<k<n
- I1 t—k(n—IkD)/2 g(Ikl=n)/2 (s _ tk)nflkl
—n<k<n
= 52 (=)t
—n<k<n
et

H (s _ tlc)”*lk\

—n<k<n

est un polynéme en s de degrés n?. Or 3"2/2(det S(n;s,t)) est aussi un polynéme en s de degré n?. Donc
la factorisation de det S(n;s,t) par R(s,t) nous donne un polynoéme en s de degré 0. De plus, on peut
écrire :

. _ 1+5+1)/2 i+j5+1)/2 1]
S(n;s, )i = (s< /2 _ = (i+i+1)/ ) Ty
Le coefficient dominant de det S(n;s,t) est donc
det T'(n)
(t1/2 _ t71/2)n :
On conclut ainsi que :
detT
det S(n; s,t) = etT(n) R(s,t).00
n

(t1/2 — t-1/2)

On a —M/3 = S(n;s,s?), et son determinant est donné par le lemme La fonction de partition
devient donc :

(_1)71(37l+1)/237n(n+1)/2q7n/487n2/2 H [3(Z+j + 1)]5

Z1/2(n§5) H (81/2 — 31/2)2[5%7;]2”
0<j<i<n
(=3)" 3G —5)]2 [8s[3(i —5) +1]s(s"/% — s7/2)
Nt W S N 0 ) S RS

_ (_1)n(3n+1)/2(_1)nq—n/48—n2/2 H [3(2 — j)]s
0<i<i 3[i = Jls
Sgi<ai<n

[T BG—=5IsB6—5)+ (=[G —35) —1]s)

0<j<i<n

<o< I —m) (n B+ + 1)}5)

(71)nq7n/4$7n2/2 H [3(i —4)]s ﬁ 1§j1;£i+1[]]5
0<j<i<n 3l — gl imo L Dl
- 1<j<n+i

Quand £ — 0 (i.e s — 1), d’apreés la remarque les crochets disparaissent, et on obtient :

n—1 i
Z1/2(n) = (_1)nq—n/4 (H (31-1-1)l> .

pals (n+1)!

Et on conclut :
n—1

Am =] (Bk+1)! 11417 (30— 2)!

(n+k)!  nln+1)---(2n-—1)"
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