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Cet article vise a exposer et détailler I’article d’André Weil : Numbers of solutions of equations
in finite fields qui est une introduction aux conjectures de Weil.

Dans un premier temps on énoncera les conjectures de Weil (partie 1) puis on étudiera un peu
d’analyse harmonique sur les groupes finis (partie 2), les corps finis et le théoreme de Hasse-
Davenport (partie 3) pour pouvoir attaquer l'article de Weil. Nous verrons le cas des variétés
diagonales affines (partie 4) puis une interprétation des conjectures de Weil par 1’étude de la
fonction zeta des variétés diagonales homogenes projectives (partie 5). Pour finir, un petit his-
torique des développements sur les conjectures de Weil (partie 6).

Soit r € N*,ng,...,n. € N*,ag,...,a, € IFqX et on cherche a compter le nombre de solutions des
équations du type :

aoxy’ + ... +apz;" =0,

ou les x; sont dans le corps fini [F;,. On suppose les a; tous non nuls. On note N le nombre de
solutions de I’équation.

1 Les conjectures de Weil

En 1949, André Weil énonca ses fameuses conjectures sur le nombre de solutions des équations
a coefficients dans les corps finis. Ces conjectures lient fortement 'arithmétique de variétés
algébriques sur les corps finis et la topologie de variété algébrique définis sur les complexes.

1.1 Enoncé des conjectures

Soit X une variété algébrique sur . Par exemple, 'ensemble des solutions dans ’espace affine
ou projectif d'un nombre fini d’équations polynomiales a coefficients dans IF,. Pour chaque entier
v > 1, on peut définir le nombre N, de points rationnels de X sur I’extension F,r. Les nombres V;
sont d’une grande importance dans I’étude des propriétés arithmétiques de X. Pour les étudier,
on définit la fonction zeta de X :

“+o00

Z(X,t) = exp (Z Nyt:> .
v=1

On peut maintenant énoncer les conjectures de Weil :

Théoréme 1.1 (Théoréme de Weil)
Soit X une variété sans points singuliers de dimension n définie sur le corps F,. Soit N, le
nombre de points rationnels de X sur l'extension F. Alors :

ot Z(U) est une fraction rationelle en U, vérifiant I’équation fonctionelle :

Z(q;lU) — £g™2UXZ(U),

ot x est la caractéristique d’Euler-Poincaré de X (nombre d’intersections de la diagonale avec
elle-méme sur le produit X x X ). De plus :

CPUU) - P (U)
AU = By Po(U)




avec Py(U) =1—-U, Po,,(U) =1—q"U, et, pour 1 <h <2n-—1:

By,

Py(U) =[] (1 = an,U),
=1

ot les ay,; sont des entiers algébriques de module g2,

Les degrées Bj des polynomes Pj sont appellés nombres de Betti de la variété X. La ca-
ractéristique d’Euler-Poincaré y est définie par la formule :

X = Z(*l)hBh-
I

1.2 Cas faciles : les espaces projectifs

On calcule facilement la fonction zeta de l'espace projectif P pour tout n > 1. En effet, pour
tout v > 1, le nombre de points dans ’extension de degré v de P" est :

N,=1+¢"+---4+q".

Ainsi :
+oo TV
log(Z(P™, T = 1 V... g
og(Z(P",T)) ;(+Q+ +q")—
k=0v=1 v

n

= Z —log(1 — ¢*T).

k=0
Ainsi la fonction zeta de I’espace projectif P" est la fraction rationnelle :

1
(1-T)1—qT)---(1—q"T)

Z(P",T) =

On voit sans difficulté que cette fonction satisfait les conjectures de Weil.

Remarque 1.2
On a Uanalogie entre le calcul du nombre de points pour les espaces projectifs sur les corps finis
(1+q+---+4q") et la décomposition cellulaire :

Pr(R) = A"UPPL(R)
= A"UR" U . URUO®.

Si R est un corps fini, on obtient immédiatement le nombre de points. Si R est le corps des
complexes, on peut calculer ’homologie singuliére de P"(R).

2 Analyse harmonique des groupes abéliens finis

2.1 Caracteres des groupes abéliens finis
Soit G un groupe abélien fini. On note n = card G.

Définition 2.1
On appelle caractére de G tout homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif C* des
nombres complezes.



Les caractéres de G forment naturellement un groupe Hom(G, C*) que 'on note G et que l'on
appelle le dual de G.

Le cas G cyclique nous intéresse tout particuliérement car nous regarderons les caractéres du
groupe multiplicatif d'un corps fini . Soit donc G cyclique d’ordre n et on fixe w un générateur
de G. Puisque w est d’ ordre n, son image par tout caracteére est une racine n-eéme de 'unité.

Inversement, si a € {0, o n, e "Tfl}, il existe un unique caractere y, tel que

2iTa

Xo(w) =e

En effet, o est défini par xo(w*) = €2™* pour k € Z. Comme w engendre G, Y, est bien défini

sur G. On a montré :

Proposition 2.2
Soit G cyclique d’ordre n et w un générateur. Alors lapplication

{o,2,... =1} — G
o = Xa

ol Xao(w) = €™ est une bijection.

Remarque : En fait, xaXo = x5 o0t § est I'unique élément de {0, %, cee ”Tfl} tel que a+ao’ = G[1]
si bien que G est cyclique, engendré par x;/, et isomorphe a G.

Proposition 2.3
Soit G un groupe abélien fini, alors G est isomorphe a G.

On sait que G est un produit de groupes cycliques. Or, si G et H sont deux groupes abéliens
finis, on établit facilement I'isomorphisme G x H ~ G x H. La proposition 2.3 découle donc de
la proposition 2.2.

2.2 Relations d’orthogonalité

Proposition 2.4 (Relations d’orthogonalité)

Soit x € G, on a :
n st x =1,
S ={ 4 %
= 0 six#1.

n str=1,
ZX(JE):{ 0 six#l.

xe@

Dualement, si x € G alors :

En effet, pour la premiere relation d’orthogonalité, soit x € G non trivial et y € G tel que

x(y) # 1. Alors
D x(@) =Y xwxw'z) = x> x('z) =x@) Y_x(z) = x() Y _ x(x).
zeG zeG zeG zeG zeG

La relation est prouvée pour tout x non trivial et elle est triviale pour x = 1.
Pour la seconde relation d’orthogonalité, il suffit d’appliquer la premiére relation pour le groupe

H =G et le caractere 7 € H = G défini, pour y € @, par Z(x) = x(x).

Définition 2.5
On définit un produit scalaire hermitien sur C :

G / 1 TN
vf.feC nZGf



Proposition 2.6
Ona:

~ 1siy=y

En effet, cela découle immédiatement des relations d’orthogonalité.

Proposition 2.7
L’ensemble G est une base orthonormée de C% muni de {.,.).

2.3 Sommes de Gauss

Les sommes de Gauss lient un caractere multiplicatif et un caractere additif. Elles sont tres utiles
et elles ont de nombreuses applications. Une grande partie de 'article de Weil utilise de telles
sommes. L’introduction des sommes de Gauss par Weil est I'une des grandes astuces utilisées
pour répondre au probleme.

Soit ¢ un caractere additif fixé non trivial de F,. On définit la somme de Gauss g(x) ou x
est un caractere multiplicatif non trivial de F; (x est un caractére de F; que 'on a prolongé en
0:1six est trivial et 0 sinon) :

9(x) =Y x(@)v(z).
z€elF,
Proposition 2.8
Pour tout caractére x non trivial de Fy, la somme de Gauss g(x) vérifie :
9(x)9(x) = ¢
Remarque : Si x est trivial alors g(x) = 0 d’apres les relations d’orthogonalité pour (Fg,1)).

Comme Yy est supposé non trivial, x(0) = 0 donc :

400900 = (Zx@)w(m) (Zx@—lw(—y)) =3 et — ).

z#0 y#0 y#0 £7#£0

Si 'on effectue le changement de variable z < zy, dans la somme sur z, on obtient :

90900 = D> x(@)w((@—1)y)
y#0 x#0

= > x(@)Y ¥z —1)y).

x#0 y#0

Si x # 1 alors, 9 étant non trivial, on a d’apres les relations d’orthogonalité :

D Wz - 1)y) = —¢((z— 1) x 0) = -1,
y#0

et si z =1 alors :
> Wz —-1)y) =q-1.
y#0
Ainsi : L
900900 =q— > _ x().
x#0
On a choisi x non trivial, donc la seconde somme est nulle, et donc :

9(x)9(x) = q.



2.4 Transformée de Fourier

On définit la transformée de Fourier F I’application qui a toute fonction f sur F,, a valeurs dans
C, associe F¢ :
Yy € Fy, (FH(y) = Y F(@)i(ay).

z€Fy

Proposition 2.9
Pour toute fonction f sur Fy, a valeurs dans C, on a :

Vz € By, (F2£)(2) = qf(—2).

En effet, soit z € F, alors :

(F2H(z) = DD f@)lay)e(yz)
= > @)Y ¢y +2)
x Yy

= Y a2 wlay)

= qf(-2)

Pour la derniere égalité, quand = # 0 alors la relation d’orthogonalité implique Zy P(xy) =0
et quand z = 0 alors ) ¢ (2y) = g.

Proposition 2.10
Pour tout caractére x non trivial et tout y € Fy, (Fx)(y) = aOOx Hy).

1

En effet, (Fx)(y) = Zzqu X(x)Y(zy) et si l'on remplace = par ty~" on obtient :

(F)@W) = > xty ) = xy g

teF,

Proposition 2.11
Pour tout caractére x non trivial et touty € ¥

dex eny :
1) = 2% T = 2 S 3 @at).

q 1 {cF,

X

¢+ on al’égalité, appelé développement de Fourier

En effet, d’apres la section sur les sommes de Gauss on sait que g(x)g(x) = ¢. Il suffit donc de

montrer que g(x)x(y) = (Fx)(y) ce qui évident d’apres la proposition 2.10.

2.5 Somme de Jacobi

Pour prouver la loi de réciprocité quadratique, nous avons besoin de savoir multiplier deux
sommes de Gauss. Pour cela, on introduit les sommes de Jacobi qui vont également étre utiles
pour la suite de 'article.



Soit Xa, €t Xa, deux caracteres multiplicatifs non triviaux de F,. Calculons g(xa,)9(Xas) :

9(Xa1)9(Xas) = ( > Xm(flf)w(:v)> ( > Xas (y)w(y)>

z€F, yelF,

= Z Xa1 Xaz )¢($+y)

z,y€Fq

= Z Xan (%) Xan (Y — ) (y)

z,y€lg
= Z Xa (%) Xao (Y — ) + Z Xay (T)Xao (—2).
z€F,yeFy z€Fq

La seconde somme est égale a

Z Xai (Z)Xas (—2) = Xas (— Z Xai (Z)Xaz (T) = Xaz(—1) Z (Xa1 Xas ) (2)-

z€Fy z€lFy z€F,

La relation d’orthogonalité entre les caracteres implique que la seconde somme vaut 0 si X, Xay 7
1 et gXa,(—1) sinon (cette derniere expression est bien symétrique en a; et ag).

Pour le calcul de la premiere somme, on remplace x par yt :

Y X @)XW —2)(Y) = D X (W) Xao (¥ — y1)¥(y)

= E XalXaz E Xa1 Xaz - )
ye]FX tE]Fq

On est conduit & la définition suivante :

Définition 2.12
Sott Xag, Xars- - - s Xa, des caractéres. On appelle somme de Jacobi de Xay, Xays - -5 Xa, €t L'on
note J(Xags Xais - -5 Xay) L@ convolée de Xags Xays - - - Xa, €valuée en 1 :

J(Xoéoa ce 7Xom~) = (XOéo * Xy * 0 'Xar)(l)‘

Proposition 2.13
S0it Xa, €t Xa, deux caracteres de Fy non triviaus et Xa,Xa, 7 1, alors

9(Xa1)9(Xaz) = 9(Xa1 Xaz) I (Xar Xas)-
En effet, cela découle du calcul précédent de g(xa,)9(Xas)-

Proposition 2.14
r—1
Soit Xays- -+ Xar des caractéres. La somme de Jacobi J(Xay,-- -, Xa,) €st de module ¢ 2 .

En effet, posons

ap=—ap — - —Qy et S(a) = Z Xoo (U0) Xy (1) * +* Xauy (Ur).



En utilisant le développement de Fourier de x,, (Proposition 2.11), on a :

S(a) = 2:( “Ozym tw) (“?Jzkmwmmo

Z u; =0 tr

= qirilg(Xao) e g(XOér) Z yao (t() Xar Z (Z ti ul)

to,....tr Zul

Le groupe {u = (ug,...,u,), Y., u; = 0} est un groupe d’ordre ¢" sur lequel u — (3, t;u;) est
un caractere. La somme de toutes les valeurs de ce caractere sur ce groupe vaut ¢" si le caractere
est trivial et 0 sinon. C’est-a-~dire ¢" si les ¢; sont égaux et 0 sinon. Ainsi :

S(a) = 1g(xao 9(Xa,) Zxao ** Xay (b)-

Les o vérifient ), a; € Z donc si t # 0 alors X, (t) - - Xq, (t) = 1, et si t = 0 le produit est nul.
Finalement :

S@zib%Jmm»

Donc S(a)S(a) = (¢ — 1)?¢"~! et donc S(a) est de module (g — 1)q%1.
Maintenant, on remarque si ug est nul alors le produit des xq,(u;) est nul. Ainsi on peut faire le
changement de variable v; = —:—é. Ainsi :

S(a) = > Xao (o) [ | X (—uovs)

u0#0, v1+-+v,=1 =1

= Xai+-ta, (—1) Z Xa; (V1) " Xa, (vr) Z Xag-+-+a, (U0)

v1t-Fop=1 up7#0

= (= DXarttar (=D (Xars -+ Xa)-

Ainsi J(Xays- -+ Xa,) €st de module qTT_l.

2.6 Analogie avec les fonctions Gamma et Beta en analyse complexe

Il est intéressant de remarquer quelques analogies avec les fonctions Gamma et Beta tres utilisées

en analyse complexe :

— En effet, on fait I’analogie entre la somme et I'intégrale, x(t) et t%, 1(t) et e~'. La mesure %
est invariante par translation tout comme I’ensemble sur lequel la somme porte.

oo . dt
Go= Y xue) e Ta)= [ et
teFy 0
— On reconnait des deux cotés une convolution.
1
TOox) =D xtx' 1 —1) o B(zx,z') = / (1 — ) .
teFy 0
— L’analogie est claire ici :
G()G(X) = G(xx)JI(x, X" — ['(z)(z") =T'(z + 2")B(x,2").

— Moins clair mais on peut tout de méme y voir une analogie :

G)Gx H=x(-1)g < T@I(l-2)=

™

sin(mx)’



3 Extensions de corps finis

3.1 Corps finis, norme et trace

Soit ¥ € N*, on considere 'extension de corps Fg /F, ol ¢ est une puissance d’un nombre
premier.

Définition 3.1
La norme (resp. la trace) est Uapplication qui a tout x € Fgv associe le déterminant (resp. la

trace) de Uapplication
7nx: { E}u — Fqu

y — yz.
On note N(.) (resp. Tr(.)) la norme (resp. la trace).

On rappelle qu’on a fixé w un générateur de F fixé.

Proposition 3.2
1l existe un générateur z de ¥, tel que N(z) = w.

En effet, la norme de z est :
v—1 ¢¥-1
N(z) = oMotota ™ A

La norme N(z) est d’ordre ¢ — 1 donc il existe & € N premier avec ¢ — 1 tel que w = N(z)* =
N(z%). On vérifie facilement que le noyau de N est Pensemble des 2241 o1 \ parcourt Z. On
cherche donc \ € Z tel que 22 Ma~1) soit générateur de quu, c’est-a-dire o+ \(¢ — 1) est premier
avec ¢ — 1. On vérifie que

A= H D

pEP,plg¥ —1,p\c

convient.

En effet, si p est un diviseur premier de o + A(q — 1) et ¢¥ — 1 alors :

— si p divise a c’est que p ne divise pas A par construction et donc p divise ¢ — 1 ce qui est
absurde car « est premier avec g — 1.

— si p ne divise pas «, par construction p divise A mais c’est impossible car alors p diviserait
(a+A(g—1))=Ag—-1)=a.

Ainsi a + A(q — 1) est premier avec ¢¥ — 1.

Proposition 3.3
La norme et la trace sont surjectives.

On vient de voir dans la proposition précédente qu'il existe un élément z € Fy s’envoyant sur
un générateur de F,. C’est donc que la norme est surjective.

Soient o1,...,0, les n Fj,-plongements. Supposons que pour tout z € Fgpo,Tr(x) = 0. Par
definition de la trace,on obtiendrait

o1+...+0, =0,

ce qui contredit le lemme d’independance lineaire de Dedekind. Donc, il existe xg € Fgv tel que
Tr(zg) = N\ # 0. Pour conclure quant a la surjectivité, il suffit de remarquer que pour tout
AeF,, ona
A
A=Tr(—mxg).
(5 20)

Proposition 3.4
Tout polynome irréductible sur Iy se factorise sur Fgov en produit de polynomes de méme degré.



En effet, notons sa factorisation en produit de facteurs irréductibles sur Fgv :
P=P...P.

On note :
G = Gal(Fqu/Fq) et FiXG(Pl) = {O’ eG: P = Pl}

Soit () définie par :
Q= ]] 7Py,

oe€G/Fixg(Pr1)

ou le produit porte sur un systeéme de représentants de G/Fixg(P).

Montrons alors que () = P en montrant qu’ils se divisent 'un autre.

D’une part, par construction, @) est le produit des polynoémes qui sont dans ’orbite de P; sous
G, donc @ est invariant par G et ainsi @) € Fy[X]. Comme P est le polyome minimal d’une des
racines de P sur Fg, et ( annule cette racine, on en déduit P|Q.

D’autre part, deux facteurs de ) sont premiers entre eux car irréductibles sur Fgv et distincts.
De plus, P, divise P donc pour tout o € G :

PP = P,
si bien que le produit des 7P divise P : Q|P.
Ainsi Q = P et P se factorise sur Fy en produit de polynomes de méme degré.

3.2 Théoreme de Hasse-Davenport

La preuve que nous donnons de ce théoreme est celle que donne 'article de Weil.

Soit v € N*, on considere 'extension de corps Fg/F, ol ¢ est une puissance d’un nombre
premier. D’apres la proposition 3.2, il existe un générateur z de IE‘;V tel que N(z) = w. On définit
alors Y/, le caractére multiplicatif de Fpv qui vérifie ¥/, (2) = €*™, a vérifiant a(g” — 1) = 0[1].
Si « est tel que a(g — 1) = 0[1] alors pour tout y € Fov, x4 (y) = Xa[N(y)]. De méme, on définit
Y’ le caractere additif de Fgv vérifiant pour tout y € Fgv, ¢’ (y) = ¥[T'(y)]. Ce caractére est non
trivial car on sait d’apres la proposition 3.3 que la trace envoie Fgv sur [F,. On définit maintenant
g'(x},) la somme de Gauss sur Fyv :

00 = D X ().

y€EF v
Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.5 (Hasse-Davenport)
Les sommes de Gauss g'(x},) et g(xa) vérifient :

—9' (Xa) = [-9(xa))”-
Pour prouver ce théoréme, on consideére les polynomes unitaire de Fy[X] :
FX)=X"+aX" "+ +c,
ou n € N*. On définit alors le nombre A(F) :
A(F) = Xa(en)p(c1).

Proposition 3.6
Soit deux polynomes unitaires de Fy[X] : Fy et Fy, on a la relation

ANFLFy) = MNF)MF).

10



En effet :
FF, = (X"+eaX" 4+ 4+e) XM +di X+ +dp)
= Xntmy (di + Cl)Xn+m_1 + ...+ cndm.
Donc A(F1F2) = Xa(cndm)(c1 + di1) = Xa(cn)Xa(dm)(c1)Y(d1) = MF)A(Fy).

Proposition 3.7
Pour tout polynome F de Fy[X], on note n(F) le degré du polynéme F et U une indéterminée,
alors on a lidentité formelle :

L+ Y AE)UE) =T - Ap)yumP))
F

P

ot la somme porte sur tous les polynomes F' unitaires de Fq[X] et le produit porte sur tous les
polyndémes P irréductibles unitaires de Fy[X].

Cette identité provient du fait que chaque polynéme F' s’exprime comme un unique produit de
polynomes irréductibles et A\ est completement multiplicatif.
En fait, on peut nettement améliorer la proposition précédente, en effet :

Proposition 3.8

La somme Z MFYU™) ne contient qu’un seul terme :
F

1+ g(xa)U = [ = MP) U]
P

On remarque que les F' € F,[X] unitaires de degré 1 sont les polynémes X + ¢ o ¢ parcourt Fj,.

Ainsi :
> /\( U™ =3 " xale)y(c)U = g(xa)U.

F, n(F)= €l

Pour les polynémes F de degré n > 2, F est de la forme X" + ¢; X" ! + ... + ¢, donc :

YooxEUME = 3 xalen)d(en)U”

Fn(F)=n (1, cn)€FY

= ¢"7 D Xalew)(e)U"

(c1,cn)€F2

= "7 ) Xalen) > $(e)U"

cn€Fg c1€F,
= 0.
La derniere égalité provient des relations d’orthogonalité.
De méme, si F/(X) = X"+ d1 X" ! +--- + d, est un polynéme sur F,, on pose :
N(F') = Xo(dn)¥' (da).
On obtient de méme, en prenant une autre indéterminée, 'identité formelle :

L+¢'(xa)U’ =[] =X (@)um)
Pl

ou le produit porte sur tout les polynomes unitaires irréductibles de Fgv

11



Proposition 3.9
Soit P un polynéme unitaire irréductible sur Fy de degré n, P' un des facteurs irréductibles de
P sur Fp et d= (n,v). Alors :

N(P') = \(P)"/".

En effet, soit P un polynéme unitaire irréductible sur F, de degré n, P’ un des facteurs
irréductibles de P sur Fg de degré n’ et d = (n,v). Soit —¢ une racine de P’. Alors F,(¢)/F,
est une extension de degré n et Fy (§)/Fgv est une extension de degré n'.
L’extension Fyv (§)/F, est de degré nv/d le ppcm de n et v car Fy (§) est le compositum de Fv
et Fg(&) qui sont respectivement de degré v et n sur F,. De plus, 'extension Fy (§)/F, est de
degré n'v car [Fgv (§) : Fy] = [Fgv (§) : Fgo].[Fgv : Fy] = n' v
Ainsi ' = n/d et P possede d facteurs irréductibles sur Fp tout de degré n/d. De plus, si
a = Ng,(¢)/r,(§) et b = Tf (¢)/r,(§) sont respectivement la norme et la trace de ¢ relatives a
I'extension Fy(¢)/IF, alors :

P(X)=X"4+bX""14+...1a

Ainsi :
A(P) = Xa(a)i(b).

De méme, si a’ = Ng_, ¢)/F,. (§) et V' =Tk, (¢)/r,. (§) sont la norme et la trace de ¢ relatives a
'extension Fyv (§)/Fgv alors :

N (P") = xa (@) (') = xa(Ne,. /5, (@ )Y(TE,, r, (V)

Nr.p,(@) = Np,/r,(Nr.(6)/Fw (§)
Nr,. ¢)/F,(§)
Nr,(¢)/F, (NF () /F,(6) (§))
- N%@)/Fq(f”/d)

aV

Et, de méme, T , 5, (V') = (v/d)b.
Ainsi :
N(P') = \P)/d.

La proposition est démontrée et on peut maintenant terminer la démonstration du théoreme de
Hasse-Davenport :

On sait que :
!/

1+ g/(X:y)U, _ H[l . )\/(P/)U/H(P/)]_l.
P

En réunissant les facteurs irréductibles de P sur Fyv et en remplagant U’ par UY, on a :

L+ 0U” =] T] 0t -N@)H o)1

P P/ P/|P

En utilisant la proposition précédente, si P'|P et P"|P alors N (P') = N(P") = MP)"/? et
n' =n donc [1 — X (P)(U)"]~1 =[1 = N(P")(U")"]~' = [1 — A\(P)Y/4U™/4]~1, Ainsi :

L+ ()0 =TT - Ay /oy
P
Soit ¢ une racine primitive rvieme de I'unité, alors :

v—1

[[a =P (CU)") = (1 = APy /iUl

1=0
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v—1
En effet, il faut prouver H(l — X¢™) = (1= XY/ 1 suffit de regarder les racines de ces deux
i=0
polynémes. Soit zo une racine fixé de X*/¢ —1 = 0, il y a exactement d valeurs de i tels que
¢ = xo. En effet, d est le pged n et v et xg est de la forme (% Ainsi :

v—1
L+g (U = TTTIC - xe)cuym™

P =0

v—1
= [IIIa - xeycoym™

1=0 P

v—1

= H (1 + g(Xa)CiU)

Le théoréme est démontré.

4 Nombre de points dans les variétés diagonales affines

Soit r € N*, ng,...,n, € N, ag,...,a, € IF; et on cherche a compter le nombre de solutions des

équations du type :

apxy® + ...+ apx)” =D,

ou les x; sont dans le corps fini [F,. On suppose les a; tous non nuls. On note N le nombre de
solutions de I’équation.
4.1 Premier cas : une inconnue

Soit m un entier fixé, on pose d = (n,q — 1) le pged de n et ¢ — 1. On étudie le nombre de
solutions de I’équation ™ = u en fonction de wu.

Proposition 4.1

Ona:
1 stu=0,
#{r: 2" =ut=¢ d siu#0 et u est une puissance diéme,
0 siuz#0 et un'est pas une puissance dieme.
Preuve
— Si w est nul, il est clair qu’il n’y a qu'une solution.
— Si uw est non nul et u est une puissance d—iéme alors #{z : " = u} = d. En effet, soit

[iFy = Ffu—utetg: Ff —Ffu— u?. Démontrons que Im(f) = Im(g). Comme d
divise n, on a Im(f) C Im(g). On rappelle que w est un générateur de F alors

Im(f) = {(w*)", k € Z} = {(w")*, k € Z} = (w").

Ainsi Im(f) a pour cardinal 'ordre de w™ c’est a dire (¢ — 1)/d. De méme, Im(g) a pour
cardinal I'ordre de w? c’est & dire (¢ — 1)/d. Ainsi Im(f) = Im(g).

Il y a donc exactement autant de racines dieme que de racines niémes. On sait qu’il y a moins
de d racines diémes car le polynome X — u ne peut avoir plus de d racines. Il possede une
racine x par hypothese, et on peut trouver toutes les autres racines en multipliant x par les
racines diemes de l'unité. Ainsi #{z: 2" = u} = d.

13



— Si u est non nul et n’est pas une puissance dieme alors il n’y a aucune solution. En effet, par
, . sy s . <qs d
contraposée, si x était une solution alors on a =" = u c’est-a-dire (:c"/ d) = u.

Proposition 4.2
On peut calculer #{x : 2" = u} a l'aide des sommes de Gauss :

#{x: 2" =u} = Zxa(u),

ot la somme porte sur les o vérifiant ad = 0[1] et 0 < a < 1.

En effet, si u = 0 alors la somme vaut 1 car xo(0) = 1. Sinon, on peut écrire u = w! pour un
certain [ € N donc :

—_

d—
ZX&(U) _ Ze2i7r.lj/d.
o J

. . N i .

Si u est une puissance dieme alors = est entier donc la somme vaut d.

Si u n’est pas une puissance diéme alors la somme est nulle (c’est la somme de toutes les racines
diemes de 'unité).

4.2 Le cas-clé : r inconnues et second membre nul

T
La premiere étape consiste a partitionner ’ensemble solution S. Le nombre de solutions final

sera la somme du nombre de solutions sur les ensembles de la partition.
On note par la suite N;(u) le nombre de solutions de 1’équation z™ = u et N le nombre de
solutions de apzy® + ...+ ayz]" = 0.

On cherche ici a résoudre 'équation agz(® + ...+ a,x)" = 0 ou les z; sont dans le corps fini .

4.2.1 Partition de ’ensemble solution

On note L : IFZH — Fy la forme linéaire définie par

T
YVu = (ug,...,uy) € IF‘JH, L(u) = Zaiui.
i=0

On définit p et f par :

p: IF;Jrl — F2+1 f=Lop.
(2i)i=0,..r — (@]")i=0,..,r

Alors f((x;);) = 0 si et seulement si u = p((x;);) € L1(0). Ainsi :
N = card(f~1(0)) = Z card(p!(u)) = Z No(ug) - - - Ny (uy).
ueL=1(0) u€Ker L
Et donc on a la

Proposition 4.3
Soit N le nombre de solutions de Uéquation Y ;_,a;x;" =0, alors :

N= > No(ug) - Np(uy),
ueL—1(0)
" appartenant au sous-espace vectoriel Ker L = L=Y0) de

dimension r (L est une forme linéaire non nulle).

la somme portant sur les u € Iy
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4.2.2 Utilisation des sommes de Gauss

En utilisant les propositions 4.2 et 4.3, on obtient la

Proposition 4.4
On peut calculer N a Uaide des sommes de Gauss :

N= 33 Xao(to) v (),

ue€L~1(0) aeX
ot l'on a noté o le multi-indice (g, ..., o) € [0;1[7T! et X est I'ensemble des o qui vérifient

apdo = 0[1],. .., ard, = 0[1].

Pour u quelconque et o = (0,...,0) on a :

T

HX%'(UJ‘) = HXO(Uj) = H 1=1.
J=0 j=0

j=0

Ainsi :

N = Z 1+ Z Z Xao (10) - - - Xan (Ur)

u€Ker L ueL=1(0) aeX\{(0,...,0)}

= ¢+ Z Z Xao (U0) -+ * Xa, (ur)-

aeX\{(0,...,0)} ueL=1(0)

Le multi-indice (0, ...,0) fait donc apparaitre un ¢". Parmi les autres multi-indices beaucoup ne
contribuent pas. En effet, on a le lemme suivant :

Lemme 4.5
Soit « € X\{0,...,0} tel que oy = 0 pour un certain j € {0,...,r}. Alors

D Xaolw0) -+ Xa, (ur) = 0.

ueL—1(0)
Quitte a permuter les indices, on suppose qu'il existe s € {1,...,7} tel que oy = ... = @, =0
et les ap, ..., as_1 sont non nuls. On a :
A = Z Xao (40) * ** Xa, (ur)
ueL—1(0)
= Z Xao (20) =+ Xag_y (Us—1) X T X -+ x 1
ueL—1(0)
= Z Z Xao (40) *** Xovg 1 (Us—1)
(us,.,.,ur)EF275+l (40, us—1)EFY
= ¢ YT Xao(0) + Xau_, (us-1)
(uo,...,’u,S,l)GIFZ
s—1
= ¢ D0 X (wa)
i=0 u;€F,
Or, comme «y, . . ., as_1 sont tous non nuls, chacun des facteurs, & savoir chaque somme Zuiqu Xo,; (Ui),

est nul (on reconnait la relation d’orthogonalité avec le caractere trivial) . Finalement, A est nul
et le lemme est démontré.
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Proposition 4.6
Ona:

N=q¢"+> Xao(uo) - Xa, (),

ot u parcourt L=(0) et les a = (ap, . . ., o) vérifient ayd; = O[1] et oy & Z (ce qui revient & dire
que Xa, n’'est pas le caractére trivial).

4.2.3 Changement de variable et apparition des sommes de Jacobi

On va maintenant faire apparaitre les a; pour sommer sur un ensemble plus simple & ’aide d’un
changement de variable. Puis, apres quelques calculs, nous reconnaitrons une somme de Jacobi
et des propriétés en découleront.

Comme les caracteres sont des morphismes, pour tout i € {0,...,7} et u; € Fy, on a xq,(u;) =
Xa; (@5 1) Xa; (aiu;) (les a; sont non nuls par hypothese) et donc :

N=q+>_ (Xao(aal> - -Xar(a?1)> (Xao (aguo) - - 'Xar(arur))-

Comme le premier facteur dans chaque terme de la somme ne dépend pas de u on peut écrire :

N =432 | (ool ~xar<a:1>)Z(x%(aouo)mxar(arur))].

u
La somme porte sur les u appartenant & Ker L, c’est & dire les u qui vérifient >, a;u; = 0. Si
on fait le changement de variable u = a;u; alors :

=q + Z (Xao aO “* Xa, (ar 1)) Z (Xao (up) *** Xan (u;))] .

ul+...+urn=0
Abandonnons les ’ et notons, pour a = (ay, ..., a,) un (r + 1)-uple de caracteéres non triviaux :
S(@= Y Xao(uo) - Xa,(ur).

ug+...+ur,=0
Dans S(a), si ug = 0 alors le produit des xq, (ui) est nul donc on peut se restreindre & prendre
U
la somme sur les u tel que ug + ... +u, = 0 et ug # 0. Ainsi on peut poser v; = —(1 < i < 7).
U

On a:

Sla) = Z Xao(10) * Xay (U0)Xas (V1) - - Xa, (W0) Xa, (vr)
uo#0,14v1+...4v,=0

- Z Xon (V1) -+ Xan (1) Z X,@(UO)a

1+v1+...4+v-=0 u07#0

ou f=ag+...+ a,. Si [ est entier alors x est trivial et la somme sur les ug # 0 des xg(uo)
est égale a ¢ — 1. Si 3 n’est pas entier alors cette somme est nulle.

4.2.4 Somme de Jacobi

Dans 'article, André Weil appelle somme de Jacobi pour le corps F, le complexe j(a) défini par

j(a) = S(a)/(g—1). On a:
J@=" > Xer(v1) Xay (0r)-

14v14...4v-=0
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j(a) est en fait presque une somme de Jacobi comme on ’a définit plus tot :

](OZ) = XQ1+"'+QT(_1)J(XC¥17 s 7Xar)'

On obtient 'expression pour N :

N = ¢+ Xaolag") - Xa,(a;)S(a)

= ¢"+(@= 1)) Xaolag") -+ xav (a;)j(),

ou la somme porte sur les « vérifiant d;a; € Z et 0 < a; < 1 pour tout 7 et la nouvelle condition
IS8

Z a; € 7.
=0

4.2.5 Estimation de N
On sait que :
N—=q¢ =(@=1)> Xaolag") - Xa,(a;")j(a),
o
on obtient ainsi ’encadrement pour N :
[N —q"| < M(q—1)g" V7,
ou M est le nombre de (r + 1)-uplets (a, ..., q,) vérifiant

Vie{0,...,r}:0 < oy < 1,dsoy; € Z, ZaieZ.

7

L’entier M dépend uniquement des d;. On obtient un encadrement pour N qui ne dépend pas
des coefficients a; de 1’équation.

4.3 Le cas r inconnues et second membre non nul

On peut maintenant calculer N; le nombre de solutions de I’équation

T
Z a;z] +1=0.
i=0

-
En effet, si NV est le nombre de solutions de I’équation Z a;z;" = 0 et N’ le nombre de solutions

=0
r

I . g q—1 __ q—1 .
de I’équation E a;r;" + ;1 = 0 alors, comme z,,; vaut 1 sauf en 0, on a :
i=0

N/:(q—l)Nl—l-N.

On peut obtenir une expression plus explicite de N1 en prolongeant j :

Soit o = (a1, ..., g, g1, - - ., g ) tel que :
— Vie{0,...,8/}ZdiaiEZ,ZiaiEZ.
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- Vie{0,...,s},0<a; < 1.
~Vie{s+1,...,8},a;,=0.
Alors on prolonge j en « par :

(—1)8,_5]'(010, e ,Oés).

j(Oéo,. . .,045/)

On sait que :
N=q¢+@-1) > Xalag) - xXa (a;")j(a)

et
N=¢"4+@-1) > Xaolag" Xar (@7 )X, (1)i(a)
a=(ag,...,0r41)
Ainsi :
N' — N
R —
qg—1
1 _ _ .
= 1 [q’”“ —(g=1) > Xaolagh)Xar (@, )Xoy (1)i(a)

O‘:(a07~~~7ar+1)

@D Y veolag)xe <a:1>j<a>]

a:(O‘O:--wa'r)

T

= +Zxa0(aal)...Xar(a;l)j(ao,...,ozr,—ZaZ).
o

1=0

La derniere somme porte sur les o = (g, ..., q1) ou Vi € {0,...,r + 1}, djo; € Z, Y, 0, € Z
et Vi € {0,...,7},0 < a; <1 et a,41 peut étre nul.
Comme « est & 7+ 2 composantes, le module de j(«) est plus grand : j(a)j(a) = ¢". On obtient
alors I'encadrement pour Ny :

IN1 — ¢"| < Miq"/?,

ol M; est donné par
My = (do—l)-"(dr—l) <ng:---Ny.

5 Fonction Zéta des variétés diagonales homogenes projectives

T
Soit IV, le nombre de solutions dans F,» d'une équation de type Z a;z;" = b ol les a; et b sont
i=0
dans F,. La série formelle génératrice des IV, : ;Liol N,UY est le développement en série d’une
fraction rationelle bien particuliere. C’est ce que nous allons étudier en considerant 1’équation
homogene :
apry + - -+ ayz, =0,

consideré comme ’équation d’une variété (sans points singuliers) dans I'espace projectif P" de
dimension r sur F,. Le nombre N de points rationnels sur F, de cette variété est lié au nombre
N de solutions de la méme équation dans I’espace affine par la relation : N =1+ (¢ — 1)N. En
effet, N compte le point 0 et le nombre d’antécédents pour chaque point dans le projectif (¢ —1)
multiplié par le nombre de solutions dans 1’espace projectif (IV). Ainsi, en posant d = (n,q — 1),
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d’apres les résultats précédents :

v N -1
qg—1
g —1

- q—1 +2Ya0(a0)”'yar(a7’)'j(a)-
(0%
La somme porte sur les « vérifiant : Vi, do; € Zet oy ¢ 2, -, o € Z.

Calculons la série

Z Equl'

v>1
Pour tout v € N*, on a :
N, = —1 ( ) (v)
=L 3 W) (an) 1 ).
OCEAII

L’ensemble A, est I’ensemble :
T
A, = {(ao, ..., ) €)0; 1" tels que pour tout i :(n,q” —1).05 € Z,Zai €Z}.
=0

L’exposant () signifie que I’on considére un caractére ou une somme de Jacobi dans I'extension

Fov.

Ainsi :

Sowert = St 3 S ) ) 5

—1
v>1 v>1 7 v>1lacA,

On peut écrire la premiere somme en termes de dérivées logarithmiques :

") -1 v— r_lu v—
P LA 9) SV

v>1 v>1h=0

r—1
_ Z Z quhUV—l

h=0v2>1

1—qhU

T
o

d
= Y- Dog(1 - gtu).
>~ los(1—¢"U)

h=0
Nous allons faire la méme chose pour la seconde somme.

On sait d’aprés le théoreme de Hasse-Davenport que g®)(x)) = (=1)*"1g(x)" et, de plus,

§(@) = £9(Xao) -+ 9(Xa,) donc j)(a) = (~1) DD j(a).
Notons :

R(o,v) = x&(a0) - xD(a)  jP(a),  ae A,
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On a ainsi :
r—1

SN ==Y L log(1 g '0) + 3 Y Rl U

v>1 h=0 v>1acA,

Remarquons que, pour tout v € N*, A, est inclus dans I’ensemble

T
A= {(ag,...,a,) €]0;1[" tels que pour tout i :n.oy € Z, Zai €Z}.
=0

Ainsi, en permutant les sommes, on a :

ZF,,U”_I Z g(1—¢"U) + Z ZR(@, V) UL,

v>1 h=0 acAv>1
Nous allons permuter les deux sommes a ’aide de la proposition suivante.

Proposition 5.1
Pour tout o € A, il existe un entier u(«) tel que l’ensemble des v tels que o € A, est exzactement
lensemble des multiples de u(a).

Soit @ € A et [ le ppcm des dénominateurs des «;. La proposition (n,¢” — 1).c;; € Z pour tout
i €{0,...,r} est équivalente a : ¢” = 1(). Ainsi la constante u(a) est simplement l'ordre de ¢
modulo 3. Ainsi :

r—1
ZmU”_l = — Z % log(1 — th) + Z ZR(Q’M(Q)V)UM(CV)V—{

v>1 h=0 acAv>1

Calculons R(a, p(a)v) :

Rla, (@) = xF@O) (go) .y (g, ). B0 (q)
= E(GO)M(Q)V .. -E(GT)“(Q)V .j(a)u(a)V(_1)(Vu(oz)—1)(r—1)
_ (xTo(ao)“(“> X ()@ j(a)ma)(_1)u<a><r—1>)”(_1)r—1
Soit C'(«) défini par :

Cla) = X—ao(ao)u(a) e Xan (@ )M - j(@)le) (—1 ) (r=1),

Donc :
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Ainsi :

ZV21EUV—1 — Z 1 _ q r 1 Z ZC Ul/,u

h=0 acAv>1
- B C(a)UHe)=1
= 5 Lo gy o Y ST
h=0 acA 1- C(Q)Uu( )
- —1 —p(e)C ()1
h=0 acA 'u (a)U
2 d 1 d
_ 'r’ 1
— —Z%bg(l—q Z(idf g(1 — C(a)UHe)
h=0 acA

_ oyl lo8(1 = ¢"U) + (-1)" Y T log(1 = )0 )).
h=0 acA

De plus, on remarque que C(qa) = C(a) pour tout o car x — x¢ est un automorphisme de
Fute) qui laisse invariant les a;. Ainsi, dans la seconde somme, les p(«) termes correspondant

aux ensembles a, qoy, . . ., ¢*(® 1o sont égaux. En les réunissant, on supprime le dénominateur
p(a) et alors :

Y NU = d < log(Z(u)),

v>1

ou Z(U) est la fonction zeta associée a la variété diagonale homogene projective.

6 Historique des développements sur les conjectures de Weil

Weil a été guidé vers ses conjectures par I'étude de fonctions zeta de certaines variétés. Il s’est
intéressé au cas des courbes et a prouvé ses conjectures pour celle-ci. La rationalité et I’équation
fonctionnelle de la fonction zeta proviennent du théoréme de Riemann-Roch. La derniere pro-
priété analogue a ’hypothese de Riemann a été plus compliqué a prouvé. Weil I’a déduite d’une
inégalité de Castelnuovo et Severi sur les correspondances sur les courbes. On a trouvé par la
suite une preuve plus simple (Mattuck, Tate et Grothendieck). Weil donna également une autre
preuve utilisant la représentation l-adic du Frobenius sur une variété abélienne. Récemment une
preuve totalement élémentaire a été découverte par Stepanov, Schmidt et Bombieri.

La plupart des travaux sur les conjectures de Weil a consisté a chercher une bonne cohomologie.
Une cohomologie qui donnerait de bons nombres de Betti. Serre et Grothendieck ont beaucoup
participés a ce travail. Grothendieck créa la cohomologie étale qui permit d’obtenir une autre
preuve de la rationalité et de I’équation fonctionnelle vérifiée par la fonction zeta. La coho-
mologie cristalline de Grothendieck et Berthelot donna une interprétation cohomologique des
conjectures de Weil.

Jusqu’a la preuve de Deligne de l’analogue général de I’hypothese de Riemann, seulement
quelques cas étaient connus : courbes, variétés rationnelles par Manin, surfaces K3 par Deligne.
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