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1 Rappels

1.1 Groupes

Définition 1.1. Soient G' un groupe abélien et (H;);cy) # ) une famille de
sous-groupes de G. Si

VieILH;n Y H=/{0}

i€l i#]

le sous-groupe ) .., H; est somme directe des sous-groupes H; et est noté
eaiel H;.

Définition 1.2. Soit G un groupe abélien et H C G.H est appelé facteur
direct de G s’il existe un K C G tel que G = H & K.

Proposition 1.3. Soient G un groupe abélien, H C G et i l’injection cano-
nique de H dans G. Alors H est un facteur direct de G si et seulement s’il
existe un p € Hom(G, H) tel que poi = idy

Démonstration. ” <7 : On suppose qu’il existe p € Hom(G, H) tel que poi =
idy et on pose h = p(g) pour tout g € G. Alors on a h = poi(h) = p(h), i.e.
(9—h) € Ker(p). Ona g = h+(g—h) et pour x € HN Ker(p), x = p(z) = 0.
Donc G = H® Ker(p).

7 =7 : On suppose que G = H & K. Donc tout g € G s’écrit de maniére
unique ¢ = h+ k, h € H et k € K. Si on prend p(g) = h pour p, on a le
résultat. O

Définition 1.4. Un groupe abélien est dit libre s’il est somme directe de
groupes monogeénes infinis.

On peut aussi dire que G est libre si on peut trouver un ensemble [ et une

famille d’¢léments de G, X = {x;},.; tels que

G=ED(x:) et (z)=Z, Viel

On dit que X est une base de G.

Theoréme 1.5 (propriété universelle d'un groupe abélien libre). Soient G
un groupe abélien, X une partie de G' et jx linclusion canonique de X dans
G. Alors G est abélien libre de base X si et seulement si, pour tout groupe



abélien A et toute application o : X — A, il existe un unique morphisme de
groupes f : G — A tel que fojx =o0.

X Ix G
A

Démonstration. On suppose que le groupe abélien G est libre de base X.

Eristence de f : On note X = {z;},., la base donnée de G. Tout élément x
de G s’écrit de maniére unique x =) ,_, n;x;, ol les n; sont des entiers nuls
sauf pour un nombre fini de ¢ € I. Alors, si on pose f(z) = > .., nio(x;),
cette somme est bien définie. On voit facilement que l'application f ainsi
définie est un morphisme de groupes et vérifie f o jx = 0.

Unicité de f : On suppose f' : G — A un autre morphisme de groupes
vérifiant f' o jx = 0. On a donc f(x;) = f'(x;) pour tout élément x; € X,
d'ou f(z) = f'(x) pour tout élément x de G.

Maintenant on suppose que le groupe abélien G est tel que pour tout groupe
abélien A et toute application o : X — A, il existe un unique morphisme de
groupes d : G — A tel que fojx = o. Cest en particulier vérifié si A = Z(X)
est libre de base X et ¢ = ix est l'injection de X dans Z(X). Le début de
la démonstration montre qu’il existe un morphisme de groupes g : A — G
tel que g o iy = jx. Les morphismes f et g sont réciproques I'un de 'autre.
Donc ce sont des isomorphismes. O]

Corollaire 1.6. Tout groupe abélien est isomorphe a un quotient d’un groupe
abélien libre.

Démonstration. Soit X une partie génératrice d’'un groupe abélien G et o
I'inclusion de X dans G. On considére le groupe libre de base X, ZX) et jx
I'inclusion de X dans Z). D’aprés le théoréme 1.5, il existe un morphisme
de groupes f: Z™) — G tel que fo jy = 0. Tout élément x de G s’écrit

T = Z nio(z;) = Z mf(ix () = f ( Z nle(xiz)> :

1<i<k 1<i<k 1<i<k

Donc f est surjectif. On en déduit que le groupe G est isomorphe au groupe
7% JKer(f). O

Corollaire 1.7. Soit G un groupe abélien, G' un groupe abélien libre et p :
G — G un homomorphisme (de groupes abéliens) surjectif. Alors il existe
un homomorphisme (de groupes abéliens) s : G' — G tel que pos = idgr. En
particulier, s(G") est un facteur direct de G.
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Démonstration. Soit X une base de G'. Comme p est sujectif, il existe une
application j : X — G telle que poj = idx. D’apres le théoréme 1.5, il existe
un morphisme de groupes s : G' — G tel que po s = idg. On déduit de la
proposition 1.3 que s(G’) est facteur direct dans G. O

Remarque. Le morphisme s est injectif car p o s = ide et ¢a implique que
G’ et s(G") C G sont isomorphe. De ce fait on peut dire que G’ est isomorphe
a un facteur direct du G sous les hypothéses du corollaire 1.6.

On a G = Ker(p) ® s(G’) sous les hypothéses ci-dessus (cf proposition 1.3 et
corollaire 1.7).

Dans ce cas on apelle s une section de p.

Définition 1.8. On dit qu'un groupe est de type fini s’il est engendré par
une partie finie.

Définition 1.9. On appelle le cardinal d'une base d’'un groupe abélien libre
G le rang de G.

Définition 1.10. Soit G un groupe abélien. GG est dit de torsion si tout
g € G est d’ordre fini. Il est dit sans torsion si tout g € G, différent de
I’élément neutre, est d’ordre infini.

Proposition 1.11. Soit G un groupe abélien. Les éléments de G d’ordre fini
de G forment un sous-groupe,

On note T(G) l'ensemble des éléments d’ordre fini de G et on lappelle le
sous-groupe de torsion de G.

Démonstration. 11 y a trois cas :

Si G est un groupe sans torsion alors T'(G) = 0, si G est un groupe de
torsion alors T(G) = G'; dans ces ceux cas le résultat est trivial.

On suppose que G soit un groupe tel que T'(G) soit distinct de G et de {0}.
Soient = et y deux éléments de T'(G) ; on note p (resp. q) I'ordre de z (resp.
y). On a pg(x —y) =0, donc (x — y) € T(G) et T(G) est un sous-groupe de
G. soit T un élément du groupe G/T(G). S’il existe p € N* tel que px = 0,
onapr € T(G)etT=0,dou G/T(G) est un groupe sans torsion. ]

Définition 1.12. Soient G un groupe abélien et p un nombre premier. La
composante p-primaire G(p) de G est 'ensemble des éléments de G dont
I'ordre est une puissance de p.

Proposition 1.13. Soient G un groupe abélien et p un nombre premier. La
composante p-primaire G(p) est un sous-groupe de G.



Theoréme 1.14. Soient G un groupe abélien de torsion et P l’ensemble des
nombres premiers. Alors G = @,p G(p).

Démonstration. Soit x un élément d’ordre n de G. On considére n = pi* - - - p*
la décomposition en facteurs premiers de n et on pose n; = n/p;’, 1 <i <k.
Les nombres entiers n; sont premiers entre eux dans leur ensemble donc,
d’aprés le théoreme de Bezout, il existe des nombres entiers aq, ..., a; tels
que > e @in; = 1. On en déduit que

r=1r =a;(mx) + ...+ ap(ngz),
ou, pour 1 <i <k, n;x est d’ordre p;*. Par conséquent,
re Y Gp)<) Glp),
1<i<k P

d’ott G C ), G(p). Comme I'inclusion dans I'autre sens est évidente, on a
G=> Gp).
P

On va montrer que cette somme est directe. Soit py un élément de P et soit

z € G(po) N Z G(p).

p#po,pEP

Il existe {p1,...,pn} C (P\{po}) tel que z =1 + ... + x, avec z; € G(p;).
Chaque z;, 1 <i <k, est d’ordre p]’ et, puisque les p; sont premiers et que
le groupe G est abélien, = est d’ordre pi', - - - pi». Mais, puisque x € G(py), il
est aussi d’ordre py’, d’oit = 0. On a donc

G=Pach).

peEP

Proposition 1.15. Soit G un groupe abélien de type fini. Alors,
(i) G est de torsion si et seulement si G est fini,
(i) G est sans torsion si et seulement si G est libre.

Démonstration. (i) "<" 1l est clair que tout groupe fini est de torsion.
"=" Soit G un groupe abélien de type fini de torsion et soit {z1,...,z,}
une famille génératrice de GG. Chaque élément z;, 1 < ¢ < n est d’ordre fini



p;. Par conséquent, dans toute écriture d’'un élément = quelconque de G,
T = ZKK” n;x; on peut supposer que 0 < n; < p; — 1. On a donc

ol les n; ne prennent qu’'un nombre fini de valeurs, par conséquent le groupe
G est fini.
(ii) "<=" Il est clair qu’un groupe abélien libre est sans torsion

"=" Soit G un groupe abélien de type fini sans torsion et soit {1, ..., zs}
une famille génératrice de GG. On va raisonner par récurrence sur s.
(Initialisation :) Si s = 1, G est isomorphe a Z et donc libre de rang 1.
(Hérédité :) On suppose le résultat vrai pour les groupes engendrés par
r < s — 1 éléments. Si la famille {x1,...,z,} est libre, c’est une base et
le groupe G est libre. Sinon, on considére une combinaison linéaire nulle liant
les générateurs de G,

Z n;x; = 0.

1<i<s
Les coefficients n; étant dans Z et le groupe G étant sans torsion, on peut
supposer que les n; sont premiers entre eux dans leur ensemble (sinon, on
met en facteur le pged de n; et on utilie I’hypothéseque le groupe est sans
torsion).

Si 'un des coefficients, par exemple ny, est égal & 1, on a

T = g n;x;

1<i<s,i£k

et le groupe G est engendré par les s — 1 éléments (2;)1<i<s,izk. 11 est donc
libre par hypothése de récurrence.
si tous les coefficients n; sont distincts de 1, il existe au moins deux coefficients
n; et ny tels que |nj| > |ng| > 0. En faisant la division euclidienne de n;
par ng, on a |n; — qng| < |ngl. On pose z}, = xx + gx;; il est clair que
{x1,...,25,..., 2}, ..., s} est une partie génératrice de G. D’autre part, on
a

may+ ...+ (nj —qug)z; + ...+ ngxy + ..o+ nges =0
ot les coeflicients sont premiers entre eux dans leur ensemble et [n; — gng| <
In;|. Alors, ou bien |n; — gni| = 1 et on est ramené au cas précédent, ou
bien |n; — gng| > 1 et on réitére le procédé. Comme ce procédé converge
vers le pged des n;, on arrivera, en un nombre fini d’étapes, a ce que I'un des
coefficients soit égal a 1.
Dans tous les cas, on se raméne a une famille génératrice constituée de (s—1)
éléments au plus et, par hypothése de récurrence, le groupe G est libre. [



1.2 Anneaux

Définition 1.16. Un anneau est dit principal s’il est un anneau intégre (i.e.
un anneau commutatif unitaire différent de ’anneau nul et qui ne possede
aucun diviseur de zéro) dont chaque idéal est un idéal principal, i.e. engendré
par un unique élément.

Définition 1.17. Un anneau de valuation discréte est un anneau prin-
cipal, qui ne posséde qu’'un idéal maximal et tel que cet idéal soit non nul.

Définition 1.18. Un corps résiduel d'un anneau commutatif A est le quo-
tient de A par un idéal maximal. Comme 1’idéal est maximal, 'anneau issu
du quotient a une structure de corps.



2 Structure des groupes abéliens de type fini

Proposition 2.1 (sans démonstration). Si G est un groupe abélien de type
fini, alors il est somme directe d’un groupe libre de rang fini et d’un groupe
fini (qui est son sous-groupe de torsion T(QG)).

Comme cette décomposition est unique & isomorphisme pres, le rang du
groupe libre F' est parfaitement déterminé et donc le groupe F' aussi.

Theoréme 2.2 (de la base adaptée). Soient G un groupe abélien libre,
rg(G) = n et H un sous-groupe. Alors :
i) Il existe une base (e, ...,e,) de G, un entier ¢ < n et une famille
d’entiers positifs ay, . .., a, tels que
a) pour 1 <i<q—1, a; divise a;y1,
b) (ares,...,a.e,) forme une base de H.
ii) Les entiers q, ag,...,a, qui vérifient ces conditions sont uniquement
déterminés par G et H.

Démonstration. 1) Il y a deux cas.

Premier cas : H = {0}. Dans ce cas, le résultat est trivial.

Deuxieme cas : H # {0}. Dans ce cas, on va faire la preuve par récurrence
sur n.

(Initialisation :) Pour n = 1, G est isomorphe a Z et on connait déja le
résultat.

(Hérédité :) On suppose que le théoréme est vrai si le rang (du groupe libre)
est inférieur ou égal a (n — 1).

Soit G muni d’'une base (;)1<;<n et soit (m;)1<;<, les fonctions coordonnées
associées a cette base. Chaque x € G s’écrit de maniére unique sous la forme
T = Zlgign n;x; et on pose m;(r) = n;.

Comme u(H) est un sous-groupe de Z pour tout u € Hom(G, Z), c’est de la
forme Za,,. Donc on a trouvé un ensemble d’entiers positifs ou nuls (ay,). 11
existe au moins une fonction coordonnée qui s’annule pas sur H, car H est
non nul, alors il existe des «, # 0. On pose

a = inquHom(G,Z) (au)
ay,#0

On note f un élément de Hom(G, Z) qui correspond a a tel que f(H) = Za.
On écrit h =}, ;. hir; pour h € H tel que f(h) = a.

Lemme 2.3. L’entier a divise h; pour touti, 1 <i<n

Démonstration. Soit d le plus grand commun diviseur de a et h;. D’apreés le
théoréme des restes chinois existent des entiers r et s tels que

d=rh; + sa = rm;(h) + sf(h) = (rm + sf)(h).
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Puisque (rm; + sf) € Hom(G,Z), il existe un « tel que (rm; + sf)(H) = Za.
Alors Zd C Za. Et comme d divise a, on a Za C Zd et alors Za C Za. On
en déduit que « divise a et, car a est minimal, o = a. Alors Zd = Za, donc
a divise d et conséquemment a divise h;. ]

En conséquence de ce lemme, il existe g; € Z tel que h; = ag; pour tout i,
1 <i<n. Onposeg=> ., et onah=ag, dnc f(h) = f(ag) =
af(g) et car f(h) = a, on a f(g) = 1. Alors le morphisme f : G — Z admet
une section A, qui est définie par A\(1) = g. Le groupe A(Z) est libre de rang
1 comme il est isomorphe a Z et il s’identifie & (g). Il est donc aussi libre de
rang 1. Du corollaire 1.6 et de la remarque apres le corollaire 1.7 on déduit
que G = (g) ® Ker(f). Alors Ker(f) est un groupe libre de rang n — 1 et on
a
H = ({g) 0 H) & (Kex(f) N H).

En plus, on a f(y) = ba, b € Z pour tout y € H, donc y = bh + (y — bag) et
comme f(g) =1, ona (y—bag) € Ker((f)NH). Ca et le fait que tout élément
de H a une écriture unique en fonction de la décomposition en somme directe
(donnée ci-dessus) donne que (g) N H = (h). Alors

H = (h) & (H N Ker(f)).

Par hypotheése de récurrence appliquée au Ker(f) et (Ker(f)NH) C Ker(f),

il existe une base (e; ..., e,) de Ker(f), un entier ¢ > 2 et des entiers positifs
g, ..., 0 avec aslas| ... |a, tels que (ageq, . .., ase,) soit une base de Ker(f)N
H.

Avec a; = a et e; = g (i.e. azer = h) (are1, azes, . .., a.e,) est une base de H.

Pour montrer que a; divise ay on considére le morphisme v : G — Z, v(e;) =
v(es) = 1 et v(e;) = 0 pour @ > 3. Donc on a a = a; = v(ae;) = v(h) et
Za C 7B car v(H) = ZS. Par minimalité de a, Z = Za = Za,. D’un autre
coté, ay = v(ages) € v(H) = 73, alorsay € Zay, d’ot le résultat que a; divise
as.

ii) Pour la démonstration de cette partie, on a besoin du théoréme de
structure des groupes abéliens de type fini. O

Theoréme 2.4. Soit G un groupe abélien de type fini. Alors il existe un
p € Z et une unique famille (ay,...,a,) d’entiers supérieurs ou égaux a 2,
ot a; divise a;1q pour 1 < i <r —1, tels que

G=27ZP®Z/aZ® ... 7L/ a L.

Démonstration. FEzistence : G a une famille génératrice (xy,...,z,) et il
existe un morphisme surjectif f : Z" — G tel que G = Z" /Ker(f). Comme
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on a vu dans le théoreme précédent 2.2, il existe une base (ey, ..., e,) de Z",

un entier 1 < ¢ < n et des entiers ay, ..., a, avec aila;y pour 1 <i<qg-—1
tels que (ajeq, ..., aze,) soit une base de Ker(f). On a
Z"[Ker(f) = €D (Zei/Zase;)
1<i<n
si on pose ag41 = ... = a, = 0. Mais on a aussi Ze,;/Zae; = Z/a;Z pour

tout ¢ et Z/a;Z = 7Z pour a; = 0. On pose p = (n — ¢) et élimine les q;
éventuellement = 1, on obtient

GEZ"POZL/aZ® ... ®L/a,Z

ce qui prouve l'existence.
Unicité : On suppose qu'il existe deux familles de nombres entiers (p, ay, . . ., a,)
et (q,b1,...,bs) telles que

GE2Z"SZ/Z & .. ®L/a,Z
G=2Z'®ZL/0WZ®...®7L/bL.

Ces deux sommes sont tous les deux une décomposition de G en la somme
directe d’un groupe libre de rang fini et d’un groupe fini. On sait que cette
décomposition est unique (proposition 2.2), alors Z? = 79, i.e. p = q et

P z/uz=17(G) = P Z/hZ.

1<i<r 1<i<s

T(G) = @ G
1<i<k
si |[T(G)] = pi---p}¥ d’aprés le théoréme 2.12.
On admet provisoirement que pour 1 < ¢ < k 'unicité de la décomposition
en somme directe de ce théoréme soit vérifice pour les G(p;) et on montre
que cela implique 'unicité de la décomposition pour T'(G).

Alors on a
P z/az=7G) = P z/b2.
1<i<r 1<i<s

avec ap|as| ... |a, et bi|bs] ... |bs.

Pour 1 < i < r on note z; un générateur de Z/a;Z. Donc l'ordre de z;,
o(x;) = a; divise |T'(G)|. Alors

w; w;
a;=p " opt avee 0 <w;; <t

11



et
tj = E Wi j avec Wi ; S Wi41,; Ccar CLZ'|CLZ'+1.

1<i<lr
Alors on a (z;) = @, (i) ol oz;;) = p;™’ pour tout 1 <4 < 7 et en
conséquence
16~ @ (@ ) - B (@ )

1<i<r \1<j<k 1<j<k \1<i<r
Puisque | @D, ,, (Tij) | = p;fjl’j+"'+w” = pz»j on a

PBz/(wi)z= P (x:;) = Glpy)

i 1<i<r

qui a une unique décomposition en somme directe de groupes cycliques
comme on I’a admis provisoirement.

Maintenant on prend 'autre décomposition de 7'(G), on note y; un généra-
teur de Z/b;Z et le méme raisonnement donne

wi Wi g /
bl:pl ’ _.'pk, avec ng’t,jst]7

. E / / / i X
1<i<s

106) = @ (@ <yz-,j>)

1<j<k \1<i<s
avec

@Z/(wg,ﬂz = @ (Yi.5) = G(p;)-

1<i<s

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que pour tout j, on a : Vi, w; ; =
w ;- En effet, cela entraine que Vi, a; = b; puis que 7 = s. Pour le voir, on
énonce un lemme.

Lemme 2.5. Soit P un p-groupe abélien fini avec p premier tel que

P~ P z/aZ= P Z/bZ

1<i<r 1<j<s

avec aylas| ... |a, et bi|ba|...|bs. Alorsr =s et a; = b; pour tout 1 <i <r.
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Démonstration. On a nécessairement a; = p* et b; = p% pour a;, B € N
convenables, alors les relations de divisibilité se traduisent par 0 < «a; <
o< aet0< By <... < B et la conclusion par r = s et a; = ; pour tout
1<i<r.

On écrit |P| = p' et va faire le raisonnement par récurrence sur t.
(Initialisation :) Pour t =lonar=s=1et a; = 3 =1 car |P| = p=i =
p2Fi.

(Hérédité :) Sit > 1 on suppose le résultat est vrai pour les p-groupe d’ordre
p" avec u < (t — 1). Les éléments de P qui sont d’ordre p forment un sous-
groupe, qu’on note H,. x € H, s’écrit de maniere unique

T = Z n;x;, avec z; générateur de Z/p*7Z,0 <n; <p* 1<i<r
1<i<r

Pour tout 7, 1 < ¢« < r, on a pn;z; = 0, i.e. p™*|pn;, car pxr = 0 donc
n; = mip(o‘i_l) etonal<m; <pcar0<n; <p*.

Alors on a H, =}, ;.. miri, 0 <m; < p et donc [H,| = p".

Avec le méme raisonnement pour l'autre décomposition de P en somme di-
recte on déduit |H,| = p® et donc que r = s.

On considére

K, ={xz € P|32' € P,x = pa'}.

Un élémentx € P appartient a K, si et seulement s'il s’écrit x = ), .. pn;z;.

Alors
Ky, = Z (pzi) .
1<i<r

Un élémentz; € Hy, si et seulement si a; = 1 donc on suppose que oy = ... =
ap=1letl <ap <...<aq,. Alors

K= B (o)

(h+1)<i<r

et |px;| = plai=b.
Pour 'autre décomposition de P en somme directe on obtient

K= & ()

(h'+1)<j<r

et |py;| = p%=Y.

Quand a; = 0 pour tout i, K, = o et donc A’ = r et 5, = 1 pour tout
1 <i <r, dou le résultat.

Pour h < r, le groupe K, est d’ordre p*, 1 < u <t car c’est un sous-groupe
propre de P. On applique I'hypothése de récurrence a K, et on obtient i’ = h

et a; = fB; pour (h+ 1) <i <7 ce qui démontre le lemme. O

13



]

Démonstration. (du théoréme 2.2ii)) Soit H le sous-groupe de G de base
(€i)1<i<q.- Il est clair que H C H'. Comme a4] .. .|a,, on a

H ={xeG3Ne€Z \x € H}.

Donc H'/H est le sous-groupe de torsion de G/H et comme ¢a, H' est dé-
terminé de maniére unique et son rang ¢ aussi.
D’autre part, on a

H'/H =~ (@ Zei> / (EB Zaiei> ~ P (Z/aZ).
1<i<q 1<i<q 1<i<q
L’unicité des éléments (a;)1<i<, est donnée par le théoréme 2.4. O

On appelle décomposition canonique la décomposition en somme directe
d’un groupe abélien de type fini donnée par le théoréme 2.4.

Définition 2.6. On appelle les éléments (a;), 1 < i < ¢ du théoréme 2.2 les
facteurs invariants de H dans G. Pour H = GG on les appelle les facteurs
invariants de G.

Définition 2.7. Les entiers d; ; = p?”’j sont appelés les diviseurs élémen-
tairesde Gpour 1 <i<qget1<j <k

Définition 2.8. Soit G un groupe abélien fini. Si on écrit les diviseurs élé-
mentaires de G dans l'ordre croissant, chacun d’entre eux étant écrit un
nombre de fois égal au nombre de fois ot il apparait dans I’écriture des fac-
teurs invariants de G, on obtient une suite finie de nombres entiers qui est
appelée le type de G.

Exemple. Soit G = Z/20Z&7Z/30Z. On cherche la décomposition canonique
de G, ga veut dire les facteurs invariants (les diviseurs élémentaires). On a

20 =2%.5
30=2-3-5

donc G est de type (2,3,22,5,5). Alors
G27/27.® 732 & 7)2°7 ® L/57 ® 7./57Z
et en groupant les composantes c’est égal a

G (Z/2L®L)2°Z) D Z/3Z & (Z/5Z ® Z/5Z).
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Le nombre premier qui apparait le plus grand nombre de fois dans le type est
2 ou 5 qui apparaissent deux fois, donc on sait qu’il y a deux facteurs inva-
riants, a; et as. Maintenant, il y a deux possibilités pour la décomposition.
La premiere est

G =~ 7/30Z & Z/20Z

avec a; = 2-3-5=30et ay = 4-5 = 20, mais 30 ne divise pas 20, donc on ce
n’est pas la solution. Par conséquence, la décomposition canonique de G est

G =~ 7/10Z & /607

avec a; =2-5=10et ay = 2%-3-5 = 60.
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3 Forme normale de Smith

Dans ce chapitre, on va montrer, comment on peut calculer les facteurs in-
variants de H dans G (cf. théoréme 2.2). On va regarder ce probléme aussi
dans un autre contexte et en faisant ¢a, on va aussi voir quand deux matrices
sont équivalentes.

Pour pouvoir calculer effectivement les facteurs invariants du théoréme de
la base adaptée 2.2, on va utiliser des matrices : Si yy,...,y, est une base
quelconque de G et xq, ..., x,, un systéme de générateurs de H, on note A la
matrice dont la j*™° colonne est formée des composantes de z; dans la base
Y-y Yny, L <7 <M.

Inversement, si A € Z, note G 4 le quotient de Z™ par le sous-groupe engendré
par les colonnes de A (i.e. ¢4 € Hom(Z",Z™), G4 = cokerps = Z™ [Tmpy).

Rappel (Opérations élémentaires sur des matrices). Une matrice € Z™*"
peut étre vu comme un systeme de m vecteurs lignes ou un system de n
vecteurs colonnes. On décrit les opérations élémentaires sur I'un ou 'autre
en utilisant les letrres L pour les lignes, C' pour les colonnes, suivies de
I'indice :

L; < kL; : multiplier la ligne 7 par k.

L; < L; + kL; : ajouter £ fois la ligne j a la ligne 1.

L; < L; : échanger la ligne ¢ avec la ligne j.

De méme pour les colonnes.

Proposition 3.1. Soit A € Z™*". On peut , par des opérations élémentaires
sur des matrices, ramener A a la forme

aa 0 ... 0 0 ... 0
0 as 0 0 0
0 0 ... a O 0
0 O 0 0 0
0O 0 ... 00 ... 0
0w ailagl...|a,. Les a; sont parfaitement déterminés : ce sont les facteurs

mvariants.
Définition 3.2. On dit que cette matrice est en forme normale de Smith.

Proposition 3.3. Deux matrices a coefficients dans Z sont équivalentes si
et seulement si elles ont méme rang et mémes facteurs invariants.
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Démonstration. "<" On suppose que rg(A) = rg(B) = r et que a; =
bi,...a, = b, ol les a; (resp. les b;) sont les facteurs invariants de A (resp.
B). D’apreés la proposition précédent 3.1,

a; 0 .0 0 ... 0 by 0 0 0 . 0

0 aa ... 0 0 ... 0 0 by 0 0 . 0
A~10 0 a. 0 ... Ol e¢eB~ |0 0 b, 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0O 0 ... 00 ... 0 0O 0 ... 00 ...0
Comme a; =b;, 1 <i <,

ag 0 ... 0 0 ... 0 bp 0 ... 0 0 ... 0

0O az ... 0 0 ... 0 0 b ... 00 ... 0

0 0 a. 0 0l=10 0 b- 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

donc A ~ B.

"=" On suppose que A et B sont équivalentes. Il existe alors des matrices
inversibles U et V a coefficients dans Z telles que B = UAV. D’aprés la
proposition 3.1

a; 0 0 0 0
0 ay 0 0 0
A~nA =10 0 ag 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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et

by 0 ... 0 0 ... 0
0 by 0 0 0
B~B:=]0 0 by 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

donc B' ~UA'V =: A”.

Remarque. Une matrice B € Z™*" est appelée forme normale de Smith de
A, si B est en forme normale de Smith et équivalente a A.

D’aprés la remarque, B’ est la forme normale de Smith de A” ~ A et A” celle
de B~ B.Doncrg(B)=¢ =q=r1g(A) et b =a;, 1 <i<gq. O

Algorithme pour la forme normale de Smith :
Entrée : Une matrice A € Z™*".
Sortie : Une forme normale de Smith B de A.

(1) Poser B := A, écrire B = (b; ;).
(2) Si B =0, B est en forme normale de Smith, retourner B.
(3) Choisir i € {1,...,m} et j € {1,...,n} avec b; ; # 0 tels que |b; ;|
soit minimal.
(4) Changer la ligne i et la ligne 1 et la colonne j et la colonne
1 de fagon que I'élément # 0 qui a la valeur absolue minimale de-
vienne
bi1.
(5) Si by < 0, multiplier la premiére ligne par —1. Aprés, by ; est
positif.
(6) Pour j =2,...n effectuer les étapes suivantes.
(61) Appliquer la division euclidienne :

bij=bii-q+r

avec 1 € Z tel que |r| < |by1].
(6ii) Soustraire g-fois la premiére colonne de la colonne j. Maintenant,
bij=r.
(6iii) Siby; # 0, aller au pas (3).
(7) Appliquer 'étape (6) aux lignes de B.
(8) Arrivé a cet étape, tous les coefficients de la premiére ligne et la
premiére colonne sont égaux a 0, sauf by ;.
Sim =1oun=1, B est en forme normale de Smith, retourner B.
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(9) S’il existe 4,5 > 1 tels que by ; ne divise pas b; ;, additionner les
lignes i et 1 et aller au pas (6). (Maintenant, une division euclidienne
ne va pas étre exacte.)
(10) Calculer une forme normale de Smith D' de B’ = (b; ;); j>2 € ZMm~D* (=1
par un appel récursif.
(11) La matrice
bial0 ... 0
0

mXxn
: D e
0
est en forme normale de Smith, la retourner.

Exemple. On va maintenant utiliser cet algorithme pour calculer la forme
normale de Smith de la matrice

9 =36 30
A=1[-36 192 —180
30 —180 180

On va expliquer les premiéres pas explicitement et aprés, on va juste appliquer
I’algorithme sans expliquation de chaque pas.

On pose B := A et écrit B = (b; ;). On cherche i € {1,...m},j € {1,...,n},
b;; # 0 tel que |b; ;| soit minimal et on trouve ¢ = j =1 : by; =9, donc on
peut sauter le pas (4) et, car 9 > 0, aussi le pas (5). La division euclidienne
donne —36 = 9 - (—4) + 0, alors on soustrait —4-fois la premiére colonne de
la deuxiéme et on obtient :

9 0 30
B=|-36 48 —180
30  —60 180

Maintenant, on continue a suivre les instructions de l'algorithme :

9 0 30 9 0 3 30 9
B=|-3 48 —180| 23" | 36 48 —72| % ([ -72 48 —36
30 —60 180 30 —60 90 90 —60 30
30 0 e (300 3 0 0
9330 [ 7o yg 180 | RGO [ g 48 180 | OO [ 48 180
90 —60 —240 90 —60 —240 0 —60 —240

- 48 180 180=48-3+36 48 36 36<48 36 48 48=36-1412 36 12
—60 —240 —60 —60 —60 —60 —-60 0
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12<36 (12 36 \ 36=123+0 (12 O (=1
= (0 _60> —= <0 _60)w(—60) — (60)

et I'algorithme termine et retourne

3 0 0
0 12 0
0 0 60

comme forme normale de Smith. On vérifie 3/12/60.
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4 Partitions
Définitions 4.1. Une séquence

A=A, A A
(finie ou infinie) avec 0 < \; € Z et

M A > >N >

qui ne contient qu'un nombre fini de termes # 0 est appelé une partition.

On ne distingue pas deux telles séquences qui ne difféerent que d’'une chaine
de zéros a la fin.

On appelle les \; # 0 les parts de A\. Le nombre de parts est la longueur de
A qu’on note £(A); et la somme des parts ) . \; est le poids de A, noté |A|.

Si |A| = n, on dit que A est une partitition de n. On note &, I'ensemble
de toutes les partitions de n et & l'ensemble de toutes les partitions. En
particulier, &, est un singleton : &y = {(0)} o (0) est la partition unique
de zéro.

Parfois on utilise la notation

A= (1mM2me | g )

qui indique le nombre de fois ou chaque entier apparait comme part; il y a
m; parts dans A qui sont égal & i. On appelle m; la multiplicité de i dans
A

m; = m;(A\) = card{j : \; = i}.

Remarque. On peut représenter A comme diagramme de Young, un ar-
rangement des cases : Le diagramme de A\ = (A, Ag,...) a A cases dans la
premiére ligne, Ay dans la deuxiéme etc., qui sont toutes alignées & gauche.
On utilise le méme symbole pour la partition et le diagramme.

Exemple. Le diagramme de la partition A = (5332) est

Remarque. Si on remplit les cases du diagramme de Young avec des sym-
boles d’un alphabet, on obtient un tableau de Young.
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Définition 4.2. La conjuguée )\ de la partition \ est la partition dont le
diagramme est le transposé du diagramme A, i.e. A’ s’obtient par symétrie
axiale par rapport a la diagonale principale. Donc X} est égal au nombre de
cases dans la colonne ¢ de A :

A, = card{j : \; > i}.
En particulier, on a A} = £(\) et A\; = £()\) et clairement N = A.
Exemple. Soit A = (5332). Alors X' = (44311).
Remarque. On déduit de la définition de m; et celle de A, que

mi(A) = A — Ay

Définition 4.3. Pour chaque partition A, on définit

n(A) = (i = 1A,

i>1

de sorte que n(A) est la somme des nombres obtenus en ajoutant un zéro a
chaque case dans la ligne la plus haute du diagramme de A\, un 1 & chaque
case dans la deuxiéme ligne et ainsi de suite.

Remarque. Si A, p sont des partitions, on écrit A D p si le diagramme de A
contient celui de pu, i.e. si A; > u; pour tout ¢ > 1.

Définition 4.4. La différence ensembliste (set-theoretic) § = A—pu est appelé

"‘skew diagram"’.

Exemple. Soit A = (5441) et soit u = (432), alors le "‘skew diagram"’ A —
est la partie en gris dans le diagramme ci-dessous :

Définitions 4.5. La conjuguée d'un "skew diagram" 6 = A — p est ' =
N — . Soit 0; = N — i, 0 = N, — 1) et

0] = 0: = |\l = |-

Un "skew diagram" € est une m-bande horizontale (resp. une m-bande
verticale) si |§] = m et 6, < 1 (resp. #; < 1) pour tout ¢ > 1. Autrement
dit, une bande horizontale (resp. verticale) a au plus une case dans chaque
colonne (resp. ligne).
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Définition 4.6. Soit L, I’ordre lexicographique inverse sur ’ensemble
P, Ly, est le sous-ensemble de &2, x &2, qui contient tous les (A, u) tels
que soit A = p, soit la premiére différence non nulle \; — p; est positive. L,
est un ordre total.

Exemple. Soit n = 5. L’ordre Ls arrange &5 comme suit :
(5), (41),(32), (317%), (2°1), (21°), (1°).

Remarque. Il existe un autre ordre total, L/, qui est 'ensemble de tous les
(A, 1) tels que soit A = p, soit la premiére différence non nulle \f — pf est
negative, ou A = A\, 41_;. Pour n > 6, L, et L/ sont distincts.

Proposition 4.7. Soient \, u € &,,. Alors

(A p) e L, < (1, \N) € L,.

2

Démonstration. ” = 7 : On suppose que (A, u) € L' et que A # p. Donc il
existe ¢ > 1 tel que \; < p; et \; = p; pour j > ¢. Si on pose k = \; et
considére les diagrammes de A et de p on voit clairement que X = p; pour
1 <j<ketquel,, <, donc (i, \)€ Ly

7«7 : Cette preuve se fait de fagon similaire. m

Définition 4.8. On appelle N,, 'ordre (partiel) de domination sur &7,.
Il est défini comme suit :

M) ENp o M+ + N> m+..+p Vi1

Pour n > 6, N,, n’est pas un ordre total.
On écrit A > pu pour (A, i) € N,,.

Proposition 4.9. Soient \,u € &2. Alors
A>pu= (\p) €L,NL,.

Démonstration. On suppose que A > u. Alors soit A\; > uy et donc (A, pu) €
L, soit A\; = p;. Dans ce cas, soit Ay > s et donc encore (\, p) € Ly, soit
Ao = [1o. Si on continue comme ¢a, on s’assure que (A, ) € L.

Pour tout ¢ > 1 on a également

Aipr e+ =n—(Ar+. o+ N) Sn—(+ o ) = i+ et

Donc le méme raisonnement montre que (A, u) € L. O
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Exemple. En général, N,, # L, N L/, : Soit n = 12, A = (63?) et p = (521?).
Alors (A, ) € Lo N L}y, mais (A, p) ¢ Nia.

Proposition 4.10. Soient A\, u € &,,. Alors
A>ps >N

Démonstration. 11 suffit de montrer une direction.
” = 7 : On va faire une démonstration par contraposition : On suppose
que p' 2 XN. Alors on trouve i > 1 tel que

M+ AN <+ 4 1<j<i-1)
et
N4 N >+ (4.1)

dout A} > pi.
Soit [ = X;, m = p}. L'inégalité (4.1) implique

N1 N oo < gy + fligo - (4.2)
Maintenant, A;,; + Aj, 5+ ... est égal au nombre de cases dans le diagramme
de A qui sont situé a droite de la colonne %, donc

¢
ANipp T g+ = Z()‘j — ).

=1

De méme
m

Misy + Hin + = Z(Mj — ).
j=1

Alors on déduit de I'inégalité (6.4) que

m 12 m
Z(uj—i)>zk—zzZA—z (4.3)

Ici, I'inégalité & droite est vrai car [ > m et A\; > ¢ pour 1 < j < [. Enfin,
(4.3) donne
M1++Mm>/\1++)\m

et conséquemment A 2 p. U
Exemple. L’ensemble P,, des partitions de n est un treillis (lattice) en ce
qui concerne l'ordre de domination. Autrement dit, chaque paire A, de

partitions de n a une borne supérieure o = sup(\, p) et une borne inférieure

7 =1inf(\, p).
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5 Fonctions symétriques

5.1 L’anneau des fonctions symétriques

Définition 5.1. Soient n un entier et Z[x,...,x,] Panneau des polynomes
en n indéterminées x4, . . ., x, a coefficients dans Z. Le groupe symétrique &,
agit sur cet anneau en permutant les variables. On dit qu'un polynome est
symétrique s’il est invariant sous l’action de &,,. Les polyndémes symétriques
forment un sous-anneau

Ay = Z[xy, ... 2,

Remarque. L’annneau A,, est un anneau gradué :
k
h- @A
k>0

ot A¥ se compose des polynomes symétriques homogénes de degré k avec le
polynoéme nul.

Pour tout @ = (a, ..., a,) € N” on note z* le monéme
o _ _al «
r=x; ---x,".

Soit A une partition quelconque de longueur < n. Le polynome

ma(zy, ..., o,) = Zxo‘

qui est sommé sur toutes les permutations distinctes a de A = (A, ..., \,),
est symétrique et les m, forment une Z-base de A,. Ainsi, les m, tels que
{(M\) < n et |\ = k forment une Z-base de A* ; en particulier, dés que n > k,
les my avec |A\| = k forment une Z-base de A%.

Définition 5.2. Les polyndémes m, sont appelés les fonctions monomiales
symétriques.

Exemple. Pour n =3, on a :

m,1) = T1T2 + T1T3 + T2Ts,

2 2 2
m2,0) = 7 + T3 + T3.

Apreés avoir travaillé avec n variables, on veut généraliser maintenant. Dans
la théorie des fonctions symétriques, le nombre des variables est insignifiant
en général, a condition qu’il soit assez grand. Souvent c’est plus pratique de
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travailler avec un nombre infini de variables.
Soit m > n. On considére 'homomorphisme

Ly, ..., xn] = Zlxy, ...z,

qui envoie x; sur x; pour ¢ < n et sur zéro pour n + 1 < i < m.
Si on le restreint & A,,, on a un homomorphisme

Pt A — Ay,

qui envoie my (1, ..., &Ty) sur my(xy, ..., T,) si £(A) < n et sur zéro si £(\) >
n. Alors, py,, est surjectif.
Par restriction sur A¥ on a des homomorphismes

k . AE k
pm,n : Am - An

pour tout k£ > 0 et m > n. Ces homomorphismes sont toujours surjectifs et
bijectifs pour m > n > k (car les my avec |\| = k forment une Z-base de A*
deés que n > k).

Maintenant, on forme la limite projective

k

n

Ak:@A

n

des Z-modules A par rapport aux homomorphismes ,offmn : un élement de A*
est par définition une suite f = (f,)n>0, o0 chaque f, = fu(x1,...,2,) est
un polynome symétrique homogéne de degré k en x4, ..., x, avec

fo(x1, . 2y, 0,...,0) = fu(z1,...,x,) & tout moment ot m > n. Comme
p,’jw est un isomorphisme pour m > n > k, la projection

ph AP — AR

qui envoie f sur f,, est aussi un isomorphisme pour tout n > k. En consé-
quence, AF a une Z-base qui se compose des m, (pour toutes les partitions
A de k) défini par

pi(my) = ma(zy, ..., 2,)

pour tout n > k. Alors A¥ est un Z-module libre de rang p(k), ot p(k) est le
nombre des partitions de k.
Soit

A:@Ak.

k>0
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Comme ¢a, A est un Z-module libre et engendré par les my pour toutes les
partitions .
On a des homomorphismes surjectifs

pn:@pf’;:A%An
k>0

pour tout n > 0. Pour k£ < n, p, est un isomorphisme.
L’anneau A a la structure d’un anneau gradué, les p, sont des homormo-
phismes d’anneaux.

Définition 5.3. L’anneau gradué A comme défini ci-dessus est appelé ’an-
neau des fonctions symétriques en un nombre dénombrable des variables
indépendantes xq, xo, . ..

Remarque. On peut remplacer Z par un anneau commutatif A quelconque;;
au lieu de A, on obtient Ay & A ®7 A.

5.2 Fonctions symétriques élémentaires et complétes

Définition 5.4. La r-iéme fonction symétrique élémentaire e, est, pour
tout entier r > 0, la somme de tous les produits de r variables distinctes z;
telle que ey =1 et

€p = E LjLig ** T4, = m(lr)
11 <t2<...<ip

pour r > 1.

La fonction génératrice des e, est

E(t) =Y et" =[] +a) (5.1)

r>0 i>1

Remarque. Si le nombre des variables est fini, disons n, alors e, = 0 pour
tout r > n et la fonction génératrice (5.1) est de la forme

i ertT = ﬁ(l + ZEZt)
r=0 =1

Les deux cotés sont des éléments de A, [t].

On définit
EX = ENENy "

pour chaque partition A = (Aq, Ag, .. .).
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Exemple. Pour n =3, on a :

6(1,1) - (1'1 —+ X9 + 1’3)2,

6(270) = T1%9 + T1T3 + ToI3.

Proposition 5.5. Soient A\ une partition et X' sa conjuguée. Alors

Ex = M)y + E QXY
m

ou les ay, sont des entiers positifs ou nuls et la somme porte sur les partitions
1<\ dans l'ordre de domination.

Démonstration. Si on développe le produit ey = ey ey, -+ -, on obtient une
somme de mondémes qui sont tous de la forme

(i @iy - )(Xj gy ) o =2,

oty <9< ... <’i/\/1,j1<j2<... <j)\/2 etc.

Imaginons le diagramme de A. Si on inscrit les nombres i1, 1, ...,7yx dans
la premiére colonne, dans l'ordre et vers le bas et les nombres ji, ja, . . ., jx,
dans la deuxiéme colonne, aussi dans l'ordre et vers le bas et ainsi de suite,
il est clair que tous les symboles < r pour r > 1 doivent se trouver dans les
r lignes les plus hautes. Donc a; + ...+ a, < A\j +...+ A\, pour tout r > 1,
Le.a <A\

Pour pouvoir terminer la preuve, on a besoin d’'un petit aparté :

Dans ce passage, on ne travaille pas avec des partitions mais avec des vec-
teurs entiers a = (aq,...,a,) € Z". Le groupe symétrique &,, agit sur Z" en
permutant les coordonnées, et ’ensemble

Po={beZ"b >by,>...>b,}

est un domaine fondamental pour cette action, i.e. 'orbite de chaque a € Z"
sous &,, rencontre P, en exactement un point, qu’on note a’. Ainsi a™ est
obtenu en réarrangant les ay,...,a, en ordre décroissant de la magnitude.
Pour a,b € Z™, on définit a > b comme avant :

Lemme 5.6. Soit a € Z™. Alors

a € P, a>wa pourtoutw e S,,.
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Démonstration. On suppose que a € P,, i.e. a; > ... > a,. Si wa = b, alors
(b1,...,b,) est une permutation de (ay,...,a,), et donc

alors a > b.
Réciproquement, si a > wa pour tout w € &,, on a en particulier

(CLl, c. ,an) > (CLl, ey A1, A1, Ay A2,y . ,CLn)
pour 1 <i <n — 1, ce qui implique
a1+...—|—ai_1—|—ai 2a1+...+ai_1+ai+1,

i.e. a; > a;y1. Par conséquent a € P,. ]

Par la proposition ci-dessus 5.6, il vient :

e\ = E )My,

HZA

avec ay, > 0 pour tout 4 > A, et 'argument ci-dessus de I’aparté montre aussi
que le mondéme z* apparait exactement une fois, de sorte que ayy = 1. ]

Proposition 5.7. On a
A= Z[@l, €9, .. ]

et les e, sont algébriquement indépendants sur 7.
Démonstration. On sait que les m, forment une Z-base de A et la proposi-
tion 5.5 montre que les e, forment une autre Z-base. Autrement dit, chaque

élément de A peut s’exprimer comme polynéme en eq,es, ..., €., ... dune
maniére unique. 0

Définition 5.8. Pour tout » > 0, la r-iéme fonction symétrique com-

pléte h, est la somme de tous les mondémes en x1,xs,... de degré total r
telle que
hr = Z my.
[Al=r

En particulier, hg = 1 et h; = e1. Pour r < 0, on définit A, = e, = 0.
La fonction génératrice des h,. est

H(t) =Y ht" =]J(1—at)™" (5.2)

r>0 i>1
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Corollaire 5.9. Les fonctions génératrices (5.1) et (5.2) donnent
Ht)E(—t)=1

ce qui est équivalent a
n

> (1) ephy =0 (5.3)

r=0
pour tout n > 1. C’est une trace de la dualité de Koszul.

Comme les e, sont algébriquement indépendants d’aprés la proposition 5.7,
on peut définir un homomorphisme d’anneau gradué

w:A— A

par
w(e.) = h,

pour tout r > 0. La symétrie des relations (5.3) entre les e, et les h, montre
le corollaire suivant.

Corollaire 5.10. Le morphisme w est une involution, i.e. w? est l'application
identité.
Cela implique que w est une automorphisme de A. Alors la proposition 5.7
implique la proposition suivante.
Proposition 5.11. On a :

A =7Zhy, ho, .. ]
et les h, sont algébriquement indépendants sur Z.

On définit
h/\ — h)\lh)\z .

pour chaque partition A = (Ag, Ag,...).
Exemple. Pour n =3, on a :
han = (21 + 22 + 23)%,
h(2,0) = 37% + x% + a:g + 2129 + 123 + ToT3.

D’aprés la proposition 5.11, les h, forment une Z-base de A. Maintenant, on
a trois Z-bases de A : les my, les ey et les hy. Si on définit

fr=w(my)

pour toute partition A, les f) forment une quatriéme Z-base de A. (On appelle
les fy les fonctions symétriques "oubliées".)
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Exemple. Soit z; = ¢! pour 1 <i <mn, et x; = 0 pour i > n, ol g est une
indéterminée. Alors

ou [:f] désigne le polynéme de Gaufs

m _ (1= —g") - (A—g"

r (I-q¢)(1—=¢)--(1-q)
et .
Hi =[a-adn =3 {”*:_1}#

5.3 Fonctions de Schur

Rappel. Pour la partition 6 = (k — 1,k — 2,...,0), on a le déterminant
de Vandermonde

a5(x1;x27"'7xk‘) = H (x’b_xj)

1<i<j<k

Définition 5.12. Il existe une cinquiéme base, la plus importante peut-étre,
qu’on va définir maintenant. Ce sont les fonctions de Schur définies comme
suit :

’x%\ﬂrkfi‘ ’x)'\rl*k*i‘

j j

3)\ |x§,“_7’| A Y ( )
ot A = [[,_;(z; —x;) est le discriminant et |a; ;| désigne le déterminant d’une

matrice (a; ;) de taille k x k.

ax+5

Remarque. On a aussi que s, = )
ags

Exemple. Pour n =3, on a :

S(1,1) = T122 + 2123 + T223,

2 2 2
$(2,0) = ] + Ty + T3 + X172 + X123 + T2X3.

Pour commencer, on va décrire quelque relations entre tous ces fonctions
symétriques qu’on a rencontré dans ce chapitre jusqu’ici. L’exemple suivant
est facile a voir.
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Exemple. On a :

S(1,1) = €(2,0) = hi — ha,
$2,0) = h(20) = €] — €2,

5(1,0) " $(1,0) = S(1,1) T $(2,0)-

Ce sont des cas spéciaux de trois formules importantes comportant les fonc-
tions de Schur. Les deux premiéres sont connues sous le nom "determinan-
tal formulas". La premiére est aussi appelée I’identité de Jacobi-Trudy.
En géométrie, les deux premiers apparaissent sous le nom de formules de
Giambelli et la troisiéme de formule de Pieri.

On a
(5 P (S VR P (5 W
h/>\2—1 h)\z
$x = |hawjmil = .
h)\k—k:-i-l . h)\k
La deuxiéme :
€ €ur+1 - Cppti-1

Cpa—1 €z
SN = [Cpuitj—il = .

€py—I+1 .. €,
Démonstration. cf. [1, p. 462] O

Proposition 5.13 (formule de Pieri). La troisiéme formule, la formule de
Pieri, explique comment on peut multiplier une fonction de Schur s, avec
une fonction de Schur élémentaire s = hy, :

SAS(m) = Z Sy, (5.5)

14

la somme porte sur tous les v dont le diagramme de Young peut étre obtenu
de celui de X en ajoutant m cases aux lignes, mais sans ajouter deux cases a
la méme colonne, i.e. les v = (vq,...,V) avec

V>N 2> A> 2>y > N >0,

et Y vj=> Aj+m=d+m. (La somme porte sur tous les v de sorte que
v — X est une m-bande horizontale.)

32



Exemple. On a :

S(2,1) " S(2) = S4,1) T 83,2) T 53,1,1) T S2,2,1)

comme on peut voir par les diagrammes

[+ ]
EIE) «] L *

* x *

En applicant I'involution w (corollaire 5.10) & (5.5), on obtient
S$\Em = Z Sy (5.5a)

ou la somme porte sur tous les v de sorte que v— A est une m—bande verticale.

Démonstration. On considére (pour un ensemble fini de variables xy, ..., z)
le produit
. w(A+0) o
Urt5€m = e(w)x =) rtats
weS a «

otl la somme porte sur tous les a € Z* tels que a; = 0 ou 1, et > o = m.
Pour un tel «, la suite

)\+oz+6:()\1—|—a1+k—1,/\2+a2—|—k—2,...,)\k+ak)

est en ordre descendant, donc on doit seulement retirer les a pour lesquels
deux termes consécutifs sont égaux. Il reste les a pour lesquels v = A+ « est
une partition, i.e. de sorte que v — X\ est une m-bande verticale. Cela prouve
(5.5a) et aussi (5.5) par dualité. O

On peut multiplier deux fonctions de Schur quelconques en utilisant la for-
mule de Pieri, mais il existe une formule plus directe qui généralise la formule
de Pieri. C’est la régle de Littlewood-Richardson :

S)- S, = c;\“,s,,.
A est une partition de d, p une partition de m et la somme porte sur toutes les
partitions v de d+m (chacune avec k parts au maximum). Les c;)u sont appelés
les nombres ou coefficients de Littlewood-Richardson. La régle dit que
cf;,j est le nombre des possibilités de transformer le diagramme de Young de
A en le diagramme de Young de v en n’utilisant que des p-expansions.
Sip = (p1,-.., 1), une y-expansion d’un diagramme de Young est obtenu

en ajoutant premiérement p; cases, selon la description de la formule de Pieri
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ci-dessus, et en inscrivant des entiers 1 dans chacune de ces cases; puis en
ajoutant o cases avec un 2 de la méme fagon, en continuant jusqu’a ce que
finalement p; cases ont été ajoutées avec l'entier k.

On dit que 'expansion est stricte si, quand les entiers dans les cases sont
listés de droite a gauche, en commencant par la ligne la plus haute, puis en
descendant, et on regarde les ¢ premiers coefficients (1 <t < uy + ...+ p)
dans cette liste, chaque entier p entre 1 et kK — 1 apparait au moins autant de
fois que l'entier suivant p + 1.

Exemple. On peut voir I’équation

S(2,1) " S(2,1) = S4,2) T S(a1,1) T 833) 25321 + 53,111 T S@222) T @221,

en listant les (2, 1)-expansions strictes du diagramme de Young [

[1]1] 1]
171 [ ] 1 1
2 2] 2] [2]
[1]
1] [ 1
2 1] 1[I
1] 2] 2] [2]

Appliquer la formule (5.5) inductivement & hy = hy, -~ hx, = 50a) - Sy)
donne :

Proposition 5.14. Pour A\ partition,

h)\ = Zk‘#)\su, (56)

ot kyy est le nombre de possibilités de remplir les cases du diagramme de
Young de p avec \y fois 1, Ay fois 2 jusqu’a N\ fois k, de telle facon que
les entrées de chaque ligne sont non-décroissantes et les entrées de chaque
colonne sont strictement croissantes.

Définitions 5.15. Un tel diagramme, comme décrit dans la proposition 5.14,
est appelé tableau semi-standard sur ;. de type .
Les entiers k, sont positifs ou nuls avec

]f)\)\zl et k:M:O si )\>[L

i.e. la premiere différence \; — p; qui est non nulle, est positive. De plus,
kux = 0 si A a plus de termes non nuls que .
Les entiers k,y sont appelés nombres de Kostka.
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Exemple. Soit p = (3,2) et A = (1,1,2,1). Il y a trois tableaux semi-
standard de forme p et de poids A, donc k(z2)(1,1,2,1) = 3.

1[3[3] [1[2[3] [1[2]4]
24 314 313
Remarque. Si A = (1,1,...,1), kya1,.1) est le nombre des tableaux stan-

dards sur le diagramme de p.

Définition 5.16. Un tableau standard est un tableau de Young ou les
coefficients sont les entiers de 1 jusqu’au nombre total de cases, distincts
deux & deux et strictement croissants dans les lignes et dans les colonnes.

Soient k un entier et x1, ...,z et y1,...,yr deux ensembles d’indéterminées.
On va voir maintenant une autre formule impliquant les fonctions de Schur
qui vient d’une identité de Cauchy :

Lemme 5.17. .

1 —zy;

_A@@)Ay)

= ) (5.7)
I[T,;(1—ay;)

Démonstration. On va faire la preuve par récurrence sur k. Pour calculer

le déterminant, on commence par soustraire la premiére ligne de toutes les

autres lignes, en notant que

det

1 1 T; — X1 Y;

1—%%‘ 1_x1yj_]-_x1yj.1_xiyj'

Dans chaque ligne, on factorise x; — x; pour i > 2 et dans chaque colonne,
on factorise ——— pour j = 1 & n. On obtient la matrice

1-z1y;
1 1 o 1
Y1 Y2 Yk
l—z2y1  l-may2 77  l—moyy
Y1 Y2 Yk
l—zpyr  l-zpy2 "7 l—zpyr’

On continue en soustrayant la premiére colonne de toutes les autres colonnes.
Cette fois, on utilise I’équation suivante pour exclure les facteurs communs :

Y v Y=y 1
1— TiY; 1— ;Y1 1— ;Y1 1— l'ly]

Dans chaque colonne, on factorise y; — y; pour j > 2 et dans chaque ligne,

on factorise 1_;-1,1 pour ¢ > 2. Maintenant on a une matrice dont la premiére
3
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ligne est égale a (1,0,...,0) et dont le carré inférieur a droite se compose
encore des coefficients initiaux. Donc on a

Hj22<yj — ) ‘ Hng(Ii — 1)
[Liso(1 = ziyn) H?:1(1 — 1Y)

La formule s’ensuit par induction (cf. [5, p. 202]). O

AVAEJAVETE

Voici une autre forme de l'identité de Cauchy :

Corollaire 5.18.
Hi,j<1 Tiy;) ZS/\ (58)

la somme porte sur toutes les partitions A avec k termes au mazximum.

Démonstration. On développe le déterminant dont le coefficient i, j est égal
a (I — ;)" = 1+, + 27y 4+ ... On voit que pour tout Iy > ... > I,
I, I

le coefficient de yly2 -4
variables x et y, on a

det | ——

1 — XY

La combinaison de cette équation avec (5.4) donne (5.8). O

Le développement du membre gauche de 5.8 donne :

1
IL,0 ) H<Zh ) e o

Définition 5.19. Puisque les fonctions h) ainsi que les m, forment une base
des fonctions symétriques, on peut définir une forme bilinéaire (, ) sur
I’espace des fonctions symétriques homogénes de degré d en k indéterminées,
en exigant que

(A, mu> = Oxp

ol 0y, est le symbole de Kronecker, i.e. 6, est égal & 1 si A = p et & 0 sinon.

Proposition 5.20. Les fonctions de Schur forment une base orthonormée
pour

<S>\, Su> = 6)\,u~ (510)

En particulier, ceci implique que {, ) est symétrique.
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Démonstration. On peut déduire 1’équation (5.10) facilement des équations
précédentes comme suit : On écrit sy = > axyhy = > byam, avec (ay,) et
(byx) des matrices a coefficients entiers. Alors

<S)\7SM> = Za/\'yb'yu- (511)
Y

Afin que

ZSA(IL’)S/\(ZJ) = Z Axy Ty (2)bpamm (y)

A VP

soit égal & Y h,(z)m,(y), ce que l'on sait par (5.8) et (5.9), on doit avoir
Z bortry = 0p5-
A

Ceci est équivalent a 'équation ) o @xybyy = 03, ce qui implique (5.10) par
(5.11). O

Corollaire 5.21. A cause de cette dualité, la formule (5.6) est équivalente a
Su = Z kuz\mka
A

ce qui nous donne une autre formule pour les nombres de Kostka : k, est le

) . A
coefficient de z* dans sy ot z* = xi\l R AL

37



6 Polyndémes de Hall

6.1 o-modules finis

Soit 0 un anneau (commutatif) de valuation discréte , p son idéal maximal
et k = o/p le corps résiduel. Pour le moment, ce n’est pas nécessaire que
k soit un corps fini, mais plus tard on va l'exiger. On va s’intéresser aux
o-modules finis M, c’est-a-dire des modules M qui possédent une suite de
composition finie, ou de maniére équivalente des o-modules M de type fini
tels que p"M = 0 pour un r > 0. Si k est un corps fini, alors les o-modules
finis sont justement ceux qui ont un nombre fini d’éléments.

Exemple. Soit p un nombre premier et M un p-groupe abélien fini. Alors
p"M = 0 pour r assez grand, de sorte qu'on peut regarder M comme module
sur anneau Z/p"Z pour tout r grand, et donc comme module sur "anneau
0 = Z, des entiers p-adiques. Le corps résiduel est k = I,,.

Exemple. Soit k£ un corps, M un espace vectoriel de dimension finie et T’
un endomorphisme nilpotent de M. Alors M peut étre regardé comme k[t]-
module ot ¢ est une indéterminée en définissant tx = Tz pour tout x € M.
Puisque T' est nilpotent, on a "M = 0 pour r grand et par conséquent, on
peut regarder M comme module sur 'anneau des séries entiéres o = k[[t]],
qui est un anneau de valuation discréte dont le corps résiduel est k.

Remarques. L’anneau o dans les deux exemples précédents est un anneau
de valuation discréte complet. En général, si M est un o-module fini, on a
p" M = 0 pour tout r assez grand, de sorte que M est un o/p"-module et ainsi
un module sur la complétion p-adique o de o, qui a le méme corps résiduel &
que 0. Donc on peut supposer sans perte de généralité que o est complet.
On suppose maintenant que k est fini. Les anneaux de valuation discréte
complets qui ont un corps résiduel fini sont exactement les anneaux des entiers
(des corps) p-adiques et un corps p-adique K est soit une extension finie du
corps Q, des nombres p-adiques (si la caractéristique de K est 0), soit un
corps de séries formelles k((t)) sur un corps fini (si la caractéristique de K
est > 0). Les deux exemples ci-dessus (avec & fini) sont donc typiques.

Comme 0 est un anneau principal, tout o-module de type fini peut s’écrire
comme somme directe de o-modules cycliques. Pour un o-module fini M, ¢ca
signifie qu’il y a une décomposition en somme directe de M de la forme

M = @ o/phi (6.1)
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ot les \; sont des entiers positifs qu’on peut supposer d’étre arrangés en ordre
décroissant : Ay > Ay > ... > A, > 0. Autrement dit, A = (Aq,..., \,.) est
une partition.

Proposition 6.1. Soit y; = dimg(p""*M/p'M). Alors u = (1, pta, . ..) est
la conjuguée de la partition .

Démonstration. Soit x; un générateur de o/p* en (6.1) et m un générateur
de p. Alors p*~! est engendré par ceux des 7" ~'x; qui ne s’annulent pas, i.e.
ceux avec \; > ¢. Ainsi p1; est égal au nombre d’indices j tels que A\; > 7 et
donc p; = AL O

Définitions 6.2. La proposition 6.1 implique que la partition A est unique-
ment déterminée par le module M et on apelle A le type de M.

Par unicité de la décomposition (6.1), on a que deux o-modules finis sont
isomorphes si et seulement s’ils ont le méme type, et chaque partition A\ ap-
parailt comme un type.

Si A est le type de M, alors |A\| = > \; est la longueur ¢(M) de M, i.e. la
longueur d’une suite de composition de M.

La longueur est une application additive de M. Ceci signifie que si

0—-M —-M-—>M"—0
est une suite exacte courte de o-modules finis, alors
(M"Y — (M) +(M") = 0.

Si N est un sous-module de M, le cotype de N dans M est le type de M/N.

Définitions 6.3. On remarque qu'un o-module M est cyclique (i.e. engen-
dré par un seul élément) si et seulement si son type est une partition (r) qui
se compose d'une seule part r = ¢(M). On dit que M est élémentaire si le
type de M est (17).

Dire que M est élémentaire est équivalent au fait que pM = 0. Dans ce cas
M est un espace vectoriel sur k et (M) = dimy, M = r.

Soit 7 un générateur de I'idéal maximal p. Si m < n, la multiplication par

"™ est un o-homomorphisme injectif de o/p™ dans o/p™. Soit E la limite
inductive :

E = limo/p".
Alors E est un o-module injectif qui contient o/p = k et est enveloppe

injective de k, i.e. le plus petit o-module qui est injectif et contient £ comme
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sous-module. Si maintenant M est un o-module fini, le dual de M est défini
comme suit : R
M = Hom,(M, F).

Le dual M est un o-module fini, isomorphe & M, donc de méme type que M.
(Pour voir ¢a, on observe que M +— M commute avec les sommes directes;
il suffit donc de vérifier que M~ M quand M est cyclique (et fini), ce qui
est facile.)

Comme FE est injectif, une suite exacte

0—-N—>M-—M/N—0

(ot N est un sous-module de M) donne lieu & une suite exacte
0 N M+ (m) 0

et (m) est Pannulateur N° de N dans M, i.e. I'ensemble de tous les & € M

tels que £(N) = 0. L’application naturelle M — M est un isomorphisme pour
tout o-module fini M et identifie N avec N°°. D’ou la proposition suivante.

Proposition 6.4. N N est une bijection entre les sous-modules de M,
M respectivement, qui envoie ensemble de tous les N C M de type v et
cotype p sur lensemble de tous les N° C M de type u et cotype v.

On suppose que le corps résiduel k est fini, avec ¢ éléments. Si M est un o-
module fini et x est un élément non nul de M, on dira que = est de hauteur
r (ht(z) =r) si p'z = 0 et p" 'z # 0. On dit que I'élément nul de M est de
hauteur 0. On note M, le sous-module de M qui consiste en les éléments de
hauteur < r, de sorte que M, est 'annulateur de p” dans M.

Proposition 6.5. Le nombre des automorphismes d’un o-module fini M de
type \ est
ax(q) = ¢V [T emn (@),
i>1
ot o (t) = (1 —t)(1 =) - (1 —t™) et (m;(N)) est définie par
A=1m2m2.opmr. (my(A) =0 514> 0 et po(t) =1).

Le nombre des automorphismes de M est égal au nombre des suites (x1, . . ., x,.)
d’éléments de M tels que z; est de hauteur \; (1 < i <7) et M est la somme
directe des sous-modules cycliques oz;.Pour énumérer ce genre de suites, on
utilisera le lemme suivant.

Lemme 6.6. Soit N un sous-module de M, engendré par des éléments de
hauteur < r, et x € M. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) x est de hauteur r et ox NN =0;
(i) © € M \(M,_1+ N,.).

De plus, le nombre de x € M qui satisfont a ces conditions équivalentes est

leJr...Jr)\}(l o qyif)\’r) (62)

st v est le type de N.

Démonstration. "(i) = (i1)" Si z satisfait a (i), clairement x € M. Si z €
M,_y + N,, alors 0 # p" 'z € N, C N, donc oz N N # 0 ce qui contredit
I’hypothese.

"(i1) = (4)" Si x satisfait a (i), il est clair que ht(z) = r. Si oz N N # 0,
alors on peut prendre m < r, m minimal, tel qu’on a p™x C N et donc p" 'z
est contenu dans le socle Ny de N. Puisque N est engendré par les éléments
de hauteur > 7, il s’ensuit que p"'z = p"~ly pour un élément y € N
convenable; d'ot z —y € M,_4 et donc x € (M,_1 + N)N M, = M,_1 + N,.
On a M/M, ~ p"M et donc

U(M,) =6(M) —{(p"M) = ie(pi—lM/pM) =N ...+

d’aprés la proposition 6.1. Egalement

€<Mr71 + Nr) = g(Mr‘fl) + €(<Mr71 + Nr)/Mrfl)
= E(Mr—l) +€(N’V‘/N'I‘—1)
=N +...+ XN+

ce qui prouve (6.2). O

Le nombre des automorphismes de M est donc le produit des nombres (6.2)
pour r = A, Ao, ..., ou v = (A,..., A1 si T = A\ Ce nest pas difficile de
voir que le produit est égal a ay(q) tel qu’il est défini dans la proposition 6.5.

6.2 L’algébre de Hall

Dans cette partie on suppose que le corps résiduel k est fini.
Soient A, uV, ..., ;") des partitions, et soit M un o-module fini de type .
On définit

Giu)“_”(,«)(o)

comme le nombre des chaines des sous-modules de M :

M=MyDM>D...OM, =0

41



telles que M;_1/M; est de type u®, pour 1 < i < r. En particulier, Gﬁu(o)
est le nombre des sous-modules N de M qui sont de type v et de cotype .
Comme ((M) = €(M/N) + £(N), le corollaire suivant est clair.

Corollaire 6.7. On a G}, (0) = 0 sauf si |\ = |u| + |v].

L’idée de Philip Hall était d’utiliser les nombres G;),j(o) comme les constan-
tesde structure de la multiplication d’un anneau, comme suit. Soit H = H (o)
le Z-module libre sur une base (u,) indexé par toutes les partitions A. On
définit un produit dans H par la régle

_ A
Uy, = g G, (0)uy.
A
D’aprés le corollaire 6.7, la somme a droite n’a quun nombre fini des termes

non nuls.

Proposition 6.8. L’anneau H (o) est commutatif et associatif et posséde un
élément neutre.

Démonstration. L’élément neutre est ug, ot 0 est la partition vide correspon-
dant au module 0. L’associativité découle du fait que le coefficient de u, dans

. A LR P
u,,(u,u,), comme dans (u,u,)u, est juste G7,,,. La commutativité découle de

la proposition 6.4, qui montre que G,Aw = G;\M (car on a une bijection qui
change type et cotype). ]
Définition 6.9. L’anncau H(o) est I’algébre de Hall de o.

Proposition 6.10. L’anneau H (o) est engendré (comme Z-algébre) par les
éléments upry (r > 1), et ils sont algébriquement indépendants sur Z.

Démonstration. On va écrire v, au lieu de u(;-y et on considére le produit
Vy = U)\IIU)\é tee U)\/s (63)

ou X = (A],... X)) est la conjuguée de A comme d’habitude. Ce produit vy
est une combinaison linéaire des u,,,

Uy = Zamuu (64)
I

ou le coefficient ay, est, par définition, égal au nombre de chaines

M=MyDM D...OM;=0
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dans un o-module M fini fixé de type p, tel que M;_1/M; est de type (1Y),
i.e. élémentaire de longueur A, pour 1 < i < s. Si une telle chaine existe
(c’est-a-dire, si ay, # 0) on a forcément pM;_ C M; (1 < i < s) et donc
p'M C M; pour 1 < i < s. D'ou

U(M/p'M) > ((M/M;)

ce qui nous donne, en vertu de la proposition 6.1, I'inégalité suivante pour
1<1<s:
TS TP VIE SR Ve

Alors i/ > X et donc d’aprés la proposition 4.10, u < A.

De plus, le méme raisonnement montre que si p = A, il y a qu'une seule
chaine possible : M; = p* M.

Ensuite, on a ay, = 0 sauf si p < A, et ayy = 1. Autrement dit, la matrice
(ay,) est strictement triangulaire supérieure et on peut résoudre les équations
(6.3) pour exprimer les w, comme combinaisons linéaires des vy . Les vy
forment donc une Z-base de H(0), ce qui prouve la proposition 6.10. m

Remarque. De la proposition précédente 6.10, il s’ensuit que l'algebre de
Hall H (o) est isomorphe & I’anneau des fonctions symétriques A (chapitre 5).

6.3 Suite LR d’un sous-module

Soit T" un tableau de la forme A\ — p et de poids v = (v4,...,1,). Alors T
détermine (et est déterminé par) une suite des partitions

S =0 AW A0

de maniére que A® = 4, A = X et A& 5 XD pour 1 < i < 7, par la
condition que A® — X\~ est le "‘skew diagram"’ (cf. définition 4.4) qui se
compose des cases qui sont occupées par le symbole i dans T' (et donc est
une bande horizontale, car T" est un tableau).

Définition 6.11. Une suite de partitions S comme ci-dessus sera appelé
suite LR ("suite de Littlewood-Richardson") de type (u,v; \) si
(LR1) A =1, A = X et A 5 XD pour 1 <i <7}
(LR2) A® — XG=1 est une bande horizontale de longueur v;, pour 1 <
i < 7. (Ces deux conditions assurent que S détermine le tableau T'.)
(LR3) Le mot w(T") obtenu en lisant 7' de droite & gauche, en commen-
cant par la ligne la plus haute, puis en descendant, est une "lattice"
permutation (chapitre 4).
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Pour que (LR3) soit satisfait, il est nécessaire est suffisant que, pour ¢ > 1 et
k > 0, le nombre de symboles ¢ dans les k premiéres lignes de T" est supérieur
ou égal au nombre de symboles ¢ + 1 dans les £ + 1 premiéres lignes de 7.
Autrement dit, une condition équivalente & (LR3) est la condition suivante :

k k+1
ST =AY =3 - AP (LR3)
j=1 j=1

pour tout ¢ > 1 et k > 0.

Dans cette section, on va montrer que chaque sous-module N d’un o-module
fini M donne lieu & un suite LR de type (¢/,7/; \'), ot A, u, v sont les types
de M, M/N, et N respectivement. Mais avant de faire la preuve, on a besoin
de certains lemmes. Dans cette section, ce n’est pas nécessaire de supposer
que le corps résiduel de o est fini.

Lemme 6.12. Soit M un o-module fini de type \ et soit N un sous-module
de type v et de cotype p dans M. Alors n C X et v C .

Démonstration. Puisque

pPIM/N) pTIM AN pM
pi(M/N) — pM+N — p—'Mn(p'M + N)

et comme également p"~'M N (p'M + N) D p*M, il s’ensuit que
Lp" ™ (M/N)/p' (M/N)) < £(p™ ' M/p' M)

et donc que g < X, par la proposition 6.1. Par conséquent u C A. Par dualité
(cf. proposition 6.4), il découle aussi que v C A. O

Soit M un o-module de type A\, N un sous-module élémentaire de M. Alors
pN = 0, de sorte que N C S oul

S ={x € M|px =0}
est le socle de M, i.e. le plus grand sous-module élémentaire de M.
Lemme 6.13. Le type de M/S est \= (A — 1, My —1,...).

Démonstration. Si M = @ o/pti, alors clairement S = @ p*—!/pt, d’o
M/S ~@o/priL. O
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Lemme 6.14. Soit M un o-module fini de type A et N un sous-module
élémentaire de M, de cotype . Alors X — p est une bande verticale (i.e.
Ai — i =0 or 1 pour tout ).

Démonstration. On a N C S, donc M/S ~ (M/N)/(S/N) et alors A\ C pu C
A par les lemmes 6.12 et 6.13. Ainsi

0<N— < N—X\=1
et d’apres cela, A — p est une bande verticale. O

Remarque. Si y C A, alors A — p est une bande verticale si et seulement si
A C p.

Proposition 6.15. Soit M un o-module fini de type \ et soit N un sous-
module de M, de type v et de cotype p. Pour tout i > 0, soit \) le cotype
de p'N. Alors la suite

S(N) = (A7 N7 A0y
(ou p"N = 0) est une suite LR de type (p',v'; N').

Démonstration. 11 est clair que A® = et A = X et A& > A1 par
le lemme 6.12 appliqué au module M/p‘N et au sous-module p*~!N/p'N.
Alors (LR1) est satisfait. Puisque p"~' N/p’N est un o-module élémentaire, il
s’ensuit du lemme 6.14 que A® — A(—1) est une bande verticale et donc que
A’ \G=D" est une bande horizontale, de longueur égale a £(p* ' N/p'N) = v/
(par la proposition 6.1). Donc (LR2) est satisfait.

Quant a (LR3’), on a

A = L(p T (M/pIN) /) (M/p'N))

(encore par la proposition 6.1), de sorte que

DA = (M /pIN) /5 (M[pIN)) = (M (9 M + pN))

et donc
k . .
Z()\§Z)/ . A§z—1)/> _ g(vkz)
j=1
ot Vi = (p*M + p=IN)/(p*M + p'N). De méme
k1 ‘
Z()\;’H“l)/ _ )\SZ)I) — €<Vk+1yi+1>.
j=1

Comme la multiplication par un générateur de p induit un homomorphisme
de Vi sur Vigq41, il s’ensuit que €(Vi;) > €(Viy1441), et donc (LR3’) est
satisfait. O
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6.4 Le polynéome de Hall

Dans cette section, on va calculer les constantes de structure Gi‘w de I'algebre
de Hall. (Le corps résiduel de o est supposé fini.) Soit S une suite LR de
type (¢/,v'; N') et soit M un o-module fini de type A. On note par Gg(o) le
nombre de sous-modules N de M dont la suite LR associée S(N) est S. Par
la proposition 6.15, chaque tel N est de type v et de cotype pu.

On note par ¢ le nombre d’éléments du corps résiduel de o et on se rappelle
que n(A) = > (i — 1)\; pour chaque partition A (définition 4.3). Alors on a
la proposition suivante.

Proposition 6.16. Pour chaque suite LR S de type (u/',v'; X)), il existe un
polynéme unitaire gs(t) € Z[t] de degré n(\) —n(u) — n(v), indépendant de
0, de sorte que

9s(q) = Gs(o).

(Autrement dit, Gg(0) est un "polynéme en ¢".)

Maintenant on définit pour toutes les trois partitions A, u, v
A
g ()= gs(t)
S

ou la somme porte sur toutes les suites LR S de type (¢/,V/; \).

Définition 6.17. Ce polynome est appelé le polynéme de Hall correspon-
dant & A, p, v.

Proposition 6.18. (i) Sic;, =0, le polynome de Hall g;,, est
(identiquement) zéro. (En particulier, g,,(t) = 0 sauf si |\| = |[p| + |v] et
v CA.)

(i) Si ¢, # 0, alors g,,(t) est de degré n(\) —n(u) —n(v) est le
coefficient principal est Ci‘w.

(m) D/\ans les c){eux cas, G, (0) = g3,(q).

(1) 9, () = 9,,(1)-

On va faire la preuve d’une version légérement affaiblie de 6.18, qui est la
sulvante :

Proposition 6.19. Pour chaque triplet des partitions X\, u,v, il existe un
polynome g, (t) € Z[t] de sorte que Gy, (0) = gy, (q). De plus, gy, (t) est de
degré < n(\) —n(p) —n(v), et le coefficent de t"™N="W=nW) est égal o e

La preuve est basée sur une interpretation combinatoire des coefficients ay,,
de la formule (6.4). On a besoin de quelques définitions.
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Définitions 6.20. Une composition est une suite a = (aq, ag, . ..) d’entiers
positifs ou nuls qui n’a qu'un nombre fini de termes non nuls. Une partition
est donc une composition de sorte que a; > ap > .. .. Le groupe S, de permu-
tations finies de N* agit sur les compositions par wa = (au,-1(1), Qw-1(2), - - -)-
On va écrire a ~ 3 si « et [ sont conjuguée sous cette action : chaque S..-
orbite contient exactement une partition.

Les compositions ont des diagrammes, comme les partitions : le diagramme
de a est défini comme l'ensemble {(i,j) € Z*|1 < j < ;} et est graphique-
ment représenté comme une superposition de lignes qui contiennent «; cases
dans la 7-éme ligne.

Si a et 3 sont deux compositions, une table! de forme « et de poids /3 est
une numérotation des cases du diagramme de « par des entiers positifs de
sorte que pour chaque i > 1, il y a ; cases numéroté par i (une table est
une application A : @ — N telle que card(A~'(i)) = 3; pour tout i > 1; on
va supposer que A est défini sur tout Z1 x Z* avec A(i,j) = 400 si j > ;).
Pour tout = = (i,7) € Z* x Z" soit " = (i,j + 1). Une table « est appelé
ordonnée selon les lignes (osl) (resp. strictement osl) si A(z7) > A(x)
(resp. A(z”) > A(x)) pour tout z € a. On définit les tables (strictement)
ordonnées selon les colonnes de la méme maniére.

Sur N* x N*, on définit un ordre total par

(1,7) <p (', 7)) & soit j < j', soit j =5 et i >
Enfin, pour chaque table strictement osl A de forme «, on définit
d(A) = Card{(z,y) € a x aly <p z,A(x) < A(y) < A(z7)}.

Proposition 6.21. Soient A\, des partitions et o, 3 des compositions de
sorte que ov ~ et B~ X. Alors le coefficient oy, (formule (6.4)) est égal a

A

ol la somme porte sur toutes les tables strictement osl A de forme « et de
poids (3.

Avant la preuve de cette proposition 6.21, on en déduit la proposition 6.19.
Par la proposition 6.21, le polynéme

> ' e z[],
A

ol la somme est la méme que dans la proposition 6.21, ne dépend que de A
et p1; on va le noter o, (t).

1. On utilise "table" pour faire la différence avec "tableau" qui comporte plus de
contraintes.
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Proposition 6.22. (a) Les coefficients de ay,(t) sont > 0.
(b) ax.(1) est égal au nombre de matrices dont les coefficients sont 0 ou

1 avec des sommes sur les lignes piy, ja, ... et des sommes sur les colonnes

/ /
1 A2 oo

(c) ax,(0) =0 sauf si p < X. De plus, axz(t) = 1.

Démonstration. "(a)" évident.

"(b)" 11 suffit de créer une bijection entre des tables strictement osl de
forme p et de poids X, et des (0, 1)-matrices avec "row sums" i, fa, . . . et
"column sums" A}, ), . ... Pour cela, étant donnée une table A, on lui associe
la matrice (¢;5) , ot ¢;; = 1 si la i-éme ligne de A contient j, et ¢;; = 0 sinon;;
ceci est la bijection demandée.

"(c)" La preuve de la partie (c) exige le théoréme de Gale-Ryser (cf. [4,
p. 119]) qu’on n’a pas vu, et est donc sautée. ]

Par la proposition ci-dessus 6.22, (cv,(t)) est une matrice unitriangulaire
supérieure sur Z[t]. C’est donc inversible est son inverse est de la méme forme.
Alors, les coefficients des matrices de passage entre les bases (vy/) et (uy) dans
H (o) sont des polynomes entiers en g. Puisque la loi de multiplication dans
H (o), exprimée dans la base (vy), ne dépend pas de g, il s’ensuit que les
constantes de structure dans la base (uy) sont des polynoémes entiers en g.
Cela prouve 'existence des polyndémes de Hall gl’)l, € Z[t]. 1l reste a trouver
leurs degrés et coefficients principaux.

Proposition 6.23. a,,(t) est de degré < n(u) —n(X), et le coefficient de
tn(,u,)fn()\) est égal a kMIAI.

Cette proposition 6.23 s’ensuit immeédiatement du lemme combinatoire sui-
vant.

Lemme 6.24. Pour chaque table strictement osl A de forme u et de poids
N on note d(A) le nombre de paires (z,y) € p x p telles que y est au-dessus
de x (dans la méme colonne) et A(zx) < A(y) < A(x~). Alors

(a) d(4) +d(4) = n() = n()) ;

(b) d(A) =0 si et seulement si A est ordonnée selon les colonnes.

Démonstration. "(a)" Soient

D(A) = {(z,y) e pxply <px,Alz) < A(y) < A(z7)},
]~V(,u) = {(z,y) € u x ply est au dessus de =},
D(A) = A{(z,y) € N(p)|A(x) < Aly) < A(z7)};
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alors on a

et
card(D(A)) = d(A).

Maintenant, on va construire une application ¢ : D(A) — N(u). Soit (z,y) €
D(A). On suppose que = = (i1, 1), y = (ia,J2). Il est clair que i; # is; soit
i = max(iy, i), ¢ = min(iy, i), 7 = min(j, o) et finalement p(x,y) =
((,7), (@', 7)). L’application ¢ définie ainsi est une bijection de D(A) dans
N(p)\D(A). On va visualiser ¢ ; il y a trois cas :

(a) (b) (c)

7] < [e]

7] < [z]

Pour le cas (a), on a p(z,y) = (y,2’), pour le cas (b) ¢(x,y) = (2/,y) et pour
le cas (c) o(z,y) = (y, ). i
Pour voir que ¢ est une bijection, on cherche une application ¢ : N(u)\D(A) —
D(A). Soit (2',y/) € N(u)\D(A). Ici, il y a deux cas.

(1) "A(y') < A(2")" : Soit z la case de la méme ligne que 3/’ telle que
A(z) < A(2') < A(xz7). On pose ¥(2',y) = (x,2'). Alors p(z,2") = (2/,y)
par (a) ou (c).

(2) "A(y") > A(2’7)" : Soit x la case de la méme ligne que z’ telle que
A(z) < A(Y') < A(z7) (la case z est strictement plus & droite que a’ car
A(2'”) < A(y)). On pose ¢(2',y') = (z,y'). Alors p(z,y') = (2',y) par (b).
On a donc trouvé ¥ : N(u)\D(A) — D(A) de sorte que 1 o ¢ = idpay et
po v =idygpa

"(b)" "=" évident.

"<=" On suppose que A est ordonné selon les colonnes : c’est-a-dire qu’il
existe x = (4,7), y = (7',j') € u de sorte que i > i’ et A(x) < A(y). On
choisit un tel couple avec j le plus petit possible; il est clair que ce couple
appartient a D(A), donc d(A) # 0. O

Maintenant, soit ay,(t) = t"®W"MNay (t71). De la proposition 6.23 et du
lemme 6.24, on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 6.25.

ar(t) =Y t7
A

ot la somme porte sur toutes les tables strictement osl de forme u et de poids
X' ; en particulier, ay, € Z[t]. De plus, ax,(0) = k.

Maintenant, on considére I'anneau A[t] = Azy de polynomes en t avec coef-
ficients dans A ; on va écrire les éléments de A[t] comme P(z;t). Il est clair
que At] est un Z[t]-module libre ayant pour base (e, ). Par 6.22(c), la matrice
(@ru(t)) est unitriangulaire supérieure. Les équations

ex = Y dn(t)Pu(wst)

déterminet donc uniquement des éléments P,(x;t) € At], et ceux-ci forment
une Z[t]-base de A[t]. Soient f, (t) les constantes de structure de A[t] dans
cette base, i.e.

Py(zit)Py(wst) = > fo,(t) Pa(ast):
y
il est clair que f;,(t) € Z[t] pour tout A, u1, v

Corollaire 6.26 (sans démonstration). (a) g, (t) = t”()‘)_”(“)_"(”)f,i‘y(t_l).
(b) Px(x;0) = sx(x). En particulier, f},(0) = ¢}, sont les constantes de
structure de A dans la base (s)).

Par ce corollaire 6.26, g}, (t) est de degré < n()\) n(u) — n(v), et le coeffi-
cient de cette puissance de t est égal a (O) = c . Ca termine la preuve de
la proposition 6.19.

Il reste a prouver la proposition 6.21. Pour ¢a, on va reformuler les défi-
nitions d’une table et de d(A) en termes de(s) suites de compositions. Si « et
[ sont deux compositions, on écrit § 4 a si a; —1 < §; < «; pour tout ¢ > 1.
Si 5 4 «a, alors on définit d(c«, 8) comme le nombre de paires (i, j) telles que
Bi = «y, ﬁj = — 1 et (], Oéj) <r (’L,Oéz)

Proposition 6.27. Soient o et 5 deux compositions et on suppose que 3; = 0
pour i > r. Il existe une bijection naturelle entre des tables stm'ctement osl A
de forme a et de poids 5 et des suites de compositions AR ) de
sorte que 0 = a® 4a® + ... H4a =qa et |a?| - |a(l V| = p; pourz > 1.
De plus, cette bijection tmnsforme d(A) en Y, d(a @ ali=1),
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Démonstration. On associe a une table A la suite (o), ot
a = A71({1,2,...,i}). On sait que
d(A) = card {(z,y) € a x aly < x, A(x) < A(y) < A(x”)}. Le nombre
d(a®, a=1)) est égal au nombre de couples de cases (z,) tq
(1) z est au bord de a et de ali=Y),
(2) y est au bord de o mais pas de a1,

(3) y<px. ' '
Le couple (z,y) "contribue" a d(a®,al=Y) si et seulement si y <, x et
Alz) < A(y) < A(z”). Do d(A) = 2121 d(a, a=1), 0

On rappelle la définition de «, (formule (6.4)) et on voit qu'une induction
évidente réduit la preuve de la proposition 6.21 a la proposition suivante.

de linduction évidente. On fait la démonstration par récurrence sur le nombre
de parts de \.

(Initialisation :) Si k =1, A] = (r). Il existe un seul tableau A de forme p et
de poids X et d(A) = 0 car A(z) = A(y) pour toutes cases x, y.

(Hérédité :) Si c’est vérifié pour k, on a

d
Yy BNy T AT T 2 (Zq (a)> uu
o a

oit a = (a®)ocicp, a® = p et |a(l)] — |a=Y] = ). Par la proposition 6.28
on a

d d d(s,
n a a

pB ,
[Bl=[pl+N 41

Onaa=0=0a®4...4a® =pu)et p - pB. En posant a**1) = 3, on
obtient @ = (0 = o® 4 ... 4 a® o o* D), Comme ¢¥@ @) = ¢¥@ on

arrive a
— § E d(a)
Y UNUN = q " Uy.
v a

[]

Proposition 6.28. Soient A, v des partitions avec |\ = |u| + 7, et soit «
une composition de sorte que o ~ \. Alors

Gian(0) = 3 a"”
B

ot la somme porte sur toutes les compositions 3 de sorte que f -« et f ~ L.
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Démonstration. Soit M un o-module fini de type A. On rappelle que Gﬁ(m(o)
est le nombre de sous-modules N C M de type (1") et de cotype u. La condi-
tion que N est de type (17) signifie que N est un k-sous-espace vectoriel de
dimension r du socle S de M. On note G,(S) 'ensemble de ces sous-espaces.
Pour compter le nombre des IV, on va utilisier la décomposition en cellules
de Schubert. Si (v;)ier est une base de S donnée (i.e. S = @, ; kv;), ot I est
totalement ordonné, |I| = s, alors les cellules de Schubert correspondants C);
dans G,(S) sont paramétrisées par r-sous-ensembles J C I. Les coordonnées
des éléments de C; sont (¢;; € k|j € J,i € I\J,j < i); le sous-espace corres-
pondant & (¢;;) a la base (v; + Y. ¢;;jv;)jes. L'ensemble G,.(5) est la réunion
disjointe des C;. De plus, on a card(C;) = ¢%/), ou d(J) est le nombre de
pairs (i, ) de sorte que j € J, i € I\J et j <.

Maintenant, on va exprimer M dans la forme My = @ oe; ot e} = 0.

Remarque. M),/N ne dépend que de J. On a My/N ~ M,_5, ol 0; =
(04)i>1 avec 05; = 1 sii € J et 0 sinon

Pour définir un ordre sur I on dit que j est avant 7 si et seulement si (7, oj) <p,
(4, ;). On considére la décomposition correspondant de G,(S) en cellules
de Schubert. Les sous-ensembles J C [ sont en bijection naturelle avec les
compositions f 4 « : & un sous-ensemble J correspond une composition 3
telle que B; = a; — 1 pour @ € J et ; = o pour i € I\J. Il est clair que
cette bijection transforme d(J) en d(a, 5). Enfin, on a M, = @ oe; ~ M,
sia~ A\ Pour N € Cy, ona M,/N~ M,s, et il existe g4 sous-espaces
vectoriels N de ce genre. On note a — d; := 3. Or, Mg ~ M, si et seulement
si B ~ u, d’out la proposition 6.28. O
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