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0.1 Introduction - Mise en bouche

Lorsque Platon décrit la formation du monde par le démiurge dans son Timée
[PLA1, 27c-69a] !, il suit I'héritage métaphysique pythagoricien. En bon pythagori-
cien, Platon tire de cette éducation une philosophie mathématique, c’est-a-dire qu’il
« s’efforce de trouver aux mathématiques un fondement qui garantisse la légitimité
de leurs principes [...]. C’est a partir de ce fondement qu’il entreprend de déduire les
structures de I'Univers physique, qui sont mathématiques. »[CAV, p.7]

Les corps du monde sensible, contrairement a ceux du monde céleste, sont com-
posés d’éléments (on dirait de nos jours ‘particules’) que sont la terre, 'eau, l'air et
le feu. Ces éléments sont ? (respectivement) les polyedres convexes réguliers cube,
icosaedre, octaedre et tétracdre [PLAL, 53c-56¢].

0%

Voici le cube, l'icosaedre, 'octaedre, le tétraedre...

Ces trois derniers ayant des faces identiques (i.e. des triangles équilatéraux),
ils peuvent géométriquement et physiquement muter selon leurs faces suivant des
équivalences strictes fixées par Platon : 10 particules de feu éq. 5 particules d’air
éq. 2 particules d’eau. La terre ayant des faces carrées ne peut se transmuter en les
trois précédents éléments mais seulement s’y fragmenter ou s’y délayer.

Le carré et le triangle équilatéral sont hétérogenes : en effet, le carré se divise a
I'infini en triangles scalenes égaux et le triangle équilatéral se divise a I'infini, quant
a lui, en triangles équilatéraux. Des lors, on peut dire que les particules sont formées
de triangles, la particule ultime et irréductible. Dans ce schéma, le fini et I'infini
s’entrecroisent : ces triangles peuvent étre construits de forme invariable, quelle que
soit 1’échelle de grandeur, et il en est de méme des polyedres.

Quant au dodécaedre, forme la plus proche de la sphere, il est stirement réservé
au mystérieux cinquieme élément, 1'éther [PLA1L, 55C] [PLA2, 991c7]. Et Platon
d’affirmer alors qu’il y a cinq polyedres? et seulement cing.

1. Les références bibliographiques sont faites entre crochets dans le corps du texte et renvoient
a la bibliographie qui se trouve a la fin de ce mémoire.

2. Cela signifie qu’ils sont réellement. Ontologiquement, les objets mathématiques existent pour
Platon, ils ne sont pas une construction de I'esprit. C’est une pensée siirement due a son éducation
pythagoricienne.

3. Il S’agit ici, bien siir, des polyedres (convexes) réguliers, aussi dénommés ’platoniciens’ pour
des raisons évidentes.



... et le dodécaedre.

Mais il faudra attendre un siécle pour qu’Euclide, dans ses Eléments, systématise
de maniere hypothético-déductive et plus rigoureuse les mathématiques, et donc la
géométrie, qui ont précédé. Clest dans le livre XIII de ses Eléments (le dernier
livre!) qu’il offrira description et construction des solides platoniciens. De surcroit,
il donnera une démonstration, faisant défaut a Platon, qu’il en existe cing et seule-
ment cing.

D’un point de vue épistémologique, Platon nous a posé au moins trois problémes
dans son Timée. Le premier est physique : peut-on dire que les particules sont
composées de triangles ou de polyddres? Evidemment, la physique fondamentale
contemporaine nous dira que non. Méme si I’Atomium est un cube, on sait de nos
jours que les particules élémentaires ne sont pas des polyedres platoniciens. Néan-
moins, a une échelle moins microscopique, les cristaux, eux, ont parfois une structure
qui est un polyedre convexe régulier. Par exemple, le réseau hexagonal compact est
un octaedre étoilé qui forme un cube (il suffit d’entasser des oranges en excentrant
les couches pour le remarquer ). D’ailleurs, les groupes polyédraux font partie des
groupes christallographiques. On se rapproche du réel ; Platon n’avait peut-étre pas
tout a fait tort...

Les deuxieme et troisieme problemes épistémologiques sont 1'unicité et 1'exis-
tence mathématique de ces polyedres réguliers. Si Platon en était convaincu, il ne
nous en a pas donné la preuve. Euclide, quant a lui, nous ’a presque fait parvenir.
Cependant, méme si la méthode hypothético-déductive est en route, il s’agit plus de
monstrations que de démonstrations que l'on trouve dans ses Eléments. 11 faudra en
passer par Descartes puis Euler pour atteindre la rigueur requise. Et c’est cela qui
va nous préoccuper. Le premier chapitre sera consacré a ’analyse et a la trigono-
métrie pour une approche empirique des problemes de 'unicité puis de l'existence
des solides platoniciens. Ensuite, on s’intéressera aux préliminaires (appartenant a
'algebre linéaire) qui permettront d’arriver enfin a la troisieme partie, consacrée aux
groupes polyédraux présentés par générateurs et relations.

Ainsi on montrera I'unicité et ’existence des polyedres réguliers grace a deux
approches : I'une empirique et I'autre abstraite®. Plus précisément, dans la section
1 on se penchera sur la notion analytique de convexité qui permettra de définir les
polyedres comme le sens commun, ¢.e. en manipulant des objets du monde sensible.

4. Voir aussi la premiere page de 'annexe.
5. On remarque que cette démarche pourrait s’appliquer, comme chez Coxeter [COX], a des
polyedres de dimension supérieure a trois, ou aux diverses manieres d’étoiler un polyedre.



La section 2 est consacrée a la formule d’Euler ¢ et aux contraintes numériques qu’elle
induit. Cela permet de classer les polyedres réguliers, ¢’est-a-dire de démontrer qu’il
ne peut y en avoir que cinq. On ne démontrera pas l’existence, car de ce point de
vue, il suffirait, par exemple, d'un calcul de coordonnées (ce qui peut aisément se
faire avec un logiciel informatique) ou de les construire explicitement (mais pour
cela, on renvoie au livre XIII des Eléments d’Euclide).

On arrive maintenant au deuxiéme chapitre, préliminaire au troisieme. Dans ce
chapitre, constitué des sections 3 a 5, on étudiera les isométries des espaces euclidiens
puisqu’on verra qu’un polyedre a pour groupe de symétrie ces isométries-1a7.

Enfin, le troisiéme chapitre sera consacré a ’étude de ces groupes de symétries
qui sont les groupes polyédraux. On commencera en section 6 par donner des défini-
tions et propriétés algébriques des polyedres réguliers, sous réserve, toujours, qu’ils
existent. Dans la section 7, on s’intéressera a 1’équation caractéristique qui permet-
tra, apres résolution, de déterminer combien de groupes d’isométries sont possibles.
La section 8 sera une classification de ces groupes et on verra qu’il y a trois groupes
polyédraux (pour cinqg polyedres) que I'on décrira. Voila pour le probléme de 1'uni-
cité. Reste 'existence, qui sera démontrée en section 9.

En annexe sont présentées des représentations de projections stéréographiques
d’icosaedres, juste pour le coté esthétique de ces projections, ainsi qu’une recherche
des angles invariants des cinq polyedres. Cette annexe est réalisée avec le logiciel
Maple®.

6. On ne reprendra pas la célebre démonstration de Cauchy, que 1'on retrouve chez Hadamard
[HAD], a cause des problémes qui découlent de cette preuve. Pour plus de précisions, voir Lakatos
[LAK].

7. On peut aussi regarder les choses sous cet angle : dire que les polyedres sont une représentation
des groupes d’isométries de ’espace & trois dimensions.

8. MaplesoftT™.



Chapitre 1

Analyse et trigonomeétrie.
Approche empirique des polyedres

1. L’icosaedre et son dual, le dodécaedre, inscrits dans une méme sphere. Réalisé avec Maple.
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1.1 Définitions et premieres propriétés

1.1.1 Convexité

Soit £ un espace affine réel de dimension n finie.

Définition 1 - Une partie non vide d’un espace affine réel est dite convexe si elle
contient tout segment [AB] dont elle contient les extrémités A et B.

Le barycentre a coefficients positifs de toutes les parties finies d’un conveze est
une combinaison affine qu’on appelle combinaison convexe.

Remarque 1 - (i) Un convexe contient toutes les combinaisons convexes de ses
parties.
(13) Toute intersection de parties convezes est conveze.

Définition 2 - Pour P partie de E, on appellera enveloppe convexe, notée Conv(P),
lintersection de tous les convexes contenant P.

Lemme 1 - (i) Conv(P) est le plus petit convere contenant P.
(i7) Conv(P) est l’ensemble de toutes les combinaisons convezes des points de P.

Preuve - (i) C’est clair d’apres la définition précédente.

(77) Soit C 'ensemble des combinaisons convexes de P. Alors, par associativité
du barycentre, C est convexe. Donc Conv(P) C C. Et par la remarque 1.(7), on a
C C Conv(P). O

Théoréme 1 - Tout point de l’enveloppe convere Conv(P), ot P est une partie
d’un espace affine de dimension n, est combinaison convexe d’au plus n + 1 points

de P.

Preuve - Soit ¥ un espace affine de dimension n. Soit P C E. On fixe O € E.
Soit M € Conv(P), alors OM = ! )\kOAk, avec i AN =1(1<k<q,0< < 1)
et Ar, € P. On suppose ¢ > n + 1 et ¢ minimal. Alors les A, sont afﬁne_msnt liés.
Donc il existe des scalaires ux (1 < k < ¢) non tous nuls tels que > uxOA, = 0 et
> e = 0.

Par suite, on peut supposer que I'un au moins des p;, est strictement positif. Soit
y_lnf{’\k' 1 </<;<qet,uk>0} Onpose(Sk—)\k—V,uk Alors Vk € {1,2,...,q},

0 > 0et 316, = 1. On a alors OM >4 5kOAk Puisque I'un au moins des d; est
nul, M est combinaison convexe de ¢ — 1 points de P, ce qui contredit la minimalité
de g. Doug<n+1.0

A partir de maintenant, E est un espace euclidien de dimension n finie.

Théoreme 2 - SiC est un convexe fermé non vide d’un espace euclidien E et A un
point de E en dehors de C, il existe un unique point H de C tel que AH = d(A,C) =
inf{AM, M € C}.



Preuve - Ezistence : Soit B une boule fermée de centre A et de rayon r > d(A,C).
Alors I = BNC # () et I compact. La fonction continue M — AM atteint son
minimum en un point H tel que AH = d(A,C).

Unicité : On procede par absurde : soit H' (H' # H) de C tel que AH" = d(A,C).
On en déduit AH' = AH. Alors HAH' est isocele de sommet A. On note P le milieu
de [HH']. On a donc par 'égalité de la médiane AH? + AH? = 2AP? + HH"/2,
AP < AH = AH' = d(A,C) et par définition d'un convexe : P € C. Absurde! O

Définition 3 - Le point H du théoréeme 2 est appelé le projeté de A sur le convezxe
fermé C.

Définition 4 - 5i C est un convexe d’un espace affine, un hyperplan d’appui de
C est un hyperplan qui rencontre C et qui délimite un demi-espace fermé contenant

C.

Théoréme 3 - En tout point de la frontiere d’un convexe fermé C, il passe un
hyperplan d’appui.

Notation 1 - Pour C convexe, on note :

o C son adhérence, i.e. le plus grand fermé contenu dans C ;

° 8 son intérieur, i.e. le plus grand ouvert contenu dans C ;

o Fr C sa frontiére, i.e. par défnition Fr C = C\ é

Pour x, y deux points d’un espace E, on note d(x,y) la distance entre x et y.
On note V, et V, leurs voisinages respectifs.

Pour un réel strictement positif p, on note B,’O(y) la boule ouverte de centre y et
de rayon p.

Enfin, on note pr(x) la projection orthogonale de x sur l’ensemble C.

Preuve du théoreme - Soit C un convexe fermé d’un espace E et H un hyperplan
d’appui de C.

1. On montre que H rencontre la frontiere FrC de C et pas é :

On va montrer que HN 8: () par absurde. On suppose qu’il existe un élément
y dans HN C. Comme Yy Eé, il existe p > 0 tel que il existe B = B),(y) C Coo; et
tout élément de B appartient a C.

I existe y; et yo dans B et V,, et V,, des voisinages contenus dans B tels que
Vi, NV, = 0, puisque U'espace est séparé, et tels que H sépare les deux points. Ces
deux points y; et yo de C appartiennent a deux demi-espaces ouverts de frontieres
différentes, ce qui contredit 'hypothese que H est un hyperplan d’appui.

Donc H rencontre C\ c=Tr C.

2. On montre que pour chaque point x de Fr C, il existe un tel hyperplan d’appui
H,.
Pour tout x € E'\ C, pr(z) € Fr C. En effet, pr est une surjection sur Fr C car
y € Fr C est sa propre image. On peut alors trouver x € [ tel que d(z,y) = d(z,C),
i.e. pr(z) =y.

On considere P, ,;, qui est le plan orthogonal a (zy) en y. Alors P,, est un plan
d’appui de C car si un point z € C était dans le demi-espace ouvert contenant x, par
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convexité on aurait [yz] C C et, comme d(z, [yz]) < d(z,y), cela contredirait le fait
que l'on a d(z,y) = d(x,C). O

Corollaire 1 - Le convexe fermé C est l'intersection des demi-espaces fermés déli-
mités par les hyperplans d’appui.

Définition 5 - On appellera point extrémal du convexe C tout point A € C tel
que C \ {A} est conveze, i.e. un point qui n'est pas a l'intérieur d’un segment non
réduit a un point contenu dans C.

Notation 2 - On notera Extr(C) l’ensemble des points extrémaux du conveze C.

Définition 6 - Un point exposé d’un convezre C est un point qui est l’intersection
de C avec un hyperplan d’appui. Un sommet d’un convexe C est un point qui est le
seul point d’intersection de tous les hyperplans d’appui passant par ce point.

Théoréme 4 - Un convexe compact d’un espace affine de dimension finie est [’en-
veloppe convexe de ses points extrémaux.

Preuve - Soit C un convexe compact et n la dimension de la variété affine £ qu’il
engendre.

Comme C = Conv(Fr C), il suffit de montrer Fr C C Conv(Extr C). Soit A € FrC,
H un hyperplan d’appui en A et HT le demi-espace ouvert délimité par H et ne
contenant pas C. Il est évident que Eztr(C) NH C Extr(C NH).

Inversement, si M € Extr(CNH), alors M est de la forme M = AP+ (1 — \)Q,
avec P et Q dans C, \ €]0; 1[ et P et @ ne sont pas dans H™' (sinon on aurait M €
H*, ce qui est absurde). P et @ sont donc dans CNH. Comme M est extrémal dans
CNH,ona P=Q=M.Ilsuit M € ExtrCN'H et donc ExtrCNH = Extr(CNH).

En ce qui concerne A € Fr C: A € CN'H = Conv(Extr(CNH)) = Conv(ExtrCN
H) C Conv(EztrC). O

Définition 7 - Une facette d’un convexe C est une partie convere F de C telle
que tout point de F n’est pas intérieur a un segment contenu dans C et dont les
extrémités ne sont pas dans F :

V(M,P,Q) € FxC% (3\€]0;1[; M = AP+ (1 -))Q) = (P,Q) € F>.

La dimension d’une telle facette est la dimension de la variété affine qu’elle
engendre.

Remarque 2 - Toute facette de dimension ¢ < n—1 (avecn la dimension de C) est
contenue dans un hyperplan d’appui ainsi que dans la frontiére de C. Si le convexe
est fermé, sa frontiere est alors réunion des facettes de dimensions inférieures d
n—1.

11



1.1.2 Polygones, polyédres

Définition 8 - On appelle polytope I’enveloppe convexe d’un nombre fini de points.

Définition 9 - Soit E un espace affine. On appelle polyédre convexe de E tout
polytope d’intérieur non vide.

Remarque 3 - Un polyédre convexe de dimension n est, par définition, [’in-
tersection, d’intérieur non vide, d’un nombre fini de demi-espaces de dimension n.
Il existe alors une famille minimale de demi-espaces dont il est l'intersection (elle
est unique) : les hyperplans les délimitant rencontrent le polyédre selon des (n —1)-
facettes appelées faces. Chaque (n — k)-facette d’un polyédre est l'intersection de k
faces ; les O-facettes sont les points extrémaux ou sommets qui sont en nombre fini.

Définition 10 - On appelle n-simplexe de E tout polyédre convexe enveloppe
convexe de n + 1 points de E affinement indépendants, i.e. de points formant un
repere affine de E.

Désormais, I'espace ambiant est de dimension 3.

Définition 11 - 1. Sur une sphére S, une demi-sphére est une partie fermée
délimitée par un grand cercle I' (intersection de S avec un demi-espace délimité par
un plan passant par 0).

2. On appellera polygone sphérique convexe une intersection non vide de
demi-spheres ; ses cotés sont les arcs des grands cercles le délimitant, ses sommets
sont les extrémités de ces arcs; ses angles sont les angles géométriques des cotés
(i.e. Uangle géométrique des demi-tangentes a ces arcs en les sommets).

3. Si on a2 cotés, c’est un secteur sphérique ct si on a 3 cotés, un triangle
sphérique.

4. Un polygone sphérique régulier est un polygone sphérique a n cotés qui
est conservé par un groupe cyclique de n rotations de l’espace. Ses cotés sont isomé-
triques, ses angles sont tous égaux.

Définition 12 - On appellera polyédre sphérique sur une sphére S la donnée
d’un ensemble fini de polygones sphériques convexes (appelés faces) recouvrant S de
sorte que l’intersection de deuz quelconques est soit vide, soit réunion de sommets
et de cotés; ces derniers sont appelés respectivement les sommets et arétes du
polyédre (une aréte appartient a deux faces).

12



1.2 Contraintes numériques des polyedres

1.2.1 Formule d’FEuler

Lemme 2 - Sur une sphere S de rayon R, ’aire géométrique d’un secteur sphérique
d’angle o est 2aR? et laire géométrique d’un triangle sphérique T d’angles o, 3,7
est égale a :

A(T) = (a+ B+~ — )R

Preuve - Soit S une sphere de rayon R. On fixe T" un triangle sur S et on nomme
A, B, C ses sommets. On appelle S’ la demi-sphére de S contenant 7" et délimitée par
le grand cercle contenant A et B. On sait que laire A(S’) de S’ vaut A(S') = 27 R2.

On note A’ le point diamétralement opposé & A, B’ celui a B, soit A’ = —A
et B = —B. Puis BAC = o, ABC = et ACB = . On pose : T' = ABC,

Ty = ABC, Tg = AB'C, Tc = A'B'C'. Le secteur sphérique T'U T4 a pour aire
A(TUT,) = A(T) 4+ A(Ta) = 27R*.2 = 2aR*. De méme, on a : A(TUTg) =
A(T) + A(Tg) = 28R?, et en remarquant que T'U —T¢ est un secteur sphérique, on
obtient : A(T U Tc) = .A(T U —Tc) = A(T) + A(Tc) = 2’7R2.

Par suite,
20R? = A(T)+ A(Ty)
+ 2BR* = A(T)+ A(Ts)
+ 29R? = A(T)+ A(T¢)

donne : 2R*(a + B+ v) = 3A(T) + A(T4) + A(Ts) + A(Tc).
Si on soustrait & cela 2R?*m = A(T) + A(T4) + A(Ts) + A(Tc), on obtient :
2R*(a+ B+ —m) = 2A(T), soit A(T)=(a+B+~vy—mR% T

Corollaire 2 - L’aire d’un polygone sphérique convexe P, an cotés, d’angles oy, ao, ...

est :

A(P,) = (z: i — (n— 2)7T> R

FEsquisse de preuve - 11 suffit de découper le polygone sphérique en triangles et
d’appliquer le lemme 2. [

Théoréme 5 - Si s, a, f désignent respectivement les nombres de sommets, arétes
et faces d’un polyédre sphérique, on a :

s—a+ f=2.

Preuve - Soit P un polyedre sphérique (de sphere circonscrite §) de s sommets,
a arétes et f faces. En chaque sommet, la somme des angles est 27. Donc la somme
de tous les angles des polygones faces du polyedre est o = 27s.

Soit fr une face a ng, cotés (1 < k < f). D’apres le corollaire précédent, la somme

de ses angles est oy, = AI(%J;) + (ni — 2)m. La somme totale des angles de toutes les

faces est donc o = 7 Y A(fi) + (X (g, — 2))m.

13



Comme U{fk =S, Z{ ng = 2a (car chaque aréte appartient a 2 faces) et cette
somme vaut : o = A]g) + (2a — 2f)7.
Par ailleurs, A(S) = 47 R?, donc 27s = 47 + (2a — 2f)m, i.e. s =2+a— f; dou

la formule. O

1.2.2 Contraintes numériques des polyédres réguliers

Définition 13 - On appellera polyédre régulier tout polyedre convexe dont toutes
les faces sont des polygones réguliers et identiques. De plus, on impose que chacun
de ses sommets possede le méme nombre de faces et d’arétes.

Théoreme 6 de classification - Dans un espace vectoriel euclidien il n’existe que
5 polyedres réguliers :

- le tétraédre (4 faces),

- Uhezaédre ou cube (6 faces),
- Doctaédre (8 faces),

- le dodécaedre (12 faces),

- Uicosaédre (20 faces).

Les triplets (f,a,s), ou f est le nombre de sommets, a le nombre d’arétes et s le
nombre de sommets d’un polyédre régulier P ne peuvent étre que : (4,6,4), (6,12, 8),
(8,12,6), (12, 30,20), (20,30,12).

Preuve - Soit P un polyedre régulier d'un espace euclidien F.

Soit f son nombre de faces, a son nombre d’arétes et s son nombre de sommets.
Comme P est régulier, chaque face possede le méme nombre m arétes. Donc m f est
le nombre total d’arétes. Et comme chaque aréte rencontre exactement deux faces,
on a : mf = 2a. Soit n le nombre des arétes qui se rencontrent en chaque sommet.
Puisque chaque aréte relie deux sommets, on a aussi : mf = ns.

De la formule d’Euler, on tire :

2a 2a
——a+— =2
m n
et alors
1 1 1 1
—+-—==—+=->2

m n a 2
Les nombres m et n sont évidemment tous deux au moins égaux a 3. On en
déduit que les seuls cas possibles pour les couples (m,n) sont :

(m,n) = {(3,3);(3,4); (4,3); (3,5); (5,3)}-

Par ailleurs, f —a+s=2=f—-"L+ 2 = f(1-242) Dou: f = z—2
On peut alors classer les polyedres comme suit :

—Tétmédre(?),?)):f:67192+6:4,a:m7f:%:6,s:m7f:%:4.
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- Hezaeédre (4,3) @ f 6_£+8 =6,a= % =12,s=%5 =8
- Octaédre (3/4) : f = 8:{;‘% =8, a=%5=12,s=% =
- Dodécaedre (5,3) : f = =555 = 1

—]cosaédre(3,5):f:m_27105+6220,a:@:30,s:%:12.|3

Définition 14 - Pour chaque polyédre, le couple (m,n) de la preuve précédente est
appelé son symbole de Schlafii.
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Chapitre 2

Isométries des espaces vectoriels
euclidiens. Vers une approche
abstraite des polyedres

1. C’est un graphe étalé d’icosagdre, tiré de [ARN].
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2.1 Isométries, matrices orthogonales et groupe
orthogonal

Définition 15 - Soient E et F' deux espaces vectoriels euclidiens, munis de leurs
produits scalaires (.|.). Soit ¢ € L(E, F). On dira que ¢ est une isométrie si elle
conserve le produit scalaire : V(u,v) € E%, (¢(u)|p(v)) = (u|v).

Remarque 4 - Une telle application ¢ conserve alors la norme ||.|| induite par le
produit scalaire et par la la distance d : (u,v) — |[u — v|| induite par la norme :
(1)Vu € E, [p(u)] = [[ull.
(i0)¥(u,v) € E?, d(p(u), ¢(v)) = d(u,v).

Proposition 1 - Une application linéaire ¢ : E — F' entre deux espaces euclidiens
de méme dimension n est une isométrie si, et seulement si, elle transforme une base
orthonormée quelconque en une base orthonormée. Et il suffit que ce soit vrai pour
une base orthonormée donnée.

Preuve - Soient E et F' deux espaces vectoriels euclidiens de méme dimension n.
On considere ¢ € L(F, F) qui transforme une base orthonormée £ = (ey, ea, ..., ;)
en une base orthonormée F = (f1, fa, ..., fn)-

Soient = et y dans E de composantes respectives (xy, Ta, ..., T,) €t (Y1, Y2, -, Yn)
dans la base €. Par hypothese, ¢(x) et p(y) dans F' sont de composantes respectives
(1, T2,y .oy ) €t (Y1, Y2, ..., Yn) dans la base F. De plus, (z|y) = z1y1 +x2yo+...+TnYn
et (p(2)[p(y)) = 2191 + T2y + .. + TpYn-

Donc ¢ conserve le produit scalaire.

Réciproquement, soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension n, soit
E = (e1,e€3,...,€6,) une base orthonormée quelconque de FE, et soit ¢ une isométrie
de L(E,F).

Par définition, pour tous (7, 7) de {1,2,...,n}? ona: (¢(e;)|p(e;)) = (eile;) = di;.
Les (p(e;))1<i<n sont deux a deux orthogonaux donc c¢’est une famille libre de F'. Et
comme dim F' = n, c’est une famille libre maximale ; donc une base orthonormée de
F.

Le dernier point en résulte par "aller-retour'.l]

Proposition 2 - Soient E et F deux espaces vectoriels euclidiens. Alors une appli-
cation linéaire p : E — F est une isométrie si, et seulement si, sa matrice dans
des bases orthonormées vérifie 'MM = I,,, ou I, est la matrice unité de dimension
n.

Preuve - Soit ¢ une application orthogonale de £’ dans F'. On fixe une base or-
thonormée £ de F et une base orthonormée F de F, et on note M la matrice de
¢ dans les bases € et F. Soient (z,y) € E? dont les composantes sont représentées
par les vecteurs colonnes X et Y dans la base £. Les produits scalaires (z]y) et
(p(x)]¢(y)) s’écrivant respectivement sous forme matricielle * XY et {(MX)(MY),
on a par hypothese : {(MX)(MY) = XY, i.e. ' X(*MM)Y ='XY. En prenant X
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(resp. Y) le i-éme (resp. le j-éme) vecteur de la base standard de R™, on constate
que les coefficients (4, j) de MM et de I,, sont égaux. D’on : ‘MM = I,,. O

Définition 16 - On appellera matrice orthogonale une matrice M satisfaisant
‘MM = 1,.

Proposition 3 - L’ensemble O(n) des matrices orthogonales de M, (R) est un
groupe pour la multiplication matricielle.

Preuve - La matrice Id,, € O(n) donc O(n) est non vide. Soient A et B dans
O(n). Alors B~ = 'B d’apres la preuve de la proposition précédente. Par ailleurs,
{AB ™Y(AB™') = ‘B Y"AAB™! = 'B71B~! = (B'B)"! = I,. Par conséquent,
AB™' € O(n). O

Définition 17 - On appellera groupe orthogonal d’ordre n le groupe O(n).

Proposition 4 - L’ensemble O(E) des isométries d’un espace vectoriel euclidien
de dimension n est un groupe pour la composition ; il est isomorphe a O(n).

Preuve - Soit E un espace vectoriel euclidien. On fixe B une base orthonormée
de E. Alors I'application qui associe a chaque isométrie sa matrice dans la base B
est un isomorphisme. [

Définition 18 - On appellera groupe orthogonal de E le groupe O(FE).

Proposition 5 - Deux espaces vectoriels euclidiens E et F' de méme dimension n
sont isométriques; et on a O(FE) ~ O(F).

Preuve - i) Soient E et F' deux espaces vectoriels euclidiens de méme dimension
n. Soient £ = (e, ..., e,) une base orthonormée de F et F = (f,..., fn) une base
orthonormée de F. Soit ¢ € L(E, F) définie par ¢(e;) = (f;) (1 < i < n). Alors ¢
est une isométrie car (p(e;)|p(e;)) = (fil f;) = 0ij = (eilej).

i) Soit f : O(E) — O(F) telle que f(0) = @op™! : c’est clairement un isomor-
phisme. [

Définition 19 - Soient E un espace vectoriel euclidien, et soit ¢ € O(E). Alors ¢
est directe si elle conserve ['orientation (i.e. det ¢ > 0); indirecte si elle l'inverse.

Proposition 6 - Soit E un espace vectoriel euclidien, et soit ¢ € O(E), alors
det p = £1.

Preuve - Soit F un espace vectoriel euclidien, et soit B une base orthonormée de
E. Soit ¢ € O(F). On note M sa matrice dans la base B.

Comme on a MM = I, (proposition (3.4)), det(*M M) = det I,, = 1. D’autre
part, det(*M M) = det(*M) det M et det(*M) = det M = det ¢ entrainent : (det p)? =
1. Comme on est dans R, det o = £1 [J
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Remarque 5 - Si une telle isométrie ¢ est directe, alors son déterminant vaut 1 ;
—1 sinon.

Définition 20 - On considére le morphisme de groupes det : O(n) — {—1;1} et on
pose ker(det) = SO(n). Par définition, c’est un sous-groupe de O(n). On appellera

groupe spécial orthogonal d’ordre n le groupe SO(n). Pour tout espace vectoriel

euclidien de dimension n, on définit de méme le groupe spécial orthogonal de
E, sous-groupe de O(E), et noté SO(FE).

2.2 Isométries vectorielles d’un plan euclidien

Pour cette section, on considére P un plan vectoriel euclidien orienté et on fixe
B = (u,v) une base orthonormée de P.

Proposition 7 - Le groupe SO(2) est décrit par :

Smm:{<z_j>mﬁeRf+§:1}
L’ensemble O(2) \ SO(2) est décrit par :

O@ﬂS@%z{(Z_i)mﬁeRf+¥:1}

Preuve - Soit M € My(R), M = < @ ¢ )

b d
a>+v? =1
MeSOQR) &' MM=Ids A+d>=1 .Doud’?=bd*ie.: (1-b*)c* =
ac+bd =0

b (1 —2).
Si b2 =0, alors ¢ = 0.
Sib#0,alors 35 —1 =4 —1puis b = ¢?, i.e. b= =+c.
Ensuite, a> =1 -0 =1—-c*=d?>. Dot a=4d. Onaalors : a = ed et b = ¢'c,
avec ¢,¢’ dans {—1;1}.
Par ailleurs, ac + bd = 0 implique (¢ + &’)ab = 0, soit ¢ = —¢’. Donc : M =
a —eb
( b ea )

Or on sait que det M = . D’ou la proposition. [J

Théoréme 7 - Pour tous a,b € R,a® + b = 1, il existe un unique 0 modulo 2 tel
que cos = a et sinf = b.
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Preuve - Eristence : 0 < a*>=1—5* <1 dou a € [0;1] et donc 30, € [0;7];a =
cos 0.

> =1—a®> =1—cos?f; = sin?6,. Si b = sinfy, alors § = 0, convient; si
b = —sin 6y, alors § = —6; convient.

Unicité : On suppose que 6 et #' conviennent. (sinf = b = sin#’) donne (¢ =
0[27] ou ' = m —0[27]). D’autre part, (cosf = a = cos @) entraine (|| = |¢’|). Donc
0=¢.0

, .. ] cosf@ —sinb
Lemme 3 - L’application ¢ : R/27Z — SO(2), 0 — < sind  cosf > est un

isomorphisme de groupes.

Preuve - On remarque que ¢ est bien définie; car cos et sin sont 2r—périodiques
sur R.
Morphisme : Soient 6 et o dans R/27Z. Alors

[ cos(@+a) —sin(@+a) \ [ cosf —sinb cosa —sina
o(0+a) = < sin(0 + «)  cos(f + «) > B ( sinf  cosf ) < sina cosa )
¢(0)9(a).

Bijection : On voit clairement d’apres les propriétés bien connues de sin et cos
que 'application ¢ est surjective. Soit 6 € ker ¢. Alors ¢(6) = I (ou I est la matrice
identité de dimension 2), soit § = 0[27] et donc 0 € 27Z.

Finalement, ¢ est bien un isomorphisme de groupes. []

Remarque 6 - Soient M, M' € SO(2) telles que M et M' sont semblables. Alors
il exviste P € SO(2) telle que M' = PMP~'. Mais comme SO(2) est abélien,
M'" = M. Donc pour ¢ € SO(P) et B une base orthonormée de P, si M = Mpg(y)
dans SO(2), alors pour toute base B' orthonormée de méme orientation que B de

P. My (g) = M.
Lemme 4 - Tout sous-groupe de R est monogene ou dense.

Preuve - Soit G un sous-groupe de R, on note GT = GNR™ et @ = inf G*. On
suppose GG non trivial.

i) On montre que « existe. Soit x € G;  # 0. Si x > 0 alors z € G, sinon
—x € GT. Ainsi, G est une partie non vide de R. Par ailleurs, 0 minore G*. Donc,
d’apres le théoreme de la borne inférieure, G+ admet une borne inférieure o > 0.

i1) Cas 1 : o > 0. On va montrer que dans ce cas G est monogene. Pour ce faire,
il faut d’abord montrer que o € G. On procede par 'absurde. On suppose o & G.
On prend f € G; a < B < 2a. Un tel § existe puisque 2o > « et 2a¢ non minorant
de GT. De la méme maniére, comme 3 n’est pas un minorant de G* dans R, il existe
vyeG;a<vy<f. Alors, d'une part f — v € GT; d'autre part : o < v < § < 2«
= f — v < «. Absurde! Donc a € G. Et comme G est un groupe, on en déduit
immédiatement par définition que (a) = aZ C G.

Maintenant, on veut : G C aZ. Soit x € G'; on pose n = [Z], ol [.| désigne
la partie entiere. On a : n < g < n+ 1, ou encore na < x < (n+ 1)a. D'ou
0 <z —na < a; tous ces termes étant dans G.
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On suppose = # na. Alors x — na € GT, donc @ <  — na. Mais d’apres (x),
0 < z—na < na+a—na = a. Contradiction. Donc z = na. Par suite G € oZ = (),
d'ou G = (a).

i1i) Cas 2 : « = 0. On va montrer que dans ce cas G est dense. Soit a € Rete > 0
(dans R). On considére U'intervalle de R : I =Ja—¢; a+¢[. Comme inf Gt = 0, il existe
r€G;0 <z <e Onposen = [2]. Comme précédemment, on a: nr < a < (n+1)z.
Ete>0= nz <a+e Dautre part,a —e < (n+ 1)z —e =nzx +z — e < nz.
Donc zn € I.

Comme zn € G, on en déduit que chaque intervalle de R non réduit a un point
contient un élément de GG. Ce qui signifie que G est dense dans R. [

Corollaire 3 - Tout sous-groupe fini de R/27Z est monogéne (et donc cyclique),
engendré par la classe d’un élément de la forme 2w /n (n € N¥).

Preuve - Soit H un sous-groupe fini de R/27Z, et soit G = 7 '(H) (ou 7 : R —
R /277 est la surjection canonique).

On sait que G est un sous-groupe de R. Il est donc, en vertu de la proposition
précédente, soit dense dans R, soit monogene. On suppose G dense dans R. On pose
une bijection ¢ : R/27Z — U (ou U est le cercle unité).

Soit # € U, # € R relevant 6; on fixe (a,) une suite d’éléments de G qui
COS (v, — cos 0
sin v, sin 6
dans le cercle U, donc infini, donc 7(G) = H aussi infini. Contradiction! Donc G
est monogene et comme H est image homomorphe de GG, H est monogene.

Soit g un générateur de G; on a alors m(g) = g générateur de H. Comme H
est fini, soit n € N* l'ordre (fini) de g dans H (et donc |H| = n). 1l suit : ng = 0.
D’ou ng € 277, i.e. g € (2n/n)Z. L’élément ¢ étant un représentant de sa classe
d’équivalence modulo 27 /n, on obtient finalement le résultat souhaité. [J

converge vers . Alors dans U. Donc ¢(7(G)) est dense

Lemme 5 - Tout sous-groupe fini de SO(2) est monogéne, engendré par la rotation
d’angle 27 /n, ou n est le cardinal du groupe.

Preuve - C’est un corollaire de ce qui précede. [J
Définition 21 - On appellera une telle isométrie p une rotation vectorielle (ou
simplement rotation s’il n’y a pas de confusion possible). Son angle est le 0 défini
dans le théoréeme précédent.
Lemme 6 - Un sous-groupe fini de O(2) qui n’est pas contenu dans SO(2) est
engendré par une rotation p d’angle 2m/n (n € N*) et une réflexion o satisfaisant

opo = p~L;il est isomorphe a un produit semi-direct Z/nZ x 7,/ 27.

Preuve - Soit H un sous-groupe de O(2) qui n’est pas contenu dans SO(2). On
pose HF = HNSO(2).
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1. On considere le morphisme det : H — {—1;1}. Comme ker(det) = HT,
d’apres le premier théoréme d’isomorphisme, H/Ht ~ {—1;1}. Ce qui entraine
[H: H*] = |{—1;1}| = 2. On en déduit que H* < H.

2. On fixe une rotation p engendrant H*; o(p) = |[HT| = n (ou o(p) désigne
I'ordre fini de p). On fixe une réflexion 0 € H\ H*. On a det(op) = —1; donc ap est
une réflexion. Une réflexion étant involutive, on a : (op)? = Idy, soit opop = Idy,
ou encore opo = p~ L. Comme o est une involution, on a finalement : opo~! = p~L.
Donc (o) opére par conjugaison sur H™ ; laction ~y est donnée par opo~! = p~L.

3. On considére H*o = {p*o,k = 0,....n — 1}. Comme H* et H*o forment
une partition de H, chaque élément de H s’écrit comme composé d’une rotation
(puissance de p) et de la symétrie o ; par conséquent, H = (p,0) = Ht UH 0.

4. On reconnait la définition d’un produit semi-direct dans ce qui précede; et
donc: H = H"x (o). Deplus, H" ~ Z/nZ et (o) ~ Z/2Z donne H ~ Z/nZx7Z]2Z.
O

NB : On reverra ce groupe dans la partie consacrée aux générateurs et relations.

2.3 Isométries vectorielles d’un espace euclidien

(dimension 3)

2.3.1 Ftude des matrices de O(3)

Pour cette section, on considére E un espace vectoriel euclidien de dimension 3.

Proposition 8 - Les valeurs propres complexes d’une isométrie de O(E) sont de
module 1. En particulier, 1 ou —1 est valeur propre d’une telle application.

Preuve - Pour X,Y € C3, XY = (X[Y) (produit scalaire de X et V).
Si M € O(3) et A € C est une valeur propre de M, il existe un vecteur propre
X eC (X #0)de M tel que : XXX = X(MX) =XM'X ={(M1X)X =
Tyv\yv _ 1
t(%X)X =1XX.
Dou A = §, ie. [\ =1. 0

Corollaire 4 - Si ¢ € SO(E), alors 1 est valeur propre de .
Si @ est une isométrie indirecte, alors —1 en est une valeur propre.

Preuve - Comme le déterminant d’une application linéaire est le produit de ses
valeurs propres, on a :

Cas 1 : le polynome caractéristique de ¢ admet trois racines réelles. Dans ce cas,
elles sont toutes égales 1 ou alors 1 est racine simple et —1 racine double.

Cas 2 : le polyndéme caractéristique de ¢ admet une seule racine réelle. Dans ce
cas, les deux autres sont complexes et conjugées, ainsi leur produit est positif car
c’est leur module, qui est égal a 1. Donc la racine réelle ne peut étre que 1. [J
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Théoréme 8 - L’application ¢ est élément de SO(E) si, et seulement si, il existe
1 0 0

une base telle que sa matrice dans cette base est de la forme | 0 cos® —sinf
0 sind  cosf

(@ eR).

Preuve - Soit ¢ € SO(F). On sait que 1 € Spe.

Si on note D la droite vectorielle engendrée par x, on a : gp = Idp. Donc D est
stable par ¢. Soit P le plan orthogonal a D ; c’est un supplémentaire de D.

On va maintenant montrer que P est stable par ¢, i.e. que ;p € O(P). Comme
o(y) € D, v(y) =y, donc (p(z)|y) = 0 pour tout y et p(z) € P. Il existe donc une

1 0 0
base orthonormée de P dans laquelle la matrice M sera de la forme | 0 # # |,
0 # #

ou # représente des coefficients a définir.

D’aprés la section précédente, ( i z ): < E?ZZ _Ssz(; >0u< ;O;Z —CZZ;@ )
(6 € R).
1 0 0
Mais comme det M = 1,onaenfin : M =| 0 cosd —sind |.0O

0 sinf cosH

Remarque 7 - Sip € O(E)\SO(E), alors il existe une base B telle que sa matrice

-1 0 0

dans cette base est de la forme M = 0 cost —sinf |. En effet, —1 est
0 sinf  cosd

valeur propre (remarque (6.3)), et comme dety = —1 (remarque (3.14)), par un

raisonnement analogue au précédent on obtient le résultat souhaité.

2.3.2 Endomorphismes et matrices symétriques

On considere E un espace vectoriel euclidien de dimension 3.

Définition 22 - Soit ¢ € L(F); on dira que ¢ est symétrique si, et seulement
si : V(z,y) € B2, (p(2)]y) = (z[e(y))-

Notation 3 - On notera S(E) l'ensemble des endomorphismes symétriques de E.

Proposition 9 - Soit ¢ € L(E) et soit M sa matrice dans une base orthonormée.
Alors p € S(E) si, et seulement si M € S3(R).

Preuve - Pour tous z,y € E, (p(z)|y) = (z|¢(y))
= VXY € Moy (R), {(MX)Y = X MY
= VX € My (R), (VY € M, (R), X (M — MY = 0)
= VX € M1 (R), {(M —'M)X =0
= M-M=0< MeS,(R). O
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Définition 23 - Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on appellera projecteur
orthogonal sur F le projecteur sur F' parallélement a F*.
On note pr le projecteur orthogonal sur F. On a alors :

Dr ©Pr = PF
Im(pr) = F
ker(pp) = F+

Ve € E, pp(z) € F, 2 —pp(x) € F+

Proposition 10 - Soit p € L(E) un projecteur (pop = p). Alors p est un projecteur
orthogonal si, et seulement si, p est symétrique.

Preuve - Soient p un projecteur orthogonal et (z,y) € E?. Alors : (p(z)ly) =

(p(@)ly — p(y)) + (p(2)[p(y)) = (p(2)|p(y)) car p(z) € Imp et y — p(y) € kerp =
(Imp)~+. L’expression (p(z)|p(y)) est symétrique en z,y donc (p(z)|y) = (z[p(y)).

Réciproquement, soit p un projecteur symétrique de E. On a: V(z,y) € ker pxImp,
(z|y) = (z|p(y)) = (p(z)|y) = 0, donc p projecteur orthogonal. (]

Proposition 11 - Soit p un projecteur orthogonal de E. Alors il existe une base

orthonormée de E telle que la matrice de p dans cette base soit ( j;; 8 ) (r =

rgp = trp).

Preuve - 11 existe une base orthonormée B; de Imp et une base orthonormée B,
de ker p. Puisque Imp et ker p sont supplémentaires orthogonaux dans F, B; U B,
est une base orthonormée de E qui convient. []

Définition 24 - Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on appellera symétrie
orthogonale par rapport a F l'endomorphisme sg de E défini par sp = 2pp—1d,
ou pr est le projecteur orthogonal sur F'.

Proposition 12 - Soit s € L(E) une symétrie (sos =e). Alors s est une symétrie
orthogonale si, et seulement si, s est symétrique.

Preuve - On note p = 3(e + s). Alors ker p = ker(s + €) et Imp = ker(s —€). On

a : (s symétrie orthogonale) < (p projection orthogonale) < (p symétrique) < (s
symétrique). [J

Proposition 13 - Soit s une symétrie orthogonale de E. Il existe une base or-
thonormée de E telle que la matrice de s dans cette base soit < %’ OI ) (p =

Ty
dim(ker(s —e)), ¢ = dim(ker(s +e))).

Preuve - Immédiat d’apres ce qui précede. [
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Définition 25 - On appellera réflexion de E toute symétrie orthogonale dont
I’espace des points fizes est un hyperplan de E.

Proposition 14 - Soit ¢ € S(E). Alors les sous-espaces propres pour ¢ sont or-
thogonaux entre eux.

Preuve - Soient A\, u dans Spg(p); A # i, © € ker(p—N), y € ker(p—p). Alors on

arx 70,y 70, ¢(x) = Az, o(y) = py. D’ou (Azly) = (p(2)ly) = (zle(y)) = (z[uy).
Donc (A — p)(z]y) = 0 et finalement (z]y) = 0. O

Proposition 15 - Soit ¢ € S(E). Pour tout sous-espace vectoriel F' de E stable
par o, F+ est stable par .

Preuve - Soient F' un sous-espace vectoriel de E stable par ¢ et € F-. On a :
Vy € F, (¢(z)ly) = (zp(y)) =0, dott p(z) € F+. O

Proposition 16 - Soit ¢ € O(F) et B une base orthonormée de E. Alors pour que
Mg (p) soit diagonalisable, il faut et il suffit que @ soit une symétrie orthogonale.

Preuve - On suppose ¢ € O(FE) diagonalisable. Comme ¢ € O(FE), Spg(p) C
{—=1;1}. Par suite, il existe une base orthonormée de E telle que la matrice de ¢

dans cette base soit ), ou (p,q) € N2 D’ou ¢? = e, donc ¢ est une

» 0
0 -1,

symétrie. Soient x € ker(p —e), y € ker(p + €); on a alors : (z|y) = (¢(z)|p(y)) =
(x| —y) = —(x]y), donc (x|y) = 0. Donc ¢ est une symétrie orthogonale.

Réciproque : Evident par ce qui précede. [

Définition 26 - Soit p € L(E). On dit que ¢ est autoadjoint si, pour tous x,y €
E, on a (p(x)ly) = (zle(y)).

Théoréme 9 - Théoréme spectral - Tout ¢ € L(E) est autoadjoint.

Preuve - 1. On montre que toutes les valeurs propres sont réelles. Soit B une base
orthonormée de E. Soit A la matrice de ¢ dans cette base.

Le polynéme caractéristique de A, x 4 est scindé sur C[X]. Soit alors A une valeur
propre de A et x le vecteur propre associé. On a A\ dans R ou C. Si I'on note X la
matrice de z dans la base B : {AX)X = XAX (). Par ailleurs, AX = \X, d’ou
AX = )X.

Ona A=A car Ae M,(R); et alors

() & (DX)X =X X

() & MXX = MXX

Or X #0. Donc A = Aet A € R.

2. On montre qu’il existe une base de vecteurs propres de ¢ par récurrence sur

Sin =1, c’est trivial.
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On suppose le théoreme vrai au rang n — 1. Soit A une valeur propre de ¢ et x
le vecteur propre associé. Soit H 'orthogonal de la droite vectorielle engendrée par
z. On sait que dimH =n — 1.

Soit y € H. Alors (¢(y)|x) = (y|e(x)) = (y|Az) = Mx|y) = 0 et alors ¢(y) € H.
De plus, il est clair que p|g est autoadjoint. D’apres I'hypothese de récurrence, il
existe une base (eg,...,e,) de H orthonormée formée de vectuers propres de ¢|g.
Par suite, (z, e, ..., €,) est une base de E formée de vecteurs propres de ¢. [

Corollaire 5 - Soit ¢ € S(E). Alors il existe une base orthonormée de E dans
laquelle sa matrice M est diagonale. En équivalent matriciel, on a : VM € S,(R),
(A, D) € O(n) x D,(R) ; M = ADA™!, ou D, (R) désigne ’ensemble des matrices
réelles diagonales de taille n.

2.3.3 Description géométrique des isométries de O(F)

On considere E un espace vectoriel euclidien de dimension 3, et B une base
orthonormée orientée de E. On va caractériser les isométries de O(F) par leurs
invariants (ou points fixes) et anti-invariants (vecteurs transformés en leurs opposés).
Pour cela, on va se servir de leur matrice dans la base B, sous forme normale. On
a vu plus haut que les éléments de O(F) ont des matrices associées dans la base B
pouvant étre de deux formes normales :

1 0 0 —1 0 0
A= 0 cosl —sinf |,B= 0 cosd —sinf |,0€R.
0 sinf  cost 0 sinf  cosf
T
Soit z € E de matrice dans la base B le vecteur colonne X = | x5
T3

Détermination des invariants et des anti-invariants des isométries de
SO(FE) (6.21) - On cherche les invariants, i.e. on résout 'équation AX =X  (1).

L1 Ty
(1) & | wzacos0 —xgsinfd | = | w9
Tosin# + x3cosb T3
X1 T
() X=| 0 [si0£02n];0uX =| xo | sif=0[2n].
0 x3
On cherche les anti-invariants, i.e. on résout I’équation AX = —-X  (2).
21 —1
(2) & | wacos@ —agsinf | = | —xo
X9 sin 0 + 3 cos 6 —T3
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0 0
2)eX=|0 |si0Z7n27n];0u X =| zy | sif=n[2n].
0 T3

Interprétation géométrique (6.22) - On va s’intéresser d’abord aux cas par-
ticuliers, puis au cas général. On note Ag lorsque 6 = 0[27] et A, pour 6 = 7[27].

1 00
AO - O ]. 0
0 0 1
On reconnait 'identité de E.
1 0 0
A.=10 -1 0
0 0 -1
D’apres (6.21), les invariants sont les vecteurs de la droite vectorielle D =
1 0 0
R 0 | et les anti-invariants sont les vecteurs de Vect 11,1 0
0 0 1

Par la proposition (6.15), on en déduit que A, est la matrice d'une symétrie
orthogonale par rapport a la droite D. On V'appellera retournement de l’espace de
droite D.

Pour le cas général, qu'on note Ay, @ # 0 ou 7[27] d’apres (6.21), les inva-
1
riants sont les vecteurs de la droite vectorielle D = R | 0 mais on n’a pas
d’anti-invariants. Considérons alors la restriction de l’isométrig étudiée au plan P =
0 0
Vect cosf |,| —siné . Cette restriction aura alors comme matrice dans
sin 6 cos 0

la base B la matrice ( CQSQ —sinf , ce qui, selon la section 5 est la matrice
stnf  cosf

d’une rotation vectorielle d’angle 6. Pour résumer, I'isométrie induite dans P est

une rotation vectorielle d’angle 6, les vecteurs de D sont invariants. On peut donc,

une fois 'orientation de F et de D fixée, définir Ay comme la matrice d’une rotation

vectorielle de l’espace d’angle 0 et d’azxe D.

Détermination des invariants et des anti-invariants des isométries de
O(E)\ SO(F) (6.23) - On cherche les invariants, i.e. on résout 1'équation BX = X
(3)-

—X1 T
(3) & | wacosh —axgsinf | = | xo
T9sin 6 + 3 cosd T3
0 0
B)eX=|0 |sid£027r;0ouX=| zo |sif=0]2n]
0 T3
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On cherche les anti-invariants, i.e. on résout I'équation BX = —-X  (4).

—I —I
(4) & | wacosf —xgsinf | = | —x9
T9sin 6 + 3 cosd —13
xy T
4 X=| 0 |si0#n2r];0ouX =| zo | sif=n[27]
0 XT3

Interprétation géométrique (6.24) - Comme précédemment, cas particuliers
puis cas général. Et de méme, on note By pour § = 0[27] et B, pour § = 7[27].

-1 0 0
By = 0 1 0
0 0 1
Par une étude analogue a celle de A,, on a : By est la matrice d’une symétrie
0
orthogonale par rapport au plan vectoriel P engendré par les deux vecteurs | 1
0
0
et | 0 [. Cest donc une réfiexion vectorielle de [’espace, de plan P.
1
-1 0 0
B, = 0O -1 0
0 0 -1

On reconait —Id. C’est la matrice d’une isométrie ou seule 'origine est fixe et
ou tous les autres vecteurs sont anti-invariants. On remarque aussi que B, = A, Bj.
Elle représente donc la symétrie centrale.

En ce qui concerne le cas général, qu'on note By, 0 # 0 ou 7[27], d’apres (6.23),
c’est la matrice d’une transformation dont les anti-invariants appartiennent a une
droite vectorielle et dont le seul invariant est I'origine. Comme By = AyB,, c’est
la matrice d’une isométrie composée d'une rotation vectorielle d’angle 0 et d’axe D
et d’'une réflexion orthogonale par rapport au plan P. On l'appellera antirotation
vectorielle d’angle 6 et d’azxe D.

Remarques (6.25) - i) Il est clair que : A9 = ByBy, By = AyBy, Ar = AyBo,
Ay = B?2. Tout élément de O(3) est le produit d’une matrice représentant une
réflexion et d’une matrice représentant une rotation. Dans le cas des réflexions, on
considere que la rotation est d’angle 0[27].

i1) Une fois F orienté et d’origine fixée, on obtient I’axe d’une rotation par I’étude
de ses invariants et I'angle par sa trace qui vaut 14 2 cos 6. Pour une symétrie ortho-
gonale s, on a la dimension du sous-espace par rapport auquel s’effectue la symétrie
par le calcul de dim Znw(s) ou par celui de dim Opp(s).

Remarque (6.26) - Soit ¢ € O(FE). Alors on a :
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i) @ est une rotation < trp =1+ 2cosf
i) @ est l'identité < trp =3

i11) @ est une symétrie orthogonale < trp = —1
iv) @ est une antirotation < tro = —1 4 2cosf
v) @ est une symétrie centrale < trp = —3

vi) ¢ est une réflexion orthogonale < tro =1

Remarque (6.27) - Comme les colonnes (ou les lignes) des matrices associées
aux isométries forment une base orthonormale de E, on peut interpréter ces appli-
cations comme des déplacements et anti-déplacements dans 1’espace ou comme des
transformations de ’espace lui-méme par changement de base (ou de repére).
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Chapitre 3

Sous-groupes finis de SO(3) et
groupes polyédraux

1. C’est un icosaedre artisanal, fabriqué avec des jouets aimantés pour enfants.
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3.1 Polyedres réguliers : définitions et quelques
propriétés générales

Définition 27 - Soient E et F' deux espaces affines de directions respectives B et

(espaces vectoriels sur un méme corps K). Alors toute application ¢ : E — F
telle qu’il existe une application K-linéaire ? de ﬁ dans ? :V(M,N) € E?;
B(MN) = o(M)p(N) est une application affine de E dans F.

Proposition 17 - Une application ¢ entre espaces affines E et F est affine si, et
seulement si, elle conserve le rapport vectoriel (ou ce qui revient au méme le rapport
des mesures algébriques).

Preuve - La condition est nécessaire. On va montrer qu’elle est suffisante. Si
I’application ¢ : . — F' conserve les rapports vectoriels, elle conserve les milieux et
possede de ce fait une application vectorielle additive ? : E — ? telle que si U €
E, soit (M, N) un couple de points tels que U = W et on pose ?3(7) = ]\W
(M" = (M), N" = p(N); cette définition ne dépend pas du choix fait a I’endroit
de M et N).

Si (\,7) € R x E (U #0), et si A, B,C sont des points tels que v = Ac
et AU = 1@, la conservation du rapport vectoriel A = B /1@ fait qu'on a :
A= ﬁ/ﬁ Cela signifie que A = G\V)/Z(T), soit : FAT) = AZ (V). 1l

suit que ? est linéaire et donc ¢ est affine. [J

Théoréme 10 - Une application @ d’un espace affine E dans un autre espace affine
F' est affine si, et seulement si, elle “conserve le barycentre', i.e. si l'image par ¢
du barycentre de tout systéme de points pondérés est le barycentre de l'image de ces
points par @, affectés des mémes coefficients. Par associativité du barycentre, il suffit
que ce soit vrai pour les barycentres de couples de points.

Preuve - Si 'application ¢ conserve le barycentre, elle conserve les rapports : si
A= f@ / 1@ ,ona AMC — AB = 0, ce qui est ’équation barycentrique caractérisant
A comme barycentre de (C, ) et (B,—1) (on peut supposer A # 1). Il suit que si
w(A)=A, p(B) =B et o(C) =C", A" est le@ceitr)e de (C",\) et (B',—1), et
on a donc : NA'C" — A'B’ = 0, ou encore A = A’B’/A'C". L’application ¢ est donc
affine d’apres la proposition précédente. La réciproque est immédiate. [

Théoreme 11 - Pour un espace affine E toute isométrie est une application affine.

Preuve - Soit E un espace afine; ¢ une isométrie quelconque de E fixée.

1. Conservation de l’alignement : On utilise le cas d’égalité dans I'inégalité du
triangle. Les points A, B,C' € E sont alignés si, et seulement si, AB = AC + CB
ou AC = AB + BC ou BC = BA+ AC. On note A" = ¢(A), B' = ¢(B) et
C" = ¢(C). On a alors, pour la premiere égalité : A’'B" = AB = AC + CB =
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A'C" + C'B’. Les autres cas se traitent de la méme fagon. Donc A, B,C' alignés
entraine p(A), o(B), p(C) alignés.

2. Conservation du barycentre : Soient A et B deux points de E, A € Ret C le
barycentre de (A, A), (B,1— ). Alors on a AC' = (1 — \)AB.

e Si\e[0;1], C € [AB].

e Si\<0,C€|AB]\ [AB].

eSi\>1,Ce[AB[\[AB].

Donc C barycentre de A et B entraine ¢(C') barycentre de p(A) et ¢(B). O

Lemme 7 - Les isométries qui conservent le polyedre P sont celles qui conservent
l'ensemble des sommets et elles conservent son isobarycentre (ou centre de P).

Preuve - Corollaire du théoréme précédent. [J

Notation 4 - Ces isométries forment le groupe du polyédre P, noté Gp ou
simplement G si aucune confusion n’est possible.

Définition 28 - Un polyédre convexe P est régulier si, étant donné deux faces f
et ', deux arétes a et a' de ces faces respectives, deux sommets s et s’ de ces arétes
respectives, il existe une isométrie (forcément unique) transformant f en f', a en a’
et s ens (ie. (f,a,s)— (f,d,s)).

Remarque 8 - En termes de groupes, P est donc régulier si, et seulement si son
groupe Gp opére transitivement sur les drapeauz (f,a,s), ou s € a C f; il opére
toujours fidelement.

Propriétés 1 1. Un polyédre régulier a toutes ses faces isométriques, ce sont toutes
des polygones réquliers avec le méme nombre de cotés, que l'on appelle ’ordre d’une
face et que l'on note v. En effet, si s et s sont des sommets des arétes respectives
a et a’ d’une méme face f, il existe une isométrie transformant (f,a,s) en (f,d’,s’)
et f est donc stable par v rotations, ou v est son nombre de cotés.

2. De la définition, on déduit que, si s et s sont deux sommets de P, il existe
une isométrie ¢ € Gp telle que p(s) = s'; par suite, chaque sommet d’un poly-
edre réqulier est l'extrémité d’un méme nombre d’arétes, qu’on appelle le degré du
sommet et qu’on note ¢ ; ils sont équidistants du centre et par suite, cosphériques :
un polyedre régulier est inscriptible dans une sphére, sa sphére circonscrite.

Théoréme 12 - Un polyédre P dont les F' faces ont v cotés a un groupe d’isométrie
Gp de cardinal |G| < 2Fv, avec égalité si, et seulement si, il est régulier.

Preuve - Soit P un polyedre, F' son nombre de faces et v le nombre de cotés de
chaque face. Soit ¢ une isométrie de P.

On fixe un drapeau 7 = (f,a,s) et on cherche combien il y a de drapeaux 7’
possibles tels que 7" = (1) = (f’,d’,s'). Comme P a F faces, il y a au plus F' choix
possibles pour f’. Il y a v arétes par face donc v choix pour /. Et puisque chaque
aréte a deux extrémités, il y a donc au plus 2 choix pour s'. [J
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3.2 Equation caractéristique et signature

3.2.1 Formule des classes et de Burnside

Théoréme 13 - Formule des classes

Soit G un groupe fini et soit £ un G-ensemble fini. On suppose que G opere a
gauche sur F.

Soit x € E. On note (), son orbite et GG, son stabilisateur dans G.
o (G%) — Q,

g > gr

Cette application est surjective par définition de I'orbite et deux éléments g et ¢’
ont la méme image si, et seulement si, g~'¢’ € G, et donc 7 injective; i.e. bijective.
Des lors, comme G est fini,

On consideére

_ 1G]
_]Gm\ ().

Soit {z;}1<i<x une famille de représentants des G-orbites distinctes. Alors les €2,
(1 <i < k) forment une partition de E et donc

k
Bl = 9%,
i=1
Gréce a (x), on déduit :
= |G

‘E|:Z’G.‘

i=1

Cette égalité est I’équation aux classes.

Théoréme 14 - Formule de Burnside - Soit G un groupe fini et soit E un
G-ensemble fini. On suppose que G opere a gauche sur E par l’action v notée :

v ?gxx)E : gEx . On note |E /G| le nombre des G-orbites de E et E9 [’en-

semble des points fizes d’un élément g de G. Alors

1
/Gl = = S |F,
| | geG
Preuve - On considere 'application
b: GxE — {0;1}
(g,2) +— 1 sigx=u .
0 sinon
D’ou :
Y. Mgy = Y dgx)=) > dg)
z€E geG (9,2)EGXE geG z€E

33



Et comme, d’une part :

]G| |E/G| |G\ |E/G|
YD gw) = |G =) =D > = > |Gl =|Gl|E/G| ;
zeE geG z€E zeFE |Qx| =1 zeQ; |Qr| =1

d’autre part :

YD dlg,x) = |EY

geG xeE gelG

on obtient finalement
Y IE=|G|E/G|. O

geG

3.2.2 Equatz’on caractéristique, signature

On fixe G, sous-groupe fini de SO(3) non réduit a 'identité.

Définition 29 - On appelle poles d’une rotation g € SO(3) (g # 1d) Uintersection
de l'axe de la rotation g et de la sphére unité S, de centre l'origine et de rayon 1.

Notation 5 - (i) On note P l’ensemble des poles des éléments de G \ {Id}.

(i) On note |G| = N et on considére l'action de G sur S restreinte d P.

(7i1) On note r = |P/G|; wy,...,w, les orbites de G dans P ; vy, ..., v, les cardi-
nauz des stabilisateurs de ces orbites (v; = |Gp| pour p € w;).

Remarque 9 - (i) L’ensemble P est fini et stable par G.

(12) Pour toutp € P, ona : —p € P. Les stabilisateurs de p et —p coincident. Par
conséquent, si pour un pole p, le cardinal de son stabilisateur est égal a un unique
vi, p et —p sont dans la méme orbite.

(1ii) Le stabilisateur d’un péle est un sous-groupe qui stabilise le plan orthogonal
a ce pole, et qui est cyclique.

(iv) L’isobarycentre d’une orbite w; est fivze par G. Si P contient deux pdles non
opposés, cela entraine que ce barycentre est 'origine.

Définition 30 - La signature d’un sous-groupe fini de SO(3) est la liste (N; vy, ..., ;).

Théoreme 15 - On a : ) § .
2— — = 1——;
N ; ( l/i> 7
c’est I’équation caractéristique de G.

Preuve - On ne s’intéressera qu’aux orbites pour lesquelles G' n’est pas réduit a
I'identité.

On pose I' = {(g,2) € G\ {Id} x P; g(z) = z}. On va calculer |I'| de deux

manieres :
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1. On considere I'application surjective § du théoréme précédent. Soit g € G\
{Id}. On sait qu’on a deux pdles pour un tel g. D’ou :

= > > dlgzr)= > 2=2(N-1).

geG\{Id} z€P geG\{Id}

2. Soit x € P, on note w, son orbite (dans P/G); et soit v, le cardinal du
stabilisateur G, d’une telle orbite. Pour y € w,, ona: G,\{Id} = {g € G;(g,y) € I'}
et |Gy \ {ld}| = v, —1=wv, —1. Donc le nombre de couples (g,x) € I pour chaque
orbite w, est |w,|(v, — 1). D’apres la formule des classes, le nombre de ces couples
est (N/v;)(v, — 1). Au total, pour tous les z de P, on a :

N

D= > (-1
wg€P/G 7%
3.Par 1. et 2.,0ona:
N
2(N—-1) = Z — (v — 1),
weeP/G VT
soit, en divisant par N :
2 1
2— — = Z (1——).
N we€P/G Va

On note qu’il y a r = |P/G| termes dans cette somme. [J

3.2.3 Résolution de l’équation caractéristique

On cherche les familles (N;7; v, ..., v,.) d’entiers strictement positifs solutions de

I’équation caractéristique 2 — % =i, (1 — Vl), avec N > 2 v, >2sil<i<r.

Proposition 18 - Dans [’équation caractéristique, r vaut 2 ou 3.

Preuve - (i) Sir = 1, le premier membre de la relation précédente est strictement
inférieur a N, ce qui donne 2(N — 1) < N ; soit N < 2. Or c’est exclu.

(77) Par ailleurs, chaque terme 1 — 1/v; est supérieur ou égal a 1/2, donc la rela-
tion précédente prouve que 2(N — 1) > rN/2, d’ot (4 —r)N > 4, et donc r ne peut
étre supérieur a 4. [J

Théoreme 16 - L’équation caractéristique ne peut étre vérifiée que pour les deux
cas suivants :

1. Soitr=2etvy =19 =N.

2. Soit r = 3 et alors :

(1) 2, 2, N/2 et donc N est pair;

(17) 2, 3,3 et N =12;

(1ii) 2, 3, 4 et N =24 ;

(iv) 2, 3, 5 et N = 60.
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Preuve - 1. Sir =2,ona: N(2—1/v; —1/1n) = 2N — 2, ce qui s’écrit aussi :
2 = N/vy + N/vy. Mais ces deux rapports sont des entiers puisque v; divise N par
le théoreme de Lagrange. La seule solution est donc2=1+1et vy =15 = N.

2. Pour » = 3, on a trois orbites et on peut supposer v; < vy < v3.

La relation s’écrit : 1 < 1+4+2/N = 1/1y +1/v2+1/v3, ce qui empéche alors que
tous les v; soient supérieurs ou égaux a 3. Nécessairement, v; = 2.

Onaalors: 1/2 <1/242/N = 1/vy+ 1/vs, ce qui empéche v, et v3 d’étre tous
les deux supérieurs ou égaux a 4. Il reste 1o = 2, et alors N est pair et v3 = N/2,
ou bien v, = 3 et on a alors : —2/N = 1/6 — 1/v3. Et comme v5 > 3, cela laisse
trois possibilités : 13 =3 et N = 12ouwvy3 =4 et N =24 ouenfinvg =5et N = 60. I

3.3 Sous-groupes finis de SO(3)

3.3.1 Séries infinies

Proposition 19 - Pour r = 2, v; = vy = N dans [’équation caractéristique, le
groupe G est formé de N rotations de méme axe, et il est cyclique d’ordre N .

Preuve - Si 1 = v5 = N, chaque orbite a un seul élément, et son stabilisateur
est le groupe tout entier. C’est donc qu’il y a deux pdles opposés, un seul axe pour
les N rotations et le groupe est cyclique d’ordre N. [J

Un objet susceptible d’avoir ce groupe comme groupe de rotations sera par
exemple une pyramide a base un polygone régulier a N cotés.

Proposition 20 - Pour r = 3, vy = vy = 2 et v3 = N/2 dans [’équation caracté-
ristique, le groupe G est soit le groupe de Klein Z./27. X 7./27, soit le groupe diédral
Dy d’ordre N.

Preuve - On fixe m dans N*. On suppose qu’il y a trois orbites, avec N = 2m
pair, v = s = 2 et v3 = m.

e Sim =2, |G| =4 et alors chaque orbite w; a pour cardinal |w;| = |G|/|vi| =
4/2 = 2. On en déduit que v; = {Id, p;} ou p; est un demi-tour. Mais, si p est un
pole, pour que son orbite ne contienne que le pole opposé —p, il faut que les axes
des autres demi-tours soient dans le plan orthogonal. Les trois demi-tours ont donc
des axes deux a deux perpendiculaires.

Or, pour i (1 < i < 3), on a évidemment pips = ps, p2p3 = p1, P1P3 = p2, et
donc G ~ Z /27 x 7./2Z (groupe de Klein).

e Si m > 2, l'orbite de cardinal N/m = 2 contient deux pdles (forcéments op-
posés) engendrant 'axe d’une rotation p d’ordre m > 2. L’orbite correspondante
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définit alors un polygone régulier a m cotés. Les deux autres orbites ont des stabili-
sateurs d’ordre 2, donc correspondant a des demi-tours, d’axe orthogonal a celui de
p, pour les mémes raisons que le cas précédent. Comme leur cardinal est m, chaque
orbite définit un polygone régulier a N cotés; la figure dans le plan est donc celle de
deux polygones réguliers imbriqués, et le groupe G est engendré par une rotation p
et un des demi-tours 6. On vérifie que § o po §~! = p~! et I’on reconnait le groupe
diédral d’ordre 2m = N. [

La figure la plus simple dont c’est le groupe de rotations est un polygone plan a
m cOtés.

3.3.2 Groupes symétriques

Définition 31 - Pour tout entier n > 1, le groupe symétrique S,, est le groupe
des permutations de l'ensemble {1,2,...,n}, que l'on note N,,.

Remarque 10 - Il est connu que le groupe S, est fini d’ordre n!.

Définition 32 - Soit 0 € &,,. Le support de o est l’ensemble : supp(o) = {i €

N,;o(i) #i}.

Définition 33 - Une permutation v € &,, est un cycle de longueur r ou r-
cycle ((1 < r < n) dans N) s’ existe un ensemble ordonné de r entiers distincts

dans Ny, @ j1, ja, ..., Jr, tels que : y(j1) = ja, v(j2) = J3, -y Y(Gr—1) = Jrs Y(Gr) = J1
et pour tout k € N, \ {j1, 72, ..., Jr }, 7(k) = k.

Notation 6 - On notera un tel cycle v = (ji1, Ja, vy Jr)-
Définition 34 - Un cycle de longueur 2 dans &,, est appelé transposition.
Proposition 21 - Dans tout groupe G,,, un r-cycle est un élément d’ordre r.
Preuve - Soit v = (j1, ja, ..., jr) un r-cycle dans &,,.
(i) Sir =1, alors v = e, donc o(7y) = 1.

(72) On suppose 1 < r < n; pour tout k£ (1 < k < r), on a: v(Jr) = Jet1,

YV2(3k) = Jeazs -0 V" FGR) = Gry ooy ¥ (k) = Ji. D’autre part, sir < neti & supp(7y),
alors v(i) = i. Les r éléments ji, jo, ..., jr étant distincts, r est le plus petit entier
positif tel que 7" = e, d’ou o(y) =r. O

Théoréme 17 - Soit vy et~ deux cycles dans &,,. Pour qu’ils soient conjugués dans
S, il suffit qu’ils aient méme longueur.

Preuve - Triviale par le principre de conjugaison. [
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Définition 35 - Soit 0 € G,,. Si t est le nombre des o-orbites distinctes dans N,,,

on pose :
glo) = (=1)" "
On appellera €(o) la signature de la permutation o.

Par exemple, la signature d’'une transposition est toujours —1.

Lemme 8 - Si o dans &,, at orbites et, pour T une transposition, ot a t' orbites,
alors t' =t + 1[2].

Preuve - On note 7 = (i, 7).

1. On suppose que i et j sont dans la méme orbite de o. On pose o = (v N 7, v)

ORI ¢) 3)
— ) y f— DY ) Y . .. y / p—
Alors o1 = (v v’]’v)( i,7) = (v,z,v)(v,j) et donc t' =t + 1.
(RN ) (3) (1) @ @
2. On suppose que ¢ et j sont dans deux orbites différentes de o. Si 'on note
=(..yy...)(-er, Jy -..), on remarque facilement, vu le calcul précédent, que ¢’ = ¢t —1.

o
O

Proposition 22 - On considére, pour n > 2 dans N, Uapplication ¢ : &, —
{-1;1}, 0 = &(0).

(i) Si o = Ti...74 ot les T; sont des transpositions, alors e(a) = (—1)*.

(13) L’application € est un épimorphisme de groupes.

Preuve - (i) Pour montrer 'assertion, il suffit de montrer que e(o7) = —¢(0)
pour ¢ € &, et T une transposition (qui existe puisque n > 2). Or c’est évident
d’apres le lemme précédent, et comme e(7) = —1.

(77) La condition n > 2 implique la surjectivité de e.

On sait que les transpositions engendrent &,, ; donc, pour o et ¢’ dans &,,, on
peut noter 0 = 7.7 et o' = 7{..7/ ot les 7; (1 < i < k) et 7; (1 < j <) sont des
transpositions.

Onaalors: oo’ = 7..747]...71 ; Aot e(00’) = (—=1)* = (=1)*(=1)! = g(0)e(0”).
Et alors € est un épimorphisme de groupes. [

Définition 36 - Une permutation o € &, est dite paire si sa signature est 1,
impaire si sa signature est —1.

Remarque 11 - Etant donné un groupe symétrique S,,, on désigne par 2, [’en-
semble des permutations paires de G, qui en est l'unique sous-groupe d’indice 2.
Pourn=1, on a : A, = & = (e).
Pourn > 2, U, ={0 € G,;e(0) =1} est le noyau de I’épimorphisme €. A, est
donc un sous-groupe distingué de &, et comme &, /A, ~ {—1;1}, [&,, : A,] =2 et
donc |2,| =n!/2.

Définition 37 - Pour tout n € N*, on appellera 2, le groupe alterné de degré
n.
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3.4 Groupes polyédraux : présentation par géné-
rateurs et relations

3.4.1 Préliminaires

Notation 7 - Soit X un ensemble non vide. On note X' un ensemble en bijection

avec X, et disjoint de X. L’image de x € X par cette bijection est notée v~ 1.

Définition 38 - On appelle mot sur X U X! toute suite finie (ou liste) de n
éléments de X UX 1 (n € Nx), plusieurs éléments de cette suite pouvant étre égaux.
On y ajoute la suite vide, notée e. On appelle n la longueur du mot.

On désignera par X* l’ensemble des mots sur X U X 1.

Définition 39 - On dit qu’un mot u € X* est réduit, siu = e, ou $i u = a1as...a,,
avec a; € X UX ™ pour 1 <i <n et aipq # a;*, quel que soit i (1<i<n-—1).

Définition 40 - On note F'xy l’ensemble des mots réduits de X*.

Soit alors l'opération x définie par : e xu = u*xe = u pour u € Fx, et si
U = a1as...a5, U = biby...by, alors uxu' = ayas...apb1by...by lorsque apby n'est pas de
la forme xx~! ou x=*x. Sinon on applique l'opération & aias...an—1 et bybs...b;.

On dit que Fx est le groupe libre engendré par X.

Remarque 12 - Fx est bien un groupe. En effet, en remarquant que (x_l)_l =
x, Uinverse de w = ajay...ay est a;'...aya;’ et il est bien réduit si w est réduit.
L’¢élément neutre est le mot vide e. L’associativité est évidente.

Définition 41 - S7 G = Fx est un groupe libre et R un ensemble de mots réduits,
on note H le sous-groupe normal engendré par R, et l'on note (X|R) le groupe
quotient G/H.

On dit que (X|R) est une présentation de ce groupe quotient.

Propriétés 2 - Pour tout groupe G et toute application f : X — G telle que "les
images des éléments de X dans G satisfont les relations R ', il existe un unique
morphisme de groupes ¢ : (X|R) — G tel que f = o, out: X — Fx/(R) est
lapplication naturelle.

Remarque 13 - On en déduit que tout groupe engendré par X est un quotient de
Fx.
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3.4.2 Groupes diédraux finis

Théoreme 18 - Pour tout n > 2 dans R, le groupe diédral D,, est isomorphe d
Gn = {(a,b)]|a® = b* = (ab)™ = e).
Preuve - On peut faire la preuve pour les générateurs et relations
Gy = ((a,b)|a" = b* = (ab)* = ¢),

ce qui revient au méme et qui est plus commode. Par hypothese, G,, = (a,b) ; par
suite, tout élément de G, est un produit de puissances entieres (positives, négatives
ou nulles), de a et de b. Le groupe G peut donc étre considéré comme engendré par
(a) U (b).

Par hypothese aussi, (a) = {a" = e,a,d?, ...,a" '} et (b) = {B’ = ¢,b}. De ce
fait, on remarque facilement que :

-pour 0 < k < n—1, les éléments a*b sont deux a deux distincts et b ¢ (a) implique
qu’aucun d’eux n’appartient a (a) ;

- de plus o(ab) = 2 et o(b) = 2 implique, quel que soit k (0 < k <n —1), o(a*b) = 2
d’ou ba® = a™*b.

On en déduit que (a)(b) = (b)(a) est un sous-groupe de G,, et c¢’est alors le sous-
groupe engendré par (a)U(b) ; par suite : G,, = (a)(b), d’ot G,, = {e, a, ...,a" 1, b, ab,
ey @™ 1h}

Le groupe G, est donc d’ordre 2n et est parfaitement déterminé par la donnée
de ses deux générateurs a et b satisfaisant aux relations données. Par ailleurs, on
sait que les générateurs du groupe diédral D,, satisfont aux mémes relations. Donc,
si on les note o (d’ordre n) et o (d’ordre 2), tout morphisme ¢ € Hom(D,, G,,) tel
que ¢(p) = a et p(0) = b est nécessairement un isomorphisme de D,, sur G,,. O

3.4.3 Groupes polyédraux

Théoréme 19 - Le groupe tétraédral A4 est isomorphe a
Gr = {(a,bla® = b* = (ab)? = e).

Preuve - Les 3—cycles s = (2,3,1) et t = (3,4,2) de 2, vérifient (st)? = e =
s> = t3; il y a donc un seul morphisme ¢ de HomGr,2l,) tel que p(a) = s et
o(b) = t, et @ est surjectif car s et ¢t engendrent 2. I suffit de montrer que
|Gr| < 12. On remarque pour cela qu’a partir de (ab)?> = e, on obtient, en te-
nant compte de a™! = a? et b=! = 1? : aba = b%, (ba)? = e, bab = a?, ab = b*a?,
ba = a’b?, ba*b = b*ab?, ab’a® = a?b, ab’a = a’ba?, a’ba = ab?, aba® = b%a,
b2ab = ba?, bab* = a*b, a*b*a = ba?, ba*b = ab’a (*). Soit G la partie de Gp telle
que G = {e,a,a? b,b?, ab,ab?, a®b, a*V?, ab* b*a, ab’a}. Comme e € G et que d’apres

(%), Ga C G et GhC G, G = Gy d'ott |G| = |G| < 12. O
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Théoreme 20 - Ezxistence du groupe tétraédral.

On se place dans un espace euclidien F. Soit B une base de F dans laquelle

-1 0 O 1 0 0
la matrice de s est 0 = T 0 —1 0 |74 avect=| 0 cosf —sind
0 0 1 0 sinf cosf
coS %” —sin 2?” 0
_ i 21 21 5 .
et celle de t est p = smo = 00% = (1) . 1l suffit, pour prouver I'assertion,

de trouver 'angle de rotation de la matrice 7. En effet, on aura trouvé deux ma-

trices engendrant un groupe tétraédral. Grace a la résolution des équations données
-1 0

par les relations entre générateurs, on trouve ¥ = 0 —%

0 —_

vérifiant

Nwi— O
I

_1
3

=3 =p3=(pX)?=1d. O

Théoreme 21 - Le groupe octaédral Sy est isomorphe a
Go = (a,b|a® = b* = (ab)* = e).

Preuve - Les éléments s = (2,3,4) et t = (1,4, 3,2) engendrent &, et vérifient
s3 = t* = (st)? = e. Donc il suffit de montrer que |Gp| < 24. De : a® = b* = (ab)? =
e, on déduit : aba = b?, bab = a?, ab = b*a?, ba = a*b*, ab®>a = a*ba® (x).

Soit L; le sous-groupe de G engendré par b. On définit : Ly = Lia, Ly = Lia?,
Ly = Lia®b, Ly = L1a®h?, Lg = L1a*ba®, L = US_L;. On a : |L;| = |Ly| < 4 pour
tout ¢, donc |L| < 24. Puisque e € Ly, si on prouve que LGo C L, on en déduira
Go C L, d’ou |G| < 24. Pour cela, il suffit de montrer que La C L et Lb C L.

On remarque, d’aprés () et le fait que L1b = b, que : Lyab = Lib%a® = Lia* = Ls,
et Lia’b? = L1b3a?? = Liab® = Lia*ba = Lsa. On a donc : Liya = Lo, Lea = Ls,
Lsa = Ly, Lya = Ls, Lsa = Lya2ba® = Lg, Loa = Ly, Lnb = Ly, Lob = Ly, Lsb = Ly,
L4b = L5, L5b = leCL = Lla = L27 L6b = Ll(aba)baz = LlaanQb = LlabQ(bab)b =
Li(ab®a)b* = Lia*ba*b? = Lgb*, d’ou Lgb = Lg. Ce qui prouve LGo C L. [J

Théoreme 22 - Ezxistence du groupe octaédral.

On se place dans un espace euclidien E. Soit B une base de E dans laquelle

-1 0 O 1 0 0
la matrice det est 0 = 7T 0 -1 0 |7 ' avecT=] 0 cosf —sinb
0 0 1 0 sinf cos@
cosy —sing 0
et celle de s est p = | sing cosy 0 |. Il suffit, pour prouver 'assertion, de
0 0 1

trouver I'angle de rotation de la matrice 7. En effet, ces deux matrices auront alors
engendré un groupe octaédral. Grace a la résolution des équations données par les
relations entre générateurs, on trouve § = /4. [
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Théoreme 23 - Le groupe icosaédral s est isomorphe a
Gr = (a,bla® = b° = (ab)® = e).

Preuve - (1) Soient dans 2 les éléments «, 3, v définis par : v = a5, o = (1, 4, 2),
B=1(1,2,3,4,5), v = (2,3)(4,5). On a : a® = ° = +% = ¢, et {a, 3} engendre Us.
En effet, le sous-groupe H engendré par «a et [ est de cardinal divisible par 2, 3 et 5,
donc par 30. Mais 25 étant simple, il n’a pas de sous-groupe d’indice 2, donc A5 = H.

(1) Pour établir le théoreme, il suffit maintenant de montrer que |G| < 60. Soit
C le sous-groupe de G engendré par b. Il est cyclique de cardinal 5, et on a Cb* = C
pour tout k de Z.

De (ab)? = e, on déduit bab = a?, ab = b*a?, ba = a®b*, aba = b*, a*ba® = aba.

On pose : C; = C, Cy = Ca, C3 = Cab, Cy = Cab?, C5 = Cab?®, Cs = Cab?,
C7; = Caba, Cy = Cab*ab, Cy = Cab*ab?®, Co = Cab*ab®, C1; = Cab*ab*, Ciy =
Cab'ab3a, L = U2,C;.

Puisque |C;| =5, on a : |L] < 60. On va prouver que LG C L, ce qui entrainera
G; C L, donc |G| < 60. Pour cela, il suffit de voir que La C L et Lb C L, ou, ce
qui revient au méme : pour tout i (1 <i<12), Cia C L et C;b C L.

Or, d’une part :

Cib = C,
Cyb = (s,
Csb = CYy,
Cyb = Cs,
C5b - 067
Cﬁb =Ca= CQ,
C7b = C,
Csb = Cy,
Cob = Ch,
C110b = Cll?
Cb = Cr,

Ciob = Cab*ab®(ab) = Cab*ab®(b*a®) = Cab*(ab*)a® = Cab*(ab)ba® = Cab*(b*a?)ba*
Cab?(a?ba?®) = Cabdab*a = (Cb)ab.b(bab)b*a = C(bab)b(bab)b*a = C(a’*ba®)b*a =
Clab*a)b*a = C1y;

et d’autre part :
C’la = 02,
Cea = (Cb)ab = Cab = Cs,
Csa = Caba = Cb* = C},
Cia = Cab*a = Cab(ba) = Caba*b* = C(aba)ab* = (Cb*)ab* = Cab* = Cg,
Csa = Cab’a = C(ab)b?’a = Cb'a*b*a = Ca*b’a = Ca’b(ba) = C(a*ba®)b* =
Cab4ab4 = Cn,
CﬁCL = C(lb4(l = 07,
Cra = Cab'a® = Ca(ab) = Ca?b = C(bab)b = Cal?® = Cy,
Csa = Cab*(aba) = Cab*d* = Cab® = Cs,
Coa = Cab*ab’a = Cab’(bab)(ba) = Cab*a®(a®h*) = Cab*ab* = Cab3(ab)® =
Cab®v*a*b® = Cab?ab® = C(ab)ba’*h® = (Cv")a?ba?b® = C(a*ba?)b® = Cab'ab® =
Cho,
Croa = Cha,
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Cphia = Cab'(abta) = Ca(b*a?)ba®> = Calab)ba® = Ca*b*a*> = C(bab)b*(bab) =
(Cb)ab*ab = Cab*ab = Cg,
Ciaa = Cab*ab®*a® = Cab*ab?(bab) = Cab*abab = (Cy1a)b = Cgb = Cy.

On a bien LGy C L, d’ou le théoreme. [J

Théoreme 24 - Ezxistence du groupe icosaédral.

On se place dans un espace euclidien E. Soit B une base de E dans laquelle la

-1 0 0 1 0 0
matrice de f est 0 = T 0 —1 0 |74 avect =] 0 cos —sinf
0 0 1 0 sinf cosf
coS 23” —sin 2{ 0
_ s 2T 21 5 .
et celle de a est p = SlIlO = cos0 = (1) . Il suffit, pour prouver I'assertion,

de trouver 'angle de rotation de la matrice 7. En effet, on aura trouvé deux ma-
trices engendrant un groupe icosaédral. Grace a la résolution des équations données

-1 0 0

par les relations entre générateurs, on trouve ¥ = 0 —% —% vérifiant
0 2 V5
5 5

=Y =p=(pX)?=1d. O

Remarque 14 - On retrouve comme ordres des générateurs les nombres qui sont
a la fois les symboles de Schlifli des polyédres, mais aussi les signatures des sous-
groupes finis de SO(3) que sont leurs groupes de rotations respectifs.
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Chapitre 4

Annexes

1. C’est un réseau hexagonal compact artisanal. On voit bien la forme cubique que prend le
réseau lorsqu’il est tronqué.
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4.1 Projections stéréographiques d’un icosaedre

4.1.1 Introduction

Soit S, Pensemble des © = (1, Za, ..., 1) € R™ tels que a3 4+ ...+ 22, =1
("sphére de dimension n'"). Soit @ = (0,0, ...,0,1) € S™. On note E I'ensemble des
(71, ..., 7y, —1) € R"". On va définir un homéomorphisme de S,, \ {a} sur E.

Soit z = (21, ..., n11) € Sy \ {a}. La droite D joignant a & x dans R™™! est
I'ensemble des points de la forme (Azq, ..., Azp, 1+ (2,11 — 1)) ot A € R. Ce point
est dans E pour 1+ A(z,41 — 1) = —1, 4.e. pour A = 2(1 — x,,41)"! (on a 2,41 # 1
car © # a). Donc D N E se réduit au point f(z) de coordonnées :

2x 2x 2x
r_ 1 r 2 r_ n / o
xy = 1o Ty = T 0 x, = T T, =—1 ().
- -rn—‘rl - xn—i—l - xn—i—l

On a ainsi défini une application f de S, \ {a} dans E. Si 2’ = (2, ..., 2}, —1)
est donné dans E, il existe un point x = (z1,...,x,11) € S, \ {a} et un seul tel que
f(z) = «’. En effet, en résolvant (x), on a les conditions : z; = x}(1 — ,,41)/2 pour
1<i<net Y, 27(1 —2,41)%/4+ 22, =1; dou, en divisant par 1 — z,,1 qui
est non nul : (2 + ... + 2?)(1 — xpy1)/4 — 1 — xpy1 = 0 soit

R+ .+ 2?4 A .
T razrd NS (1<i<n) (x).

Tp+1 =

Ainsi, f est une bijection de S, \ {a} sur E. Les formules (x) et (**) prouvent
que f et f~! sont continues.

L’homéomorphisme f s’appelle la projection stéréographique de S, \ {a} sur E,
a est le pole de la projection ; ce que I'on peut représenter comme suit :

D

C’est ce que l'on va faire en prenant comme points a projeter les sommets d’un
icosaedre régulier inscrit dans une sphere dont un des points est le pole de projection.
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4.1.2 Projections de l’icosaédre (dessins)

Si le pole de projection est un point quelconque (i.e. qu’il n’est pas un sommet
de l'icosaedre), on obtient :
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Si le pole de projection est un sommet de l'icosaedre, on obtient (sans la projec-
tion du sommet a U'infini) :

4.1.3 Lignes de code : logiciel Maple
Lorsque le pole est un sommet de I’icosaédre
> restart:

> with(geom3d) :
with(LinearAlgebra):
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#

with(Student [LinearAlgebra]) :

On définit les "objets" de base :
sphere(s, [point(0,0,0,0),1]):
point(P, 0,0,1):

icosahedron(i, point(o0,0,0,0), 1):
V:=vertices(i):

On convertit les points V[k] en vecteurs :
for k from 1 to 12

do v[k]:=convert(V[k],Vector)

od:

On définit 1’angle T de rotation de 1’icosaédre :
T:=simplify(VectorAngle(v[1],Vector[column] (< 0,0,1 >))):

et celui-ci :
line(1l, [t, O, 0], t):
rotation(j, i, evalf(T), 1):

On définit la matrice de rotation et on calcule les coordonnées

des transformés des sommets de l’icosaédre original :

#

R:=RotationMatrix (T, <1,0,0>):
for k from 1 to 12

do Vj[k]:=R.v[k]

od:

Ceci est le plan p de la projection :
point(A, 0,0,-1):
point(B, 1,0,-1):
point(C, 0,1,-1):
plane(p, [A,B,C]):

On détermine les images des sommets de 1’icosaédre qui

formeront les sommets du
nouvel icosaédre & projeter sur le plan p :

Lp:=[P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7,P8,P9,P10,P11,P12]:
for k from 1 to 12

do point ((LP[k],Vj[k][1],Vj[k][2],Vj[k][3]))
od:

On définit 1’application "projection stéréographique"
LQ:=[Q1,Q2,Q3,Q4,Q5,Q06,Q7,Q8,Q9,Q10,Q11,Q12] :

for k from 2 to 12

do StereographicProjection((LQ[k],LP[k],s))

od:
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# On définit les segments joignant les points et leurs projetés :
LL:=[L1,L2,L3,L4,L5,L6,L7,L8,L9,0L10,L11,L12] :
for k from 2 to 12
do segment(LL[k], [P,LQ[k]])
od:

# Et enfin le dessin :
draw([p(color=black), s(color=yellow, transparency=0.6), op(LP),
op(LQ[2..12]), op(LL[2..12]), j(color=violet, style=patch,
transparency=0.4)], style=patchnogrid);

Lorsque le pdle est un point quelconque de la sphere

> restart:
> with(geom3d) :

# On définit les "objets" sur lesquels on travaille :
sphere(s, [point(0,0,0,0),1]1):
icosahedron(i, point(o0,0,0,0), 1):
V:=vertices(i):
point(P, 0,0,1):

# Voici le plan p de projection :
point (A, 0,0,-1):
point(B, 1,0,-1):
point(C, 0,1,-1):
plane(p, [A,B,C]):

# On transforme les sommets de 1l’icosaédre en points & projeter :
LpP:=[P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7,P8,P9,P10,P11,P12]:
for k from 1 to 12
do point ((LP[k],V[k]))
od:

# On définit 1’application "projection stéréographique"
LQ:=[Q1,Q2,Q3,Q4,Q5,Q6,Q7,Q8,Q9,Q10,Q11,Q12] :
for k from 1 to 12
do StereographicProjection((LQ[k],LP[k],s))
od:

# On relie les points et leurs projetés par des segments :
LL:=[L1,L2,L3,L4,L5,L6,L7,L8,L9,0L10,L11,L12] :
for k from 1 to 12
do segment(LL[k], [P,LQ[kI1)
od:
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# Enfin, ceci pour le dessin :
draw([p(color=black), s(color=yellow, transparency=0.6),
op(LP), opLQ, i(color=violet, style=patch, transparency=0.4),
(op(LL)) (color=red)],

style=patchnogrid) ;

4.2 Angles invariants dans un polyedre

Pour faire un peu mumuse avec Maple et les polyedres...

> restart:

> Angles := proc(p,q)
description "Calcule 1’angle recherché par le symbole de Schlafli
d’un polyédre régulier":
local r, t, s, A, eqns:
uses LinearAlgebra:
r:=Matrix(<< cos(2*Pi/p) | -sin(2%Pi/p) | 0 >,
< sin(2*Pi/p) | cos(2*Pi/p) | 0 >,

< 0 | 0 | 1>):
t:=Matrix(x< 1| O | 0O >,
< 0 | cos(theta) | -sin(theta) >,

< 0 | sin(theta) | cos(theta) >>):
s:=t.Matrix(<< -1 | 0 | 0 >,
<0 | -110 >,
<0 | 01 1 >).MatrixInverse(t):
A:=(r.s)"q:
eqns:={A[1,1]=1, A[2,2]=1, A[3,3]=1, A[1,2]=0, A[1,3]=0,
A[2,1]=0, A[2,3]=0, A[3,1]=0, A[3,2]=0}:
evalf (solve(eqgns,theta));
end proc:

> # L’icosaédre :
Angles(3,5);

theta = 0.3648638282, theta = -0.3648638282

> # Le dodécaédre :
Angles(5,3);

theta = 0.5535743592}%
> # Le tétraédre :
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Angles(3,3);
theta = 0.9553166180

> # L’octaédre :
Angles(3,4);

theta
theta

-1.570796327, theta
0.6154797085, theta

1.570796327,
0.6154797085

> # Le cube :
Angles(4,3);

theta = 0.7853981634

o1
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