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Numerele complexe

@ Notam C =R & R/ corpul commutativ al numerilor complexe.

@ Conjugarea complexa este unicul R-automorfism netrivial al corpului

C.

@ Fie N(z) = zZ = x* + y?, adicd norma lui z = x + iy. Avem
N(1) =1si
N(Zl 22) = N(Zl) N(ZQ).

@ Norma este o forma patratica multiplicativa.
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Proprietati geometrice

@ Deci avem un mod de a inmulti punctele planului R?. Acest lucru se
poate face prin descompunera polara z = rexp(if).

o Cercul unitate S' = {z | N(z) =1} este un grup topologic
comutativ, de fapt un grup Lie (compact).

@ Acest punct de vedere geometric este extrem de folositor in geometria
pland, via un dictionar algebrico-geometric.

@ Exemplul 1 : Punctele z;, z», z3 sunt aliniate daca si numai daca
produsul (zo — z1) (z3 — z1) este un numar real.

@ Exemplul 2 : Fiind date patru puncte z1, z», z3, z4, avem
(z1 z0) L (z3 z4) daca si numai daca (z» — z1) (z3 — z4) este un numar
Imaginar pur.
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Dimensiunea trel

@ O intrebare fundamentald este urmatoarea : exista o generalizare
pentru spatiul R37?

@ Existd o structurd de R-algebra (asociativa ) pe R? care este o

extindere a lui C =2 R? si echipatd cu o norma multiplicativa,
N : R3 — R, care satisface N(1) =17

@ Mai precis, dorim ca N sa fie o forma patratica pozitiv definita care
satisface N(1) =1si N(z1 z2) = N(z1) N(z2).

@ Raspunsul este NU si sunt mai multe moduri de a justifica acest lucru.
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Formele patratice multiplicative in sensul tare

@ Fie Q(X) = Q(X1,...,Xy,) o forma patratica, adica un polinom
omogen de grad doi.

@ Zicem ca Q este multiplicativa in sensul tare daca e regulata (i.e. cu
discriminantul inversabil) si exista polinoamele Py, ..., P, in 2n
variabile astfel incat

Q(X) x Q(Y) = Q(Pl(X, Y), Po(X,Y), ..., Pa(X, Y)).

@ De exemplu, @ = X7 + X3 este multiplicativd in sensul tare pentru ca
(X2 + X)) x (Y2+YF)=(X1Y1 — XoY2)? + (X1 Y2 + Xa Y1)

o (Lagrange, 1770). Forma Q = X{ + X5 + X5 + X7 este multiplicativa
in sensul tare.

@ Teorema (Hurwitz, 1898). O forma patratica multiplicativa in sensul
tare este de dimensiune 1,2, 4 sau 8.
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Joseph-Louis Lagrange Adolf Hurwitz
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Inapoi la dimensiunea trei

@ Nu este posibil atunci sa definim o structurd de algebrd peste R* cu o
forma patratica multiplicativa in sensul tare.

@ Mai exist un alt motiv, care este de natura topologica. Presupunem ca
exista o astfel de structurd pe R3.

@ Atunci sfera
5N={26R3uwn=4}cH@

este echipata cu o structura de grup Lie (care provine din inmultirea
algebrei).

@ Notam cu T fibratul tangent al sferei Sy, i.e.

T ={(z,v) € Sy x R* | (z,v)n = 0}.
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T:{(z,v)ESNxR3\<Z,V>N=0}: U T2,

unde T, este planul tangent la sfera in punctul z.
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Rezumatul etapei

@ Teorema ariciului spune ca sfera S? nu este paralelizabild, adicd nu

existd un izomorfism de fibrati vectoriali Sy x R?> — T (Brouwer,
1912).

@ Atunci Sy nu poate fi echipata cu o structura de grup Lie. Rezulta ca
nu existd o structurd de R-algebra interesantd pe R3.

@ Este natural sa determinam dimensiunile pentru care fibratul tangent
al sferei S este paralelizabil.

@ Teorema (Kervaire, Bott-Milnor, 1958) : Sferele S, S3si S7 sunt
singurele sfere paralelizabile.

@ Aceasta da un alt mod de a intelege ca singurele dimensiuni eligibile
pentru a echipa R? cu o structurd de algebra interesantd sunt
d =1,2,4,8. Argumentul precedent functioneaza si in cazul
neasociativ.
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Inapoi la 1843

@ Hamilton a definit in 1843 structura cuaternionica pe
R* =R PR/ &R/ ¢ Rk.

2:

o Avem 2 =2 = —1sijj=—ji = k.

@ Conjugatul cuaternionului g = x + yi 4+ zj + tij este
qg=x—y —z — ti.

@ Avem qq =qq = N(q) = x> + y? + z° + t2.

@ Norma cuaternionica este multiplicativa si explica formulele lui
Lagrange.

@ Sfera S3 este echipatd cu o structurd de grup Lie; avem

S3/{+1} = SO(3).
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Proprietatile cuaternionilor

@ Algebra cuaternionilor al lui Hamilton, notata cu H, este asociativa,
dar nu si comutativa.

@ Peste cuaternioni se pot face si algebre lineare, si geometrie. Aceasta
din urma are un rol deosebit in fizica matematica.

@ Exercitiul 1 : Cuaternionii g1, g, g3 sunt aliniati daca si numai daca
(g2 — g1) (g3 — g1) este real.

@ Exercitiul 2 : Fiind dati patru cuaternioni g1, g2, g3, g4, avem

(91 92) L (93 g4) daca si numai daca (g2 — q1) (93 — qa) este un
Imaginar pur.

@ Cuaternioni sunt si foarte utili la prelucrarea informatiilor, de exemplu
teoria “Space Time Coding” (F. Oggier) sau transformata Fourier
cuaternionica.
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Octonioni

@ Putem itera constructia lui Hamilton. Este exact ce au facut in mod
independent Cayley si Graves in acelasi an, 1843.

@ Algebra octonionilor a lui Cayley-Graves O este H ¢ Ha cu urmatoarea
inmultire :

(x +ya) - (u+va) = (xu—Vvy)+ (vx + yu)a.

@ Conjugarea este data de x + ya = X — ya, iar norma de

No(x + ya) = (x + ya) (x + ya) = Ng(x) + Nu(y).

@ Ca si forma patratica, Ng este suma a 8 patrate.

@ Algebra O nu este asociativa, dar satisface proprietatea de
alternativitate :

_ _ 2 _ 2
—_— ’ -_— .
(C1 C2) C1 o] (C2 Cl) C1 (C1 C2) ¢ G, (C1 C2) G = C G
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Octonioni

@ Argumente topologice explica si de ce octonionii Cayley-Graves nu
sunt asociativi. Stim c3 sfera S’ nu poate fi echipatd cu o structur3
de grup Lie (Samelson, 1940).

William Rowan John T. Graves Arthur Cayley
Hamilton
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Algebre de compozitie

@ Corpul C, cuaternionii H si octonionii O sunt anumite cazuri
particulare ale unei notiuni mai generale, cea de algebre de compozitie
(Hurwitz).

@ Fie R un inel comutativ unitar cu 2 € R*, de exemplu un corp k de
caracteristica impara. O R-algebra unitara C este de compozitie
daca satisface urmatoarele proprietati :

@ (1) R—modulul C este proiectiv de tip finit (de exemplu liber, i.e.
C =R").

@ (2) Exista o norma C — R, care este o forma patratica regulata si
multiplicativa :

N(1) =1 si N(ci o) = N(c1)N(c2) pentru ¢, ¢ € C.

@ Norma este unica; pentru o R—-algebra C, o singura structura de
algebra de compozitie este posibila.
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Exemple de algebre de compozitie

@ R, C, H si O sunt R-algebre de compozitie. Sunt singurele daca
cerem norma sa fie pozitiv definita. Ce se intampla peste C7?

@ Avem C, C x C cu N((z1,22)) = z1 z» si algebra matricelor M,(C),

unde norma este determinantul. Pe de alte parte avem un izomorfism
Hgr C — M,(C).

o In dimensiune 8, singura algebra este algebra vectorilor Zorn; este
izomorfa cu O ®g C si poate fie construita prin procedura de dublare
Cayley-Dickson aplicata lui M,(C).

@ Clasificarea algebrelor de octonioni peste un corp este o tema clasica
de algebra la care ne vom ntoarce mai tarziu.

@ Clasificarea peste un inel R (de exemplu un inel de polinoame sau un
inel de polinoame Laurent) este o tema de cercetare.
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Cuaternionii peste un corp k

@ Prin definitie, sunt algebrele de compozitie de dimensiune 4.

@ In termeni concreti, stim ci o astfel de algebrd admite o prezentare
Q=(a,b)=k®dkidkjdkijcu relatiile
i’=a, j°=bsi ij+ji=0
unde a,b € k*.

@ Involutia canonica o este data de

X TyTR I T wi=x—yi—zj—wi,
lar norma este datd de N(q) = qq,
No(x +yi+zj+wij)=x*>—ay>—bz°>+abw?

@ Forma patraticd Ng este izometrica cu forma diagonala

(1,—a,—b,ab) = (1,—a) ® (1, —b).
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Cuaternioni peste un corp, I

@ Forma patraticd Ng este izometrica cu forma diagonala

(1,—a,—b,ab) = (1,—a) ® (1, —b).

@ Pentru a1, ...,a, € k™, notam cu
({(a1,...,ap)) =(1,—a1) ®(1,—ax) ®--- ® (1, —a,), forma Pfister de
dimensiune 2",

@ Teorema (Witt) : Algebra @ = (a, b) este izomorfa cu Q' = (&', b")
daca si numai daca formele patratice ({(a, b)) si ((a’,b’)) sunt
Izometrice.

o In cazul k =R rezultd cd Mo(R) si H sunt singurele R—-algebre de
cuaternioni.
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Octonioni peste un corp

@ Prin definitie sunt algebrele de compozitie de dimensiune 8.

@ Van der Blij/Springer au aratat ca o algebra de octonioni C este
determinata de Nc.

@ Peste corpul R, singurele algebre de octiononi sunt O si Zorn(R) adica
algebra vectorilor Zorn.

@ In rezumat, avem o bijectie intre clasele de izomorfisme de k—algebre
de cuaternioni (resp. octonioni) si clasele de izometrie de forme
patratice Pfister de dimensiune 4 (resp. 8).
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Ce sd intampla peste un inel 7

@ Pentru simplificare, consideram numai R—algebrele de compozitie C

astfel incat C = R4 sau C = R® ca R-modul.

@ Teorema (Knus/Ojanguren/Sridharan, 1978) R-algebrele de
cuaternioni sunt determinate de normele lor.

@ O intrebare naturala este urmatoarea (H. Petersson) : sunt
R—algebrele de octonioni determinate de normele lor ?
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Tabel : determinarea prin norme

Cuaternioni Octonioni
o | / Corpuri Witt Van der Blij/Springer
[ Inele Knus/Qjanguren/Sridharan ?

@ Cazul cuaternionilor se explica prin constructia Clifford care asocieaza
o algebra unei formei patratice.

@ Cu alte cuvinte, fiind data o formad patratica (regulata si
multiplicativd in sensul tare) peste R®, putem asocia o algebrd de
octonioni ?
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Raspunsul este NU |

@ Existd un R-inel R si o algebra C de octonioni (izomorfd cu R?®)
astfel incat N este o suma de 8 patrate dar C nu este izomorfa cu
algebra O ®pr R.

@ Cum putem gasi un astfel de exemplu ?

@ Cu ajutorul geometriei diferentiale si a topologiei!
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Grupuri Lie de tip G
@ Notam cu G grupul de automorfisme ale lui O. Este un grup Lie
compact si conex de tip Go.
@ Avem o scunfundare naturala G — SOg.

@ Catul topologic X = SOg/G are o structura naturala de varietate
diferentiabila. De fapt, are si o structura de varietate algebrica afina
reala.

@ Cu alte cuvinte X este multimea solutiilor reale ale unui sistem de
ecuatii polinomiale

Fl(Xl""’X”):F2(X1"°"X”):"':Fr(X1,...,Xn):O,

@ Notam cu R inelul de functii algebrice al lui X, i.e.
R:R[Xl,...,Xn]/<F1,...,Fr>.
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Constructia algebrei exotice (schita)

@ Morfismul cat SOg — X = SOg/G este un G—fibrat principal si
expresia (SOg x Q)/G defineste o “familie de algebre de octonioni”
peste X si Tn acelasi timp o algebra C de octonioni peste inelul R.

@ Prin constructie, norma algebrei C este o suma de 8 patrate, ca si
O ®r R.

@ Problema este sa aratam ca R-algebra C este distincta de O ®p R.

@ Este o consecinta a faptului urmator : Fibratul SOg — X nu admite
sectiuni.

@ Acest lucru poate fi aratat cu ajutorul grupurilor de omotopie
superioare ale lui G (Mimura).
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Observatii finale si intrebari

@ Exemplul precedent functioneaza si in cazul complex.

@ Acest exemplu este in dimensiune 14, dar se poate rafina pana la
dimensiunea 7. Care este marimea minimala pentru un astfel de
exemplu ?

@ In urma cu trei luni, Asok, Hoyois si Wendt au aratat ca dimensiunea
trebuie sa fie > 4.

@ Exista un invariant coomologic care sa distinga intre astfel de algebre
exotice ?

@ Care este situatia Tn cazul inelelor de intregi ale corpurilor de numere ?
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° Multumim !
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