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Numerele 
omplexeNot�am C = R ⊕ Ri 
orpul 
ommutativ al numerilor 
omplexe.Conjugarea 
omplex�a este uni
ul R-automor�sm netrivial al 
orpului

C.Fie N(z) = z z = x2 + y2, adi
�a norma lui z = x + iy . AvemN(1) = 1 ³i N(z1 z2) = N(z1)N(z2).Norma este o form�a p�atrati
�a multipli
ativ�a.
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Propriet�aµi geometri
eDe
i avem un mod de a înmulµi pun
tele planului R

2. A
est lu
ru sepoate fa
e prin des
ompunera polar�a z = r exp(iθ).Cer
ul unitate S1 =
{z | N(z) = 1} este un grup topologi

omutativ, de fapt un grup Lie (
ompa
t).A
est pun
t de vedere geometri
 este extrem de folositor în geometriaplan�a, via un di
µionar algebri
o-geometri
.Exemplul 1 : Pun
tele z1, z2, z3 sunt aliniate da
�a ³i numai da
�aprodusul (z2 − z1) (z3 − z1) este un num�ar real.Exemplul 2 : Fiind date patru pun
te z1, z2, z3, z4, avem

(z1 z2) ⊥ (z3 z4) da
�a ³i numai da
�a (z2 − z1) (z3 − z4) este un num�arimaginar pur.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Dimensiunea treiO întrebare fundamental�a este urm�atoarea : exist�a o generalizarepentru spaµiul R
3 ?Exist�a o stru
tur�a de R�algebr�a (aso
iativ�a ) pe R

3 
are este oextindere a lui C ∼= R

2 ³i e
hipat�a 
u o norm�a multipli
ativ�a,N : R

3 → R, 
are satisfa
e N(1) = 1 ?Mai pre
is, dorim 
a N s�a �e o form�a p�atrati
�a pozitiv de�nit�a 
aresatisfa
e N(1) = 1 ³i N(z1 z2) = N(z1)N(z2).R�aspunsul este NU ³i sunt mai multe moduri de a justi�
a a
est lu
ru.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Formele p�atrati
e multipli
ative în sensul tareFie Q(X ) = Q(X1, . . . ,Xn) o form�a p�atrati
�a, adi
�a un polinomomogen de grad doi.Zi
em 
�a Q este multipli
ativ�a în sensul tare da
�a e regulat�a (i.e. 
udis
riminantul inversabil) ³i exist�a polinoamele P1, ..., Pn în 2nvariabile astfel în
âtQ(X ) × Q(Y ) = Q(P1(X ,Y ),P2(X ,Y ), . . . ,Pn(X ,Y )
)

.De exemplu, Q = X 21 + X 22 este multipli
ativ�a în sensul tare pentru 
�a

(X 21 + X 22 ) × (Y 21 + Y 22 ) = (X1Y1 − X2Y2)2 + (X1Y2 + X2Y1)2.(Lagrange, 1770). Forma Q = X 21 + X 22 + X 23 + X 24 este multipli
ativ�aîn sensul tare.Teorem�a (Hurwitz, 1898). O form�a p�atrati
�a multipli
ativ�a în sensultare este de dimensiune 1, 2, 4 sau 8.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Înapoi la dimensiunea treiNu este posibil atun
i sa de�nim o stru
tur�a de algebr�a peste R

3 
u oform�a p�atrati
�a multipli
ativ�a în sensul tare.Mai exist un alt motiv, 
are este de natur�a topologi
�a. Presupunem 
�aexist�a o astfel de stru
tur�a pe R

3.Atun
i sfera SN =
{z ∈ R

3 | N(z) = 1} ⊂ R

3este e
hipat�a 
u o stru
tur�a de grup Lie (
are provine din înmulµireaalgebrei).Not�am 
u T �bratul tangent al sferei SN , i.e.T =
{

(z , v) ∈ SN × R

3 | 〈z , v〉N = 0}.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Fibratul tangent sferei
T =

{

(z , v) ∈ SN × R

3 | 〈z , v〉N = 0} =
⋃z∈S2 Tz ,unde Tz este planul tangent la sfer�a în pun
tul z .Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Rezumatul etapeiTeorema ari
iului spune 
�a sfera S2 nu este paralelizabil�a , adi
�a nuexist�a un izomor�sm de �braµi ve
toriali SN × R

2 ∼
−→ T (Brouwer,1912).Atun
i SN nu poate � e
hipat�a 
u o stru
tur�a de grup Lie. Rezult�a 
�anu exist�a o stru
tur�a de R�algebr�a interesant�a pe R

3.Este natural s�a determin�am dimensiunile pentru 
are �bratul tangental sferei Sn este paralelizabil.Teorem�a (Kervaire, Bott-Milnor, 1958) : Sferele S1, S3 ³i S7 suntsingurele sfere paralelizabile.A
easta d�a un alt mod de a înµelege 
�a singurele dimensiuni eligibilepentru a e
hipa R

d 
u o stru
tur�a de algebr�a interesant�a suntd = 1, 2, 4, 8. Argumentul pre
edent fun
µioneaz�a ³i în 
azulneaso
iativ.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Înapoi la 1843Hamilton a de�nit în 1843 stru
tura 
uaternioni
�a pe

R

4 = R ⊕ Ri ⊕ Rj ⊕ Rk .Avem i2 = j2 = −1 ³i ij = −ji = k .Conjugatul 
uaternionului q = x + yi + zj + tij esteq = x − yi − zj − tij .Avem q q = qq = N(q) = x2 + y2 + z2 + t2.Norma 
uaternioni
�a este multipli
ativ�a ³i expli
�a formulele luiLagrange.Sfera S3 este e
hipat�a 
u o stru
tur�a de grup Lie ; avemS3/{±1} ∼
−→ SO(3).Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Propriet�aµile 
uaternionilorAlgebra 
uaternionilor al lui Hamilton, notat�a 
u H, este aso
iativ�a,dar nu ³i 
omutativ�a .Peste 
uaternioni se pot fa
e ³i algebre lineare, ³i geometrie. A
eastadin urm�a are un rol deosebit în �zi
a matemati
�a.Exer
iµiul 1 : Cuaternionii q1, q2, q3 sunt aliniaµi da
�a ³i numai da
�a

(q2 − q1) (q3 − q1) este real.Exer
iµiul 2 : Fiind daµi patru 
uaternioni q1, q2, q3, q4, avem
(q1 q2) ⊥ (q3 q4) da
�a ³i numai da
�a (q2 − q1) (q3 − q4) este unimaginar pur.Cuaternioni sunt ³i foarte utili la prelu
rarea informaµiilor, de exempluteoria �Spa
e Time Coding� (F. Oggier) sau transformata Fourier
uaternioni
�a.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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O
tonioniPutem itera 
onstru
µia lui Hamilton. Este exa
t 
e au fa
ut în modindependent Cayley ³i Graves în a
ela³i an, 1843.Algebra o
tonionilor a lui Cayley-Graves O este H⊕Ha 
u urm�atoareaînmulµire :
(x + ya) · (u + va) = (xu − vy) + (vx + yu)a.Conjugarea este dat�a de x + ya = x − ya, iar norma deNO(x + ya) = (x + ya) (x + ya) = NH(x) + NH(y).Ca ³i form�a p�atrati
�a , NO este suma a 8 p�atrate.Algebra O nu este aso
iativ�a, dar satisfa
e proprietatea dealternativitate :

(
1 
2) 
1 = 
1 (
2 
1), 
1 (
1 
2) = 
21 
2, (
1 
2) 
2 = 
1 
22 .Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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O
tonioniArgumente topologi
e expli
�a ³i de 
e o
tonionii Cayley-Graves nusunt aso
iativi. �tim 
�a sfera S7 nu poate � e
hipat�a 
u o stru
tur�ade grup Lie (Samelson, 1940).
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Algebre de 
ompoziµieCorpul C, 
uaternionii H ³i o
tonionii O sunt anumite 
azuriparti
ulare ale unei notiuni mai generale, 
ea de algebre de 
ompoziµie(Hurwitz).Fie R un inel 
omutativ unitar 
u 2 ∈ R×, de exemplu un 
orp k de
ara
teristi
�a impar�a. O R�algebr�a unitar�a C este de 
ompoziµieda
�a satisfa
e urm�atoarele proprietaµi :(1) R�modulul C este proie
tiv de tip �nit (de exemplu liber, i.e.C = Rn).(2) Exist�a o norm�a C → R , 
are este o form�a p�atrati
�a regulat�a ³imultipli
ativ�a :N(1) = 1 ³i N(
1 
2) = N(
1)N(
2) pentru 
1, 
2 ∈ C .Norma este uni
�a ; pentru o R�algebr�a C , o singur�a stru
tur�a dealgebr�a de 
ompoziµie este posibil�a.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Exemple de algebre de 
ompoziµie
R, C, H ³i O sunt R-algebre de 
ompoziµie. Sunt singurele da
�a
erem norma s�a �e pozitiv de�nit�a. Ce se înt�ampl�a peste C ?Avem C, C × C 
u N((z1, z2)) = z1 z2 ³i algebra matri
elor M2(C),unde norma este determinantul. Pe de alte parte avem un izomor�sm

H ⊗R C
∼

−→ M2(C).În dimensiune 8, singura algebr�a este algebra ve
torilor Zorn ; esteizomorf�a 
u O ⊗R C ³i poate �e 
onstruit�a prin pro
edura de dublareCayley-Di
kson apli
at�a lui M2(C).Clasi�
area algebrelor de o
tonioni peste un 
orp este o tem�a 
lasi
�ade algebr�a la 
are ne vom întoar
e mai târziu.Clasi�
area peste un inel R (de exemplu un inel de polinoame sau uninel de polinoame Laurent) este o tem�a de 
er
etare.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Cuaternionii peste un 
orp kPrin de�niµie, sunt algebrele de 
ompoziµie de dimensiune 4.În termeni 
on
reµi, ³tim 
�a o astfel de algebr�a admite o prezentareQ = (a, b) = k ⊕ k i ⊕ k j ⊕ k ij 
u relaµiilei2 = a, j2 = b ³i ij + ji = 0unde a, b ∈ k×.Involuµia 
anoni
�a σQ este dat�a dex + y i + z j + w ij = x − y i − z j − w ij ,iar norma este dat�a de N(q) = qq,NQ(x + y i + z j + w ij) = x2 − a y2 − b z2 + ab w2.Forma p�atrati
�a NQ este izometri
�a 
u forma diagonal�a
〈1,−a,−b, ab〉 = 〈1,−a〉 ⊗ 〈1,−b〉.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Cuaternioni peste un 
orp, IIForma p�atrati
�a NQ este izometri
�a 
u forma diagonal�a

〈1,−a,−b, ab〉 = 〈1,−a〉 ⊗ 〈1,−b〉.Pentru a1, ..., an ∈ k×, not�am 
u
〈〈a1, . . . , an〉〉 = 〈1,−a1〉 ⊗ 〈1,−a2〉 ⊗ · · · ⊗ 〈1,−an〉, forma P�ster dedimensiune 2n.Teorem�a (Witt) : Algebra Q = (a, b) este izomorf�a 
u Q ′ = (a′, b′)da
�a ³i numai da
�a formele p�atrati
e 〈〈a, b〉〉 ³i 〈〈a′, b′〉〉 suntizometri
e.În 
azul k = R rezult�a 
�a M2(R) ³i H sunt singurele R�algebre de
uaternioni.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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O
tonioni peste un 
orpPrin de�niµie sunt algebrele de 
ompoziµie de dimensiune 8.Van der Blij/Springer au ar�atat 
�a o algebr�a de o
tonioni C estedeterminat�a de NC .Peste 
orpul R, singurele algebre de o
tiononi sunt O ³i Zorn(R) adi
�aalgebra ve
torilor Zorn.În rezumat, avem o bije
µie între 
lasele de izomor�sme de k�algebrede 
uaternioni (resp. o
tonioni) ³i 
lasele de izometrie de formep�atrati
e P�ster de dimensiune 4 (resp. 8).
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Ce s�a înt�ampl�a peste un inel ?
Pentru simpli�
are, 
onsider�am numai R�algebrele de 
ompoziµie Castfel în
ât C = R4 sau C = R8 
a R-modul.Teorem�a (Knus/Ojanguren/Sridharan, 1978) R�algebrele de
uaternioni sunt determinate de normele lor.O întrebare natural�a este urm�atoarea (H. Petersson) : suntR�algebrele de o
tonioni determinate de normele lor ?
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Tabel : determinarea prin normeCuaternioni O
tonioni/ Corpuri Witt Van der Blij/Springer/ Inele Knus/Ojanguren/Sridharan ?Cazul 
uaternionilor se expli
�a prin 
onstru
µia Cli�ord 
are aso
ieaz�ao algebr�a unei formei p�atrati
e.Cu alte 
uvinte, �ind dat�a o form�a p�atrati
�a (regulat�a ³imultipli
ativ�a în sensul tare) peste R8, putem aso
ia o algebr�a deo
tonioni ?Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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R�aspunsul este NU !
Exist�a un R-inel R ³i o algebr�a C de o
tonioni (izomorf�a 
u R8)astfel în
ât NC este o sum�a de 8 p�atrate dar C nu este izomorf�a 
ualgebra O ⊗R R .Cum putem gasi un astfel de exemplu ?Cu ajutorul geometriei diferenµiale ³i a topologiei !
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Grupuri Lie de tip G2Not�am 
u G grupul de automor�sme ale lui O. Este un grup Lie
ompa
t ³i 
onex de tip G2.Avem o s
unfundare natural�a G →֒ SO8.Câtul topologi
 X = SO8/G are o stru
tur�a natural�a de varietatediferenµiabil�a. De fapt, are ³i o stru
tur�a de varietate algebri
�a a�n�areal�a.Cu alte 
uvinte X este mulµimea soluµiilor reale ale unui sistem dee
uaµii polinomialeF1(x1, . . . , xn) = F2(x1, . . . , xn) = · · · = Fr (x1, . . . , xn) = 0.Not�am 
u R inelul de fun
µii algebri
e al lui X , i.e.R = R[x1, . . . , xn]/〈F1, . . . ,Fr 〉.Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Constru
µia algebrei exoti
e (s
hiµ�a)Mor�smul 
ât SO8 → X = SO8/G este un G��brat prin
ipal ³iexpresia (SO8 × O)/G de�ne³te o �familie de algebre de o
tonioni�peste X ³i în a
ela³i timp o algebr�a C de o
tonioni peste inelul R .Prin 
onstru
µie, norma algebrei C este o sum�a de 8 p�atrate, 
a ³i

O ⊗R R .Problema este s�a ar�at�am 
�a R�algebra C este distin
t�a de O ⊗R R .Este o 
onse
inµ�a a faptului urm�ator : Fibratul SO8 → X nu admitese
tiuni.A
est lu
ru poate � ar�atat 
u ajutorul grupurilor de omotopiesuperioare ale lui G (Mimura).Philippe GILLE (CNRS, IMAR) Cuaternioni ³i o
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Observaµii �nale ³i întreb�ariExemplul pre
edent fun
µioneaz�a ³i în 
azul 
omplex.A
est exemplu este în dimensiune 14, dar se poate ra�na pân�a ladimensiunea 7. Care este m�arimea minimal�a pentru un astfel deexemplu ?În urm�a 
u trei luni, Asok, Hoyois ³i Wendt au ar�atat 
�a dimensiuneatrebuie s�a �e ≥ 4.Exist�a un invariant 
oomologi
 
are s�a disting�a între astfel de algebreexoti
e ?Care este situaµia în 
azul inelelor de întregi ale 
orpurilor de numere ?
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