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Descente galoisienne, tores algébriques.
Soit k£ un corps.

1. GENERALITES

Dans ce cours, une k—variété algébrique affine est un k—schéma affine de
type fini. En d’autres mots, une k-variété algébrique affine V' est une k-sous-
variété fermée d’un espace affine A} et on a V' = Spec(k[V]) Spec(k[t1, ..., tn] /L)
ou Z est un idéal de k[ty, ..., t,).

La k—variété V est réduite si k[V] n’a pas d’élément nilpotent non nul.

1.1. Remarque. SiV est réduite, il n’est pas vrai en général que I’extension
des scalaires V x K le soit pour une extension de corps K/k. C’est la raison
pour laquelle nous prenons une définition plus souple de k—variétés affines
(par rapport a [Po]) afin qu’elle soit stable par extension des scalaires.

Ceci est vrai cependant lorsque K /k est une extension séparable de k [Ha,
§3.3]. Si k est parfait, le produit V; x; V5 de deux k—variétés affines réduites
est une k—variété affine réduite.

1.2. Notation. Si W est un k—espace vectoriel de dimension finie, on note
A(W) = Spec(Symy, (W*))
le k-espace affine sous—jacent a W. On a AW)(k) =W.

1.3. Définition. Un k-groupe algébrique affine G = Spec(A) est une k—
variété algébrique affine munie de:

(1) un point e € G(k),

(2) un produit p: G xx G — G, noté (g1, g2) — g1 92,

(3) un morphisme d’inversion ¢ : G — G, noté g — g~ !,

satisfaisant aux compatibilités suivantes:
(1) (associativité) pu*®Rkid : AQr ARk A — Aet idRpu* : AQr AR A —
A coincident,
(2) (existence d’un inverse) mo (v* @ id) o p* =mo (id @ 1*) o u* =€,
(3) (existence de €) (e* @y id) o u* = (id ®j, €*) o u*),

ou e* : A — k est la co-unité (i.e. représente e), pu* : A — A ®j A est la
comultiplication et t* : A — A est 'application antipode, m : A®z A — A
désigne la multiplication et e = A — A est le composé de €* et du morphisme
structural £ — A.

Voir [Po, §7] pour plus de détails sur cette définition en termes d’algebres
de Hopf, qui vaut sur un corps de base arbitraire.

1.4. Exemples. (a) SiT est un groupe fini, I’algebre de groupes k[I'] est une
algebre de Hopf et Spec(k[I']) est le k—schéma en groupes constant associé
a I'. On le note souvent abusivement encore I'.

b) On note G, = Spec(k[t]) le groupe additif et G,, = Spec(k[t,t7!]) le
groupe multiplicatif.
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¢) Soit n un entier > 1. On note

GLn = Spec (k:[xi,j,t]lgi,jgn/det(xi,j)t = 1)
et
SLn = Spec (k‘[xi’j]lgi’jgn/det(l‘i,j) = 1).

¢’) De fagon intrinseque, si V' un k-espace vectoriel de dimension finie, on
peut définir les k—groupes linéaires GL(V') et SL(V') de la fagon suivante. Le
k—groupe GL(V) est la sous—variété fermée de A(Endk(V))) X G, formée
des (f,u) satisfaisant det(f)u = 1.

d) Soit B une k-algebre (associative, unitaire) de dimension finie. Le mor-

phisme de k—espaces vectoriels B — Endy(B), b — L; donne lieu & un
morphisme ¢ : A(B) — A(Endg(B)) On pose alors

GLl(B) = A(B) XA(Endk(B)) GL(B)

On a GL,(B)(k) = B*.

1.5. Théoréme. Soit G/k un groupe algébrique affine. Alors G/k est un
sous—groupe algébrique fermé d’un k—groupe algébriqgue GL(V) ou V est un
k—groupe algébrique linéaire.

En d’autres mots, G admet une représentation linéaire fidele. Pour la
démonstration, nous renvoyons a [Po, §7] ou [DG, I11.2.3.3].

1.6. Remarque. Il faut prendre garde que ce théoréme n’entraine pas que
G est un k—groupe algébrique linéaire au sens de Borel [Bo| puisque cette
définition requiert en plus que G soit absolument réduit, c’est-a-dire que
G ®y, K soit réduit pour toute extension de corps K/k.

Si le corps k est de caractéristique positive p, le k—groupe

1y = Spec(klf)/# — 1)
est un k—groupe affine mais n’est pas un k—groupe algébrique linéaire.

La nuance précédente n’apparait qu’en caractérique positive.

1.7. Théoréme. (Cartier) Soit G un k—groupe algébrique affine.

n suppose k parfait et réduit. Alors G est une k—variété lisse.
1) O k it et réduit. Alors G est k été li
(2) Sik est de caractéristique nulle, alors G est lisse.

Pour un énoncé plus précis, voir [DG, §11.5.2, I1.6].

Esquisse de preuve: (1) Sans perte de généralité, on peut supposer que k
est algébriquement clos. C’est un fait général de géométrie algébrique qu’il
existe un ouvert dense U de G qui est lisse sur k [DG, §1.4.4.1]. Mais
G = Ugeqr) 9U, donc G est lisse sur k.

(2) Nous renvoyons & la démonstration élémentaire de Oort [Oo] (ou [Wa,
11.4)). O
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2. CARACTERES, GROUPES DIAGONALISABLES
Soit G un k—groupe algébrique affine.
2.1. Caracteres.

2.1. Définition. Un caractere de G est un homomorphisme de k—groupes
G — G,,.

On note G(k) = Homy_4-(G,Gy,) le groupe des caracteres de G. Si
[+ Gi1 — G2 est un morphisme de k—groupes algébriques affines, la compo-
sition produit un morphisme naturel f* : Ga(k) — Gi(k). Par ailleurs, on
sait que [Po, lemme 10.30]

G1 %k Ga(k) = G(k) © Ga(k).
2.2. Exemple. (/}\Ln(k) = 7. det.
Nous démontrerons aussi ultérieurement le fait suivant.
2.3. Proposition. (Rosenlig\ht) Soit G un k—groupe algébrique linéaire con-
nexe. Alors k[G]* = k* @ G(k).

“Démonstration”. On peut supposer que k est algébriquement clos. Si X et
Y sont des k—variétés affines lisses connexes, le lemme de Rosenlicht (voir
[CT, §3]) est I'isomorphisme
KX /k* @ k(X /k* — K[X x3, Y]* /KX,
Ainsi on a un isomorphisme k[G]*/k* @ k[G]* /k* — Kk[G x; G]* /k* ou
encore
ker (K[G]* <5 k*) @ ker (K[G]* <= k%) — ker(K[G xj GX — k).

Soit f € k[G]*. On peut supposer que f(e) = e. On considere le défaut

A:Gx G = G, (91,92) = f(9192) f(g1)7" fg2) " Tl ectit A(gn, g2) =
f1(g1) f2(g2) suivant l'identité ci-dessus. Vu que A(gi,e) = A(e,g2) =€, on
conclut que fi = fo = e et A = e. Le morphisme f est donc un caractére.
O

En d’autres mots, toute fonction inversible sur G est le produit d’une con-
stante et d’un caractere.

2.2. Groupes diagonalisables. Soit M un Z-module de type fini. On
définit I’algebre commutative k[M] par générateurs et relations suivantes:

Générateurs : (€m)mens;

Relations : €, 4 = €m epy pour m,m’ € M.

Cette algebre est commutative, unitaire. Elle est munie d’une structure
d’algebre de Hopf:

- co-unité : k[M] — k, [em] — 1;

- co-multiplication : k[M] — k[M] @ k[M], [emn] — [em] @ [em];
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- antipode : k[M]| — k[M], [em] — [e—m]-
On pose
D(M) = Spec(k[M]),
c’est un k-groupe algébrique commutatif affine. On a k[M & M'] = k[M]®y,
kE[M'], ot un isomorphisme D(M) = D(M) x; D(M') pour des Z-modules
libres de type fini.

2.4. Définition. Un k—groupe algébrique affine est diagonalisable s’il est
isomorphe a un k—groupe D(M),
2.5. Exemples. (a) Si M = Z, D(M) = Spec(k[t,t™!]) = G,,.
(b) Si M =Z/nZ, D(M) = Spec(k[t]/t" — 1) = pn, le k—groupe des racines
de T'unité.
2.6. Lemme. (1) M = D(M)(k);
(2) Si My, My sont des Z-modules de type fini, alors Homy,_ g, (M, Ma) —
Homgr(MQ, Ml)

Démonstration. (1) Par additivité en M, on est ramené au cas des deux
exemples fondamentaux (a) et (b) ci-dessus.
(2) Par additivité des deux cotés, il y a quatre cas & vérifier. O

En d’autres mots, le foncteur (additif) D produit une équivalence de

catégories additives de la catégorie des Z—modules de type fini et la catégorie
des k—groupes diagonalisables.

2.7. Definition. On dit qu’'une suite de morphismes
1-HL5G2Q -1
de k—groupes algébriques affines est exacte si

(1) poi est le morphisme trivial,
(2) i est une immersion fermée,
(3) H = ker(p),

(4) p est fidelement plat.

2.8. Lemme. Soit 0 — M, LR M N Ms — 1 une suite exacte de Z-modules.
Alors la suite de k—groupes algébriques

0 — D(Ms) 5 D(My) & D(My) — 1
est exacte.

Démonstration. On va vérifier les propriétés de la définition. La premiere
propriété est évidente.

Le morphisme k[Msy] — k[Ms] est surjectif, donc D(Ms) — D(Ma) est
une immersion fermée.

Le noyau est un sous—groupe algébrique affine de D(Ms), i.e. ker(p) =
Spec(B) avec B = k[Mas] @pps,) k. Le morphisme D(Mj3) — ker(p) produit
un morphisme ¢ : B — k[M3] qui applique [e;,] ® 1 sur [e«(m,)] ® 1. Vu
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que ¥ est surjectif, ¢ est surjectif. De méme, 'exactitude en Ms entraine
I'injectivité de ¢.

Il reste a établir que p est fidelement plat. Soit s : M3 — My une section
ensembliste de i*. On observe alors que le k[M;]-module k[M>] est libre de
base s(Mz). Il est donc fidelement plat. O

Ainsi la catégorie des k—groupes multiplicatifs est une catégorie abélienne.
On peut résumer ce paragraphe de la facon suivante.

2.9. Théoréme. (dualité de Cartier) Le foncteur “caractére” produit une
anti-équivalence de catégories abéliennes

k-groupes diagonalisables < — — — > Z-modules de type fini.

2.10. Remarque. Si M est un Z-module de type fini, alors on a une suite
exacte canonique
0 — Miors — M — Miipre — 0.
Par dualité, on a donc une suite exacte canonique de k—groupes
1 — D(Mypre) — D(M) — D(Miors) — 1.

En d’autres mots, un k—groupe de type diagonalisable se dévisse comme ex-
tension d’un k—groupe diagonalisable fini et d’'un k—tore algébrique déployé.

3. DESCENTE GALOISIENNE
Soit K /k une extension finie galoisienne. On note I' = Gal(K/k).

3.1. Le lemme de Speiser.
3.1. Définition. Soit V un K-espace vectoriel. Une action I' sur V est dite
K /k-semi-linéaire si si
o.(Av) =0c(N).o(v) Yv e VVo eT.
Sous les hypotheses de la défintion, I'espaces des points fixes V! est un
k—espace vectoriel.

Si Vy est un k-espace vectoriel, le K—espace vectoriel K ®j Vg est muni
de l'action semi-linéaire standard définie par o(A ® vy) = o(A) ® vy.

3.2. Lemme. (Speiser) Soit V. un K-espace vectoriel muni d’une action
semi-linéaire de I'. Alors on a un isomorphisme canonique de K—espaces
vectoriels (qui respecte 'action de T')

KoV S5V, A@we— \w.

En d’autres mots, il revient au méme se se donner un k-espace vectoriel
ou un K—espace vectoriel muni d’une action semi-linéaire de I". En outre,
on a une équivalence de catégories abéliennes

Vect(k) —— Vectr(K)
Vo = Koyl

v %4
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ou Vectr(K) désigne la catégorie des K—espaces vectoriels munis d’une ac-
tion semi-linéaire de I'.

Démonstration: Puisque K est galoisienne sur k, il existe a € K tel que K/k

est engendré par les conjugués o(a). Onpose P(X) = [[ (X—o(w)) € k[X].
oel

On dédouble la notation en posant k = K = k[X]/P(X). L’idée de montrer

que la fleche K @5, VI @1 k — V @4 k est un isomorphisme. Les racines de

P dans K produisent un I'-isomorphisme

K @ k=K[X]/P(X) = K[X)/ [T (X —o(@)) = KO

Q(X) = (Qo()) yep

1 on constate que I'on a un k-

isomorphisme I-équivariant K @ k — (k)T = @ k.e,. Alors il existe
oel’

Identifiant le facteur K en o et k via o~

un %—espace vectoriel W tel que
V ®p E AN @ Weg.
el

L’espace des points fixes VI @ k= (V @ %)F n’est pas autre chose que le
W diagonal. On a bien un un isomorphisme K @5 VI @ik — V @i k. O

3.2. Cohomologie galoisienne non abélienne et K/k—formes. Si A est
un I'-groupe (i.e. un groupe muni d’une action a gauche de I'), un 1-cocycle
est une application z : I' — A satisfaisant la regle suivante

2or = 25 0(27) Yo,7 €T

On note Z}(T, A) 'ensemble des 1-cocycles. Deux cocycles z,2’ sont dits
cohomologues s’il existe a € A satisfaisant

(%) 2e =a 2l o(a).

On pose HY(T', A) = Z}(T', A)/ ~, c’est I'ensemble pointé (par la classe du
cocycle trivial) de cohomologie galoisienne du I'-groupe A.

3.3. Remarques. (a) Si A est abélien, H'(I', A) est un groupe abélien et
coincide avec le groupe correspondant de cohomologie des groupes.

(b) Si deux cocycles z et 2’ sont cohomologues, il faut prendre garde que
Pélément a ci-dessus (*) n’est pas unique en général.

(c) Une autre facon de définir Z1(T', A) et HY(T, A) est la suivante. On
définit Z1(T', A) comme I’ensemble des sections de A x I' — T et H(T, A)
comme l’ensemble des sections de A x I' — I' modulo conjugaison de A
(le vérifier !). Ceci montre qu'un 1-cocycle est défini par sa valeur sur des
générateurs de I'.
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Soit Vy un k—espace vectoriel de dimension finie et @y un tenseur, c’est-
a-dire un élément de VP @y (V*)? = Homy (V®4, VEP).

Une K/k—forme de (Vp, ®p) est un couple (V, @) ou V est un k—espace vec-
toriel de dimension finie et ® un tenseur tel que
(Vo, ®o) ®r K = (V,®) ®, K. On considere le k-groupe algébrique affine

Go = {ge GL(V) | ¢* o ®o :cpo}.

Par exemple, si @ est une forme quadratique (i.e. un tenseur de type (0,2)),
le k—groupe Gy est le groupe orthogonal de ®.
On va construire une fleche naturelle

Classes de k-isomorphie de K /k—formes de (Vo, @) — H'(T',Go(K))
(V, @) — [V, ®)].
Si (V,®) est une K/k—forme de (Vp,®g), il existe un K-isomorphisme

¢ (Vo,P0) @ K =2 (V,®) @, K. On définit le conjugué o(p) par le di-
agramme commutatif suivant

(Vo, o) @k K —2— (V,®) @4 K
1dRo id®aT

(Vo, ®0) @1 K —22 (v, ®) & K.

k
Alors le composé a, = ¢~ o(¢) : (Vo, @o) @k K — (Vo, ®g) @ K appartient
a Go(K). Un calcul classique (& vérifier) montre que 0 — a, est un 1-
cocycle. De plus, changer ¢ par un automorphisme de (Vp, ®¢) @y K revient
a4 modifier a, par un cobord. Ainsi la classe [a,] dans H' (T, Go(K)) est
bien définie, on la note [X].

3.4. Lemme. Soient (V,®),(V', @) deux K/k-formes de (Vy,®g). Alors
(V,®) = (V',®') si et seulement si [(V,®)] = [(V',®')] € H'(T,Go(K)).
En particulier, (V,®) — (Vo, ®¢) si et seulement si [(V,®)] = 1.

Démonstration: On se donne ¢ : (Vp,Po) @ K = (V,P®) @ K. tel qu'il
existe a € Go(K) satisfaisant (¢')"lo(¢') = a Lo~ Lo(p)o(4). Alors

¢ oaop ! = a(gf)’ oao ¢ !). En dautres mots, le K-isomorphisme
$oaop™l: (V,0)®p K — (V',®) ® K est [invariant. On conclut que
(V.¢) — (V' ¢). 0

3.5. Théoreme. On a une bijection naturelle
Classes de k—isomorphie de K/k-formes de (Vo, ®o) < ———> H'(T,Go(K)).

Démonstration: On va construire la fleche réciproque. Soit a € Z! (F, GO(K)).
On peut définir alors l'action tordue de I' sur (Vp, ®g) xx K par

oxU=ay.0(V)
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La condition de cocycle entraine que 'on a bien une action de I' sur
(Vo, ®o) X K. En outre, celle-ci est semi-linéaire. Le lemme de Speiser
montre que

V= {vGVoka | (ag).o(v) =0 VJEF}

satisfait ¢ : V ®p K = Vy x;, K. Par construction, le K-tenseur ¢—!(®o)
sur V ®; K est invariant par K. Il produit donc un k-tenseur ® sur V tel
que ¢ : (V,®) — (Vo, ®g). Ainsi (V, @) est une K/k-forme de (Vp, ®g). Les
vérifications suivantes sont laissées au lecteur.

1) Changer le cocycle a par un cobord produit un espace (V’, ®') k—isomorphe
a (Vo, o).

2) Les deux fleches sont inverses l'une de l'autre, c’est-a-dire que a, =

5 10(9). 0
En appliquant ceci au tenseur nul, on obtient le :
3.6. Théoréme. (Théoréme 90 de Hilbert) Pour tout entier n > 1, on a
HYT,GL,(K)) = 1.

Si I’on part d’une forme quadratique ®g, on obtient que ’ensemble pointé
HY(T',0(®g)) classifie les k-formes quadratiques qui deviennent isomorphes
a @ apres extension des scalaires a K.

Le théoreme 3.5 se généralise a d’autres structures algébriques.

3.7. Exemples. Soit n un entier > 1.

(a) Algébres étale : Une k—algebre étale de degré n est un produit A =
k1 x -- -k, d’extensions séparables sur k et de dimension n. L’algebre étale
de dimension n standard (ou encore déployée) est algebre Ag =k x --- x k
(n fois). Si l'extension K contient les clotures galoisiennes des k;, alors
ARk K= Ay ® K. On dit alors que l'extension K/k déploie (ou trivialise
A). Le groupe des K—automorphismes de l'algebre étale K™ est le groupe
symétrique S,. La descente galoisienne produit donc une correspondance

Classe d’isomorphie de k—algebres étales déployées par K/k
< ——> HYT,S,) = Hom,,(T,S,)/int(S,).

Dans cette correspondance, le nombre de facteurs r de A = k1 x -- -k, est
le nombre d’orbites de I" sur {1,...,n} pour I'action d’un homomorphisme
f : ' = S,; en particulier, les corps sont associés aux actions transitives.
Pour cette généralisation de la théorie de Galois, voir [KMRT, §18] et [KT].

(b) Algebres simples centrales: Une k—algebre simple centrale A de degré
n est une k-algebre de dimension n?, de centre k et dont les seuls idéaux
bilateres sont 0 et A. La k—algebre simple centrale standard (ou encore
déployée) de degré n est ’algebre de matrices M, (k). Si A @, K = M, (k) ® K,
on dit que K/k déploie A (A est toujours déployée par une extension con-
venable, voir [GS, §2]). Par ailleurs, il est bien connu que le groupe de
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K-automorphismes de 'algebre M, (K) est PGL,(K) = GL,(K)/K*. La
descente galoisienne produit donc une correspondance
Classe d’isomorphie de k—algebres simples centrales déployées par K/k
< ——> HYT,PGL,(K)).
Voir [GS, §2] pour plus de détails.

3.3. K/k—formes de variétés.

3.8. Définition. Soit X une k—variété (par exemple affine). On dit qu'une
k—variété X est une K/k—forme de X si X X K est isomorphe a Xo xj K.

Le méme principe va s’appliquer avec des conventions appropriées pour
la définition de l'action du groupe de Galois.

Tout d’abord, étant donné deux k-variétés affines X = Spec(4), Y =
Spec(B), I'ensemble Homg (X x; K,Y X K) = Homg (B ®; K, A® K) est
muni d’une action naturelle (& gauche) de I' définie par le diagramme

X Xp Spec(K) —— Y Xy Spec(K)
idx(g_l)*T idx(o_l)*T
X Xp Spec(K) —— Y Xy Spec(K)
pour f € Homg (X x; K,Y x; K) et 0 € I'. En termes d’algebres, on a une
action de I' (& droite) sur Homg (B ®j, K, A ®j, K) définie par le diagramme

BorK —1— AgLK

id®0*1J z’d®gfll

Ber K 295 A, K.

On a Homy(X,Y) — Homg(Xk,Yx)'. En particulier, Homg (X xj
K, X xi K) et Autg(X x K, X Xj K) sont munis d’une action de I'. On
va construire une fleche naturelle

Classes de k-isomorphie de K/k-formes de Xo — H! (I‘, Autg (Xo xi K ))
X — [X].
Si X est une K/k—forme de Xy, il existe un K-isomorphisme
¢: Xox — Xk

Alors le composé ag¢~ ! o(¢) : Xox — Xk — X0,k est un K-automorphisme
de Xg. Un calcul classique (& vérifier) montre que o — a, est un 1-cocycle.
De plus, changer ¢ par un automorphisme de X g revient a modifier a, par
un cobord. Ainsi la classe [a,] dans H* (F, Autg (Xo xp K )) est bien définie,
on la note [X].
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3.9. Lemme. Soient X, X' deur K/k-formes de Xo. Alors X — X' si et
seulement si [X] = [X'] € H'(T, Autx (Xox,K)). En particulier, X — X
si et seulement si [X] = 1.

Démonstration: On se donne ¢ : Xox — Xg et ¢/ — X/ tels quil
existe a € Auty(Xo xp K) tel que (¢')to(¢') = a tp ta(¢)o(¢). Alors
¢'oacdp™ = o (¢ oacg™!). En d’autres mots, le K—isomorphisme ¢'oaop™ :

X — X' est I'invariant. On conclut que X — X", O

3.10. Théoréme. On suppose X affine (ou plus généralement quasi-projective).
On a une bijection naturelle

Classes de k—isomorphie de K/k-formes de Xg < ——— > H' (F,AutK(Xoka)).

Démonstration: On suppose tout d’abord Xy = Spec(Ay) affine. On va
construire la fleche «. Soit a € Z! (F,AutK(Xg X K)) On peut définir
alors laction (& droite) tordue de I' sur Ay xj K par

o f=(as)" .07 (f)

La condition de cocycle entraine que I'on a bien un action de I' sur Ag x;, K.
En outre, celle-ci est semi-linéaire. Le lemme de Speiser montre que

A= {fEAO X K| (ag)*.a_l(f):fVUGF}

satisfait A®p K = Ap x; K. Ainsi X := Spec(A) est une K /k-forme de X.
Les vérifications suivantes sont laissées au lecteur.

1) Changer a par un cobord produit une k—variété k—isomorphe a X.

2) Les deux fleches sont inverses 1'une de l'autre, c’est-a-dire que si ¢ :
A® K = Ag x, K est Iisomorphisme de Speiser, alors a, = ¢~ 'o(¢).
On passe au cas quasi-projectif par recollement d’ouverts affines de X,
voir [S2, V.4.20].
O

3.11. Remarque. Avec les notations de la démonstration, on note X =
Spec(A) la tordue de Xy par le cocycle a.

Il faut prendre garde que si a et @’ sont des cocycles cohomologues, les
variétés , X et o+ Xo sont isomorphes a isomorphisme non unique pres. On
ne peut donc pas identifier les variétés tordues ,Xg et o Xy.

3.12. Exercice. Montrer que les K/k-formes de la droite affine A} sont
triviales.

3.13. Exemple. Espaces affines tordus: Soit n un entier > 2. Le groupe
des K—automorphismes de l’espace affine Ag est un objet de dimension
infinie assez mal compris (conjecture jacobienne !). C’est un théoreme de
Shafarevitch que K/k-formes du plan affine A? sont triviales [Sh], [Km).
Pour n > 3, c’est un probleme ouvert.
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3.14. Exemple. Variétés de Severi-Brauer: Soit n > 2. Une k—variété (pro-
jective) X est une variété de Severi-Brauer de dimension n —1 8’1l existe une
extension finie de corps F/k telle que X x F' = P"~!1 x, F. Le groupe des K-
automorphismes de P"~! x;, K est PGL,(K). Selon I’exemple 3.7.b, on ob-
tient donc une correspondance entre les classes d’isomorphies de k—variétés
de Severi-Brauer de degré n—1 déployées par K /k et les classes d’isomorphie
des algebres simples centrales, le tout étant classifié par I’ensemble pointé
dans HY(T', PGL,(K)).

En fait, on sait associer directement a une algebre simple centrale une
variété de Severi-Brauer [KMRT, I.C] et inversement a une variété de Severi-
Brauer une algebre centrale [Sz]. Pour en savoir plus sur ce lien, consulter

[J], [GS, §4].

La descente galoisienne se généralise a des morphismes de variétés. En
particulier, si Go/k est un groupe algébrique affine, les classes d’isomorphie
de K/k—formes (en tant que groupe algébrique) de G¢ sont décrites par
HYT, Autg_g(Go x)). Le morphisme Go(K) == Autg g (Go x). Si on se
donne un 1-cocycle z, a valeurs dans Go(K), le k-groupe ;,;(,)Go est appelé
le k—groupe tordu de Gy par le cocycle z par automorphismes intérieurs. On

le note souvent (abusivement) ,Gj.

3.15. Lemme. Soit f : X — Y un morphisme de k—variétés quasi—projectives.
Alors f est plat (resp. fidélement plat, lisse, propre, fini, une immersion ou-

verte, une immersion fermée) si et seulement si le morphisme fr : X —

Y est plat (resp. fidélement plat, lisse, propre, fini, une immersion ouverte,

immersion fermée).

Démonstration: Pour plat, fidelement plat et lisse, cela se lit sur la définition.
Pour les autres, voir par exemple [J, lemma 2.12]. O

3.16. Corollaire. Soit f : Xo — Yy un morphisme de k-variétés quasi—
projectives. Soit z € Z*(T, Autx(Xox — Yox)). Alors f est plat (resp.
fidélement plat, lisse, fini, une immersion ouverte, une immersion fermée) si
et seulement si le morphisme tordu ,f : ,Xo — .Y est plat (resp. fidélement
plat, lisse, propre, fini, une immersion ouverte, immersion fermée).

3.4. Restriction des scalaires a la Weil, I. Soit n un entier. Soit
Xo une k-variété affine (ou quasi-projective). La k-variété produit Xj =
Xy Xp - -+ Xo est munie d’une action naturelle de S,, En d’autres mots, on a
défini un morphisme

can : Sy — Auty(Xy) — Autg (Xg k)
qui est '-équivariant. En passant aux cocycles, on obtient une application
cany : HY(T', S,) — Aut g (Xg )

On peut donc associer a un homomorphisme f : I' — S, la forme tordue
can(f)(X(Q). St Ay désigne l'algebre étale associé a f, on note Ru,/x(Xo)
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cette variété, puisque 'on verra plus loin qu’il s’agit d’un cas particulier de
restriction des scalaires a la Weil.

En d’autres mots, RAf/k(Xo) est la tordue de Ryn /i (Xo) = X par f.

Cette variété ne dépend que de 'algebre étale A = Af et pas de K (dans
la mesure ot A @ K <— K").

Cette construction vérfie les propriétés formelles suivantes.

(1) Le morphisme “diagonal” A : Xy — X se descend en un morphisme
canonique Xo — R4 /,(Xo).

(2) Si F'est une extension de k, on a R 4/ (Xo) X F’ = Rag,r/r(Xo,F).

(3) Si A’ est une k-algebre étale, on a un isomorphisme

Rax,ark(Xo) = Rayi(Xo) X Rari(Xo)-
Par suite, on peut travailler en pratique dans le cas ou A est un corps.

3.17. Exercice. Identifier Ry, (Spec(K)), puis montrer que R4 /x(A!) —
A(A).

3.18. Proposition. Soit L une sous-extension de K. La k-variété Rp,;,(Xo)
est caractérisée par la propriété suivante:

Pour toute k—variété affine Zy, on a
HOHIL (ZO,La X(),L) = Homk (Zo, RL/k(XO)) .
En particulier, Xo(L) = Ry /,(Xo)(k).
On montrera ultérieurement une version plus générale de cette proposi-
tion. Contentons nous ici de décrire les fleches d’adonction.
(a) Etant donné un L-morphisme g : Zy; — Xo, on associe le k-
morphisme composé Zy “% Ry, /1(20) A Ry, (Xo)-

(b) Pour construire la fleche réciproque, le point est que le morphisme
d’algebres étales L — L ®; L, Il — | ® 1, admet le scindage canonique
produit l1 ® lo — l1ls. Ceci produit la décomposition d’algebres étales

Lo, L=LxL.

Etant donné un k—morphisme h : Zy — Ry (Xo) , Pextension des scalaires
a L produit un L—morphisme

hi : Zor — Rig,r/n(Xon) — Rix,r(Xo,r) — Ry (XoL)xo Ry (Xo.r)

ou 'on a utilisé la troisieme propriété ci-dessus. La premiere projection
définit un homomorphisme Zy ;, — Xo 1.

Pour voir que tout est cohérent, la technique éprouvée est d’étendre les
scalaires a k = K afin de travailler avec la k—algebre étale triviale k™.
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3.5. Passage a la limite. Soit k; une cloture séparable de k contenant
K. Soit K'/k est une extension galoisienne contenant K de groupe IV =
Gal(K'/E). On a une surjection naturelle I'" — T" et extension des scalaires
de K a4 K’ donne lieu & un plongement de groupes

Autg (Xo ) — Autgr (Xo 1)
qui est I"—équivariant. Le composé
ZNT, Autg (Xo,kx)) — Z' (I, Autk (Xo.k)) — ZH (I, Aut g (Xo k7))
induit une application
H' (T, Autg (Xo,x))— H' (I, Aut g (Xo i) -

Le théoreme de descente galoisienne indique que cette fleche est injective
(cela peut aussi se vérifier directement sur les cocycles). On pose

H' (ks/k, Auty (Xox,)):= | ) H" (Gal(L/k), Aut,(Xo,.))

L/k

ou L/k parcourt les sous-extensions galoisiennes finies de k;/k. Par ailleurs,
une kg /k—forme de X est une k—variété telle qu’il existe une sous-extension
galoisienne finie L/k de ks/k satisfaisant Xo — X.

Par passage a la limite du théoreme de descente galoisienne, on obtient
une bijection naturelle

Classes de k—isomorphie de ks/k—formes de Xy < —— > H! (ks/k,Autks (Xoxkks)).

Par abus de notation, il arrive que 'on omette ks dans les ensembles ci-
dessus.

4. GROUPES DE TYPE MULTIPLICATIF

4.1. Définition.

4.1. Définition. Un k—groupe algébrique affine G est de type multiplicatif
si G est une kg/k—forme d’un k—groupe diagonalisable.

Si G est un tel k—groupe, il existe un Z—module de type fini Mo (unique a
isomorphisme pres) et une extension galoisienne finie K /k tels que D(Mj) X,
K=dG Xk K.

Si My est fini, le groupe G est fini sur k; le k—groupe G est donc fini de
type multiplicatif.

Si My = 7", on dit que G est un k—tore algébrique de dimension r, c’est
le cas G, X ks = G Xy, ks.

Vu que Autg(D(My) X K) = Autz(My), la correspondance ci-dessus
s’écrit

Classes de k-isomorphie de K/k—formes de D(My) < —— > Hom(Gal(K/k), Autz(My))/ ~

< —— > Structures de I'-modules sur M.
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Une fagon de voir cette correspondance est d’associer & G son groupes des
caracteres R
G(K) = Homegr(Gm,Ky GK)
C’est un I'-module et la classe [G] € Hom(Gal(K/k), Autz(Mp))/ ~ n’est
pas autre chose que la classe d’isomorphie du I'-module @(K ) composée de
My et d’une action de Gal(K/k) sur M.
En particulier on a la correspondance

k—tores algébriques de dimension r déployés par K/k < —— > Hom(Gal(K/k), GL-(Z))/ ~ .
< —— > I'-réseaux de dimension 7.

4.2. Exemples. Premiers exemples
(a) Le I'module libre Z[I'] correspond au k-tore Ry ,(G,y,) (a vérifier).

(b) Le morphisme N : Z — Z[I'], 1 — > o donne lieu & un morphisme
oel
Ngi + Rg/(Gm) — Gp. On appelle ce morphisme la norme; en ef-

fet, sur les k—points rationnels, N/, donne lieu a la norme usuelle K* =
Ry (G () — (G (k) = K.

Par ailleurs, on a morphisme naturel ig/;, : Gy, — Rg/x(Gpn) provenant
de 'augmentation Z[I'] — Z, o — 1.
(c) Plus généralement, si L = K pour H C T, le I'-module de permutation
Z[I'/H] donne lieu au tore (dit induit ou encore quasi-trivial) Ry, /;(Gn) et
a des morphismes i/, : Gy — Rp/p(Gp) et Niji 2 R ji(Gim) — Gy,

4.2. Catégorie des k—groupes de type multiplicatif.

4.3. Théoréme. (dualité de Cartier) On pose I' = Gal(K/k).

(1) Le foncteur “caractére” produit une anti-équivalence de catégories addi-
tives

groupes de type multiplicatifs déployés par K/k < —— > Gal(K/k)-modules de type fini.
(2) Une suite
1—-G —Gy—G3—1
de groupes de types mutiplicatifs (déployés par K/k) est exacte si et seule-
ment si N N N
0— G3(K) — Go(K) — G1(K)— 0

est exacte.

La seconde assertion montre que la catégorie des groupes de type multi-
plicatifs est une catégorie abélienne. De plus la dualité de Cartier est une
anti—équivalence de catégories abéliennes.

Démonstration.

(1) 11 faut vérifier que si G et G’ sont des k—groupes de type multiplicatif
déployés par K/k, alors le morphisme Homg g, (G, G') — Homp(G'(K), G(K)).
L’injectivité se voit apres extension des scalaires a K, on est donc ramené

au cas des groupes diagonalisables déja établi. On note My (resp. M]) le
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Z-module sous—jacent a é(K) (resp. é’(K)) et f: T — Autz(Mp) (resp.
f/: T — Autgz(M})) sa structure de T-modules. Alors G(K) 2 (My, f) et
G/'(K) = (My, f'). Par suite, un morphisme I'-équivariant M} — My donne
lieu & un morphisme D (My) — pD(M}), c’est-a-dire a un morphisme de
k—groupes G — G’ qui est dual du I'-morphisme M/} — M.

(2) Suivant la proposition 3.15, la suite de k—groupes 1 — G; — Gy —
Gz — 1 est exacte si et seulement si la suite de K—groupes 1 — Gy x —
Gox — G3x — 1 est exacte. Par ailleurs, la suite de I'-modules 0 —
G3(K) — Go(K) — G1(K) — 0 est exacte si et seulement si la suite exacte
sous-jacente de Z-modules 0 — G3(K) — G3(K) — G1(K) — 0 est exacte.
On est donc ramené au cas des groupes mutiplicatifs déja considéré en (2.8).
([l

4.4. Remarque. De méme qu’en 2.10, un k-groupe de type multiplicatif G
admet un dévissage canonique

1-T—-G—-pu—1

ou T est un k—tore algébrique et u un k—groupe fini de type multiplicatif.
Si p est étale sur k, T est la composante connexe de origine de G.

La connaissance des sous—groupes finis (ou plus exactement de leurs classes
de conjugaison) de GL,(Z) pour les petites valeurs de n permet de compren-
dre les k—tores algébriques de petite dimension.

4.5. Exemples. (a) Tores de dimension 1: On a GLi(Z) = {£1}. Les
I'-modules sont donc donnés par des caracteres d’ordre 2 de I'. Du coté
galoisien, les k-tores de rang 1 sont les k—tores normiques ker (R A/k(Gr) —

Gm) pour A une algebre étale de degré 2. Ce tore est noté Ril/k(Gm).

(b) Tores de dimension 2: Les sous-groupes finis maximaux de GLo(Z)
sont bien connus. Le premier, noté Wi, est d’ordre 8, c’est le groupe
(Z)27 x 7.J27) x ZJ27. Le second est S3 x Z/2Z agissant sur Z3/Z. Ce

dernier cas donne lieu a des tores ker (RL/k (R,lax/k(Gm)) — Rh/k (Gm)) pour
une algebre étale cubique A et une algebre étale quadratique L/k.

(c) Tores de dimension 3: La classification des sous—groupes finis de GL3(Z)
est due & Tahara [Ta]. Elle indique que l'ordre d’un sous—groupe fini de
GL3(Z) divise 48. Les tores de dimension 3 ont été étudiés par B. Kunyavskii
[Ku].

Un autre point de vue est de regarder les k—tores déployés algébriques
déployés par une extension galoisienne K/k de groupe de Galois I' petit,
par exemple cyclique ou bicyclique.

4.6. Lemme. Soit I' = Z/nZ un groupe cyclique de générateur o. On pose
Jr = Z[T)/Z et Iy =ker(Z[L'] — Z). Alors o — 1 induit un isomorphisme

Jr — Ir.
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Ainsi si A/k est une Z/nZ-algebre étale, on a un isomorphisme
RA/k(Gm)/Gm — Rzléx/k(Gm)-

4.7. Théoréme. (Diederichsen-Reiner, [R], [CR, §34.B]) Soit p un nombre
premier. On note h le nombre de classes de Uanneau Z[e*™"/P] des entiers
cyclotomiques. 1l existe (2h + 1) 7Z/pZ-modules indécomposables non iso-
morphes.

Dans le cas h = 1, c’est-a-dire lorsque Z[e?" i/ P] est un anneau principal,
cela signifie que les seuls Z/pZ-modules indécomposables sont Z, Z[Z/pZ) et
I7/p7- Dans le cas p = 2, il existe une démonstration élémentaire. Rappelons
le fait suivant.

4.8. Lemme. Soit M un réseau et N un sous-réseau. Alors le “saturé”
N¥ .= {meM | il existe a € Z tel queamEN}

est facteur direct de M et est de méme rang que N.

Démonstration du théoréme 4.7 pour p = 2 (M. Florence): Soit R un I'-
réseau indécomposable de Z-rang > 2. Si I'involution o n’est pas la multi-
plication par —1, il existe une suite exacte équivariante:

0O—-K—-R—7Z—0.

En effet, on choisit un vecteur primitif dans le Z-dual de R, qui est invariant
par l'involution; cela donne un plongement Z — Homgz(R,Z) puis la suite
exacte ci-dessus en dualisant. Cette suite est non scindée. Soit v dans R
s’envoyant sur 1 par la surjection; et soit P un plan de R, contenant v,
invariant par I'involution. Quitte & remplacer P par son saturé P?, on peut
supposer que P est facteur direct de R (comme Z-module seulement, bien
sur). On a alors une suite exacte non scindée de I'-modules

0—-L—-P—27Z—0,

ou L est isomorphe a Z[I'|/Z puisqu’il est Z-libre de rang 1 avec action non
triviale de 0. On peut montrer que P est Z[I'] avec de la cohomologie des
groupes (i.e. ExtlL(Z,Z[T)/Z) = H'(T,Z[['])Z) = 7/27), mais aussi de la
fagon suivante.

Soit [ un générateur du groupe abélien L; on a o(l) = —I. La préimage
de 1 par la surjection P — Z est v+ ZIl. On peut écrire v — o(v) = ml, avec
m entier. Du coup, pour un entier n, on a (v+nl) —o(v+nl) = (m+2n)l.
Par suite, vu que 1 n’a pas d’antécédent fixe par o, m est impair et on peut
choisir un antécédent w de 1 tel que w — o(w) = [. On constate alors que le
I'—morphisme Z[I'] — P, envoyant 1 sur w, est un isomorphisme.

Le I''module P, étant projectif et facteur direct de R comme Z-module,
est facteur direct de R comme Z[I'|-module (pour le voir, considérer la suite
exacte 0 — P — R — @ — 0, ou tout est Z-libre de type fini; dualiser, il
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y a une section puisque le dual de P est projectif et redualiser). On a donc
une décomposition R = P & R’ qui permet de conclure que R = P = Z[T'].
O

Si K/k est une extension de corps quadratique étale, les k—tores déployés
par Gal(K/k) sont des produits des k—tores suivants G, R/, (Gm), R}(/k (Gp).-

4.3. Unirationalité des tores algébriques.

4.9. Définition. Soit X une k—variété séparée, integre et irréductible.
(1) X est k—unirationnelle s’il existe un k-morphisme dominant W — X ou
W est un ouvert non vide d’un espace affine.

(2) X est k-rationelle s’il existe un ouvert non vide U C X k-isomorphe a
un ouvert d’un espace affine.

Pour I'unirationalité, il revient au méme de demander que le corps de fonc-
tions k(X) est un sous k—corps d’un corps transcendant pur k(t1,--- ,tp).
De méme, la k-rationalité se lit sur le corps des fonctions de X, c’est-a-dire
k(X) est k—isomorphe a un corps k(t1,...,tn).

4.10. Proposition. Soit T un k—tore algébrique. Alors T est une variété
k—unirationnelle.

Démonstration: Soient K /k une extension galoisienne finie et I' son groupe
de Galois. On note M = T(K) le T-module des caracteres de Tk. Lidée
est de plonger M dans un Z[I']-module libre. On procede de la maniere
suivante. Le morphisme N : Z — Z[I'| produit le plongement

Nous affirmons que le '-module Z[I'] ®z M est libre, plus précisement que
la fleche

Homp(M ®yz Z[I'], N) — Homz(M,N), h— h(m® [e])

est un isomorphisme pour tout ['-module N. Cette fleche est en effet injec-
tive et son inverse applique f : M — N sur le '~morphisme F' : M ®zZ[['| —
N défini par c@m +— o . f(o~t.m). Ce plongement M — Z[I'|®z M = Z[T|"
produit par dualité un morphisme (surjectif dans la catégorie des k—groupes
de type multiplicatifs)

Vu que Rg/;(Gyn)" est un ouvert de I'espace affine A(K"), on conclut que
T est une variété k—unirationnelle. O

4.11. Corollaire. Si k est infini, T(k) est Zariski dense dans T'.
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4.4. Un énoncé d’approximation faible.

4.12. Proposition. Soit T' un Q—tore algébrique. Alors T(Q) est dense dans
T(R) muni de la topologie réelle.

SiT C Aj, ona T(R) C R™ et la topologie réelle sur T'(R) est la topologie
induite par celle de de R™. La définition intrinseque de cette topologie est
due & Weil [W, appendice III]..

Démonstration: Soit K/Q une sous-extension K de C stable par la conju-
gaison complexe, déployant 1" et galoisienne de groupe de Galois I fini. On
pose L={z € K | T =xz}. Alors K/L est une extension quadratique. On
note M = f(K ) le I-réseau des caracteres de T'. Le plongement

M — M ®zZ[I'/ Gal(K/L)]
définit par dualité le morphisme de norme
NL/Q . RL/Q(T) — T.

Vu que L ®g R = R x A pour une R-algebre étale A, on a Ry, /o(T) xgR =
Tk x Ry/r(Tk) et ainsi la fleche

(Rr/(T))(R) — T(R)
est (scindée) surjective. On est donc ramené a voir que l’adhérence de
(RLyo(T))(Q) dans (Ryq(T))(R) contient le facteur T'(R), c’est-a-dire que
T (L) est dense dans T7,(R) pour le plongement L — R ci-dessus. Le tore
Ty, est déployé par l'extension quadratique K/L, il est donc un produit de
tores (4.7) Gy, Ri/r(Gp) et R%/L((Gm) = Ri/1(Gm)/Gp. 11 suffit donc
de traiter ces trois cas. Pour le premier, L* est dense dans R*, pour le
second K est dense dans (K ®7,R)* = C*. Le tore Ri/r,(Gm)/Gy, est un
ouvert de I'espace projectif P! (L), donc (R /r,(Gm)/Gm) (L) est dense dans
(Rx/1(Gm)/Gm) (R). O

Nous reviendrons sur I’approximation faible sur les tores. Le résulat le
plus basique est le suivant.

4.13. Lemme. Soient T un k—tore et K/k une extension galoisienne déployant
T. Soient vy, ..., v, des valuations de k indépendantes deuzr a deuz et k,, les
complétés respectifs de k. Alors

[K : k]. Coker(% — HT(kvz)> =0,

ou T'(k) désigne ladhérence de T'(k) dans les [[,T(k,,) suivant le plonge-
ment diagonal.

N
Démonstration. Le composé T — Ry (T BE T est la multiplication
par [K : k] et on a déja vu que Rg/(T) = Rg/,(Gj,) est un ouvert du
k—espace affine A(K"). Le groupe T'(K) = Rg(T)(k) est donc dense dans
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II; Ri/i(T)(k)(ky,) suivant le théoreme d’indépendance des valuations. Le
diagramme commutatif

Ng

T(k) ——  Rgu(T)(k) T(k)

l l l

[L Tk) —— TL BT () —5 T, Tk,

permet de conclure que le défaut d’approximatioin faible de T’
Coker(T(k) — HT(kv1)>
est annulé par [K : k. O

4.5. Un résultat de J. Tits.

4.14. Théoréeme. [T3, I11.1.6] On suppose que le corps k n’est pas une ex-
tension algébrique d’un corps fini. Soit T'/k un tore algébrique. Alors il
existe t € T(k) tel que le groupe t* est Zariski dense dans T.

L’hypothese sur le corps de base est nécessaire. En effet, tout élément de

F; est d’ordre fini. Cet énoncé est donc inexact dans le cas du tore G, et

de F. Ce résultat est donc de nature différente par rapport au Corollaire
4.11.

4.15. Exemples. (a) Si T = Gj,, la proposition énonce qu’il existe des
éléments t1,--- ,t,. € k™ tels que t1,...,t, engendrent un réseau de rang r
dans T'(k). Ceci est clair par réduction au cas de k = Q.

(b) Plus généralement si T = Ry /;.(G;,)" pour une extension finie galoisi-
enne K /k de groupe I'. Alors le Théoreme énonce en fait qu'il existe des
éléments ty,--- ,t. € K* tels que les (0(t;))oer,i=1,...» engendrent un réseau
de rang [K : k]r dans T(K) = (K* )k,

Démonstration du théoréme 4.14 si k n’est pas dénombrable: 1l existe K/k
galoisienne finie (de groupe I') et un morphisme surjectif (RK/ka)r —
T. 1l suffit de montrer la proposition pour le tore E := RK/ka)T. Si
n = (Ngi)oel,i=1,.. sont des entiers indexés par I' et [1,n], on définit le
sous—tore F,, de I/ par I’équation

Mais E est un ouvert de l'espace affine A(K")/k. Vu que k n’est pas
dénombrable, ’ensemble

B(R) \ | Bl
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est non vide ou n parcourt toutes les familles d’entiers. Soit x un élément de
cet ensemble. On note G C E I'adhérence de Zariski de (z). C’est un sous-
groupe de type multiplicatif et 2 € G(k). Alors G est un k-tore. Comme G°
est d’indice fini dans G, il existe un entier d tel que g% € GO(k). Si G° # G,
alors GV est un sous-tore d’'un E, et alors g? € E,, (k) et g € Egy(k), ce qui
est une contradiction. Il résulte que 2% est Zariski dense dans E. O

Le cas général est une autre affaire. La démonstation originale de Tits
traite le cas du tore E ci-dessus. Nous suivons ici essentiellement la démonstration
de Raghunathan [R] qui met en évidence le résultat intermédiaire suivant.

4.16. Proposition. Sous les hypothéses du Théoréme 4.14, le groupe abélien
T(k) est de rang infini.

Démonstration:

Premier cas: k est un corps global: D’apres le théoreme de Cebotarev, il
existe une infinité de places v de k telles que K ®y ky, = ky, x ..k, (i.e.
places totalement décomposées). Alors le tore T' xj k, est déployé pour
une telle place. Soit vy, ....,v,, de telles places. Le plongement T'(k,) —
(kX)r#Gal(K/k) permet de parler d’éléments entiers de T'(k,), c’est-a-dire de
la préimage de (0" #G2UE/k) - Qoit ¢; € T(k,,) un élément non entier. Soit
7; € T'(k) une bonne approximation de (1,--- ,tEK:k}, 1,---) (donnée par le
Lemme 4.13), c’est-a-dire telle que la composante en v; soit non entiére et
les autres entieres. Alors les 7; engendrent un sous-réseau de T'(k) de rang
m. En effet, supposons que ’on ait une relation

HT;Z' =1
i

KL st entier pour la valuation v; pour tout ¢, donc

avec 1; € Z. Alors t;
T, = 0.

Cas général (esquisse): On procede par récurrence sur le le degré de tran-
scendance sur k sur le corps premier. On écrit alors k = ko(C) ou C/ko
est une courbe algébrique lisse. Soit ¢ un point fermé de C ou le tore T'/k
a bonne réduction, c’est-a-dire s’étend en un schéma en groupes lisse 7
sur I'anneau local R := O¢ . et tel que la fibre spéciale 7 x g ko(c) est un
ko(c)-tore. On a alors une fleche de spécialisation 7 (R) — 7 (ko(c)). Le
méme type de techniques! que pour ’approximation faible permet de mon-
trer 'inclusion

T (ko(c)) K Im(T(R) = T(kzo(c))>.

Par récurrence, 7 (ko(c)) est de rang infini, on en déduit que 7 (R) est de
rang infini. Mais 7 (R) est un sous—groupe de T'(k), donc T'(k) est de rang
infini. O

Lge fagon précise, la théorie des R—tores algébriques, voir [CTS2, §7].
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4.17. Remarque. La démonstration montre en fait que les éléments d’ordre
infini de T'(k) sont Zariski dense dans 7T'.

4.18. Définition. Soit 7" un k-tore algébrique T et ¢ : Gal(K/k) — GL,(Z)
un morphisme le définissant. On dit que T est irréductible si la représentation
rationnelle ¢ : Gal(K/k) — GL,(Q) est irréductible.

La définition ne dépend pas du choix de K/k et de ¢. Si T est irréductible
et si T1 x Ty — T est un morphisme surjectif & noyau fini de k—tores, alors
Ti1 ou 15 est trivial. Tout k—tore est un quotient fini d’un produit de k—tores
irréductibles.

Démonstration du théoréme 4.14 dans le cas général: Soit K/k une une
extension galoisienne déployant T'.

Cas T irréductible: Le lemme 4.16 produit un élément ¢ € T'(k) d’ordre
infini. Soit S la composante connexe de ’adhérence de Zariski de t* dans
T. Alors Dextension K/k déploie S et on a un morphisme surjectif T'(K) —
S(K). Puisque T est irréductible et S non trivial, on a T(K) ®z Q —>
S(K) ®z Q. Par suite le résau ker(f(K) — §(K)) est trivial, d'ou S =T.
Cas T™ avec T irréductible: On procede par récurrence sur n > 1. Soit
(t1,..;tn_1) € T(k)" ! engendrant T"~!. On considére le sous-groupe
M C K* engendré par les x(t;) pour x parcourant f”_l(K ). Le groupe

-~

M est un réseau. Soit xo € T(K), xo # 0. Ce caractere définit un mor-
phisme f: 7T — Rp/,(Gy,) non trivial dont le noyau est fini puisque 7" est
irréductible. D’apres le lemme 4.16, f(7'(k)) est un sous—groupe de rang
infini de K*. 1l existe donc t, € T'(k) tel que f(¢,) et M engendrent un
réseau de rang rg(M) + 1. Il reste a vérifier que (t1,...,tn—1,t,) engendre
T. On raisonne par l’absurii\e en supposant qu’il existe un K-caractere non
trivial 0 = 6, & - - - & 0,, € T"(K) satisfaisant

L=0(t1, .. tn) = [ 6ilta).
i=1,...,n

On a 60, # 0 en utilisant I’hypotheése de Par conjugaison, il vient

(4.19) o)) =[] o0:)(t) Vo€ Gal(K/k).

i=1,...n—1

Puisque T est irréductible, les o(6,,) engendrent le Q-vectoriel f(K ) ®z Q.
Il existe donc un entier N > 1 et une relation

Nxo= Z me U(Gn)
o€Gal(K/k)
En multipliant les identités (4.19) pondérées par m,, on tire une relation

Xo(tn) "N (tn) = I1 o (i)™ (t:)

i=1,..,n—1,0€Gal(K/k)
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qui contredit le choix de t,.

Cas général: On réalise T' comme un quotient fini de [ [, 7" ol les T; sont des
tores irréductibles de sorte que les représentations galoisiennes ﬁ(K ) ®zQ
doient deux & deux non isomorphes. Le cas précédent produit des éléments
7; € T;"(k) engendrant 7,". Nous affirmons que 7 := (71, ..., 7,) engendre
[L; T;" et partant T. En effet, le sous-tore S de T engendré par T se surjecte
sur chaque facteur 7. Par suite, le morphisme de Gal(K /k)-représentations

@zﬁ(K) ®z Q — §(K)

est injectif sur chaque composante isotypique, il est donc injectif. Comme
au premier cas, on conclut que S =1T. U
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La variété des tores maximaux des groupes réductifs

Soit k un corps, ks une cloture séparable et k une cloture algébrique.

5. ACTION DE GROUPES

Soit G un k—groupe algébrique affine agissant (& gauche) sur une k—variété
X séparée. Si Y’ et Y sont des sous k—variétés fermées de X, on considere
les foncteurs Tranp,(Y',Y), Ng(Y), Zg(Y) et XY qui associent repsec-
tivement a toute k—algebre R le sous-ensemble

Tman(Y’, Y)(R) :={g € G(R) | pi(9).p5(Y(S)) C Y(R®;S) pour toute k—algebre S}.

Ng(Y)(R) :={g € G(R) | pi(9)p5(Y(S)) = Y(R®.S) pour toute k—algebre S}.
Zg(Y)(R) :={g € G(R) | pi(9)-p5(y) = p5(y) pour toute k-algebre S et tout y € Y (5)}.

XC(R) = {z € X(R) | p5(9)-pi(x) = pi(z) pour toute k—algtbre S et tout g € G(S)}.

5.1. Théoréme. [DG, I1.3.6] ou [SGA3, XI1.6] Ces quatre foncteurs sont
représentables par des k-variétés. En outre, Zo(Y') et No(Y) sont des k-
sous-groupes algébriques fermés de G.

Ces variétés sont alors notées Tranpg(Y',Y) (transporteur de Y’ dans
Y), Ng(Y) (normalisateur ou stabilisateur de V), Zg(Y') (centralisateur ou
fixateur de V) et X (variétés des points fixes).

6. ESPACES HOMOGENES ET COHOMOLOGIE GALOISIENNE

Pour simplifier, on suppose dans ce paragraphe que k est de caractéristique
nulle.

Soit G un k—groupe algébrique affine et soit X une k—variété (non vide)
munie d’une action (& droite) de G. On dit que X est un espace homogene
sous G (resp. principal homogene) si G(ks) agit de fagon transitive (resp.
simplement transitive) sur X (k).

Les G-espaces principaux homogenes sont aussi appelés G—torseurs, ou
encore G-torseurs sur Spec(k).

6.1. Exemples. (a) Etant donné une forme quadratique non dégénérée ¢, la
quadrique projective {g = 0} est homogene sousle groupe orthogonal O(q).

(b) Etant donné un entier n > 1 et a € k>, la variété {z" = a} est un espace

principal homogene sur u, = Spec((tfi[f]l)).
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On observe que le groupe G(k) (agissant par translations & droite sur
lui-méme) est le groupe des k—automomorphismes du G-espace principal
homogene GG. La descente galoisienne indique la correspondance suivante

Classes de k—isomorphie de G—espaces principaux homogenes < —— > H 1(k, Q).

Si H est un k—sous—groupe de G, on rappelle que le théoréme des semi-
invariants de Chevalley [Po, §10] permet de définir le quotient H\G. C’est
une variété quasi-projective et le morphisme quotient G — H\G est lisse et
surjectif.

6.2. Lemme. Soit X un espace homogéne sous G. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes:

(1) X(k) #0,
(2) X =2 H\G pour un certain H C G.

Démonstration: (1) = (2) est trivial. Réciproquement un point = € X (k)
produit un isomorphisme G,\G —— X, g+ z.g. ([

6.3. Remarque. Le groupe H n’est pas unique, il existe des isomorphismes
G-équivariants H\G = H'\G pour des k-groupes H et H' non isomorphes.
Voir §8.2.

On considere maintenant des G—espaces homogenes a gauche. Pour un
quotient X := G/H, il n’est pas vrai en général que application 7 : G(k) —
X (k) est surjective. Par exemple, G,, est le quotient de G,, par u, et
Papplication k* — k>, z — 2™, n’est pas surjective. La cohomologie ga-
loisienne est le cadre approprié. En effet, on a la suite exacte d’ensembles
pointés’

1 — H(k) — G(k) — X(k) 5> H'(k, H) — H'(k,G).

L’application ¢ est appelée I'application caractéristique. En termes de co-
cycles, elle est définie de la fagon suivante. Si x € X(k), il existe une
extensions galoisienne finie K /k (avec K C k) et un élément g de G(K) tel
que 7(g) = x. Vu que 7(c(g)) = x pour tout o € Gal(K/k), z, := g ' o(g)
est un 1-cocycle a valeurs dans H(K). La classe [z] ne dépend pas du choix
de g, et on pose ¢(z) = [z].

6.4. Remarque. (a) De fagon intrinseque, on peut définir ¢(z) comme la
classe d’isomorphie dans H'(k, H) du H-espace principal homogene 7! (z).
(b) 1l est commode de voir les éléments de X (k) comme des classes [gH]

with g € G(K) (pour K/k galoisienne convenable) et satisfaisant g~! o(g) €
H(K) pour tout o € I.

2Un morphisme d’ensembles pointés est une application f : (E,e) — (E’,€’) appliquant
e sur €. Le noyau ker(f) est la préimage de e¢’. Une suite exacte d’ensembles pointés est
une suite d’applications

o= (Boyeo) & By e1) B (Bayeq) — -
telle que (fi+1 0 fi)(E;) = {e:} et Im(f;) = ker(fi+1) pour tout ¢ € Z.
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6.5. Proposition. L’application caractéristique induit une bijection
Gl)\X (k) > Ker(Hl(k:, H) — H'(k, G)).

En d’autres mots, les G(k)-orbites de X (k) sont décrites en termes de
cohomologie galoisienne. Ceci est particulitement intéressant si G = GL,
puisque alors H'(k, GL,) = 1 (Hilbert 90). Si X = GL,/H, on a donc

GL,(E)\X (k) = H(k, H).

En particulier, si H est fini, cela établit un lien entre la théorie de Galois et
les points rationnels de certains espaces homogenes.

Démonstration: Il reste a établir I'injectivité de G(k)\ X (k) — Ker(H*(k, H) —
H'(k,G)). Soient = = [gH], ' = [¢’H] des points de X (K) pour K/k ga-
loisienne finie de groupe T' tels que g 'o(g) = h™1¢' ‘o (g')o(h) pour un
certain h € H(K). Alors ¢’hg~! = o(¢’hg™") pour tout o € T, c’est-a-dire
go :=g'hg™t € G(k). Alors gox = [gogH] = 2’ O

7. GENERALITES
7.1. Rappels sur un corps algébriquement clos.

7.1. Définition. Soit G un k-groupe algébrique affine. Le k-groupe G est
unipotent® s’il admet une suite de composition dont les quotients successifs
sont isomorphes a des sous—groupes algébriques de G 7.

7.2. Remarque. (a) Tout sous-groupe fermé et tout quotient de groupes
unipotents est unipotent. Toute extension de groupes unipotents est unipo-
tent.

(b) En caractéristique nulle, le groupe additif G, n’admet aucun sous—groupe
propre non trivial. Dans ce cas, le k-groupe G est unipotent si il admet une
suite de composition dont les quotients successifs sont isomorphes & des
groupes additifs Ga,%'

(c) En caractéristique p > 0, les sous-groupes propres de G,z sont les
les sous—groupes finis constants Z/p"Z et les k—sous—groupes infinitésimaux
comme oy = Spec(gﬂ). Si U est un k-groupe unipotent lisse et connexe,
alors il admet une suite de composition dont les quotients successifs sont

isomorphes a des groupes additifs G, 7.

7.3. Définition. Soit G un k-groupe algébrique affine. Le k-groupe G est
réductif s’il est lisse, connexe, et n’admet aucun sous—groupe algébrique
unipotent distingué et non trivial.

Une premiere propriété fondamentale des groupes réductifs est la suivante:

3Cette définition est celle de [SGA3]; elle est en apparence plus générale que celle de
Demazure-Gabriel [DG, 1V.2.2].
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7.4. Théoréme. [Bo, 11.3] Soit G un k-groupe réductif. Alors les k—tores

mazimauz de G sont conjugués par G(k).

Le rang commun des tores maximaux de G est appelé le rang de G, noté
rang(G). Un sous-tore T de G est donc maximal si et seulement rang(7") =
rang(G).

Une seconde propriété fondamentale est la correspondance suivante:

7.5. Théoréme. (voir [SGA3, §XII1.6]) On suppose G de centre trivial (ad-

joint) ou car(k) = 0. On note g l'algébre de Lie de G. Alors il y a une
correspondance bijective

{tores maximaux de G } < —=> {sous—algébres de Cartan de g }

Une sous algebre de Cartan est une sous—algebre de Lie ¢ de g nilpotente
telle que ¢ = ng(c). La correspondance ci-dessus associe a un tore maximal
son algebre de Lie et réciproquement a une sous—algebre de Cartan ¢ le
centralisateur Zg(¢) pour l'action adjointe de G sur g.

7.2. Définitions rationnelles.

7.6. Définition. Soit G un k-groupe algébrique.
(1) Le k-groupe G est unipotent si G xj k est unipotent.
(2) Le k-groupe G est réductif si G x}, k est réductif.

(3) Un sous k-tore algébrique T de G est maximal si T X k est un k-tore
maximal de G Xy, k.

La troisieme définition est surprenante & premiere vue. Cependant, on a
la:

7.7. Proposition. Soit G un k—groupe réductif.

(1) Le groupe G admet un k-tore maximal.
(2) Soit S un sous k-tore algébrique de G. Alors S est inclus dans un
k—tore mazimal de G.

La correspondance (7.5) se descend a G, c’est-a-dire qu’il revient au méme
de se donner un k—tore maximal ou une sous-algebre de Cartan de g =
Lie(Q).

7.8. Définition. Soit X € g.

(1) X est semi-simple si ad(X) : g — g,Y — [X,Y] est semi-simple (i.e.
est ks—diagonalisable).

(2) On note nil(X) la multiplicité de la valeur propre 0 de ad(X) et n(g)
la valeur minimale de nil(X) pour X parcourant g ®j k. On dit que X est
régulier si nil(X) = n(g).

7.9. Remarque. (a) En caractéristique nulle, si X est régulier, 'espace
caractéristique Nil(X') de la valeur propre 0 est une sous—algebre de Cartan
de g [Ca, th. 3.2]; inversement, toute sous—algebre de Cartan ¢ de g apparait
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comme un Nil(X) pour un certain élément régulier X. En outre, X est semi—
simple et on a alors 34(X) = Nil(X).

(b) Ceci explique pourquoi d’autres auteurs [FH| [V, §2] disent que X est
régulier si 34(X) est une sous-algebre de Cartan de g.

“Démonstration de la Proposition 7.7”: Nous reviendrons sur le cas d’un
corps fini. On suppose ici le corps de base de caractéristique nulle.

(1) On note g = Lie(G). Dans 'espace affine A(g), les éléments réguliers
forment un ouvert de Zariski. Ainsi il existe un élément régulier X € g. Son
centralisateur 34(X) est une sous—algebre de Cartan de g. Ainsi G admet
un k—tore maximal.

(2) On considere le k—groupe Zg(S), c’est un k—groupe réductif [Sp, 15.3.2],
de méme rang que G. On note p : Zg(S) — Za(S)/S. Soit T" un k—tore
maximal de Zg(S)/S. Alors T := p~!(T") est un k-tore maximal de Z(S),
donc de méme rang que G. Le tore T est donc un k—tore maximal de G
contenant S. L.

8. LA VARIETE DES TORES

8.1. Définition. Soit G un k—groupe réductif et soit T' un k—tore maximal.
On pose Ny = Ng(T) et on considere la variété quotient X := G/N.

8.1. Lemme. Il y a une bijection naturelle entre X (k) et l’ensemble des
k-tores maximaux de G.

Démonstration (en car. nulle): Tout d’abord, on a une bijection

X (ks) = G(ks)/Nr(ks) = Na(T) (ks) {ksftores maximaux de G}

9 — 9Tg™"
puisque tous les ks—tores maximaux sont conjugués par G(ks). Dans la
situation rationnelle, étant donné x = [¢N]| € X(k), on remarque que le

ks-tore gTg~! C G xj ks ne dépend pas du choix de g est stable sous
I'action du groupe de Galois Gal(ks/k). Par suite, le k-tore T, := gT'g!
est défini sur k, c’est un sous—k—tore maximal de G. Nous avons ainsi défini
une application de X (k) vers I'ensemble des k-tores de G. La surjectivité
provient de la conjugaison sur ks. Pour linjectivité, si 2/ = [¢'N] € X (k)
satisfait gT'g~! = ¢'Tg’ ", alors gg' " € Np(ks), dov 2 = . 0.

Pour cette raison, la variété X est appelée la variété des tores de G.

8.2. Exemple. Si A est une k—algebre étale de dimension n munie d’un
isomorphisme de k—-espaces f : A = k", on peut former le tore quasi—trivial

RA/k(Gm) = GLl(A) C GL(A) = GL,

Les k—tores de GL,, sont tous construits de cette facon et il y a une correspon-
dance entre les et les classes de GL, (k)-conjugaisons des k—tores maximaux
de GL,, et les classes d’isomorphie de k—algebres étales de dimension n.
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Ceci permet d’illustrer la remarque 6.3. En effet, si A est une k—algebre
étale non triviale de dimension n, elle donne lieu & un tore 7" non isomorphe
a GJ. De plus, Ngr, (T') et Nar, (G}}) sont non isomorphes. Pourtant les
espaces homogenes GL,,/Nqr,, (T') et GL,,/NgL, (GJ},) sont k-isomorphes.

8.2. Rationalité de la variété des tores.
8.3. Théoréme. (Chevalley) La variété des tores X est k—rationnelle.

Nous nous proposons de démontrer que X est rétracte rationnelle, c’est
un résultat plus faible, mais qui suffit dans la plupart des applications.

8.4. Définition. Soit X/k une k-variété séparée, réduite et irréductible
(integre). La variété X est rétracte k-rationnelle s’il existe un ouvert non
vide U de X tel que l'identité de U factorise a travers un ouvert V d’un
espace affine AT", i.e. il existe des morphismes f: U — Vet r: V — U tels
que ro f =1idy.

Ces variétés sont caractérisées par une propriété fonctorielle.

8.5. Proposition. (Saltman [Sa, theorem 3.9], voir aussi [CTS3, §1]) . Soit
X/k une k-variété séparée, réduite et irréductible. Les assertions suivantes
sont équivalentes:

(1) X est rétracte k—rationnelle.
(2) 1l existe un ouvert non vide U C X tel que, pour toute k-algébre locale
A de corps résiduel k, Uapplication U(A) — U(k) est surjective.

Démonstration: 1) = 2) : Par définition, il existe un ouvert (non vide)
U C X tel qu’ il existe des morphismes f : U — Vet r : V — U tels
que r o f = idy ou V est un ouvert d’un espace affine. Etant donné une
k—algebre locale A de corps résiduel, on considére le diagramme commutatif

V(A) —— U(A)

l l

V(k) —— U(r)

ou les fleches horizontales sont (scindées) surjectives. Vu que que V(A) —
V (k) est surjective, il en est de méme de U(A) — U(k).

2) = 1) : On peut supposer que U = Spec(B) est affine (I’assertion 2) vaut
pour tout ouvert de U). La k—algebre B étant de type fini, on considere un
morphisme surjectif d’anneaux R = k[t1,--- ,t,] — B = R/B. Le corps de
fonctions k(X)) est le corps résiduel de I’anneau local Ry. Par hypothese, la
fleche U(Rgyp) — U(k(X)) est surjective. Le point générique £ de U se releve
donc en un morphisme f : Spec(Ry) — U. Il s’étend en un voisinage V' de
[B] dans A} = Spec(R) de sorte que I'on obtient un morphisme f:V — U
qui admet une section rationnelle. Ainsi X est rétracte k-rationnelle. O

Démonstration de la rétracte k—rationalité de la variété des tores (en car.
nulle): On va voir que la rétracte rationalité de X est une conséquence de la
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correspondance entre tores maximaux et sous—algebres de Cartan. Siy € g
est un élément régulier, 34(y) est une sous-algebre de Cartan de g qui est
I'algebre de Lie du tore Ty := Zg(34(y)) (aussi égal & Zg(y)).

Soit V T'ouvert de A(g) consistant en les éléments réguliers. On définit*
alors un morphisme de k-variétés f : V' — X en appliquant y — T,. Vu
que tous les k—tores maximaux de G sont construits de cette fagon, la fleche
V (k) — X (k) est surjective. En appliquant ceci au corps k(X) et au point
générique de X, il résulte que f : V — X admet une section rationnelle. Il
existe donc U C X et r: U — V tel que for =idy. Ainsi idy factorise par
I'ouvert V! = f~1(U) C V. On conclut que X est rétracte k-rationnelle.

Pour établir la k—rationalité, on doit raffiner 'argument précédent.

FEsquisse de démonstration de la k—rationalité (d’aprés Borel-Springer [BSp,
7.9] (en car. nulle): On note t I'algebre de Lie de T'. Soit ¢ € t un élément
régulier. Soit W l'ouvert de A(g) consistant en les éléments x € g tels que
t + x est régulier, c’est-a-dire tels que l'algebre de Lie hx = C4(t + x) est
une sous—algebre de Cartan de g. On fixe une décomposition de k—espaces
vectoriels g = t® m. Ceci permet de définir la sous-variété ouverte (non
vide) V. C W des éléments z € W satisfaisant m N h, = 0. On montre
alors que le morphisme V. — G/Ng(T), © — Zg(h,) est une immersion
ouverte, I'image s’identifiant & la la sous-variété de G/Ng(T') consistant en
les sous—algebres de Cartan h telles que hNm = 0. 1.

9. UNIRATIONALITE DES GROUPES REDUCTIFS

9.1. Théoréme. Soit G un k—groupe réductif. Alors G est une variété k-
unirationnelle.

9.2. Corollaire. Si k est infini, alors G(k) est Zariski dense dans G.

Démonstration (en car. nulle): On note  := G*"9 I'ouvert des éléments
semi-simples réguliers de G consistant en les g € G tels que Zg(g) est un
k-tore maximal. Soit 7" un k-tore maximal de G et X = G/Ng(T) la
variété des tores de G. On définit le k—morphisme de variétés 7 : Q@ — X,
9 — 1Za(9)].

Si T est un k—tore maximal de G, on note T7% 'ouvert de T" des éléments
réguliers de T'. Vu que T'(k) est Zariski-dense dans 7" (4.11), il existe t € T'(k)
satisfaisant T' = Zg(t). Par suite, 7 : Q(k) — X (k) est surjective et la fibre
en [T] est T7%9. On note Tyep/k(X) le tore générique de G, c’est-a-dire le
k(X )—tore défini par le point générique § : Spec(k(X)) — X. Alors

k(G) = k(X) (17 (&) = k(X)) (Tyen)-
Le corps de fonctions k(X)) est k-unirationnel (sous—corps d'un k(t1, ..., t,))

ot
et k(X)(Tyen) est un sous—corps de k(X)(tn41, .-, tm) (4.10). Par suite, k(X)
est un sous—corps de k(t1,...,tm), i.e. X est k—unirationnelle. O

4Une fagon de voir que cela définit bien un k—morphisme est de passer par la théorie
des schémas en groupes [SGA3, XI].
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10. UN EXEMPLE D’APPROXIMATION FAIBLE

Le résultat suivant est un cas particulier d’un article de Kunyavskii-
Skorobogatov [KS].

10.1. Proposition. Soit G un Q-groupe réductif. Alors G(Q) est dense dans
G(R).

C’est un énoncé d’approximation faible.

10.2. Lemme. Soit X une variété rétracte k—rationnelle. Soient vy, ..., v,
des valuations sur k deuzr a deux indépendantes. On note k,, le complété
de la valuation v;. Alors Uapproximation faible vaut pour X et les places
U1y ey Up, G.e. X (k) est dense dans X (ky,) X -+ X X(ky, ).

Démonstration: De la méme maniere que dans la proposition 8.5, il suffit
de traiter le cas d’un ouvert d’un espace affine et méme de la droite affine.
Dans ce cas, il s’agit de la densité de k& dans k,, X --- X k,,,, c’est-a-dire le
théoreme d’approximation [BAC, VL7, corollaire 2]. O

Démonstration de la proposition 10.1. On reprend les notations de la démonstration
du th. 9.1. On considere le morphisme 7 : 2 — X de I'ouvert des éléments
réguliers de G et X la variété des tores de G. Vu que Q(R) est dense dans
G(R), il suffit de montrer que 2(Q) est dense dans Q(R). Soit g € Q(R) et
posons z = 7(g) € X(R). On dispose du morphisme lisse (et submersif) de
variétés différentiables
Tiop : Q(R) — X(R).

D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage topologique
Ve € X(R) et une section locale C* ¢ : V, — Q(R) de m,, satisfaisant
Y(x) = g. Vuque X(Q) est dense dans X (R), on peut choisir g € X (Q)NV,
tel que go := P(zg) € Q(R) est trés proche de g. On note T, le Q-tore
représenté par xg. On a go € Ty, (R). Mais T,,(Q) est dense dans T, (R)
(prop. 4.12), donc il existe t € T,,(Q) tres proche de go.

On conclut que 2(Q) est dense dans Q(R). O
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Sorites

11. RICIDITE

Si G est un k-groupe affine, on définit son centre Z(G) comme la k-sous—
variété des points fixes de G pour son action sur lui-méme par automor-
phismes intérieurs.

11.1. Lemme. Soit 1 — S — G’ — G — 1 une suite exacte de k—groupes
algébriques affines avec S de type mutiplicatif. On suppose G lisse, conneze.
(1) Alors S C Z(G').
(2) Si G est un k—tore, alors G' est un k—groupe de type multiplicatif.

Démonstration. On peut supposer k—algébriquement clos.

(1) Pour toute k—algebre R, I'action intérieure de G’ sur lui-méme induit
un morphisme G'(R) — Autg_g,(Sg). En d’autres mots, on a défini un

~ ~

morphisme de k-schémas en groupes G' — Aut(S) ou Aut(S) désigne le
k—schéma en groupes constant associé au groupe abstrait AutZ(§ ) sur k (il
est localement de type fini, mais pas de type fini en général). Puisque G’
est connexe, ce morphisme est trivial et S(R) est distingué dans G’(R) pour
toute k-algebre R/k.

(2) Ona G = GJ,. Supposons tout d’abord que S est un k—tore, i.e. S =G?,.
Le morphisme 7 : G’ — G est un espace principal homogene sous S. Vu que
Pic(G) = 0, il existe une section ¢ : G — G’ de m que l'on peut supposer
appliquant e sur ¢/. Nous allons montrer que ¢ est un morphisme de groupes
en considérant le défaut

A:GxpG —s S =Gs,

91, 92 —  d(g1)(g2)p(g1 92) 7"

Par rigidité, le i-eme—facteur de A est donné par un produit de caracteres
(91,92) — x1(g1)x2(g2). Par ailleurs A(g,e) = e = A(e,g) = e, donc
x1 = X2 = 0. Le morphisme ¢ est donc un k—homomorphisme de groupes
algébriques. L’extension est donc scindée, i.e. G' =S x; G.

Dans le cas général, on plonge S dans un tore GJ,. L’extension centrale
du départ se “pousse en arriére” en

1 — S €4 G 1
| | [
1 —— G, G G 1

Le premier cas indique queNG est un k-tore algébrique. Mais G’ est un k—

sous—groupe algébrique de G, c’est donc un k—groupe de type multiplicatif.
O
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11.1. Cas des groupes réductifs.

11.2. Lemme. On suppose k—infini. Soit G un k-groupe réductif. Alors

Z(G) =T

TCG

pour T parcourant les k-tores mazimaux de G. En outre, Z(G) est un k-
groupe de type multiplicatif.

Démonstration (en caractéristique nulle): Notons H := (| T. Si T est un
TCG
k—tore maximal de G, on a Z(G) C Zg(T) =T. On a donc

Z(G)C H = () Za(T).
TCG

Vu que les k-tores maximaux engendrent G au sens de la topologie de Zariski,
on a en fait Z(G)(ks) = H(ks), d'ou Z(G) = H. O

11.3. Définition. (a) Un groupe réductif G est semi-simple si son centre
connexe Z(G)? est trivial.

(b) Un groupe réductif G est adjoint si Z(G) = 1.

11.4. Exemples. Soit n > 2 Le groupe GL, n’est pas semi-simple. Le
groupe SL,, est semi-simple mais non adjoint. Le groupe PGL,, = GL,,/G,,
est adjoint (cf. Corollaire 11.6 ci-dessous).

11.5. Proposition. Soit 1 — S — G’ 5 G — 1 une suite exacte de k-
groupes avec G, G' réductifs et S de type multiplicatif. Alors T w— 7 (T
induit une correspondance bijective entre les k—tores mazximauz de G et ceux
de G'.

Démonstration. La seule chose & montrer est que 7~ '(T) est un k-tore
(maximal) de G’. D’apres le lemme de rigidité 11.1, 7—(T) est un k—groupe
de type multiplicatif. On note 7" le plus grand sous-tore de 7~ 1(T) et u le
quotient de 7~ 1(T) par T". Le groupe S étant central dans G’, on a S C T.
On considere le diagramme commutatif

1 S 7" —— Coker(T" - T) —— 1
I N N
1 S Y (T) —— T — 1.

Notons H = Coker(T' — T), c’est un k-groupe de type multiplicatif et

le noyau de T — H est fini. Puisque T est sans torsion, on conclut que
T =7~ YT). O

11.6. Corollaire. Soit G un k-groupe réductif. Alors G/Z(QG) est adjoint.
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Démonstration. On a

Z(G)Z2(G)) = N 7

T'CG/Z(G)

= () 7/Z2(G)

TCG

- (ﬂ T)/Z(G)

TCG

= Z(G)/Z(G) = 1.

On note G,q = G/Z(G) le groupe adjoint de G.

12. GROUPES SIMPLEMENT CONNEXES ET REVETEMENT UNIVERSEL

12.1. Définition. (a) Une isogénie (centrale) est un morphisme A : G/ — G
de k-groupes réductifs, fidelement plat de noyau fini.

(b) Un k-groupe semi-simple est simplement connexe si toute isogénie G’ —
G est un isomorphisme.

12.2. Remarques. (a) Si G’ — G est une isogénie, G est semi-simple si et
seulement si G’ est semi-simple.

(b) Si k = C et G/C est simplement connexe, ’espace topologique G(C) est
simplement connexe. Ceci est faux avec R, par exemple I’espace topologique
SLa(R) n’est pas simplement connexe.

(c) Si k est un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, un groupe
semi-simple simplement connexe G /k est simplement connexe au sens de la
géométrie algébrique [SGA1], i.e. il n’admet pas de revétement fini étale
connexe non trivial.

(d) En caractéristique positive p > 0, deux phénomenes apparaissent. Tout
d’abord, une isogénie de noyau p, n’est pas étale, ce n’est donc pas un
revétement au sens de [SGA1]. De plus, un groupe semi-simple simplement
connexe (non trivial) n’est pas simplement connexe au sens de la géometrie
algébrique. Nous reviendrons la-dessus a propos du cas des corps finis.

12.3. Théoreme. Soit G un k—groupe semi-simple. Il existe une isogénie
p: G—G satisfaisant la propriété universelle suivante:

Pour toute isogénie X : G' — G, il existe une unique isogénie ¢ : G-
satisfaisant p = ¢ o \.

Ce groupe G est simplement connexe et le morphisme p est appelé le
revétement universel de GG; son noyau, qui est un k-groupe fini de type
multiplicatif, est appelé le groupe fondamental de G.

12.4. Exemple. L’isogénie SL,, — PGL,, est le revétement fondamental de
PGL,. Le groupe fondamental de PGL,, est donc p,.
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13. GROUPE DERIVE
On définit tout d’abord un foncteur.

13.1. Définition. Soit G un k-groupe algébrique. Pour toute k-algebre R,
on pose

D(G)(R) = { g € G(R) | il existe S/R fidélement plat de présentation finie
tel que g € [G(S), G(S)] }

13.2. Remarques. (a) En particulier, ceci implique que D(G) (k) = [G(k), G(k)].
(b) Demander que D(G)(k) = [G(k), G(k)] est trop naif. Par exemple, pour

le groupe PGL,,, on a PGL, (k) = GL,(k)/k*. Le déterminant induit une
application surjective PGL, (k) — k> /(k*)", donc PGL,(k)/[PGL,(k), PGL, (k)]
se surjecte sur le groupe k> /(k*)™ qui est non trivial en général. Par ailleurs,

on a PGL, (k) = [PGL,(k), PGL,(k)].

13.3. Théoreme. Soit G un k—groupe algébrique lisse. Alors le foncteur
D(QG) est représentable par un sous k—groupe algébrique lisse de G.

Voir [DG, 11.5.4.8].

13.4. Exemple. Si G est semi-simple, on a D(G) = G. Le théoreme ramene

ce fait a voir que [G(k),G(k)] = G(k). On sait que le groupe G(k) est

engendré par des SLa(k). On est ainsi ramené au cas bien connu de SLa (k).

13.1. Tore radical et coradical. Si G est un k-groupe réductif, on note
rad(G) = Z(G)° le tore radical, i.e. la composante neutre du centre.

Le groupe des caractére @(k:s) = Homy, g (G, G i) est un Z-module
libre de type fini muni d’une action continue de Gal(ks/k). Il définit donc
un k-tore noté corad(G), le tore coradical de G. Etant donnée une Z-base

X1, - Xr de G(ks), on a un ks—morphisme de groupes
(X1, 5 xr) 1 G X ks — G
qui se descend en une fleche canonique
7 : G — corad(G)
fidelement plate.
13.5. Proposition. (1) On a une suite exacte de k-groupes algébriques
1 — D(G) — G = corad(G) — 1

(2) D(GQ) est semi-simple et les morphismes D(G) — G/Z(G),
D(G) xrad(G) — G et G — Ggaq % corad(G) — G sont des isogénies.

Le lemme clef est le suivant.

13.6. Lemme. Z(G) Nker(m) est fini sur k.
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Démonstration. 11 revient au méme de montrer que rad(G) Nker(m) est fini.
On peut supposer le corps k séparablement clos. Soit p : G — GL(V) une
représentation linéaire fidele. La restriction de p au tore rad(G) donne lieu

a la décomposition
v= & W
)\Erm

avec Vy = {v € V | p(t) = Mt)v Vt € rad(G)}. Cette décomposition est
préservée par p qui se décompose ainsi en une somme directe py, @ - - py,.
Les morphismes det o py : G — G, sont des caracteres de G, ils sont donc

nuls sur ker(7). Pour tout caractére A € rad(G), on obtient alors

= €.

dim(Vy)
(Mker(w)ﬂrad(G))
Ceci montre que I'image de la surjection r@) — rad(mer(w) est de
torsion. On conclut que rad(G) Nker(mr) est un k—groupe fini de type mul-
tiplicatif. O

13.7. Remarque. Ce type d’argument apparait aussi en théorie des représentations
des groupes finis.

On peut maintenant passer a la preuve de la proposition 13.5.

Démonstration. On montre d’abord la seconde assertion avec ker() en lieu
et place de D(G). Suivant (13.4), on a D(Gyq) = Gaq- Vu que D(G) —
D(Gaq) est surjectif, on tire que ker(m) — G4 est surjectif. Mais le noyau de
cette fleche est ker(m) N Z(G) qui est fini d’apres le lemme. Ainsi ker(7) —
Goq est une isogénie et ker(7) est semi-simple. De méme, le morphisme

¢ G — Gaq x corad(Q)

est surjectif et de noyau fini Z(G) N ker(w). Par ailleurs, le morphisme
ker(m) x Z(G) — G est une isogénie, il en est de méme de ker(m) x rad(G) —

Montrons enfin la premiere assertion, c’est-a-dire la coincidence de D(G)
et ker(m). Puisque ker(m) — Ggq est une isogénie, le morphisme D(G) —
Gaq est a fortiori une isogénie. On a donc une inclusion de k—groupes lisses
connexes D(G) C ker(m) de méme dimension, donc D(G) = ker(w) ce qui
montre (1). O

13.8. Corollaire. Soit G un k—groupe réductif. Alors les assertions suiv-
antes sont équivalentes:

(1) G est semi-simple, i.e. rad(G) = e;
(2) corad(G) = e;
(3) D(G) =G.
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Dans le méme cercle d’idée, nous donnons une seconde démonstration
de la proposition 2.3 déterminant les fonctions globales inversibles d’un k-
groupe réductif.

Démonstration. 11 est loisible de supposer le corps de base séparablement
clos. Si G est semi-simple, il s’agit de voir que k* = k[G]*. Cela peut se
voir par exemple par réduction au cas de SLy. Pour le cas réductif, on se
donne une fonction f : G — G, satisfaisant f(e) = 1. On va montrer que f
est un homomorphisme. Il suffit de voir que le composé

D(G) x rad(G) > ¢ L= Gy,

est un homomorphisme. Puisque D(G) est semi-simple, le premier cas in-
dique que ce composé factorise par G/D(D) = rad(G) — G,,, c’est donc
un caractere. O
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Les théoremes de Steinberg et Raghunathan

14. INTRODUCTION

Soient k un corps et ks/k une cloture séparable de k. On note I'y, =
Gal(ks/k) le groupe absolu de k. Soit G/k un groupe réductif connexe.
Notre but est de décrire des représentants de l’ensemble de cohomologie
galoisienne H'(k,G) en fonctions de sous-groupes de G. Le premier énoncé
de ce type est le suivant.

14.1. Lemme. [S1, II1.2.2) lemme 1] Soit T'C G un k-tore mazimal. Alors
Uapplication H'(k, Ng(T)) — H'(k,G) est surjective.

Démonstration: Soit [z] € H'(T'y, G(ks)). On considére le groupe tordu par
automorphismes intérieurs ,G et une trivialisation ¢ : G X ks & .G Xy kg
satisfaisant ¢~ o(¢)) = int(z,) pour tout o € T'y. Soit T’ un k-tore maximal
de ,G. Alors ¢~ (T x 1 ks) est G(ks)—conjugué a T x 1, ks. Il existe g € G(ks)
satisfaisant

int(g71).0 N (T xp ks) = T Xy ks.
Appliquer un élément o € I'y, sur cette identité donne

int(o(g7Y)). ¢ (T xp ks) =T Xy, ks
d’ou
~1
int(g™). 07 (int(o(g™)).077) € Na(T) (k).

Finalement g~'z, 0(g) € Na(T')(ks). On conclut que [2] € Im(H* (k, Ng(T))
H'(k,G)). O

Ceci a été rafliné récemment.

14.2. Théoréme. [CGR] On suppose car(k) = 0. Soit T C G un k-
tore mazimal. 1l existe alors un k-sous—groupe fini S C Ng(T) tel que
Uapplication HY(F,S) — HY(F,G) est surjective pour tout F/k.

En d’autres mots, toutes les classes de cohomologie provienned d’un k-
sous—groupe fini fixé. Par exemple, pour PGL,,, on peut prendre le produit

semi-direct S = ((,un)”/un> X Sp.

15. LE THEOREME DE STEINBERGC

On rappelle qu'un k—groupe réductif GG est déployé si G admet un k-tore
maximal déployé, i.e. isomorphe a Giﬁng(G). On dit que G est quasi—déployé
s’il admet un k-sous-groupe de Borel B, c’est-a-dire tel que B X ks est un
sous—groupe de Borel de G X ks (par définition, il s’agit d’un ks-sous—groupe
maximal résoluble de G Xy, k).
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15.1. Théoreme. (Steinberg, 1965, [St])
Soit G un k—groupe réductif quasi—déployé. Alors

H'(kG) = | Im(Hl(k,T) —>H1(k,G))
TCG
ou T parcourt les k—tores maximaux de G.

Quelques exemples étaient connus auparavant : PGL,, SOy,. Cela a
permis de démontrer la conjecture I de Serre d’annulation pour des corps
parfaits de dimension cohomologique < 1, i.e. satisfaisant H?(k, A) = 0
pour tout module galoisien fini A. Un exemple fondamental de tel corps est
le corps de fonctions d’une courbe complexe (theoréme de Tsen [S1, II1.3]).

15.2. Corollaire. Supposons cd(k) < 1. Soit G/k un groupe réductif. Alors
G est quasi-déployé et H'(k,G) = 1.

Pour 'annulation, on sait en effet que la cohomologie galoisienne des tores
est triviale pour d’un corps de dimension cohomologique < 1. La trivialité
de H'(k, G) pour G quasi-déployé suit donc du théoreme de Steinberg. Nous
verrons plus loin qu'un groupe G/k est une forme tordue intérieure (par un
cocycle a valeurs dans G,q(ks) d'un k—groupe quasi-déployé, il suit que G
est quasi—déployé.

Avec plus de théorie (i.e. le théoreme de Grothendieck sur la trivialité des
H? non abéliens), on peut calculer la cohomologie galoisienne d'un k-groupe
algébrique linéaire arbitraire.

15.3. Théoreme. [S1, II1.2.4, corollaire 3]

On suppose k parfait et satisfaisant cd(k) < 1. Soit G /k un groupe algébrique
linéaire et notons G° sa composante connexe. Alors le morphisme quotient
G — G/G° induit une bijection

H'(k,G) = HY(k,G/G°).
16. DEMONSTRATION DU THEOREME DE STEINBERG
On suppose dans cette section que k est de caractéristique nulle.

16.1. Le quotient adjoint [H3, III]. La preuve est géométrique. On con-
sidere ’anneau des fonctions centrales

C(G) = kG D = { f € KIG] | flgzg™) = f(x) Vg € G(R) .

La variété G//G = Spec(C(G)) est le quotient adjoint de G' °. Le mor-
phisme quotient G — G//G sépare les classes de conjugaison (géométriques)
semi-simples.

5Une fagon plus intrinseque de définir le quotient a la Hilbert-Mumford X//G est de
poser

KIX/ /G = {f € HIX] | V() =1& f }
ou V : k[X] — k[G] ® k[X] désigne la coaction.
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Soit maintenant 7' C G un k-tore maximal. On note Wy := Ng(T')/T
son groupe de Weyl qui est un k—groupe fini étale. Vu que 1" est commutatif,
Paction de Ng(T') sur T factorise par Wr; on a donc un morphisme naturel

T//Ne(T) = T//Wr — G//G.

16.1. Théoréme. (Chevalley) Le morphisme T//Wr — G//G est un iso-
morphisme.

Voir [H3, §3] et [SB, p. 133].

16.2. Remarque. Sur les points géométriques, on peut donner une explica-
tion heuristique a ce théoreme. Tout d’abord, si g € G(ks) est un élément
semi-simple, il se trouve dans un ks—tore maximal de G et est donc con-
jugué a élément de T'(ks) suivant le théoreme de conjugaison des ks—tores
maximaux. Ensuite, soient t1, to € T'(ks) deux éléments G(ks)—conjugués,
i.e. t; = gtag ! avec g € G(ks). Le point est que T et gT'g~ ! sont des tores
maximaux de Zg(t2)? qui est un kg-groupe réductif [H3, §2.2]. Par suite,
T et gTg~! sont conjugués par un élément h € Zg(t2)?(ks), c’est-a-dire
hTh™' = gTg~'. Ainsi gh™' € Ng(T)(ks) et t; = gh™ ' to (gh~™1)~L.

16.2. Cas d’un groupe semi-simple simplement connexe. Supposons
que G est semi-simple simplement connexe et quasi-déployé. Supposons
en outre que T est un k—tore maximal d’'un sous—groupe de Borel B de G.
Alors T'//Wr est isomorphe a un espace affine Aj. Dans le cas déployé,
I'isomorphisme G//G — Aj est produit par les caractéres (poids) fon-
damentaux xi,---,xr of G, c’est-a-dire les caracteres des représentations
linéaires de G dont les plus hauts poids respectifs sont les poids fondamen-
taux wi, - - ,w, (relativement & 7' C B). Le morphisme

7:G—G//G= A
est appelé le morphisme de Steinberg de G.

16.3. Exemple. Si G = SL,, les représentations fondamentales sont les
puissances alternées de la représentation standard de SL,. Le morphisme
de Steinberg applique alors un élément g € SL, (k) sur les coefficients du
polynéme caractéristique de g.

Dans ce cas, la matrice “compagnon” produit un scindage de 7 qui est
donné par

00 . . 1

1 0 0 . Ap—1
(@1, ,apn—1)— | . oo

0 1 0 a

0 0 1 aq

Ceci est en fait général.

16.4. Théoreme. [St]
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Si G n'a pas de facteur de type Aimpair, le morphisme de Steinberg m: G —
A} admet une section C : A} — G ou G"9 désigne l'ouvert des éléments
réguliers.

La démonstation procede par la construction explicite de la section a
partir du groupe de Weyl de G et des sous—groupes radiciels de G. Nous
sommes intéressés par la conséquence rationnelle suivante (qui vaut aussi en
type Aimpair, mais avec un argument plus délicat).

16.5. Corollaire. Soit g € G(ks) un élément semi-simple. On suppose que
la classe de conjugaison géométrique C(g) est rationnelle, c’est-a-dire stable
par I'y. Alors C(g) contient un élément de G(k).

Démonstration. Notre hypothese implique que 7(g) € A" (k). On pose go :=
C(m(g)). Alors go est semi-simple et appartient a la classe de conjugaison
géométrique de g. O

16.6. Remarque. Pour des généralisations convenables de cet énoncé a
d’autres classes de conjugaisons et des groupes réductifs arbitraires, voir
Kottwitz [Ko].

On peut maintenant procéder a la démonstration du théoreme de Stein-
berg 15.1.

Démonstration: Soit A : G*¢ — D(G) le revétement universel du groupe
dérivé de G. Les k—groupes G*¢, D(G) et G sont quasi-déployés et ont
méme groupe adjoint. Ceci se traduit par le diagramme commutatif suivant

Gec -2 D@G) ¢ G

| L
ai = D(Glaa = Gaa-

En particulier, le groupe G agit par automorphismes intérieurs sur G*¢.
Soit [z] € H'(k,G). On veut montrer que [2] admet une réduction a

un k-tore maximal de G. On considere le k-groupe tordu ,G°¢, et notons

g € ,G°°(k) un élément semi-simple régulier. On fixe une trivvialisation

¢ G xp ks & ,G xy, ks satisfaisant int(z,) = ¢! o(¢) pour tout o € T.
On a

.G(k) = 6({g € G(hy) | Ad(z5).0(9) = g}).

Par suite ¢~!(g) définit une classe de conjugaison rationnelle de G. D’apres
le Corollaire 16.5, il existe h € G*¢(ks) tel que go := Ad(h™1).g € G(k). De
lidentité Ad(z,).0(go) = go on tire

Ad(Zg) . O'(Ad(h) . gg) = Ad(h) - go-
En poussant par A : G*¢(k) — G(k), il vient

Ad(NR) ™ 25 (A1) - Mgo) = Algo).
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L’élément A(gp) est semi-simple régulier, donc son centralisateur Ty :=
Cc(A(go)) est un k—tore maximal. On conclut que

2] = [A(h) Lz 0 (A(R))] € Im(Hl(k, To) — H'(k, G)).
O

16.3. Un contre-exemple. L’hypothese G quasi—déployé est essentielle
dans le théoréme 15.1. Considérons le cas G = PGL;(Q) ou @ = (a,b)
est une algebre de quaternions X2 =a,Y? =b, XY +Y X = 0. Les k-tores
de G sont les Rg/;(Gp)/Gm olt K/k parcourt les k-sous-algebres quadra-
tiques étales de Q. Par ailleurs, I’ensemble H'(k,PGL1(Q)) classifie les
k—algebres de quaternions. Si K/k est une sous—algebre quadratique étale
de Q et T = Ry /3(Gyn)/Gm) le k-tore associé, et si [2] € H'(k, Ry/x(Gm),
alors T' = ,T est un k—tore maximal de ,G = PGL;(Q’). En d’autres mots,
I’énoncé du théoréme 15.1 impliquerait que toute algeébre de quaterions Q’
admet un sous—corps commutatif qui soit un cous—corps commutatif de Q.

Ceci est faux®. On peut aussi considérer I’exemple suivant. On prend
F = R((t1))((t2)) (séries formelles itérées) et les algebres de quaternions
Q = (—1,-1) et Q" = (t1,t2). Les extensions quadratiques de F' sont les
F(\/£t]*t5?) ou ny, ny sont 0 ou 1. On discute alors cas par cas pour
constater qu’aucune extension quadratique de F' n’est commune a @ et a
Q'

17. LE THEOREME DE RAGHUNATHAN

Dans le théoreme de Steinberg, on fait apparaitre en index I’ensemble
des k—tores maximaux d’un groupe algébrique quasi-déployé G. Notre but
est de restreindre cet index en décrivant de fagon plus précise les k—tores
maximaux.

On note T' C G un k—tore maximal d’un sous—groupe de Borel fixé B C G
(T est le centralisateur dans G d’un k—tore maximal déployé de G). On
considere la variété X = G/N des tores maximaux, ou N := Ng(7T') désigne
le normalisateur du tore 7. On a une suite exacte de k—groupes algébrques
1—-T— N — Wp — 1. Le k—groupe Wy est le groupe de Weyl,; il est fini
sur k. En composant I'application caractéristiquye X (k) — H'(k, N) par
I'application H'(k, N) — H'(k, W), on obtient une application

Type : X (k) — Hl(k, Wr),

qui est appelé le type d’un tore.

Lorsque G est déployé, le groupe Wr est constant; alors ’ensemble pointé
HY(k,Wz) = Hom (T, W)/int(W) classifie les Wp-algebres galoisiennes
sur k.

60n peut aussi utiliser des méthodes “génériques” en invoquant un théoreme de Witt
cf. , §1.4]) sur le fait qu'une algebre de quaterions est déterminée par le corps de
f. [GS, §1.4 le fait qu’ lgebre d teri t déterminé 1 d
fonctions de la conique sous—jacente 22 — ay? = b qui est une extension quadratique du
corps k(z).
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17.1. Exemple. Pour le groupe linéaire GL,, les tores maximaux sont des
tores Rg/,(Gy,) pour E/k parcourant les k-algebres étales de dimension n.

L’application T'ype a valeurs dans I’ensemble H'(k,S,) qui classifie les k-
algebres étales de dimension n. Il est aisé de vérifier que Type(Rg /k(Gm)) =

[E] € H'(k, S,).

17.2. Remarque. Cet invariant est plus fin que la classe d’isomorphie du
tore. Par exemple, pour GL,, le type prend ses valeurs dans H'(k, S,,) mais
I'application H'(k, S,) — H'(k,GL,(Z)) n’est pas injective en général’.

Cet invariant est bien lié au théoréme 15.1.

17.3. Lemme. Soit T1,T> deuzr k—-tores mazimauxr de G ayant méme type
dans H'(k,W). Alors

Im(Hl(k,Tl) — HY(k, G)) - Im(Hl(k,Tg) — H'(k, G)).

Démonstration. On écrit T; = ¢;.T avec g; € G(ks). L’hypothese dit qu’il
existe un élément n € Ng(T')(ks) tel que

n g o(g)o(n) = gy 'o(g2)  mod T(k).

Quitte & remplacer g par gin, on peut supposer que 91_1 o(g1) = 92_1 o(g2)
mod T(ks), ou de fagon équivalente que z, := g ' o(g1) o(g5 *)ga € T(ks).

Soit o — z, un l—cocycle a valeurs dans T (ks). On écrit z, = g1.t, d’on
pour tous o,7 € I'y,

Ntor = (91~t0) U(gl-t’r) = (gl-ta) (U(gl)-a(t’r))-

On forme alors le cocycle cohomologue

(919,) 2o olgigs!) = (9195)  gitegi olgigy?)
= g2te gy a(g1) gy )
= g2(to g7 ol91) 093 ")2)
= go. ( tos xg) ,
qui est un 1-cocycle a valeurs dans Ta(ks). O
On peut maintenant énoncer le théoreme de Raghunathan.

17.4. Théoréme. (2004, [R]) L’application de type X (k) — H*(k,Wr) est
surjective.

Démonstration du théoréme 17.4: Puisque le type d’un k—tore ne change
pas par extension centrale de groupes algébriques, on peut supposer d’emblée
que le groupe G est semi-simple simplement connexe. Etant donné [£] €
H'(k,Wr), on souhaite montrer que le tore tordu 7" = ¢T" peut se plonger

dans G. On fixe une trivialisation ¢ : T' xj, ks — T x}, ks satisfaisant &, =

"De tels contre-exemples proviennent de la théorie des représentations entiéres.
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¢~ Lo (¢) pour tout o € T'y. Suivant le Théoreme 4.14, il existe ¢ € T'(k) tel
que (#')% est Zariski dense dans 7”. On pose t := ¢~ 1(t') € T(ks); c’est un
élément régulier de G. Nous affirmons que la classe de conjugaison de C(t)
est rationnelle. En effet, d’apreés le théoreme de Chevalley T'//Wr =2 G//G
(16.1), il suffit de vérifier que les conjugués de t sont Wr(ks)-conjugués a t.
Mais o(t) = o(¢~1(t) = ¢~ (t') = (¢77 ¢)(t) = £, 1(t), d’ot la rationalité
de C(t).

Le Corollaire 16.5 fournit des éléments ty € G(k) et h € G(ks) satisfaisant
t = h™L.tg. Alors la cloture de Zariski de (t9)% dans G est un k-tore Ty de
G.

Il reste & vérifier que Type(To) = [€]. On a Ty = hTh™! d’ou le type de
Ty est donné par I'image de h~1o(h) dans Wr. Etant donné o € T, soit n,
un relevé de &, € N(ks). De l'identité to = o(to), on tire

hit = o(ht)
= o(h.¢7 ()
= o(h).¢ () [t eT(k)]
= o(h).n;'.t.
Il suit que h='o(h).n, ! appartient & T'(ks). Ainsi h~'o(h) = n, mod T'(k;)
On conclut que Type(Tp) = [€]. O

17.5. Remarque. Le théoreme montre que les k—points de la variété des
tores X = G/Ng(T) parametrent 'ensemble H'(k, Wr). Lorsque Wy est
constant, c’est un fait remarquable du point de vue de la théorie de Galois.
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Sous—groupes paraboliques, théoreme de Borel-Tits

18. INTRODUCTION

Si 'on envisage de classifier les groupes réductifs sur un corps k, la
premiere étape est de faire appel a la classification sur k. La seconde est de
définir un invariant, 'index de Witt-Tits, qui rend compte du déploiement
d’un groupe G et qui ramene la classification a celle des objets “irréductibles”
ou “anisotropes”. Plutot que de donner ici des définition précises, donnons
deux exemples fondamentaux.

18.1. Exemple. Le théoréeme de Wedderburn. Soit A une k—algebre
simple centrale. Alors il existe une k—algebre (uniquement déterminée) cen-
trale a divisions D telle que A = M, (D).

18.2. Exemple. Le théoréme de Witt. On suppose ici car(k) # 2. Soit
g une forme quadratique non dégénérée. Alors il existe une unique k—forme
quadratique anisotrope ¢g telle que ¢ = qo L v(q)H, ou H est un plan
hyperbolique (i.e. la forme quadratique XVY).

Ces deux énoncés sont des cas particuliers de la théorie de Borel-Tits.
Dans le premier cas, il s’agit du k—groupe PGLj(A) dont I'indice de Witt-
Tits encode l'indice de A défini par deg(D), I'objet anisotrope sous—jacent
est D. Dans le second cas, il s’agit du k—groupe SO(q) dont l'indice de
Witt-Tits encode I'indice de Witt v(q) de ¢, 'objet anisotrope sous—jacent
étant la forme qq.

19. REVUE DES GROUPES REDUCTIFS SUR UN CORPS SEPARABLEMENT
CLOS

19.1. Groupes de rang un.

19.1. Théoréme. [Sp, th. 7.2.4]
Soit G un F—groupe semi-simple de rang un. Alors G = SLy ou G = PGL,.

19.2. Données radicielles. Soit F' un corps séparablement clos. Soient
G un F-groupe réductif et g son algebre de Lie. Soit T" C G un F-tore
maximal. La représentation adjointe Ad : G — GL(g) permet d’associer au
couple (G, T) une donnée de nature combinatoire appelée donnée radicielle
(“root datum” en englais).

19.2. Définition. Une donnée radicielle est un quadruplet (X, XV, R, RY)
ol X est un réseau, X" son dual, R C X un ensemble fini (les racines),
RY C XV un ensemble fini (les coracines) muni d’une bijection R — RV,
a— a¥. Si a € R, on définit la réflexion s, de X (resp. sov de XV) par

Sa(x) =T - <av7$> Q, SV (y) =Yy- <avy>av'

On impose les deux propriétés suivantes pour tout o € R:

(1) (@ o) =2;
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(2) sa(R) = R et sqv(RY) = RY.

On dit qu'une donnée radicielle (X, XV, R, RY) est réduite si deux racines
proportionnelles sont égales ou opposées.

19.3. Remarque. Si on note V' le sous—espace vectoriel de X ®7R engendré
par R, R est un systeme de racines dans V. Les systemes de racines sont
employés pour la classification des algebres de Lie semi-simples et aussi pour
les groupes semi-simples.

On associe au couple (G, T') la donnée radicielle (G, T) = (X, XV, R, RY)
avec X = f(F) =Homp_g4 (T, Gy ), XV = Homp_ g (G p, T'), R désignant
I’ensemble des racines de la représentation adjointe restreinte a 7', c’est-a-
dire I’ensemble des caracteres o de T' tels que ’espace propre

go:{zecg| Adlt)z=a(t)z VteT}
soit non nul. Pour o € R, on pose
Ty = ker(T y Gm)o,

et Go = D(Z¢(Ty)). Le k—groupe Zg(T,) est réductif et son centre contient
le tore Ty, de codimension un dans 7. Son algebre de Lie contient g, donc
T C Zg(Ty) et le k—groupe G, est semi-simple de rang un. D’apres le
théoreme 19.1, on sait alors que G est isomorphe a SLo ou PSLy,. On
dispose donc d’un morphisme " : SLy — G d’image G, dont la restriction
au tore standard G,, C SLo produit un cocaractere o : G,, — T qui
satisfait (o, a) = 2.
Le morphisme o définit en outre un morphisme U, : G, — G suivant

Ua(x)_“ ﬂ

Un point important est que I’espace propre g, ci-dessus est de dimension 1,
engendré par u, = U, «(Lie(G,)). On dispose aussi I’élément

(19.4) - aV[_Ol H € No(T)(F)

qui induit la réflexion s, sur X.
De plus, la donnée radicielle U(G,T) est réduite. En termes de ’algebre
de Lie, on a la décomposition en espaces propres

gzt@@ ku,
a€ER

ou t = Lie(T") est I'espace propre pour le caractére nul de T'. Le fait cor-
respondant du point de vue groupes est que le groupe G est engendré (au
sens Zariski) par T et les sous-groupes radiciels (Uy)acr-
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19.5. Exemple. G = GL,, de tore maximal diagonal G}, et d’algebre de Lie
gl,, = M, (F). La représentation adjointe est Ad(A).X = AX A~L.

On a X = Z" de base (\i)i=1,..n, XY = Z" et les racines sont les
(i = )\i)\j_l)i’ j=1,....n,i#j de vecteurs propres associes respectifs les matrices
élémentaires e; j. Le morphisme aYQ : SLy — GL,, est donné par

[« x 0 .- 0]
* x 0 .- 0
[* *] 00 1 0 0
H
* % 1
_0 0 1_

Pour d’autres exemples, voir [Mi, §17].

19.6. Lemme.
Z(G) = (] ker(T 5 Gpn).
aER
Démonstration. Le centre Z(G) de G est inclus dans T' et dans ker(Ad),
d’ou I'inclusion
Z(G) C T Nker(Ad) = ﬂ ker(«).
a€R

Il y a fait égalité puisque le groupe de droite commute avec T et tous les G,
donc avec tout G. (]

Les propriétés suivantes de G se refletent donc dans la donnée radicielle
(G, T).
19.7. Corollaire. (a) G est un tore si et seulement si R = ().
(b) G est semi-simple si et seulement si R engendre X ®z Q.

(c) G est adjoint si et seulement si R engendre X .

Démonstration. (a) En en effet, T = Z(G) ssi R = {).

(b) G est semi-simple si et seulement si Z(G) est fini. si et seulement si R
engendre un sous-réseau d’indice fini de X, alors Z(G) est fini.

(c) Dire que Z(G) = 1 est équivalent au fait que R engendre X = 7. O

Si G est semi-simple, G est engendré par les sous—groupes de rang un
(Ga)aer ou encore par les sous—groupes radiciels (Uy)ack-

19.8. Définition. [SGA3, XXI|] Un morphisme de donnnées radicielles
f: (X,R,XV,RY) — (X',R,X",R") est la donnée d’une application
Z-linéaire f : X — X' telle que f induit une bijection de R sur R’ et fV
induit une bijection de R'Y sur RY

On dit que f est une isogénie si f est injectif de conoyau fini.
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Une isogénie X : G’ — G donne lieu & une isogé/nie\ de données radicielles
U(G,T) — ¥(G,T) ou T = \"YT). En outre ker(\) = X/X'.

En particulier, si RV engendre XV, alors la donnée radicielle ¥(G,T')
n’admet pas d’isogénie propre, donc G est simplement connexe.

19.3. Théorémes fondamentaux.

19.9. Théoreme. (théoréme d’unicité, [Sp, th. 9.6.5])
Deux groupes réductifs G/F et G'/F ayant des données radicielles isomor-
phes sont isomorphes.

19.10. Théoréme. (théoréme d’existence, [Sp, th. 10.1.1])

Soit ¥ = (X, XY, R, RY) une donnée radicielle réduite. Il eriste un F-
groupe réductif G/F muni d’un F-tore mazimal T tel que ¥(G,T) est iso-
morphe a V.

Un tel groupe G/F est appelé le groupe de Chevalley de la donnée radi-
cielle W.

La classification est donc indépendante de la caractéristique. Un point re-
marquable dans ce dictionnaire est que les groupes de Chevalley sont définis
sur le corps premier (i.e. Q ou Fp).

A posteriori, le lien entre groupes adjoints, algebres de Lie et données
radicielles réduites peut s’exprimer dans le dictionnaire suivant.

19.11. Théoréme. On suppose car(F') = 0. Alors il y a une correspondance
bijective entre

{F—algébres de Lie semi—simples}
< == > {F—groupes adjomts}

< == > {données radicielles réduites (X, R, XV, RV) telles que R engendre X }

On associe a un F—groupe G son algebre de Lie. Réciproquement, on asso-
cie a une algebre de Lie semi-simple £ le F'-groupe algébrique Autp_a14. de Lie(£)?,
i.e. la composante connexe du groupe des automorphismes de ’algebre de
Lie £ qui est un sous—groupe de GL(L).

On peut associer directement & une donnée radicielle (ou plutdt une
algebre de Lie) une algebre de Lie définie par générateurs et relations, voir
[H1, §18.1].

19.12. Remarque. Attention, en caractéristique positive, il y a de nouvelle
algebres de Lie semi-simples, voir ’exposé d’O. Mathieu a ce sujet [Mt].
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19.4. A propos du revétement universel. Soit G/F un groupe semi-
simple.

On associe alors & la donnée radicielle ¥(G,T) = (X,R,XY,RY) la
donnée radicielle ¥ = (X', R,Y’"Y,RY) oit X'V est le sous réseau de XV
engendré par RY. Le morphisme de données radicielles ¥(G,T) — ¥’ est
alors une isogénie. Le théoreme d’existence produit un groupe de Cheval-
ley (G',T") et on construit alors une isogénie G’ — G dont le noyau est le
groupe fondamental de G.

L’esquisse de démonstration ci-dessus indique comment le théoreme d’existence
permet de construire le revétement universel de G. En outre RV engendre
XV si et seulement si G est semi-simple simplement connexe. A notre

20. GROUPES RESOLUBLES DEPLOYES

20.1. Définition. Soit G un k—groupe algébrique. On dit que G est résoluble
(resp. unipotent) k—déployé si G admet une suite de compositions dont les
quotients successifs sont des G, ou des G, (resp. G,).

20.2. Théoréme. (Théoréme de point fire de Borel-Rosenlicht)
Soit G un k—groupe algébrique résoluble k—déployé. Soit X une variété pro-
pre munie d'une action de G. Si satisfaisant X (k) # 0, alors X (k) # 0.

La forme générale ci-dessus est due a Rosenlicht, le cas d’un corps algébriquement
clos est le théoreme de point fixe de Borel.

Démonstration. La remarque cruciale est que la variété des points fixes X¢
est propre puisque c’est une sous-variété fermée.

On procede par récurrence sur le nombre de facteurs. Dans le cas d'un
facteur, on a G = G, ou G = Gy,. Soit z € X (k) et considérons le mor-
phisme f : G — X,g — g.x. Le critere valuatif de propreté indique que
f se prolonge de fagon unique en un morphisme f : ]P’,l€ — X. Ainsi f est

G (k)—équivariant et on constate alors que le point f(co) € X (k) est fixe par
G.

Pour le cas général, on a une suite exacte de k—groupes algébriques
l1—-H— G — G/H — 1ou H est résoluble k—-déployé et G/H = G, ou
Gm. L’hypothese de récurrence permet de supposer que X (k) # (). Mais
G/H agit sur la k-variété propre X et X¢ = (XH)G/H  Le premier cas
permet de conclure que X (k) # 0. O

Une premiere application est la suivante.

20.3. Théoréme. (théoréme de Lie-Kolchin) Soit G/k un k—groupe résoluble
k-déployé. Alors il existe un entier n tel que G C By, ou B, C GL,, désigne
le k—groupe des matrices inversibles triangulaires supérieures.

On dit que G est trigonalisable.

Démonstration. Soit p : G — GL(V') une représentation linéaire fidele. Le
théoreme 20.2 montre qu’il existe une droite D C V qui est G—stable. On
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obtient donc un morphisme G — GL(V/D). Par récurrence on voit que G
stabilise un drapeau

OCcVicVhe---V, 1 CV

En choisissant une base de V, on a affaire au drapeau standard
0CkCKk?C---k" ' C k" Ainsi G C B,. a

20.4. Proposition. Soit G/k un k—groupe résoluble k-déployé.

(1) On a une suite exacte canonique
1= Ry(G)—-G—-T—1,

ot T est un k—tore déployé et R,(G) est un k—groupe unipotent k—
déployé.
(2) D(G) est un k—groupe unipotent lisse connexe.

Démonstration. (1) Construisons tout d’abord une telle suite exacte avec
un plongement de G dans le groupe B,,. On a B,, = R,(B,) X G}, et 'image
du composé G — B,, — G}, est un sous—groupe multiplicatif de G]: qui est
connexe puisque G est connexe. On a donc une suite exacte

1= R,(B,)NG—-G—T—1,

ou T est un k—tore déployé. Pour allons montrer par récurrence sur dim(G)
que Ry(By) N G est unipotent k-déployé. Soit 1 - H — G — G/H — 1
une suite exacte de k—groupes ot H est k-résoluble déployé et G/H = G,,
ou G,. Si G/H = Gy, on a R,(B,) NH = R,(B,) NG et R,(B,) NG
est unipotent k—déployé selon ’hypothese de récurrence. Si G/H = G,, on
forme le diagramme commutatif

1 —— H _ G G, 1
Ty " T
1 1

Il définit un morphisme de G, dans le k-tore coker(Ty — T), celui ci est
trivial et une chasse au diagramme produit la suite exacte de k—groupes

1— Ry,(Bn)NH — R,(B,) NG — G, — 1.
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Ainsi R, (By,)NG est unipotent k—déployé. Cette suite est canonique puisque
R, (By) NG est le plus grand sous—groupe unipotent de G.

(2) D(G) est un k-groupe lisse connexe d’apres le théoreme général 13.3.
Vu que D(G) est un sous—groupe de R, (By), il est unipotent.
O

20.5. Remarque. Le groupe D(G) est en fait unipotent k—déployé [DG,
IV.4.3.11].

20.6. Lemme. 8 Soit G un k—groupe unipotent. Si G x ks est trigonalisable,
alors G est trigonalisable.

Démonstration. Si G Xy, ks est trigonalisable, il existe une extension galoisi-
enne finie K/k telle que G x K est trigonalisable. Il existe un entier n tel
que G xj, K se plonge dans R, (B, k). On considere le composé

G — Ri/i(G) — Ri/i(Ru(Bn k)

out R/ (G) est la restriction des scalaires de K a k de G. Le point est que
Ry /i (Ru(Bn i) est un sous-groupe trigonalisable de GL(K™). Par suite,
G est trigonalisable. O

20.7. Proposition. On suppose que car(k) = 0. Alors tout k—groupe unipo-
tent est k—déployé.

Démonstration: Le point ici est que G, , n’admet pas de sous—groupe propre
non trivial. Le groupe G est k-déployé donc k-trigonalisable d’apres le
théoreme de Lie-Kolchin. Le lemme indique que G est k—trigonalisable,
i.e. G admet un plongement dans R, (B,,) pour un certain n. La trace sur
G d’une suite de composition de R,(B,) & quotients G, est une suite de
composition de G a quotients 1 ou G,. Le groupe G est donc k—déployé. [J

Plus généralement, on a la

20.8. Proposition. (voir ([SGA3, XVIIL.4.1.3]) ou [DG, IV.2.3.9]) On sup-
pose k parfait. Soit U un k—groupe unipotent lisse connexe. Alors U est un
k—groupe unipotent k—déployé.

20.9. Remarque. (a) Ceci est faux sans I’hypothese de perfection sur k.

(b) Si car(k) = 0, tout groupe k—unipotent est déployé.
Nous admettons le résultat suivant.

20.10. Théoreme. Soit 1 — U — G — S — 1 une suite exacte de k-
groupes affines ou S est un k—groupe de type multiplicatif et U un groupe
unipotent k—déployé. Alors cette suite est scindée et deux scindages S — G
sont conjugués par un élément de U (k).

80n sait en fait que tout k-groupe unipotent est trigonalisable, mais c’est plus cher
[SGA3, XVIL3].
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Pour le cas G connexe, nous renvoyons a [Sp, §14.4]; pour le cas général,
nous renvoyons a [SGA3, théoreme XVIL.6.1.1]. Revenant a la proposition
20.4, ceci entraine qu'un k—groupe résoluble déployé G est le produit semi-
direct d’un k—tore déployé et de son sous—groupe unipotent maximal R, (G);
en outre les k—tores maximaux de G sont conjugués par R, (G)(k).

Ce résultat est a mettre en regard avec le suivant.

20.11. Théoréme. (Mostow, [Mo, th. 7.1]) On suppose car(k) = 0. Soit
1 - U — G — G — 1 une suite exacte de k—groupes affines ot G est
un k—groupe réductif (ou méme seulement linéairement réductif) et U un
k—groupe unipotent déployé. Alors cette suite est scindée et deux scindages
G — G’ sont conjugués par un élément de U (k).

21. GROUPES RESOLUBLES, RADICAUX

21.1. Définition. Soit G un k—groupe algébrique. On dit que G est résoluble
s’il admet une suite de compositions dont les quotients successifs sont com-
mutatifs.

Tout sous—groupe fermé et tout quotient d’un groupe résoluble est résoluble;
toute extension de groupes résolubles est résoluble.

Il est assez délicat de voir en caractéristique positive que cette définition
est de nature géométrique, c’est-a-dire que G xj, k résoluble entraine G
résoluble [DG, IV.4.2.7] (en particulier, un k—groupe unipotent est résoluble).
Cependant, si G est lisse, le point précédent est immédiat avec le lemme
suivant.

21.2. Lemme. Soit G/k un groupe algébrique linéaire. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes:
(1) G est résoluble;
(2) D™(G) =1 pour n >> 0.
O

21.3. Proposition. On suppose que k est un corps parfait. Soit G un k-
groupe algébrique linéaire.
(1) Il existe un unique sous—groupe fermé R(G) de G qui soit connexe,
lisse, résoluble, distingué, et mazimal pour cette propriété.
(2) Il existe un unique sous—groupe fermé R, (G) de G qui soit connexe,
lisse unipotent, distingué, et maximal pour cette propriété.

Démonstration. On peut supposer k algébriquement clos.
(1) On définit alors le sous—groupe fermé

r@) = (N H)O

ou l'intersection est prise sur les sous-groupes connexes lisses résolubles max-
imaux de G. Alors R(G) est résoluble et distingué. Il est connexe et réduit
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donc lisse suivant le théoreme de Cartier 1.7. Il contient tout sous—groupe
ayant les mémes propriétés.
(2) Dans le cas unipotent, la définition de R, (G) est la méme si ce n’est que

H parcourt les sous-groupes connexes lisses unipotents et maximaux de G.
O

Le k-groupe R, (G) (resp. Ry(G)) est le radical (resp. radical unipotent)
de G. Le k—groupe R, (G) est un groupe unipotent k—déployé (Prop. 20.8) et
c’est un k—groupe unipotent maximal lisse connexe de R(G). 1l faut prendre
garde que ces objets ne sont pas définis si k n’est pas parfait.

21.4. Lemme. On suppose que k est un corps parfait. Soit G un k—groupe
algébrique linéaire connexe.

(1) G/R,(G) est réductif. En particulier, G est réductif si et seulement
si R(G) = 1.

(2) G/R(G) est semi-simple. En particulier, G est semi-simple si et
seulement si R(G) = 1.

(3) R(G)/R,(G) == Z(G/Ryu(G))°. En particulier, R,(G) est le radi-
cal unipotent de R(G).

Démonstration. On peut supposer k algébriquement clos.

(1) On vérifie la définition (7.3). Soit U un k-groupe unipotent lisse con-

nexe et distingué de G/R,(G). Si 7 : G — G/R,(G) désigne le morphisme
quotient, alors 7~!(U) est un k-groupe unipotent lisse, connexe et distingué
de G contenant R,(G), donc R(G) = 7= }(U) et U = 1. Le groupe G est
donc réductif.
(2) Selon la définition (11.3), c’est-a-dire que 'on doit vérifier que G/R(G)
est réductif de centre connexe trivial. Le méme raisonnement que ci-dessus
indique que G/R(G) est réductif. Soit S un k-tore central de G/R,(G).
Si m: G — G/R(G) désigne le morphisme quotient, alors 7—1(S) est un
k—groupe résoluble lisse, connexe et distingué de G' contenant R(G), donc
R(G) = n1(S) et S = 1. Le groupe G est donc semi-simple.

(3) Le diagramme commutatif

1 —— Ryu(G) G Gred 1
| ll |
1 —— R(G) G Gss 1

produit un isomorphisme de groupes résolubles connexes R(G)/R,(G) =
ker(Greq — Gss). Le k—groupe H := ker(Greq — Gss) est réductif et
résoluble, ainsi D(G) = D*(G) = --- = D®(G) = 1 et H — corad(G)
(proposition 13.5). Le k—groupe H est donc un k—tore algébrique qui est
central dans G,.q par “rigidité” (lemme 11.1). Il est maximal pour cette
propriété, c’est donc le centre connexe de G. O
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Le groupe R(G) X}, ks est donc résoluble déployé. D’apres la proposition
20.4 (appliquée a G X kg), on a on a une suite exacte

0— Ry(G)— R(G)—T—1

ou T est un k-tore algébrique. En outre cette suite est scindée (th. 20.10).

Un complément L de R, (G) dans G s’appelle un sous—groupe de Levi. Il
y en a toujours en caractéristique nulle et ils sont alors tous conjugués par
R, (G)(k) suivant le théoreme de Mostow.

22. SOUS—GROUPES PARABOLIQUES

22.1. Définition. Soit G/k un k—groupe algébrique linéaire. Un k-sous—
groupe fermé P lisse est un k—sous—groupe parabolique si la variété quotient
G/ P est projective.

On sait quune k-varieté X xj k est projective (resp. quasi projective) si
et seulement si X xj k est projective [EGA4, 9.1.5]. Par suite, un k-sous—
groupe P est parabolique si et seulement si P xj k est un k-sous-groupe
parabolique de G xj k.

Par construction, un espace homogene G/ P est une variété quasi—projective.
Ainsi P est un k—sous—groupe parabolique si et seulement si la variété G /P
est propre.

22.1. Exemples. Pour le groupe linéaire, les quotients GL,, /P sont les grass-
maniennes et plus généralement les variétés de drapeaux. C’est pourquoi les
les variétés G/ P sont appelées variétés de drapeaux généralisées.

22.2. Lemme. Soit P un k-sous—groupe parabolique de G.

(1) Soit P* un k-sous—groupe fermé lisse de G satisfaisant P C P* C G.
Alors P est un k-sous—groupe parabolique de P et P? est un k-sous—
groupe parabolique de G.

(2) Les k—sous—groupes paraboliques de Q) de G qui sont inclus dans P
sont les k-sous—groupes paraboliques de P.

Démonstration (1) Suivant [DG, I11.3.2.5], le morphisme P*/P — G/P est
une immersion fermée. Par suite P!/ P est projective. Le morphisme G//P —
G/ P* est surjectif, donc G /P* est propre. On conclut que P* est un k-sous—
groupe parabolique de G.

(2) Soit @ C P un k-sous—groupe parabolique de G. Les fibres du mor-
phismes G/Q — G/P sont projectives, donc P/Q) est projective. Par suite,
Q@ est un k—sous-groupe parabolique de P. Réciproquement, soit @) un k-
sous—groupe parabolique de P. Alors les fibres géométriques du morphisme
G/Q — G/P sont propres, donc G/Q est propre. On conclut que @ est un
k—sous—groupe parabolique de G. O

Le théoreme de point fixe s’applique.
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22.3. Lemme. On suppose k algébriqguement clos. Soit H C G un sous—
groupe k-résoluble déployé. Soit P un k—-sous—groupe parabolique de G.
Alors il existe g € G(k) tel que

H c gPg L

Démonstration. Le k—groupe résoluble déployé H admet un point fixe sur
la k-varieté propre G/P (20.2). Soit [¢gP] € (G/P)* (k) un point. Alors
H c gPg . O

Ceci s’applique a a situation suivante.

22.4. Lemme. Soit 1 — H — G’ — G — 1 une suite exacte de k—groupes
algébriques linéaires ou 'on suppose H k—résoluble déployé.

(1) Soit P un k-sous—groupe parabolique de G'. Alors H C P’.
(2) Le morphisme quotient w : G' — G induit une correspondance bijec-
tive entre les k—sous—groupes paraboliques de G' et ceuz de G.

Démonstration (1) On peut supposer ici k algébriquement clos. Le lemme
précédent montre qu’il existe g € G(k) tel que H C gPg~!, d’'ot H C P.
(2) Si P' un k-sous—groupe parabolique de G, il est clair que w(P’) est un
k-sous—groupe parabolique de G. De plus (1) indique que P’ = 7= (7(P’)).
O

22.5. Théoréme. (théoréme de Borel) On suppose k algébriqguement clos.
Soit G un groupe algébrique linéaire connexe. Soit B un sous—groupe de
Borel de G (i.e. k—résoluble déployé mazximal).

(1) Si P est un k-sous—groupe parabolique de G, alors il existe g € G(k)
tel que B C gPg~!.
(2) B est un sous—groupe parabolique de G.

Démonstration. (1) C’est un cas particulier du lemme 22.3.

(2) Soit P C G un sous-groupe parabolique minimal (connexe) de G. On va
montrer que P est résoluble déployé ce qui suivant (1) implique que P est
un sous—groupe de Borel. On a une suite exacte

1—-R(P)—P—H-—1

Le lemme 21.4 indique que H est semi-simple et le lemme 22.4 montre que
H H n’admet pas de sous k—groupe parabolique propre. On raisonne par
I’absurde en supposant que H admet une represéntation linéaire V' non triv-
iale que l'on suppose de degré minimal. On fait agir H sur l’espace pro-
jectif P(V). Le lemme de l'orbite fermée ([Po, 10.4], [DG, II.5.3.3]) mon-
tre qu'il existe x € P(V)(k) tel que H.x est fermée. Alors H/H, est une
variété projective et H, ,.q est un k-sous-groupe parabolique de H, donc
Hyreq = Hy = H. Le point x est donc fixe par H et il existe une droite
D C V stable par H. Par suite, on a un morphisme H — GL(V/D) qui est
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trivial puisque dim(V.D) < dim(V'). La représentation p : H — GL(V) est
donc & valeurs dans le groupe

* ok kL ok
010 .0
0 . 010
0 . 001

Le groupe H/ ker(p) est semi-simple et résoluble, il est donc trivial (lemme
21.4). La représentation p est donc triviale, contradiction. O

22.6. Corollaire. (théoréme de Borel) On suppose k algébriqguement clos.
Les sous—groupes de Borel de G sont conjugués par G(k).

22.7. Remarque. La démonstration classique procede par I’application du
lemme de l'orbite fermée a la variété des drapeaux maximaux.

23. SYSTEMES DE TITS ET SOUS-GROUPES PARABOLIQUES STANDARDS

L’étude des sous—groupes paraboliques d’un k—groupe algébrique peut
étre menée avec les groupes abstraits de k—points, au moyen du formalisme
des (B, N)-paires appelées aussi systemes de Tits. La référence est Bourbaki
[BAC2, 1V .2]

23.1. Systemes de Tits.

23.1. Définition. On appelle systéme de Tits un quadruplet (G, B, N, S) ou
G est un groupe,B et N deux sous—groupes et S une partie de W := N/BNB
satisfaisant aux axiomes suivants :

(T1) L’ensemble BUN engendre G et BN N est un sous—groupe distingué
de N.

(T2) L’ensemble S engendre le groupe W et se compose d’éléments d’ordre
2.

(T3) On a sBw C BwB U BswB pour s € S et w e W.

(T4) Pour tout s € S, on a sBs ¢ B.

On fixe un systeme de Tits (G, B, N, S). Le groupe W est appelé le groupe
de Weyl du systeme de Tits. La notation BwB signifie BnB ou n est un

relevé (quelconque) de w dans N. Ces axiomes donnent un cadre général
pour les deux résultats fondamentaux suivants.

23.2. Théoréme. Alors on a une décomposition en doubles classes
G= || BuwB.
weW

Si X C S, on note Wx le sous—groupe de W engendré par S et
Gx = yew, BwB.
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23.3. Théoreme. (1) Pour toute partie X de S, l’ensemble Gx est un
sous—groupe de G et il est engendré par B et X.
(2) L’application X — Gx est une bijection de P(S) sur l’ensemble des
sous—groupes de G contenant B.

En particulier, si W est fini, il y a un nombre fini de sous—groupes de G
contenant B.

23.4. Définition. On dit qu’'un sous—groupe P de G est parabolique s’il
contient un conjugué de B.

23.5. Théoréeme. (1) Tout groupe parabolique est son propre normalisa-
teur.
(2) Soient Py et Py deux sous—groupes paraboliques de G. Alors P; N Py
contient un conjugué de T'.

23.2. Groupes de Chevalley. Soit (X, X", R, R") une donnée radicielle
réduite et (G, T) le k—groupe réductif de Chevalley associé par le théoréme
d’existence, i.e. tel que ¥(G,T) = (X, XV, R, RY). On note N = Ng(T)
et W = Ng(T)/T le groupe de Weyl qui est un k-groupe fini constant. Le
groupe W agit sur (X, XV, R, R).

La théorie des systéemes de racines indique qu’il existe une “base” A de
R, c’est-a-dire que tout élément G de R s’écrit de fagon unique

ﬁ:Zmaa,

aEA

ol les mq sont des entiers tous > 0 ou tous < 0. La racine § est dite positive
(par rapport a A) si mq > 0 pour tout a € A.

Le groupe W agit de facon simplement transitive sur les “bases” de
(X, XV R,RY). Si a €A, on dispose des sous-groupes Ui, et de s, € W
(19.4). Mentionnons les étapes principales de la construction d’un systéme
de Tits associé a (G, T) et A.

23.6. Proposition. [Sp, 8.2.4] Le sous—groupe B de G engendré par T et
les Uy (a € Ry ) est un sous—groupe de Borel de G.

23.7. Théoréme. [Sp, 8.2.8] Le groupe de Weyl W est engendré par les s,
pour a € A.

Alors T'= N¢(T') N B et on considere le quadruplet (G(k), B(k), N(k), S)
ol S = (Sq)aea engendre W.

23.8. Théoréme. ([Bo, 14.15, 21.15]) (G(k), B(k), N(k),S) est un systéme
de Tits.

Ceci donne lieu & une série d’applications.

23.9. Théoreme. (décomposition de Bruhat) Soit (ny)wew une section (en-
sembliste) de Na(T')(k) — W. On a la décomposition
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G(k)= | | B(k)nwB(k).
weW

Si I C A, on note [I] C R le sous—ensemble de racines qui sont combi-
naisons linéaires d’éléments de I.

o Ty = (aQIker(oz))O C T,

o L= CG(T[) C G;

e U; C U le sopus—groupe de R, (B) engendré par les Uy, o € Ry \ I.

[] P] = U] X L[.

23.10. Théoreme. (paraboliques standard, [Sp, 8.4.3]) Les k—sous-groupes
paraboliques de G contenant B sont les (Pr)rca. 1ls satisfont

P; = Ng(Pp) = N (Uy).

Le groupe Pr(k) est le sous—groupe parabolique associé a la partie I de
A. Les P; donnent donc lieu a des classes de conjugaison géométriques
distinctes. Si k est algébriquement clos, il y a donc une correspondance
bijective entre les classes de conjugaison de k—sous—groupes paraboliques de
G et les P(A).

L’algebre de Lie de Pr est

pr=tod @ Uy
a€ (1]
ou [I] C R est le sous-ensemble engendré par I C A. En particulier P = G
et Py = B. De plus, on peut retrouver l'indice I avec
T = Z(Lp)°.
On peut définir de la méme fagon les k-sous—groupes paraboliques P; =
U; x Ly ou Uy est le sous—groupe de G engendré par les U_,, pour o € 1.

23.11. Remarque. L; est 'unique sous—groupe de Levi de P; qui contient
T (see [Sp, 8.4.4]).

24. RETOUR AU CAS GENERAL

Soit G/k un k-groupe réductif. Un point technique important est le
suivant.

24.1. Proposition. (existence d’une décomposition de Levi, [Sp, 16.1.1],
[SGA3, XXVL.2.3])

Un k-groupe paraboliqgue P d’un k—groupe G admet une décomposition
R, (P) x L ot Ry(P) est unipotent k—déployé et L réductif. De plus, tout
les sous—groupes de Levi L de P sont conjugués sous R, (P)(k).

En caractéristique nulle, c’est un cas particulier du théoreme de Mostow
20.11).
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24.1. Intersection de sous—groupes paraboliques.

24.2. Proposition. Soient P, Q deux k-sous—groupes paraboliques de G.

(1) PN Q contient un k-tore mazimal.
(2) (PNQ).Ru(P) est un k-sous—groupe parabolique de G. Il est égal a
P si et seulement si Q@ contient un sous—groupe de Levi de P.

Démonstration (1) : cas k est algébriquement clos : le Théoreme 22.5 nous
ramene a montrer que deux sous—groupes de Borel B and B’ contiennent un
tore maximal. On a B’ = gBg~! pour un élément g € G(k). Soit T C B un
tore maximal de B. La décomposition de Bruhat (23.10) produit un élément
n € Ng(T)(k) tel que g € B(k)nB(k). On écrit alors g = bynby pour obtenir
hTb;' c BNDB.

(1) : k est de caractéristique nulle : posant? H := (P N Q)° Le groupe
H := H/R,(H) est réductif de rang rang(G). Il admet un k—tore maximal
T de rang rang(G), celui-ci se releve a (P N Q)° (suivant le th. 20.10 ou
20.11).

Nous renvoyons a [SGA3, XXVI.11] pour la démonstration du cas général.
(2) On peut supposer k algébriquement clos. Soit (B,7) un couple de
Killing. La premiere assertion permet de supposer que T' C P N Q et
que B C P. Alors P = P; est un sous—groupe parabolique standard.
On consideére le sous—systeme de racines ®(Q,T) C ®(G,T). Puisque Q
est un sous—groupe parabolique, on sait que ®(Q,T) est un sous-systéme
parabolique, c’est-a-dire ®(G,T) = ®(Q,T) U —P(Q,T). Alors tout sous—
groupe de Borel B’ de PN(Q contenant T contient au moins un des Uy, U_,
pour tout « € [I]. Par suite, le groupe k-résoluble B’.R,(P) contient T et
un des Uy, U_,, pour chaque o € (G, T). Sa dimension étant plus grande
ou égale a celle d’un sous—groupe de Borel, c’est un sous—groupe de Borel.
Le lemme 22.2 indique que alors que (P N Q).R,(P) est parabolique. La
seconde assertion est évidente. ([l

24.2. Groupes paraboliques opposés.

24.3. Définition. Deux k—sous—groupes paraboliques P et @) de G sont
opposés si PN @ est un sous—groupe de Levi commun a P et a Q.

Dans le cas d'un groupe de Chevalley, le groupe P, est I'unique sous—
groupe parabolique qui est opposé & Py et contient L; (ou méme 7' suivant
la remarque 23.11). On peut formaliser ceci avec le lemme suivant.

24.4. Lemme. Soit P un k-sous—groupe parabolique de G. Il y a une cor-
respondance entre les k-sous—groupes paraboliques opposés de P, les sous-
groupes de Levi de P et les tores marimaux de P.

En particulier, il existe toujours un sous—groupe parabolique opposé a P.

9 est connu que P N Q est connexe.
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24.5. Lemme. [BoT, 4.10] Soient P, P" deuz k-sous—groupes paraboliques.
Alors les conditions suivantes sont équualentes :
(1) P et P’ sont opposés;
(2) Les classes de conjugaison gémométriques de P and P’ sont op-
poséest® et P, P' contiennent des sous—groupes de Borel opposés;
(3) (PNP").R,(P)=P, (PNP).R,(P") =P, et P,P’ contiennent des
sous—groupes de Borel opposés.
(4) PN Ry(P')=1 and PN Ry(P) =1.

On utilise seulement dans la suite 'implication (1) = (4). Pour la
démontrer, on peut supposer que k = k et que P = Py, P/ = P, sont des
k—sous—groupes paraboliques standards d’un k—groupe de Chevalley. Alors
PinU ; =1L

25. LE THEOREME DE BOREL-TITS
On décompose ce résultat en deux parties.

25.1. Théoreme. Soit G un k—groupe réductif et soit P un k-sous—groupe
parabolique.

(1) La fibration G — G/P est localement triviale pour la topologie de
Zariski.

(2) La k—variété G/ P est k-rationnelle.

(3) L’application G(k) — (G/P)(k) est surjective et l’application H'(k, P) —
H'(k,G) est injective.

Démonstration (pour k infini). (1) Soit P’ un k—sous—groupe parabolique
opposé & P. Le lemme 24.5 montre que R, (P’)NP = 1. Ainsi le morphisme
R,(P") — G/P est un monomorphisme, il existe donc un ouvert dense sur
lequel c’est une immersion [DG, 1.3.4.7]. Pour des raisons de dimension,
c’est une immersion ouverte'!. Puisque G(k) est Zariski dense dans G, on
peut recouvrir G/P par les ouverts trivialisants gR,(P’) (g € G(k)). On
conclut que la fibration G — G/ P est triviale pour la topologie de Zariski.

(2) Nous venons de voir que R, (P’) est birationnellemnt isomorphe & G/P.
Comme k-variété, R, (P’) est k—isomorphe & un espace affine. La variété
G/P est donc une variété k-rationnelle.

(3) Par suite 'application G(k) — (G/P)(k) est surjective. La suite exacte
longue d’ensembles pointés

1 — P(k) — G(k) — (G/P)(k) — H'(k,P) — H'(k,G),

montre que la flocche H'(k, P) — H'(k,G) a un noyau trivial. Pour obtenir
I'injeectivité, on utilise la technique de “torsion” [S1, §1.5.3]. Celle-ci ramene
a voir que les fleches H'(k, ,P) — H'(k, .G) ont un noyau trivial pour tout

10¢7est-a-dire il existe g € G(k) tel que (P xy k) et P’ Xy k sont opposés.
UEn fait R,(P') — G/P est une immersion ouverte [SGA3, XXV1.4.3.2]. En effet,
c’est un monomorphisme étale.
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[2] € H'(k, P). Ceci est vrai puisque ,P est un k-sous-groupe parabolique
de .G. O

Ceci nous permet de raffiner le lemme 22.5.

25.2. Corollaire. Soit H C G un sous—groupe k—résoluble déployé. Soit P
un k—sous—groupe parabolique de G. Alors il existe g € G(k) tel que

H c gPg~ .

Démonstration. Le théoréme de point fixe 20.2 indique que (G/P)H (k) # (.
Soit z un tel point. Le théoreme 25.1 montre que = = [gP] avec g € G(k).
Par suite H C gPg~!. O

25.3. Théoreme. Soit G un k—groupe réductif et soient P,Q deux k-sous—
groupes paraboliques de G.
(1) Si P et Q sont des k—sous—groupes paraboliques minimauz, alors P
et Q sont conjugués sous G(k).
(2) Si P xpk et Q xy k sont conjugués sous G(k), alors P et Q sont
conjugués sous G(k).
Proof. (1) On suppose donc que P, @ sont des k—sous—groupes paraboliques
de G. D’apres le corollaire 25.2, quitte a remplacer P par un conjugué, on
peut supooser que R,(Q) C P, d’ou

(*) (PNQ).Ru(Q) C PNQ.

Maintenant, la proposition 24.2.2 énonce que le groupe de gauche est un
k-sous—groupe parabolique de @ et de G. La minimalité de P et ) permet
de conclure que (PN Q).R,(P) =P =Q.

(2) Quitte & conjuguer P par G(k), le méme argument nous permet de
supposer que R, (Q) C P et ainsi I'inclusion (x) ci-dessus vaut. Pour montrer
que P = Q, il est loisible d’étendre les scalaires & k. Puisque (PN Q).R,(Q)
est un k—sous—groupe parabolique, il contient un couple de Killing (B, T).
Ainsi P = Pr et @ = Pj sont des sous—groupes paraboliques standards G

qui sont conjugués sous G(k). On conclut que P = Q. O

25.4. Corollaire. Soit P un k-sous—groupe parabolique minimal de G. Alors
la classe de conjugaison géométrique de P est auto-opposée.

26. RETOUR AUX EXEMPLES

26.1. Unicité dans le théoréeme de Wedderburn. Soit A une k—algebre
simple centrale de degré d. Alors A @y ks = My(ks), i.e. A est une k—forme
de M;(k). Le k-groupe GL;(A) est donc une k-forme de GL4. Si A = M, (D)
ou D est une k—algebre centrale a divisions, le k-sous—groupe

D x . *
0 D % . %
P = L. C GL,(D) = GL1(A)
0 0 D =«
0 0 0 D
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est un k-sous—groupe parabolique minimal de GL; (A) et P/ R, (P) = GL1(D)".
L’algebre D est donc “codée” par P. Le théoreme de Borel-Tits permet donc
de comprendre 'unicité dans le théoreme de Wedderburn.

26.2. Groupes spéciaux orthogonaux. Soit ¢ = gg L vH ol ¢ est une
forme quadratique aniostrope. Soit P C SO(q) le sous-groupe de SO(q)
qui stabilise V{, I’espace vectoriel sous—jacent a gy. Alors P est un k-sous—
groupe parabolique minimal de SO(q) et P/R(P) = SO(qo). Le théoréme de
Borel-Tits montre que la classe de similitude de gg est “codée” dans SO(qp),
obtenant ainsi une version faible du théoreme de Witt.
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Tores déployés maximaux, k—groupes irréducibles et anisotropes

27. RESTRICTION DES SCALAIRES A LA WEIL II

27.1. Théoreme. (voir [V, §3.12]) Soit L/k une extension finie séparable
de corps. Soit Y une L-variété affine (resp. quasi—projective). Alors le
foncteur

{kfalgébres }—> Ens

R — Y(R® L)
est représentable par une k—variété affine (resp. quasi—projective) notée
Rpp(Y).
La variété Ry, (Y) est la restriction & la Weil de L a k de Y/L. On a
donc une bijection
Homy,(X, Ry /x(Y)) — Homp(Xz,Y)

pour toute k-variété X. On a donc Ry, (Y)(k) = X(L). En particulier, en
prenant X = R, /k(Y) et I'identité, on obtient un L—morphisme canonique
p: Rpp(Y) xp L — Y. Ceci généralise le §3.4 ot nous avions considéré
uniquement le cas ou Y = Yy X L est défini sur k.

Si G/L est un L-groupe algébrique, Rp,/;(G) est un k-groupe algébrique.
Sik C L C kg, on s’intéresse au composé

H' (k, Ry ji(G)) ™5 HY(L, Ry jp(G) x4 L) 5 HY(L, G).

27.2. Lemme. (lemme de Shapiro) L application H'(k, Ry, ;(G)) — H'(L,G)
est une bijection.

Ceci peut se faire avec des cocycles [KMRT, 29.6] mais il est plus éclairant
d’établir une correspondance entre Ry, /k(G)fespaces principaux homogenes
et G—espaces principaux homogenes.

Pour la restriction des scalaires de Weil dans le langage des schémas, voir
[BLR, §7.6].

28. GROUPES PARABOLIQUES ET TORES
Soit G /k un groupe réductif.
28.1. Des tores vers les sous—groupes paraboliques.

28.1. Proposition. [Bo, §20.4] Soit S C G un k-tore déployé. Alors Zg(S)
est le sous—groupe de Levi d’un k—sous—groupe parabolique de G.

Esquisse de Démonstration. Soit T un k—tore maximal de G contenant S.
Soit A : G,, — S tel que pour tout a € ®(G,S), a o X # 0. On note
O = O(G Xy ks, T Xy ks) le systeme de racines absolu de G et on pose

- {a € B(G xp ks, T xp ks) | (N, 0) > 0}.
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Vu que ®(Z6(S) g ke, T X ks) = {a € B(G xp ke, T x4 ks) | (N, @) = o},
on a

O =P(Zg(S) X ks, T Xp ks) LT L .
On montre alors que le sous—groupe de G Xy, ks engendré par Zg(S) et les
sous—groupes radiciels Ug pour 8 € ¥ est un ks—sous-groupe parabolique qui
se descend en un k-sous—groupe parabolique @ de G. Le k—groupe Zg(S)
est alors un k—sous—groupe de Levi de Q. O

28.2. Remarque. Le k—sous—groupe parabolique () construit dans la démonstration
peut-étre défini intrinsequement en fonction du coractere A : G,,, — G, il
s’agit du k—groupe parabolique P(\), voir [Sp, §13.4].

28.3. Corollaire. Si G admet un k-tore déployé non central, alors G admet
un k—sous—groupe parabolique propre.

Le résultat suivant généralise le cas géométrique.

28.4. Théoreme. Les k-tores déployés maximauz de G sont conjugués sous

G (k).

Etant donné un k-tore 7', on note T} le plugs grand k-tore déployé de T,
son groupe des cocaracteres est (T0)1%.

Démonstration. Soient S, S’ deux k-tores déployés maximaux. Soit P un
k—sous—groupe parabolique minimal de G. Le corollaire 25.2 permet de
supposer que S and S’ sont des k-tores déployés maximaux de P. On note
7w : P — P/R(P). Les images 7(S) et 7(S’) dans P/R(P) sont des k—
tores déployés maximaux du groupe semi-simple P/R(P) qui ne possede
aucun k-sous—groupe parabolique propre. Le corollaire 28.3 indique que
7w(S) = w(S") = 1. Ainsi S et S’ sont des k—tores déployés maximaux de
R(P). On a une suite exacte
1 — R,(P)— PLT -1,

ou T est un k-tore algébrique et qui est scindée (20.10). Ainsi p(S) et p(S’)
sont des k-tores déployés maximaux de T, i.e. p(S) = p(S’) = Ty. En

considérant I'image inverse par T; — T de l’extension ci-dessus, on conclut
que S et S’ sont conjugués par un élément de R, (P)(k). O

28.2. Des k—sous—groupes paraboliques vers les tores.
28.5. Proposition. [Bo, 20.6] Soient P un k—sous—groupe parabolique propre
de G, L un sous—groupe de Levi et S le centre connexe de L. Alors

(1) L = Zg(S) = Za(5q);

(2) P est minimal si et seulement si Sq est un k-tore déployé mazimal de

G.

28.6. Lemme. Soit L C L' ot L et L' sont des sous—groupes de Levi de
k—sous—groupes paraboliques de G. Alors L est un sous—groupe de Levi d’un
k—sous—groupe parabolique de L'.
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Démonstration. Soit P (resp. P’) un k—sous—groupe parabolique de G dont
L (resp. L) est un sous—groupe de Levi. On note 7 : P — P/R,(P). On a
I'inclusion

Lc(PnP).R,(P)CP
donc (PN P').R,(P) = P. Ainsi L est un k-groupe de Levi du k-sous—
groupe parabolique (PN P .R,(P"))/Ry(P') de P'/R,(P") = L' O

Démonstration. On note 7 : P — P/R,(P).

(1) L’égalité L = Zg(S) se vérifie apres extension des scalaires sur le cas des
groupes de Levi standards.

Ona L =Zg(S) C Zg(Sq) = L' ou L' est un k—sous—groupe de Levi d’un
k-sous—groupe parabolique P’ de G (proposition 28.1). D’apreés le lemme
28.6, L est le sous—groupe de Levi d’'un k—sous—groupe parabolique propre
Q' de L'. En quotientant par Sy, Z(S)/Sq est un k—sous—groupe de Levi du
k-sous-groupe parabolique propre Q'/Sy. de L'/Sy. Mais Z(L/S4)? = S/S4
est un k—tore anisotrope, i.e. tel que (S/Sg)q = 1. On s’est donc ramené au
cas Sy = 1, c’est-a-dire L' = G. Sans perte de généralité, on peut supposer
aussi que G est adjoint.

On raisonne par I’absurde en supposant que P est un k—sous—groupe
parabolique propre de G. Soit T un k—tore maximal de G contenant S.
On note K /k une sous—extension galoisienne finie de kg déployant T'. Alors
on a une décomposition I'y—équivariante

P = (I)(G X K, T XkK) :(I)(Zg(S) X K, T XkK)I_l\I’I_l—\I/

ol R, (P)x K est le sous-groupe de G engendré par les U pour 3 parcourant
U. 1l existe un ordre sur ® tel que ¥ C ®*. L’ensemble ¥ est non vide et
est permuté par I'r,. On note A une base de ® pour cet ordre et 1 C A le
sous—ensemble de racines tel que P x; K = P;. On a

T(K) = ®aen Z.a

et

(TIS)(K) = Gac1 Zoa C (F)(K).
Soit B € W. Alors 3 = Y ca Mat avec my > 0 et il existe une racine
a € A\ I telle que m, > 0. Nous prétendons que la restriction & S du

k—caractere R
yi= Y, a(B) € T(k)
oeGal(K/k)
est non nulle. En effet, les o(3) appartiennent a ® et le coefficient de «y en
o est > 0. Ainsi le tore S admet un caractére non trivial et satisfait donc
Sq # 1. Contradiction.

(2) Soit S} un k-tore déployé contenant S;. Alors on a une inclusion
Zq(S)) C Zg(Sa) et le lemme 28.3 indique que Zg(.S)) est un k-sous-groupe
de Levi d’un k—sous—groupe parabolique de Zg(Sy).

Si P est minimal, alors Zg(S)) = Za(Sq), d’ot Sq = S/, en prenant le
centre connexe.
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Si P n’est pas minimal, alors Zg(S4) admet un k—sous—parabolique propre
dont un sous-groupe de Levi s’écrit Zz,5,)(Sy) avec Sg € S} O

Dans la démonstration des propositions 28.1 et 28.5, nous avons utilisé le
systeme de racines relatif ®(G,S) a partir d’'un k—tore déployé maximal S
de G. On peut définir aussi une donnée radicielle relative (S, R, (5)°, RY).
Avec quelques modifications mineures, la théorie absolue se généralise. En
particulier, on dispose alors de k—sous—groupes paraboliques standards et
de la décomposition de Bruhat généralisée par rapport & un k—sous—groupe
parabolique minimal P.

28.3. Réductibilité et isotropie.

28.7. Définition. 2 Soit H un k-groupe algébrique linéaire connexe. On
dit que H est réductible si H admet un k-sous—groupe parabolique propre.

On dit que H est isotrope si H admet un k-tore déployé non trivial.

Les notions opposées sont respectivement “irréductible” et “anisotrope”.
Le k—tore G, est isotrope mais irréductible. Les deux notions sont stables
sous des isogénies et aussi par extension par un k—groupe unipotent déployé.
Les propositions 28.1 et 28.5 donnent lieu aux caractérisations suivantes.

28.8. Corollaire. Soit G un k—groupe réductif.

(1) Si G est réductible, alors il est isotrope.

(2) Si G est semi-simple, alors réductible <= isotrope.

(3) G est anisotrope si et seulement si son groupe adjoint Goq est anisotrope
et son centre connexe Z(G)° est anisotrope.

29. DEBUT DE LA CLASSIFICATION

29.1. Groupe d’automorphismes des groupes semi-simples. On fixe
un k—groupe de Chevalley G/k muni d’un k—tore déployé T'. On note G4 le
groupe adjoint de G et T,4 son image de T" dans G,q. On note A une base
du systéme de racines ®(G,T') et B le sous—groupe de Borel associé.

29.1. Proposition. [Sp, 2.12] Le foncteur R — Autg_g,(GXxR) est représentable
par un k—groupe algébrique Aut(QG). Il a les propriétés suivantes :

(1) Le quotient Out(G) := Aut(G)/Gaq est un k-groupe constant fini.

(2) On a une suite exacte de k—groupes algébriques

1 — Tha — Aut(G, B, T) — Out(G) — 1.

(3) On a un isomorphisme Aut (G, B,T, (ua)aeA> — Out(G), la suite

exacte ci-dessus est donc scindée.

121] existe une définition relative. Si H agit sur un k—groupe algébrique linéaire connexe
G, on dit que cette action est réductible, si H normalise un k—sous—groupe parabolique
propre Q de G. Ainsi H est réductible si H agit sur lui-méme par automorphismes
intérieurs de fagon réductible.
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(4) Il y a un morphisme naturel Out(Go) — Aut(A), ot A est le di-
agramme de Dynkin. C’est un isomorphisme si G est simplement
connexe ou adjoint.

29.2. Exemple. Le groupe SL, (n > 3). Il y a alors une suite exacte

1 — PGL,, — Aut(SL,) — Z/2Z — 1. La théorie des groupes de Lie com-
pacts nous dit que I'involution de Cartan X — X ~! définit un scindage de
cette suite exacte. Mais celui-ci ne normalise pas le sous—groupe de Borel des
matrices triangulaires supérieures. Le scindage donné par la propositon est
le conjugué de l'involution de Cartan par la matrice antidiagonale standard.

Par descente galoisienne, les k-formes de G (& isomorphisme pres) corre-
spondent & I’ensemble H'(k, Aut(G)). Pour cette raison, on ne peut éviter
les groupes non connexes.

29.2. Groupes quasi-déployés. On rappelle la

29.3. Définition. Un k-groupe réductif H est quasi-déployé s’il admet un
sous—groupe de Borel @, c’est-a-dire tel que Q) X k est un sous-groupe de
Borel de H x, k.

29.4. Proposition. (1) Les k—formes quasi-déployée de G sont classifiées
par H'(k, Aut(G, B,T)) — H'(k,Out(Q)).
(2) Une k-forme de G est une k—forme intérieure d’une unique k—forme
quasi-déployée de G.

Démonstration. (1) Notons qud(k:, Aut(G)) € H(k, Aut(G)) le sous—ensemble
des k-formes quasi-déployées de GG. La premiere étape est de voir que

Im(Hl(k:,Aut(G, B,T)) — H(k, Aut(G))) — H.y(k, Aut(@)).

En effet, si z € Z'(k,Aut(G, B,T)), alors le k-groupe tordu .B est un
sous—groupe de Borel de ,G; le groupe ,G est donc quasi-déployé. Dans
I'autre sens, on se donne un cocycle z € Z(k, Aut(G)) tel que G := .G
est quasi-déployé. Il admet un k-sous—groupe de Borel B’. Soit T/ C B’ un
k—tore maximal de B’. Alors (B’ xj, ks, T" X ks) est un couple de Killing
@

de G x}, ks——G" x} ks. Par suite, il existe g € G(ks) tel que ¢~ (T, B') =
g(B,T)g~!. Puisque z, = ¢~ o(e), on vérifie que 2’ = ¢!z, o(g) nor-
malise (B, T). En d’autres mots, [z] provient de H'(k, Aut(G, B, T)).

La seconde étape est de montrer que H' (k, Aut(G, B, T)) = H'(k, Out(Q)).
On note p le scindage de Out(G) — Aut(G, B,T) donné dans la proposition
29.1.(3). L’application associée p, : H'(k,Out(G)) — H'(k,Aut(G, B, T))
fournit un scindage de p. : H'(k, Aut(G, B,T)) = H'(k,Out(GQ)) qui est
donc scindé surjectif. Pour D'injectivité, il suffit de démontrer que p;* ([p(a)]) =
[a] pour tout [a] € H!(k,Out(G)). Cela passe par la suite exacte

1 —T/C(G) — Aut(G, B,T) & Out(G) — 1.
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Etant donné [a] € H'(k, Out(G)), on tord cette suite exacte par p(a)
1— p(a)(T/C(G>) — o(a) Allt(G, B,T) — a Out(G) — 1.
Par “torsion”, il y a une bijection entre p;*([a]) et
m (H (k, o) (T/C(G)) = H'(k, ) Aut(G, B, T))).

Le point est que le groupe des caractéeres de T/C(G) est le réseau des

o —

racines, i.e. (T/C(G)) = @aecaZa. L’action de p(a) sur ce réseau est
une action de “permutation” sur les racines (29.1.(4)). Par suite le module
galoisien des caracteres de ,,)(7//C(G)) est un I'y-module de permutation,
d’ott ,(a)(T/C(G)) est un k-tore induit. Selon le lemme de Shapiro et le
théoreme 90 de Hilbert, la cohomologie galoisienne des k—tores induits est
triviale, d’ott H'(k, y() (T/C(G))) = 0 et p7*([a]) = {[p(a)]}.

Enfin, puisque I'application H!(k, Aut(G, B,T)) = H'(k,Out(G)) fac-
torise par H'(k, Aut(G)) = H'(k, Out(@)), il suit que H'(k, Aut(G, B, T))
s'injecte dans H'(k, Aut(G)). On conclut que

H'(k, Aut(G, B,T)) = H_y(k, Aut(G)) = Hyy(k, Aut(G)).
(2) Soit [2] € H(k,Aut(G)) et posons a = p.(z) € Z'(k,Out(GQ)). La

méme technique de torsion montre qu’il existe 2/ € Z!(k G) tel que ,G
G est une

» pla)
est isomorphe a (p(a)G). L’unicité du groupe quasi-déployé )

conséquence de (1). O

Si la forme quasi-déployée sous—jacente a une k—forme M de G est déployée,
on dit que M est une forme interiéure. Le morphisme Out(G) — Aut(A)
donne lieu a une application

H'(E,0ut(G)) — H'(k, Aut(A)) = Hom (T, Aut(A))/conjugaison .

En d’autres mots, on attache a une k-forme de G une action du groupe de
Galois I'y, sur A a conjugaison pres par Aut(A). C’est Paction étoile (star
action) de I'y, sur A.

30. COHOMOLOGIE GALOISIENNE, SUITE

30.1. La décomposition de Witt-Tits.

30.1. Théoréme. Soit H un k—groupe algébrique linéaire dont la composante
neutre H® est un k-groupe de Chevalley. On note Ay le diagramme de
Dynkin de H et Py les sous—groupes paraboliques standards de H.

(1) Soit I € Apg. On note H'(k, Ng(Pr))irr Uensemble des classes
[z] telles que le k—groupe P est irréductible. Alors l'application
H'(k,Nu(Pr)),  — H'(k,H) est injective.

irr
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(2) Soient Pr,, ... , Pr, des représentants des H(ks)-classes de conju-
gaisons de k—sous—groupes paraboliques de H. Alors nous avons la
décomposition

| | H'(k,Nu(Py)),, = H'(k H).
G=1,.,0

La démonstration est fondée sur I’article de Bruhat-Tits [BT3, section 3].

Démonstration. (1) On se donne deux cocycles z,2 € Z'(k,Ng(Pr))irr
ayant méme image dans H'(k,H). 1l existe h € H(ks) tel que z.
h~' zy o(h) pour tout o € I'y. On considere une trivialisation ¢ : H x}, ks
H xp ks (resp. ¢') satisfaisant ¢~ 'o(¢) = 2z, pour tout o € I'y; on a
(¢')"to¢ = Int(h). Alors ¢(P;) (resp. ¢'(P;)) definit un k-sous-groupe
parabolique minimal de ,H® (resp. . H"). Puisque Int(h) produit un k-
isomorphisme ,H? = _ H° on voit que ¢(P;) et ¢(hPrh™!) sont deux
k-sous—groupes paraboliques minimaux de ,H°. Le théoréeme de Borel-
Tits énonce que ¢(Py) et ¢p(hPrh~!) sont conjugués sous ,HO (k). I existe
g € HO(k;) tel que

(f)(thhfl) = gi)(gP[gfl) et Zga(g)z;1 =g Vo € Gal(ks/k).

e 1l

Par suite n := g~ 'h € Ny (Pr)(ks) et la relation z, 0(g) z, ! entraine que
2 =h"l2,0(h) =n"12,0(n)

pour tout o € T'y. On conclut que [2] = [2'] € H'(k, Ng(Py)).
(2) Deuziéme étape : injectivité: Soient I,I' C A figurant dans la liste des
I; et des cocycles z € ZYk, Ny (P1))irr, 2" € Z*(k, Ng(Pyr))rr ayant méme
image dans H'(F, H). Alors il existe h € H(ks) tel que 2, = h™! 2, o(h)
pour tout o € T'y. Alors ¢(Pr) (resp. ¢'(Pyr)) definit un k-sous—groupe
parabolique minimal de ,H° (resp. Z/HO). L’argument ci-dessus indique
que ¢(Pr) and ¢(hPph~!) sont conjugués sous ,H(k). Ainsi P et Pp
sont conjugués sous H(ks) et I = I'. L’assertion (1) montre alors que
[2] = [¢] € H'(k, Nu(Pr)).
Troisiéme étape : surjectivité: Soit z € Z'(k, H). On note ¢ : H xy, kg =
~H X ks une trivialisation. Soit P un k—sous—groupe parabolique minimal
de ,H°. Alors il existe I figurant dans la liste des I ; tel que P = hPrh~1
avec h € H (k). Ceci signifie que z, o(h) Pro(h)~! 2,1 = hPyh~! pour tout
o €Ty, dou

hlzso(h)Pro(h) ™ 2, h = P
Par suite, h=! z, o(h) € Ny (Pr)(ks). On conclut que

2] € Im (Hl(k, Nu(PD))ire — HY(E, H)).

On peut étre plus précis avec le lemme suivant.
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30.2. Lemme. Soit M = R, (M) x L un k—groupe algébrique linéaire équipé
d’une décomposition de Levi ot R, (M) est un k—groupe unipotent déployé.
On a alors des bijections naturelles

HY(k,L) = HY(k, M) = H*(k, M/R,(M)).

30.3. Lemme. Soit U un k—groupe unipotent déployé. Alors toute k—forme
de U est unipotent k—déployé.

En caractéristique nulle (resp. caractéristique libre), cela résulte du lemme
20.7 (resp. la combinaison de [SGA3, XVII.4.1.1 et 4.1.3]).

Démonstration. 1l suffit détablir la seconde bijection. La flecche H'(k, M) =
H(k, M/R,(M)) est scindée, donc surjective. Pour linjectivité, il faut
montrer que p~'(p([z])) = {[2]} pour tout [z] € H'(k, M). Suivant la tech-
nique éprouvée de torsion, on a une suite exacte

et il revient au méme de montrer que .p, : H'(k, . M) — H*(k, .(M/R,(M)))
a un noyau trivial. Le lemme 30.3 montre que ,R, (M) est unipotent k—
déployé. Vu que H'(k,G,) =0, on a H'(k, .R,(M)) = 1 par dévissage. on
conclut que ker(,p,) = 1. O

30.2. Classification. On considere le cas H = Aut(G) ou G désigne tou-
jours un groupe semi-simple de Chevelley. Pour I C A, on a besoin de
décrire le normalisateur Ng(Pr) et ses sous—groupes de Levi. Selon [Sp,
16.3.9.(4)], on définit le k—groupe des I-automorphismes de G par

Aut;(G) = Aut(G, Pr, Ly).
On a alors une suite exacte
1— L;/Z(G) — Aut;(G) — Out;(G) — 1,
ou Out;(G) = Out(G) N Aut(A, I). On a aussi
Aut(G, Pr) = Ur x Aut;(G).
La décomposition de Witt-Tits prend alors la forme suivante
| ] HY(k, Aut;(G))irr = H'(k, Aut(G)).
[IlcA/ Out(G@)

On note que l'orbite Out(G).I C A est “codée” dans la décomposition de
Witt-Tits, ce qui est un peu moins précis que l'indice de Tits défini ci-
dessous. Revenons sur nos exemples favoris.

30.4. Exemple. Le théoréeme de Wedderburn. Soit A une k—algebre
simple centrale de degré d de classe [A] € H'(k,PGLy). Alors il existe
un unique indice I C {1,...,d — 1} tel que [A] provienne d’un (unique)
[2] € H'(k, L1)irr. Un tel Lj est de la forme (G}Lm1 X ---GLmr>/Gm avec

mi+..4+m, = d. On peut voir & la main (ou ci-dessus avec la notion d’indices
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éligibles) que les m; sont égaux. Ainsi Lj est le quotient de (GL,,)" par le
sous—groupe diagonal G,,. Par torsion galoisienne, il vient

ZLI = GLl (D)T/Gm

pour une unique k—algebre simple centrale D. Puisque ,L; est irréductible,
on conclut que D est une algebre a divisions.

30.5. Exemple. Le théoréme de Witt. En rang pair, il s’agit du cas du
groupe orthogonal O(2n) de la forme quadratique hyperbolique Zi:l,...,n X;Y;.
L’ensemble H!(k, O(2n)) classifie les formes quadratiques non dégénérées de
rang 2n. Dans la décomposition, on garde uniquement les sous—groupes
paraboliques standards dont un supplément de Levi est O(2) x G 1,
O4) x G2, .. O(2n — 2) X Gy, O(2n) (les autres ont des contributions
nulles). Alors la décomposition s’écrit

|| H'(k,0@2i)im = H'(kO(n)).
1=1,....n

ce qui est exactement le théoreme de Witt.

La décomposition de Witt-Tits ramene la classification des groupes semi-
simples a celle d’objets irréductibles. Dans une certaine mesure, pour [z] €
H'(k,Aut;(H))ir, le k-groupe .G peut étre recomposé par son noyau
anisotrope ,D(Ly) qui est un k—groupe semi-simple anisotrope [T1].

30.3. Indices de Tits. Si z € Z!(k,G), le premier invariant de la k-forme
.G de G est sa forme quasi—déployée. La classe de conjugaison géométrique
d’un k—sous—groupe parabolique minimal de ,G définit un sous—ensemble
I C A. C’est l'indice de Tits de ,G.

Donnons un exemple de telle donnée. Le diagramme

a2

a1 a3 4 Q5 Qg

signifie que 'on a affaire a une k-forme intérieure d’un groupe de type Fg
dont la classe de conjugaison géométrique des k—sous—groupes paraboliques
minimaux est I = {aq, ag}. Le diagramme

a9 a4 Q3 O

a5 Qg
correspond a une forme extérieure de type Eg tel que la classe de conjugaison
géométrique d’'un k—sous—groupe parabolique minimal est {awg, ay}.

Il y a une condition supplémentaire liée a ’action du groupe de Weil sur
le systeme de racines ® = ®(G,T).
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30.6. Définition. On dit qu'un sous—ensemble I C A est éligible si il est
auto—opposé et si pour tout J C A la propriété suivante vaut:

(%) J=wl pour w € W si et seulement si I = J.
Enoncons maintenant notre observation.

30.7. Proposition. Soit I C A lindice de Witt-Tits de la k-forme ,G de
G. Alors I est éligible.

Démonstration. 11 est commode de supposer G adjoint. La décomposition de
Witt-Tits permet de supposer que le cocycle z est a valeurs dans Aut;(G).
On considere une trivialisation ¢ : G'xp ks = ,G X ks satisfaisant ¢ 1o (¢) =
zo pour tout o € I'y,. Le k-groupe tordu , Py est un k—sous—groupe parabolique
minimal de .G, il est donc de type I.

On a déja vu que I est auto-opposé. Soit J C A tel que J = w I pour un
certain w € W. Soit n,, € Ng(T)(k) un relevement de w. Alors ny,.Lj = L.
En d’autres mots, L est un sous-groupe de Levi de Pj et de Q := n,, Pyn'.
Alors ¢(Q) définit un k—sous—groupe parabolique de .G, qui a la méme
dimension que P;. Le théoréme de Borel-Tits permet d’affirmer que ¢(FPr)
et ¢(Q) sont conjugués sous ,G(k). Il existe g € G(ks) tel que ¢(Q) =
#(gPrg™1). Tl résulte que Py x; ks et Q xp ks sont G(ks)-conjugués, d’ott
I1=J. O

30.8. Remarque. En termes géométriques, les indices W-éligibles sont ceux
des groupes paraboliques dont la classe de conjugaison géométrique est
déterminée par celle de leur groupe de Levi.

La liste de tous les indices de Tits possibles (pour toutes les formes, pour
tous les corps) a été déterminée par Tits [T1]; ces tables figurent aussi a la
fin du livre de Springer [Sp].

Nous n’avons pas de tables pour les indices éligibles, on ne peut donc
pas comparer ces deux notions. Dans le cas de A,, les indices éligibles sont
précisement les indices symétriques, c’est-a-dire de la forme

] Qp,

aq Qg
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