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1 Introduction

Etant donné un groupe algébrique linéaire (connexe) G/k défini sur un
corps k a priori non algébriquement clos, nous nous intéressons a la question
suivante :

La variété de groupe G/k est-elle k-rationnelle, i.e. le corps de fonctions
k(G) est-il transcendant pur sur k ?

Un objectif tres ambitieux demeure la classification k—birationnelle des
groupes algébriques linéaires sur un corps k : celle-ci a été faite pour les
groupes semi-simples adjoints de rang < 3, lire I'article de synthese de Mer-
kurjev [39]. Pour les tores algébriques, on dispose d’un critére simple de
k-rationalité stable mais on ignore si la k-rationalité stable entraine la k—
rationalité (conjecture de Voskresenskii [57, §4.7]). Par ailleurs, I’étude k—
birationnelle des groupes semi-simples pour les corps globaux a été faite par
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Chernousov-Platonov [9], voir aussi [15] pour les corps géométriques de di-
mension 2.

Nous rappelons ici la définition de la k-rationalité ainsi que des va-
riantes pour une k—variété X (i.e. k-schéma séparé de type fini, réduit et
irréductible).

(a) X est k-rationnelle si X est k—birationnelle & un espace affine.

(b) X est stablement k-rationnelle s’il existe un entier n > 0 tel que
X X A} est k-birationnelle a un espace affine.

(¢) X est k-birationnellement facteur direct d’une variété k-rationnelle
s’il existe une variété Y/k telle que X 2< Y est k—birationnelle & un espace

affine.

(d) X est rétracte k-rationnelle s’il existe un ouvert non vide U de X tel
que identité de U factorise a travers un ouvert V' d'un espace affine A}, i.e.
il existe des morphismes f:U — Vet r:V — U tels que ro f = idy.

On a les implications (a) = (b) = (¢) = (d). La rétracte k-rationalité
est donc une propriété plus faible que la k—rationalité ; elle est due a Saltman
[48] (voir aussi [14], [24]) et est souvent la plus maniable, voir par exemple la
remarque 6.2.3. Dans cet article, nous étudions certains groupes exception-
nels.

1.1 Théoreme. — Pour chacune des classes suivantes de groupes semi-
simples simplement connexe

(i) de type quasi-déployé 3D,, avec algébre d’Allen d’indice 2,

(17) de type quasi-déployé Eg, forme interne avec algébre de Tits d’indice
9,

(1ii) de type quasi-déployé E; avec algébre de Tits triviale (i.e. forme
fortement interne),

(iv) de type quasi-déployé E,
il existe un corps E et un E-groupe G appartenant a cette classe tel que la
variété de groupe G /E n’est pas rétracte F-rationnelle.

Les corps F' construits sont des corps transcendants purs sur C. Les
groupes construits sont anisotropes, ceci est nécessaire en type *D, (resp.
FEg) puisque un groupe isotrope de type *Dy, (resp. ! Fg) est k-rationnel ([9],
proposition 13, resp. 14). Nos exemples sont fondés sur une technique de



spécialisation de I’approximation faible (prop. 3.1.1) appliquée a des corps
transcendants purs k(ti,..,t,). De fagon plus précise, k est muni d'une va-
luation vy (en pratique discrete de rang 1) et le corps k(t1, .., t,) est muni de
I'unique valuation (discrete) v, qui prolonge vy et qui soit triviale sur les ¢;.

Une difficulté technique est de travailler avec ’approximation faible pour
des corps valués (en pratique de valuation discrete de rang 1) non com-
plets, cela impose quelques sorites pour montrer notamment qu’une variété de
groupes rétracte k-rationnelle satisfait ’approximation faible (lemme 2.1.5).

Cela fait aussi une différence avec les exemples antérieurs, notamment
la construction par Platonov d’une algebre simple centrale D/F telle que
SKi(D) = SLy(D)/[D*, D*] est non trivial [44] (voir aussi [54]) qui était
sur des corps de séries formelles itérées. Un résultat de Voskresenskil montre
alors que la variété de groupes SL;(D) n’est pas rétracte F-rationnelle [56]
(voir aussi [57, §18.2] et [58, §6]).

Des exemples de groupes de spineurs ont été construits sur des corps
similaires par Monastyrnyi-Yanchevskii [40]; pour les groupes adjoints, le
cas des groupes projectifs orthogonaux est discuté dans 'article [22].

Notre propos consiste donc a aborder le cas des groupes exceptionnels, et
de tels groupes décrits par la théorie de Bruhat-Tits. De facon plus précise,
les groupes du théoreme 1.1 sont essentiellement issus de l'article de Tits
[55], c’est exactement le cas en type E7 et Es. Le cas trialitaire est celui ou
I’on donne le plus de détails sur les constructions (§6).

Cette technique donne lieu par la méme occasion a des groupes adjoints
non rétractes k-rationnels de type E7 (exemple 5.2.3) et il n’est pas exclu
qu’elle permette de traiter le cas adjoint de type Eg. (voir remarque 5.1.3).
En revanche, nous avons vérifié a la fin qu’elle est inefficace pour les groupes
de type F} (les groupes de type Go sont des variétés k-rationnelles). Ceci est
une évidence en faveur de la k-rationalité stable des variétés de groupes de
type Fjy, question toujours ouverte a notre connaissance.

Par ailleurs, pour certains groupes trialitaires, une méthode “générique”
permet de construire a peu de frais (& partir des groupes classiques) des
groupes simplement connexes/adjoints qui ne sont pas des variétés rétractes
k-rationnelles (cf. proposition 9.0.2).

A la fin de I'article, nous discutons cependant de facon conjecturale com-
ment la R-équivalence, que nous voyons pour les groupes algébriques comme
un avatar de l'approximation faible (§8.1), pourrait donner une meilleure
compréhension des contre-exemples du théoreme principal.
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Notations

SiT est un groupe et d > 1 un entier, on note I'? le sous-groupe (distingué)
de I' engendré par les 0% pour o € I'.

On note k, une cloture séparable de k. Soit S un k—groupe de type multi-
plicatif (cf. [52], exp. X). On note G,,, = Spec(k|t, §]) le tore standard déploy¢.
On dit que S est un k—tore (resp. est fini) si S est un Z-module libre (resp.
fini). On note S = Homy, 4 (Sk,s G g,) (resp S0 — Homyg, g (Gok,, Sk,)) le
module galoisien des caracteres (resp. cocarateres) de S. Si x € S (ks), on note
k,/k l'extension galoisienne finie minimale telle que x € S (ky). On définit
ensuite l'extension galoisienne finie kg/k comme le composé des extensions
k, pour x parcourant S(ks) et on note T'(S) = Gal(ky/k). SiT(S) =1 (ie. 5
est un module galoisien avec action triviale), on dit que S est déployé. Ainsi
ks/k est I'extension minimale déployant S. Pour toute extension séparable
finie L/k, le k—groupe Ry (S) est de type multiplicatif et on note R}J/k(S) le
noyau de la norme Nz, : Ry (S) — S. On dit qu'un tore T" est quasi-trivial
si T' est un produit direct de facteurs Ry ,(Gy,). On dit qu'un tore 7" est
inversible 8’1l est facteur direct d’un tore quasi—trivial. R

On dit qu'un k-tore S est flasque si son module des cocaracteres SO est
coflasque, c’est-a-dire H (I”, (5)°) = 0 pour tout sous—groupe I de I'(S).

On entend par k-groupe algébrique linéaire un k—groupe algébrique affine
et lisse [1, §1.1]. Si G est un k—groupe algébrique, on note GV /k sa composante
neutre [17, I1.5.1]. On dit qu’un k-groupe algébrique linéaire est réductif
(resp. semi-simple) s'il est lisse et connexe et si le radical unipotent (resp. le
radical) de H x; k est trivial (loc. cit., §11.21). Le rang relatif d’un k-groupe
réductif G est la dimension maximale de ses sous k-tores déployés; le rang
absolu est le rang relatif de G x; k. On dit que G est anisotrope si son rang
relatif est nul.

De plus, si I' est un groupe fini et A un I'-module, on rappelle la notation

I (T, A) = ker(Hi(r, A) — [[H (o), A)).

el



On note O anneau local de A}. On note F,, = k(ty,- - ,t,) pour tout n > 1.
en 0; pour chaque n >1, on note O,, I'anneau local de A}c(tl ) €D = 0.
Avec cette convention, on a O = O;.

2 Préliminaires

2.1 Sorites sur 'approximation faible

Pour I'approximation faible, on travaille avec une tour! k C K C K’ ot
K' = K x --- x Kj est un produit fini de corps topologiques séparés et non
discrets (mais non nécessairement complets) et K un sous-corps dense de K.
On note que K est alors nécessairement un corps infini.

2.1.1 Remarque. — Examinons le cas particulier qui est utilisé dans les
applications aux groupes algébriques. On suppose que K est muni de valeurs
absolues non triviales | |;; K — R (i = 1,..,n) et qui sont deux a deux
indépendantes, i.e. | |; et | |; définissent des topologies distinctes pour ¢ # j.
Pour chaque i, soit K; un K—sous—corps du corps complété [A(Z relativement a
la valeur absolue | |;. Alors le théoreme d’Artin-Whaples [34, XI1.1.2] entraine
que K est dense dans le produit K XX K » et donc a fortiori dans le produit
Ky x --- x K, muni de la topologie induite.

Chaque X (K;) est muni de la topologie “forte” induite par K; [42, §2.1].
Si X est affine, c’est la topologie la moins fine telle que les applications
fx, : X(K;) — K; soient continues pour tout f € H°(Xg,, Ox).

On dit que 'approximation faible vaut pour (X, K, K') si X (K) est dense
dans X(K')op ot X(K ' )top = X (K1 )top X -+ X X(K))top est muni de la
topologie produit.

Si H/k est un groupe algébrique, I'adhérence H(K) de H(K) dans le
groupe topologique H(K')iop est un sous-groupe. On note alors

AH,K,K') = H(K)\H(K")top

le quotient (a gauche) du groupe topologique H(K'):,, par H(K). Clest le
défaut d’approximation faible de H pour le couple (K, K’).

'En pratique, on a souvent k = K mais cette généralité est commode.



2.1.2 Remarque. — Dans le cas d'un corps de nombres K et lorsque K’
est un produit de corps locaux complétés de K, Sansuc a démontré pour
H connexe que le groupe H(K) est distingué dans H (K)o et que le quo-
tient est abélien fini [48, corollaire 3.5]. Ceci est le cas aussi pour les corps
géométriques de dimension 2 [15, Th. 4.13], 'argument reposant sur le fait
que I'approximation faible vaut dans le cas semi-simple simplement connexe.
Il nous semble que ce sont essentiellement les seuls cas ou 1'on puisse dire
quelque chose de pertinent. Ceci étant, dans tous les exemples connus iden-
tifiés, le sous-groupe H(K) est alors un sous—groupe distingué de H(K')iop
et le quotient A(H, K, K') est abélien d’exposant fini.

2.1.3 Lemme. — Soit X/k une variété lisse connexe et U un ouvert non
vide de X.

(1) Si X (K) est dense dans X (K')iop, alors U(K) est dense dans U(K') .
(2) Si U(K') est dense dans X (K').p alors la réciproque de (1) est vraie.
(3) Si X = A} avecn > 1, alors U(K) est dense dans X (K')1,p.

2.1.4 Remarque. — Si K’ est un produit de corps valués (arbitraires)
henséliens, le théoreme des fonctions implicites [28, th. 9.4] indique que U (K”)
est dense dans X (K')s,p, donc (1) est une équivalence dans ce cas.

Démonstration: (1) Soit x € U(K’) et £ un voisinage ouvert de = dans
U(K')top. Alors €2 est un voisinage ouvert de x dans X (K')i,, et par hy-
pothese QN X (K') # (. Il suit que QN U (K" )sop # 0.
(2) Evident.
(3) On écrit K" = Ky x -+ x K ot les K sont des corps topologiques séparés.
Suivant le (2), il suffit de montrer que U(K;) est dense dans X (K )sp pour
Jj =1,..,1, ce que I'on va montrer en fait pour tout K —ouvert U; de X x; Kj.
Ona X = A}, n>1et U; = {f # 0} pour f € Kj[z1,...2,]. Si
n = 1, alors X \ U est fini et U;(K;) est dense dans le corps topologique
K; puisque K; est non discret. Pour n > 2, soit x € (K;)" et Q un voi-
sinage ouvert de = dans (K;)f,,. On veut montrer que QN U;(K;) est non
vide. On choisit un hyperplan affine H; de A" x; K; contenant z tel que
H;NU;j est schématiquement dense dans H;. Par récurrence sur la dimen-
sion, (H; N U;)(K;) est dense dans H(K;)p, donc Pouvert Q N H(K;) de
H (K)o intersecte non trivialement U(K;). On conclut que Q N U;(Kj;) est
non vide. 0J



2.1.5 Lemme. — Soient H/k un groupe réductif, M /k un sous-groupe fermé
de H et V un ouvert non vide de I'espace homogéne X = H/M. Si X est
une variété rétracte k-rationnelle, alors V (K) est dense dans X (K')ip.

Démonstration: Par hypothese, il existe un ouvert dense VT de X tel qu’il
existe un morphisme p : V — VT admettant une section s ot V est un
ouvert d’un espace affine. Quitte & remplacer V par VNV, on peut supposer
que V = VT Vu qu'un espace affine satisfait & I'approximation faible et
grace a 'existence de la section s, le lemme 2.1.3.(3) montre que V' satisfait
I’approximation faible et il en de méme de V' par projection. Ainsi le lemme
2.1.3.(2) indique qu’il suffit de montrer la densité de V(K') dans X (K’)¢ep-
On écrit K’ = K; x --- x K ou les K sont des corps topologiques séparés
non discrets. Il suffit de montrer que V(K)o est dense dans X (K),, pour
j=1,..,1. Soit U un ouvert non vide de H. Puisque U(K) est Zariski dense
dans H [1, 18.3], il vient V(K).U = X. Etant donné z; € X (K )op, il existe
donc g € V(K) tel que g.x; € U(K;)iop. On note que V? =V N g(V) est
un ouvert non vide de V, ainsi V*(Kj;) est dense dans V(K )iep. 1l suit que
GV (K op = 97V (K} top NV (K )iop est dense dans g~V (K ) op, d’olt on
conclut que x; appartient a I'adhérence de V(K;) dans X (K )ep. O

2.1.6 Lemme. — Soit H/k un groupe algébrique linéaire. Soit M un k-
sous groupe k-résoluble (i.e. admettant une suite de composition centrale
a quotients G,, ou G,) et distingué dans G. L’application A(H, K, K') —
A(H/M, K, K') est bijective.

Démonstration: Par dévissage de M, on est ramené au cas ou M = G, ou
M = G,,. On sait alors que la fibration H — H/M est localement triviale
pour la topologie de Zariski; en particulier il existe un ouvert affine U de
Q) := H/M trivialisant la fibration p.

La surjectivité de A(H,K,K') — A(Q,K,K’) résulte de celle de
H(K') — Q(K’). Ayant en vue de l'injectivité, montrons d’abord que la fibre
en [1g] de cette application est réduite a [15]. Comme H (K) est Zariski dense
dans H [1, 18.3], il existe hq,..,h, € H(K) tels que Q@ = hy.UU---Uh,.U.
Soit h € H(K') tel que p(h) € Q(K). Quitte a translater h & gauche par
un élément de H(K), il est loisible de supposer que p(h) € (), h;.U. 1l existe
un indice 7 tel que p(h) € h.U(K). Or p~'(h;.U) = h;.U x M. Dans cette
carte, h € h;.U(K) x M(K"). Comme M (K) est dense dans M (K') d’apres
le lemme 2.1.5, il résulte que h € H(K).




Passons maintenant au cas général de 'injectivité. Soient donc hl, hj €
H(K') tels que p(h.) = g p(hy) avec g € Q(K). Alors Rl (h})~" définit
un élément de la fibre en [1g] de l'application A(H, K, K') — A(Q, K, K').
Comme cette fibre est réduite a un élément, il suit qu’il existe hy € Q(K)
satisfaisant 1, (h,)™! = ho, d’olt aussitot hl, = h, hj. Ceci établit l'injectivité
de l'application A(H, K, K') — A(Q, K, K'). O

2.2 Le cas des tores algébriques

2.2.1 Le critere de rétracte k-rationalité. Dans le cas d'un k-tore
algébrique, Colliot-Thélene et Sansuc ont établi un critere de rétracte k-
rationalité en termes de R-équivalence pour 1" et aussi de résolution flasque
[13, §7]. Rappelons qu’un résolution flasque est une suite exacte de k—tores
algébriques 1 — S — F — T — 1 ou F est un k-tore quasi-trivial et S est
un k-tore flasque (voir Notations).

La R-équivalence est une notion due a Manin [36]. On note A l'anneau
semi-local en 0 et 1 de la droite affine A} (on peut aussi remplacer 1 par
I'infini). Soit X/k une variété algébrique définie sur un corps k, c’est-a-dire
ici un schéma séparé de type fini sur k. La R-équivalence est la relation
d’équivalence sur I’ensemble des points rationnels X (k) de X engendrée par
la relation élémentaire suivante : deux points zo et z; de X (k) sont dits
directement R—équivalents s’il existe x € X (A) tel que z(0) = zg et x(1) =
x1. Sur un groupe algébrique, on sait que deux points R-équivalents le sont
directement [21, I1.1.1]. Le théoréme suivant figure essentiellement dans [13,

§7).

2.2.2 Théoréme. — Soit T'/k un tore algébrique. Alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) T est rétracte k-rationnel,

(2)Sil - S — E — T — 1 désigne une résolution flasque de T, le
tore flasque S est facteur direct d’un tore quasi—trivial. En outre, T' X, S est
k—birationnel a E.

(3) T est R—trivial, i.e. T(F)/R = 1 pour tout k—corps F ;

(4) Pour tout anneau de valuation discrete (de rang 1) R/k de corps
résiduel k, 'application T(R) — T'(k) est surjective.

(4’) Pour tout anneau de valuation discréte (de rang 1) R/k de corps
résiduel k(T'), I'application T(R) — T(k) est surjective.
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(5) Pour tout anneau de valuation discréte R/k (de rang 1) de corps de
fractions K et de complété K, T(K) est dense dans T(K).

(5°) Pour tout anneau de valuation discréte R/k (de rang 1) de corps de
fractions K, de corps résiduel k(T) et de complété K, T(K) est dense dans
T(K).

Démonstration: Pour (1) <= (2) <= (3) <= (4), voir [13, 7.4]. Par
ailleurs, on a (1) = (4) suivant le lemme 2.1.3.(1) et on a (5) = (4),
puisque (5) entraine que T'(A) est dense dans T(//l\)

On a (4) = (4') et (4') = (1) est un fait général (prop. 8.2.1, (i7') =
(7)). De méme, on a (5) = (5') et (§') = (1) résulte de I'implication
(iv") = (i) du méme énoncé. O

2.2.3 Remarques. — (a) L’assertion (ii) ne dépend que du I'(T")-module
des caracteres T. Etant donné une résolution flasque 0 — T—-FE—-S8-0
de I'(T')-réseaux, elle se traduit par le fait que S est inversible, c’est-a-dire
facteur direct d’un I'(T")-module de permutation, voir [39, prop. 3.3].

(b) L’assertion (4) ressemble au critere de relevement de Saltman de rétracte
k-rationalité, a ceci pres que l'on ne le demande que pour des anneaux de
valuation discrete.

(c) On ignore si les équivalences (1) <= (4) et (1) <= (5) sont valables
dans le cas d'un k—groupe réductif. On montre plus loin (§8.2) I'implication
(5) = (1) pour un k-groupe réductif.

2.2.4 Tores déployés par une extension métacyclique. On va exa-
miner maintenant une classe de tores pour lesquels le critere est vérifié. On
rappelle qu'un groupe fini I' est métacyclique si tous ses sous—groupes de
Sylow sont cycliques. Endo-Miyata ont caractérisé cette propriété.

2.2.5 Théoréme. — ([18, Theorem 1.5], voir aussi [12, proposition 2))
Soit I un groupe fini. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Le groupe I est métacyclique ;
(b) Pour tout I'-réseau flasque M M est inversible, c’est-a-dire facteur
direct d’un I'-réseau de permutation.

Ceci a la conséquence remarquable suivante [12, corollaire 3].



2.2.6 Corollaire. — Soit T' un k—tore algébrique déployé par une extension
galoisienne métacyclique (i.e. de groupe de Galois métacyclique). Alors T' est
k—birationnellement facteur direct d’une variété k-rationnelle.

Démonstration: Soit 1 — S — E — T — 1 une résolution flasque de T de
sorte que l'extension galoisienne kr déploie E. Le théoreme 2.2.5 montre que
le I'(T)-module S est inversible. Alors S est facteur direct d’'un k—tore quasi-
trivial £’ et le théoreme 2.2.2.(2) montre que 7" est k-birationnellement un
facteur direct de F. OJ

2.2.7 Quelques exemples de tores. La fagon la plus simple d’exhiber
des tores non rétractes k-rationnels est I'utilisation de l'invariant 112 (T, T)
qui, en caractéristique nulle, s’identifie au groupe de Brauer non ramifié du
k—tore T'modulo Br(k) ([13], proposition 9.5). On se propose de calculer cet
invariant pour des tores remarquables.

2.2.8 Lemme. — Soit | un nombre premier inversible dans k. et r un entier
satisfaisant 0 < r < n. Soient ay,...,a, € k*. On pose k; = k[u]/(u' — a;)
et M = ki ® ... ® kn et Tryr C Gy X Ryyi(Gr) le tore d’équation
2" = Nuyyk(y). On suppose que M est un corps et on pose I' = T(T, ) =
Gal(M/k).
(1) R

12 (D, Th) > WI2(T, Z/1"Z).

(2) On a 12(T',Z/I"Z) = 0 si et seulement si r = 0 oun = 1. Dans le cas
r =0 (resp.n = 1), T, ys est une variété k-rationnelle (resp. birationnellement
facteur direct d’une variété k-rationnelle).
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Démonstration: (1) Le module des caracteres 7)) s'inscrit dans le dia-
gramme commutatif

I"e—N

Vu que Z[I'] est un module acyclique, il vient H?*(T, ﬁM) ~ H2(T,Z/I"Z) et
12(T, T, ) = TI2(T, Z/I"Z).

(2) Sir =0, oun =1, il est clair que IT2(T,Z/I"Z) = 0. De plus, si n = 0,
Tp v est isomorphe a R M/k(Gm) donc est une variété k-rationnelle. Sin = 1,
le corollaire 2.2.6 indique que 7 s est birationnellement facteur direct d'une
variété k-rationnelle.

On suppose donc n > 2 et »r > 1 et on veut montrer que le groupe
12(T,Z/I"Z) est non trivial. Sans perte de généralité, on peut supposer que
n = 2. On voit H*(T',Z/I"Z) comme le groupe des extensions centrales de I' =
(Z/1Z)* par Z/I"Z. Dans le cas r = 1, le groupe de Heisenberg H(Z/IZ) est
une extension centrale non triviale (ce groupe n’est en effet pas commutatif)
de T par Z/IZ de sorte que tout sous-groupe Z/IZ de T se releve en un sous-
groupe de Z/IZ de H(Z/IZ). En d’autres mots, l'extension H(Z/IZ) définit
un élément non trivial de 12 (T, Z/IZ). Son image dans [112(T", Z/I"Z) est
encore non triviale car le groupe associé H,. contient H(Z/IZ) et n’est donc
pas commutatif. O

2.2.9 Tores des normes communes. On garde les notations précédentes
en considérant un nombre premier [ inversible dans k et des scalaires
ay, ..., an € KX, On pose k; = k[u]/(u! — a;) et M = ky @ ... @y k. Le tore
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T = T4, a4, des normes communes associé aux extensions ki, ..., k, est le
sous-tore de  [[ Ry, /x(Gy,) défini par I’équation

i=1,...,n

Niy () = -+ = N /6 (Yn)-

Le morphisme

Ryje(Gm) X G = [ Riji(Gi), (y,t) (NM/ki(y) t>

. i=1,...,n
i=1,...,n

factorise par T' et définit un morphisme p : Ry (Gp,) — T

2.2.10 Lemme. — p(M* x k*) = RT (k) et

() Neselh)) /Nage (M) (k%) = T'R)/R.

1=1,..,n

Démonstration: Pour le cas | = 2, voir [22, prop. 2|, le cas [ impair est
analogue. 0

2.2.11 Théoréme. — (Merkurjev) On suppose que | est impair et que
ai, ..,a, engendrent une famille de rang > 2 dans le F;—espace vectoriel
k*/(k*)!. Alors le tore des normes communes Ty, ... o, 1'est pas R—trivial.

n

Démonstration: Il est évidemment loisible de supposer que k contient une
racine primitive [-ieme de l'unité . Si n = 2, c’est [37, cor. 2.9]. On se
ramene a ce cas de la fagon suivante. On observe que le groupe T'(k)/R ne
dépend que du sous-espace vectoriel de £ /(k*)! engendré par les a;. En effet
on a

N Muplk?) = {tek™ [ (U (@) =0 € 12k, 1)}

i=1,..,n

et Nap(M™) = Nk(\z/a7...7m)/k(k(\7a_1,~~ ,\Va_n)x). Ensuite, il existe une
extension finie L/k telle que ay, ..., a, forment une famille de rang 2 dans le
[F;-espace vectoriel L* /(L*)!. Ainsi le tore Ty, n’est pas R-trivial et donc T
n’est pas T-trivial. O

2.2.12 Théoreme. — On suppose que | = 2 est impair et que aq, .., a, en-
gendrent une famille de rang > 3 dans le Fy—espace vectoriel k* /(k*)?. Alors
le tore des normes communes Ty, ... o, 'est pas R-trivial.

n
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Démonstration: De méme que dans le théoreme précédent, on se ramene
au cas n = 3. Alors T est un (Z/2Z)3réseau et le théoreme 2.2.2.(2) (cf.
remarque 2.2.3.(a)) indique que la propriété de R-trivialité ne dépend que
ce (Z/27Z)3-réseau. Ainsi il suffit d’exhiber un exemple d’un tel tore non R-
trivial, ce qui a a été fait par Shapiro-Wadworth-Tignol [53, th. 5.1] (voir
aussi [22, remark 4] et [30, p. 209-210]). O

2.2.13 Remarque. — Pour [ = 2 et n = 2, le tore des normes communes
154,05 €st une quadrique avec un k-point, il s’agit donc une variété k-
rationnelle.

2.3 D’autres dévissages

On reprend la situation générale du §2.1 avec une donnée k C K C K'.
Il est commode d’exclure le cas d’un corps de base fini.

2.3.1 Proposition. — Soit H/k un groupe algébrique linéaire connexe défini
sur un corps fini k. Alors H k—birationnellement facteur direct d’une variété
k-rationnelle. En outre A(H, K, K') = 1.

Démonstration: On suppose tout d’abord H réductif.

Premier cas : H est rétracte k-rationnel. On sait que H est quasi-déployé
(Lang, [1, prop. 16.6]). Si B = U x T et B~ = U~ x T sont deux sous—
groupes de Borel opposés, H contient la grosse cellule Ut x T'x U~. Comme
les groupes unipotents U et U~ sont des espaces affines en tant que k-
variétés, H est stablement rationnellement équivalent a 1. Le tore T est
déployé par une extension cyclique, donc est k-birationnellement facteur
direct d'une variété k-rationnelle, voir le corollaire 2.2.6. Par suite H est
k-birationnellement facteur direct d’une variété k—rationnelle. Il résulte du
lemme 2.1.5 que A(H, K, K') = 1.

Cas général : on note U le radical unipotent de H, il est défini sur k£ puisque
k est parfait. C’est un k—groupe résoluble déployé [52, XVII.4.1.3]. Alors le

quotient H™d = H/U est réductif et H est birationnellement isomorphe
a U x H*. Le groupe H est donc une variété rétracte k-rationnelle et
A(H,K,K') = 1 suivant le lemme 2.1.3. O

La proposition suivante généralise un fait remarqué par Sansuc [49, prop.
3.2].
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2.3.2 Proposition. — Soit H/k un groupe réductif. Soit P un sous-groupe
parabolique de H, L un sous-groupe de Levi de P et S/k le tore maximal
déployé du centre Z(L) de L. On a des isomorphismes

A(L)S, K, K') &= A(L,K,K') =5 A(P,K,K') =5 A(H, K, K').

Démonstration: On note p: H — H/P et Wy = Ny (S)/Zy(S) le groupe de
Weyl relatif. On note R, (P) le radical unipotent de P, il est défini sur k [1,
prop. 20.5].

Les deux premiers isomorphismes résultent du lemme 2.1.6 appliqué respec-
tivement aux fibrations L — L/S et P — P/R,(P) = L.

Montrons la surjectivité de A(P, K, K') — A(H, K, K"). Soit h € H(K").
Suivant la décomposition de Bruhat [1, §21], il existe un K—ouvert U de
H/P qui est un espace affine contenant p(h) et trivialisant p. Alors p~*(U)
U xx P. Comme U(K) est dense dans U(K’), il suit que p~*(U)(K")
U(K’) x P(K') est inclus dans 'adhérence de H(K).P(K') dans H(K"). En
particulier [h] € A(H, K, K') appartient a I'image de A(P, K, K').

Pour établir 'injectivité de A(P, K, K') — A(H, K, K'), il suffit de re-
garder le noyau. Soit h € P(K') N H(K). On note U C H/P un ou-
vert trivialisant la fibration p et contenant p(1). Alors h appartient a
I'ouvert topologique p~(U)(K’) = U(K') x P(K') de H(K')iop. Comme
p Y U)K YNH(K) =p ' (U)(K), h appartient a ’adhérence de p~!(U)(K).
Par projection sur P, on conclut que h € P(K). O

[l 11

2.4 Retour sur un résultat de Harder

On suppose donné un corps F' muni de valeurs absolues non triviales
| l1,--,] |n: F — R. Comme dans la remarque 2.1.1, on note E les corps
complétés respectifs (i = 1,...,n).

Soit G/F un groupe réductif. Notre but est de reprendre et de raffiner
une construction de Harder [29, Satz 2.1] afin de construire un “gros” sous-
groupe distingué ouvert U; de G (E) Pour chaque Eftore T; maximal de G},
on note RTi(E) le sous—groupe des éléments R-équivalents a l’origine dans
T(F}). On note U; le sous—groupe de G(F}) engendré par les RT;(F;) pour T}
parcourant ’ensemble des ﬁ’i—tores maximaux de G X g E Par construction,
U; est un sous—groupe distingué de G(ﬁl) On désigne par U = U; x --- x U,
le sous-groupe produit de G(Fy) x --- x G(Fy).
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2.4.1 Théoreme. — On note d le degré de I’'extension galoisienne déployant
le tore générique de G/ K.

(1) Pour i = 1,...,n, U est un sous-groupe ouvert distingué de G(F, )top
et contient G(F;)?.

(2) OnaU C G(F) C G(F)) x - x G(F,).

Ceci est un peu plus général que le théoreme original [29, Satz 2.1] qui
traite le cas GG semi-simple et ou les valeurs absolues sont associées a des
valuations discretes de rang 1 sur F'. Harder montre alors alors qu'il existe
un ouvert €2 de G(Fl) - X G( ) contenant G(F) ; ce groupe Q n’est pas
le méme que le notre, voir la remarque 2.4.2.(a). La démonstration utilise la
variété des tores de G et sa rationalité sur le corps de base. Reprenant la méme
trame, notre énoncé est inspiré aussi de 'article de Kunyavskii-Skorobogatov
33].

Démonstration: (1) On fixe un complété F,. Soit T, un Fj-tore maximal de

G xXp F\ et soit 1 — S; — E; S T; — 1 une résolution flasque du ﬁ}-tore T;.
On a RT( D) = fi(Ei( Z)) Comme f; est lisse, f;top : Ei(E)tOp — Ti(ﬁi)tep
est une application ouverte suivant le théoreme des fonctions implicites [51,
§11.3.9]. Par suite RT;( F}) est un sous—groupe ouvert de T;(F}). Par ailleurs
le groupe T;(F})/R est tué par ordre de T'(T; /F,) [12, cor. 4 p. 200], donc
par d. Il suit que T(F) C RT;(F; ) Ceci regle le cas ou G est un tore. On
passe au cas général en considérant comme Harder le E—morphisme

U (G xpF, )>< T —— G xp F,
(h,t) —  ug(h,t) =t;ht; ' th!
ol t; € T(F,) est un élément régulier. La différentielle en (1,1) est
dui:  Lie(G)(F) @ Lie(T;)(F) —— Lie(G)(F)
(X,Y) —  (ad(t) —1). X +Y;

elle est surjective. Par le théoréme des fonctions implicites, I"application
Ui top : G(F})top X T(F)top — G(F, )top est ouverte au voisinage de (1, 1) En
particulier, u; (G (F,)x RT (F,)) contient un voisinage de 'origine de G (F;)sop-
Par construction, on a uZ<G(FZ) X RT(Fi)) C U;, donc U; est un sous-groupe
ouvert de G’( +top-
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Montrons maintenant que G (E)d C U;. 11 suffit de montrer que g¢ € U;
pour tout g; € G(E) Vu que U; est ouvert et que les éléments semi-simples
réguliers de G(F,) forment un ouvert dense de G(F}), on peut supposer g;
semi-simple régulier. Dans ce cas, Z, E)<gi) = T! est un F,~tore maximal

de Gz et a vu que gf € RT!/(F)) C U,
(2) Pour montrer que U =U; x --- x U, C G(K) C ] G(ﬁi)top, il suffit

1=1,..,n
de savoir approcher les générateurs de U. On se donne donc des tores maxi-
maux Tl/ﬁl, e ,Tn/ﬁn et on souhaite approcher un élément g = (g1, ..., gn)
avec g; € RT(F,) pour i = 1,..,n. On note X/F la variété des tores de
G [52, XIV.2]. Le F\i—tore T; définit un point z; € X(ﬁz) et produit un ﬁr
isomorphisme Gz /Ne. (T;) — X xp .
Or X est une variété rationnelle d’apres un théoreme de Chevalley (voir

~

[52, XIV.2.16]). Ainsi X (F) est dense dans [[ X (F;) et il existe z € X (F) tel

que x = h;.x; et h; € G(ﬁl) tres proche de I'unité de G(E) pour i = 1,..,n.
On note T/F le tore sous-jacent & x. On a T = hiTihf. Il est loisible
de remplacer g; par h;g; h;l pour ¢ = 1,....,n. En d’autres mots, on s’est

ramené au cas g € HT(E) Ensuite on choisit une résolution flasque de
i

1 -8 — E2T - 1eton rappelle que T(F)/R = HY(F,S) [12, cor.
1] ou de fagon équivalente que p(E(F)) = RT(F') est le sous—groupe des
éléments de T(F) R—équivalents a 1. Il en est de méme sur les Fj;, d’ou le
diagramme commutatif

E(F) 2 (F) —— T(F)/R — 1

S l l

[1E(E) 2% [LT(F) —— [LT(E)/R — 1

Les g; se relovent en des y; € E(F}), et donc g eny = (Y1, ..., Yn) € IL E(F).
Or le tore quasi-trivial £/ F est une variété F-rationnelle et satisfait la pro-

priété d’approximation faible. Ainsi E(F) est dense dans [[, £ (E)top et g est
donc approchable a tout ordre par un élément de T'(F') et donc a fortiori de
G(F). O
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2.4.2 Remarques. — (a) Dans la construction de Harder, la résolution
flasque de T;/F; est remplacée par la norme Nﬁi,Ti/ﬁi : Rﬁi,Ti/ﬁi(Ti> — 7.
Le groupe U du théoreme 2.4.1 contient donc celui construit par Harder.

(b) La borne d donnée dans la démonstration est quelque peu grossiere. Un
raffinement consiste a prendre pour d le ppem des exposants des groupes de
défauts d’approximation faible des F-tores maximaux de G.

(c) Si d est premier & la caractéristique, I'application G — G, g — ¢?, est
étale a lorigine [52, XV.1.3] de sorte que le sous-groupe [[,_; G(F;)? est
un sous-groupe (distingué) ouvert de [[,_; G(ﬁ’z)

3 Spécialisation du défaut d’approximation
faible

3.1 Principe

Soit (k',vg) un corps valué contenant le corps k de fagon dense. On munit
le corps k/(t) de I'unique valuation v prolongeant la valuation vy de k' et tri-
viale sur ¢ [3, VI, §10, prop. 2]. Cette valuation est parfois appelée la valuation
de Gauss; pour un polynéme Q = > ja;t’, on a v(Q) = Inf(vo(ai)).

On note k'(t)y—top le corps k'(t) équipé de la topologie définie par la va-
luation de Gauss. La description explicite précédente indique que le corps
k(t) est dense dans (K'(t))y—top-

Plus généralement, si Y est une k(t)-variété, on note Y (k'(t)),—s0p l'espace
topologique induit par la topologie de £'(t) définie par la valuation de Gauss.

Enfin, on rappelle la notation O pour I’anneau local de k[t] en 0; on pose
O'=0®, k.

3.1.1 Proposition. — Soit &/O un schéma en groupes affine de type fini.
On note &, /k la fibre spéciale. Si &(0') = &(k'(t)), alors I'application de
spécialisation &(0') — G(k') induit une application entre les défauts d’ap-
proximation faible

G (k) \E(K (1)) v—top — G4(k) \ B4(k')ug—top-
o les adhérences sont prises pour les topologies respectives. En particulier,

si 8(0') — &y(k') est surjective et si (B, k(t), (K'(t))—top) satistait I'ap-
proximation faible, alors (®y, k, k') satisfait I'approximation faible.
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Démonstration: Vu que &(0') = B(k'(t)), on a &(O) = &(k(t)) et il suffit
de vérifier que I'application de spécialisation &(O') — B (k') est continue.
Ceci se vérifie sur un espace affine, cas qui est évident puisque I'application
O’ — k' est continue par construction. O

3.2 Schémas en groupes de Bruhat-Tits

On suppose désormais que k est de caractéristique nulle. On pose K =
k((t)) (resp. K' = K'((t))), O = K[[t]] (resp. O" = K'[[t]]) et on note K la
cloture non ramifiée de K et O son anneau de valuation. Le corps K (resp.
K') est muni de la topologie t-adique ; ainsi le corps k() (resp. k(t')) est muni
de deux topologies distinctes, a savoir la topologie v-adique et la topologie
t-adique. Le fait de travailler de facon simultanée avec ces deux topologies
est crucial pour le reste de I'article.

La théorie de Bruhat-Tits a plusieurs parties [4, 5, 6] et nous sommes
intéressés ici surtout par la seconde partie qui construit des O—modeles lisses
d'un K-groupe réductif donné H attachés a chaque point de 'immeuble de
Bruhat-Tits de H. De fagon plus précise, seul le cas extreme d'un K—-groupe
réductif anisotrope intervient ici. Dans ce cas, I'immeuble de Bruhat-Tits de
H/K n’a qu’un point et le groupe topologique H (K)o est borné [5, 5.2.7]. Le
K—groupe H admet alors un unique O-modele de Bruhat-Tits /0O, celui-ci
satisfait $(0) = H(K).

Cette construction se marie bien avec la cohomologie galoisienne [6] ; nous
recommandons au lecteur 'article de Tits [55] dont I'objet est la construction
des K—formes anisotropes remarquables d’un groupe de Chevalley donné et
que nous utilisons dans les exemples a suivre.

Soit G/K un K-groupe semi-simple anisotrope. On note &/O 'unique
O-modele de Bruhat-Tits. On sait qu’il existe un unique schéma en groupes
réductifs “de lacets” G/k[t,t7!] tel que G = G Xy4-1) K [25, th. 8.1] (on
utilise ici 'hypothese de caractéristique nulle). Ceci est cohérent avec le fait
que les K-groupes construits par Tits [55] sont définis sur le corps k().

On note &;/k la fibre spéciale de &, elle est décrite en [5, §5]. La fibre
spéciale n’est pas en général connexe (c’est néanmoins le cas si G/K est
simplement connexe [5, 5.2.5]), et sa composante neutre & /k n’est en général
pas réductive. On note (&7)"!/k le quotient réductif de &?.

Selon le principe de recollement [2, §6.2, prop. D.4], le modele &/O
de Gy définit un modele B/A; satisfaisant & x1 Spec(R) = G et
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& x a1 Spec(0) = &.

3.2.1 Théoreme. — On suppose que Gg/ est anisotrope. Si
A(Qk(t)7 k(t), k‘,(t>v7top) = 1, a]OI'S A((ng)réd, kf, k,) =1.

Pour se ramener a la proposition 3.1.1, nous commencons par établir le
lemme suivant.

3.2.2 Lemme. — Sous les hypotheses du théoreme 3.2.1, on a
A(G xR K (0K (), (K )iy ) = 1.

Démonstration: En d’autres mots, on doit montrer que G(k'(t)) est dense
dans G(K')ip pour la topologie t—adique. En vertu du théoreme 2.4.1, il
existe un entier d > 1 et un sous-groupe ouvert distingué U de G(K')iop tel

que G(K')* c U c G(K'(t)). Selon le théoréme de densité [10, Th. 13.2], on
a

() G(K') = (JG(K'[t.t*]))

ou le groupe J est un groupe pro-résoluble en k’'-espaces vectoriels. De fagon
plus précise, il existe une suite de sous-groupes distingués de J

e dpddpi1 <1y =J

telle que J,,/J,_1 est un k'—espace vectoriel pour tout n > 1 et telle que les
Jy, forment une base de voisinage de l'origine dans G(K'). Par récurrence
sur n, il vient aussitot que J? se surjecte sur J/.J,. Ainsi 'image de J dans
G(K")/U est triviale et donc J C U. La décomposition (x) ci-dessus montre
que G(K) = U .G(K'[t,t]), ce qui permet de conclure que G(k'(t)) est dense
dans G(K')top- O

Démonstration du théoréme 3.2.1. Vu que Gk est anisotrope, on a &(0') =
G(K') dou &(0') = &(k'(t)). Le O-schéma en groupes & x 1 O satisfait
I'hypothese de la proposition 3.1.1. Le lemme précédent indique que &(k'(t))
est dense dans &(0') = G(K'), donc B(0O') = &(O') N B(k'(t)) est dense
dans &(0'). En particulier, il suit que la spécialisation B(0O') — &y(k’) est
surjective. La proposition 3.1.1 appliquée au O—groupe & x Al O définit alors
une application

B(k(E)\B(K(1))o—10p— B4(k) \ B(K )uy—top -
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Par hypothese, on a A(Qk(t),k(t),k’(t)v,top> = 1 et la fleche ci-dessus
montre que A(By, k, k') = 1. A fortiori, on obtient que A(& k, k') = 1,
d’ou finalement A((Qﬁg)réd, k, k’) =1 en tenant compte du lemme 2.1.6. [

4 Autour de la construction de Platonov

Comme au paragraphe précédent, k est un corps de caractéristique nulle et
est un sous-corps dense d’'un corps valué k' pour une valuation non triviale
vg. On rappelle les notations F,, = k(ty,...,t,) et F} = k'(t1,...,t,). Par
récurrence sur n, on construit sur £} la valuation v,, qui est I'unique valuation
étendant vy et triviale sur les ¢;.

Nous allons montrer que la non k-rationalité de certains groupes
SL1(D) construits par Platonov [44] peut se comprendre par le principe de
spécialisation.

Par commodité, on s’intéresse a des algebres [—primaires, [ étant un
nombre premier tel que k contienne une racine primitive [-ieme de 1'unité (.
Si D/k est une algebre simple centrale de degré ", M/k une algebre étale,
et r un entier satisfaisant 0 < r < n, on définit le k-groupe

Crar(D)/k = { (d,x) | Nagj(Nedpe,ar(d)) = a:”} C Rup(GLy(D)) X Gy

On dispose du cocaractere
A Gy — Gou(D), x> (2" )

et on pose

PGr,M(G) = GnM(D)/Gm-

C’est un groupe semi-simple et dans le cas M = k, on observe que
PG’,«J{;(D) ;) SLl(D)//JLlnfr.
On pose K = k((t)) et O = K[[t]].

4.0.3 Lemme. — Soient M /k une algebre étale et r un entier satisfaisant
0 <r<n. Soit

Dy /k(t) = (Dn-1)re) ® Ac(a,t)
ot D,,_; désigne une k—algébre simple centrale de degré I"! et a € k*. On

note k, = klu]/(u' — a).
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1. I existe un O-schéma en groupes lisse & de fibre générique
PG, ke,m(Dy) et dont la fibre spéciale est extension de PG, p(Dj,—1)
par un k—groupe unipotent déployé.

2. On suppose que a ¢ (K) et que D, | ® k' est a division. Si
PG, ke,m(Dy)/k(t) satisfait Iapproximation faible pour le couple
(k(t), (K'(t))o—top), alors PG, n(D,—1) satisfait approximation faible
pour le couple (k, k).

Démonstration: (1) On pose D = D,, ®o K. La valuation de K s’étend
de facon unique a D, on note Op son anneau de valuation. On définit le
O-schéma en groupes GL;(Op)/Spec(O) C Op —— (Ap)" par l'ouvert
Nrd # 0. La fibre générique de GL1(Op) est GL;(D)/K, sa fibre spéciale
réductive est donnée par l'ouvert (cf. [54], §1)

{Nka/k(Nrdka(d));éO} C Ry i(GL1(Dyy)).

De la méme facon, on définit le O—schéma en groupes
Gr.00,m(Op) = {NM/k(Nl”dM(d)) = flflr} C Ru(GLL(D)) X (E
de fibre générique G, g, (D) et de fibre spéciale réductive

Groatouka (Du-1) = { Naro, i(Nrduey, (d) = 2" } € Ry, (GLi(Da-1)) X G

En passant au quotient par G,,, on voit alors que PG, xg,m(D) admet
un modele de fibre spéciale réductive PG, kg, (D). Ces modeles sont des
schémas en groupes de Bruhat-Tits [7, §3] et se descendent a O.

(2) Alors PG, kg, (D) est K'—anisotrope et PG, ke, v (D) et PG, ke, 1 (D)
ont un rang relatif nul sur K et K’. On applique alors le théoreme 3.2.1. [

L’itération du processus conduit a la :

4.0.4 Proposition. — Soient r, n des entiers positifs et aq,..,a, € k*. On
note k; = k[u]/(u! — a;), M = ki @y, ... @ kn,

D/F, = A¢(t1,a1) ®r, Ac(tz, a2) ®p, - -+ @F, Ac(tn, an).

et Tr v C Gy X Rapi(Gyy) le tore d’équation ' = Ny (y).
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On suppose que M ®; k' est un corps et on note F, = K'(ti,--- ,t,)
le corps topologique munie de la topologie de Gauss v,. Si PG, p(D)/F,
satisfait I'approximation faible le couple (Fn, (FT’l)Un,top), alors T, ps satisfait
a l'approximation faible pour le couple (k,k’).

Démonstration: On suit I'induction en posant M; = k) Q... ® ka,, D;/F; =

Ac(tr,01) @K, Ac(ta, a2) ®F, - - - @p, Ac(ti, a;). Alors D;/F; est a division pour

1 =1,...,n. On considere la liste de groupes algébriques anisotropes
PGr,Fn®an(Dn)7 PGT,Fn,1®an,1 (anl)y

. PG, reun (D1), PG, (k-algebre triviale) = T,y

et le lemme 4.0.3 entraine la proposition. O
On analyse maintenant le cas particulier r = n.

4.0.5 Corollaire. — On garde les notations de la proposition précédente. Si
SLi(D)/F, satisfait & I'approximation faible pour le couple (Fy, (F})u,—top)
alors le tore RJI\/I/k (G,,,) satistait a 'approximation faible pour le couple (k, k').

Démonstration: On a PG, g, (D) = SLy(D) et T — G, Xi R}Wk(Gm).
O

4.1 Le contre-exemple de Platonov

On prend » = n = 2 dans la proposition. Alors le tore 7, s n’est
pas autre chose que le tore normique R}, /k(Gm) pour l'extension bicyclique
k(y/a,,/a,). On connait de exemples de tels tores normiques qui ne satisfont
pas I'approximation faible, par exemple, pour k& un corps de nombres et £’
un corps local p-adique [57, §11, ex. 3].

En vertu du lemme 2.1.5, cela permet de produire pour le corps k(t1,ts)
un groupe SL;(D) qui n’est pas une variété rétracte k(tq, t2)-rationnelle.

5 Exemples de groupes exceptionnels non ra-
tionnels

Dans cette section, nous utilisons librement la construction de groupes
sur des corps de séries de Laurent issue de la théorie de Bruhat-Tits ([55],
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§2). Comme précédemment, le corps k est de caractéristique nulle et est un
sous-corps dense d’un corps valué k' pour la valuation vy.

5.1 Type FEs

On note H? = (SLy x SL; x SLy)/us (resp. H' =
(SLs x SL3 x SLs)/Ker(u3 — p3) ) le groupe maximal de type Aj.Ap.As
du groupe déployé simplement connexe (resp. adjoint) de type Fg. L'image
du bord

H (k, H') — Ker(H(k, t3)* — H2(k, 113))

est formée des classes d’algebres Dy, Do, D3 (de degré 3) satisfaisant
Soit z € Zl(k:,ﬁd) et D; les algebres correspondantes. Alors
JHY = (SL1<D1) x SL1(Ds) x SLl(D3)>/M3-
5.1.1 Proposition. — On suppose que k contient une racine primitive 3—
ieme de l'unité (. Soient ay,aq,a3 € k* satisfaisant ajasas = 1. On note
ki = klu]/(u — a;) et on suppose que ki @y ko @y k' est un corps. On pose
Dl/k}(tl) = A<<(l1, t1>, Dg/k(t1> = Aq(@g,tﬂ, Dg/k(tl) = Ac(ag, t1>

On note &/k(ty)|[[t2]] le schéma en groupe de Bruhat-Tits simplement
connexe de type Eg de fibre spéciale réductive

HIk(t) = <SL1(D1) % SLy(Dy) x SLI(D3)> m

construit de fagon analogue a celui du §6.1 ci-dessous. On note aussi & /O,
le modéle associé. Si & X O Iy satisfait a 'approximation faible pour le

couple (Fg, (Fé)vrtop), alors le k—tore des normes communes

T3,a1,a2 : Nkl/k<y1> = Nk2/k<y2) 7£ 0

satisfait a ’approximation faible pour le couple (k, k'),
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Démonstration: On suppose que & Xp, F, satisfait a l’approximation
faible pour le couple (Fg, (F3) vy—top Fg). Par construction le groupe
& X, k' (t1)((t2)) est anisotrope. Le théoreme 3.2.1 montre le groupe H/k(t;)
satisfait & I'approximation faible pour (k(t1), (K (t1))v,—top- Le k(t1)—groupe
H admet un O;—modele lisse de fibre spéciale réductive

T := (Rllcl/k(Gm) X Ry, 1 (G X Rés/k(Gm)) 1.

Ainsi ce tore satisfait a ’approximation faible pour le couple (k, k’). La suite
exacte longue de cohomologie

1= pts = [T (Reps@n) (6) = T(k) — 17/ (7)° = [T K /N k)
fournit une surjection (idem pour k')

k)= () Nigelk?)) /(7"

i=1,..,3

Ainsi le tore des normes communes satisfait a ’approximation faible pour le

couple (k, k). O

5.1.2 Exemple. — On part de ky = C(z,y) et a1 = x et ay = y. D’apres le
théoreme 2.2.11 le ky-tore T3 4, 4, est non R-trivial. D’apres le théoreme 2.2.2,
(5") = (1), il existe une extension k/k; tel que alors T3 ,, 4, ne satisfait pas
"approximation faible pour un couple (k, k') ou k" est une complétion de k
pour une valuation discrete (de rang 1) de corps résiduel k4 (754, 4,). On note
que k1 ® ko ® k' est un corps. Ainsi cet exemple satisfait les hypotheses de
la proposition ce qui produit un groupe semi-simple simplement connexe de
type Fg sur k(ti,t2) qui n'est pas une variété rétracte k(ti,ts)-rationnelle.
Ce groupe est défini sur ky(t1,t2) et n’est pas une variété rétracte ky(tq,t2)-
rationnelle.

5.1.3 Remarque. — Dans le cas adjoint, la méme démonstration montre
que si 8,/ F satisfait & ’approximation faible pour le couple (Fs, (F3)u,—top),
alors le k—tore Ny, /k(y1)Nky/k(Y2) Niy/e(ys) = 1 satisfait & I'approximation
faible pour le couple (k, k"). On ignore s’il existe de tels tores ne satisfaisant
pas a ’approximation faible.
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5.2 Type F;

On note H? = SLg/ i (resp. "= SLg/pt4) le groupe maximal de type Ag
du groupe déployé simplement connexe (resp. adjoint) de type E;. L’image
du bord H'(k, ﬁd) — H2(k, p12) est formée des classes d’algebres D (de degré
8) satisfaisant

4[Ds) = 0 € Br(k).

Soit z € Hl(k,ﬁd) et D lalgebre correspondante. Alors on a H =
SLy(D)/ pa

5.2.1 Proposition. — Soient ay,as,asz € k*. On note k; = klu|/(u* — a;) et
M = ki ® ko ® k3. On suppose que M ®y, k' est un corps et on consideére le
produit tensoriel d’algébres de quaternions

D/F; = (a1,t1) ® (az,t2) @ (as, t3).

On note alors &/F;3[[t4]] le schéma en groupe de Bruhat-Tits simplement
connexe de type E; de fibre spéciale réductive

H/F; = SLi(D)/pis.

On note & /Oy, t2t5)4. le modeéle associé. Si M ®j, k' est un corps et si
B cn/Fy (resp. 8,4 .,/ Fi1) satisfait a I'approximation faible pour le couple
(F4,(F4)v4_top), alors le k-tore Thpyy C Gp X Rui(Gy) (resp. Th)
d’équation

2t = Nuye(y) (resp. 2% = NM/k(y))

satisfait a ’approximation faible pour le couple (k,k').

Démonstration: La condition sur M impose I'anisotropie des groupes semi-
simples considérés. On suppose que & .,/ Fy satisfait a 'approximation faible
pour le couple (Fy, (F})y,—top). Alors le théoréme 3.2.1 indique que H/F; sa-
tisfait & approximation faible pour le couple (F3, (F3)y,—t0p). La proposition
4.0.4 montre alors que le tore 75 js satisfait a I’approximation faible pour le
couple (k, k’). Pour le groupe adjoint, la démonstration est analogue. O

5.2.2 Exemple. — On part du corps ky = C(ay,as,a3) et on note I' =

Gal (C(\/al, Vaz, v/a3)/C(ay, as, a3)>. Suivant le lemme 2.2.8, Hli(F,fg,Mu)
est non nul et ce tore n'est donc pas une variété rétracte kj-rationnelle.
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Le théoreme 2.2.2, (5') = (1), indique qu'il existe un corps k/k; muni
d’une complétion k’'/k pour une valuation discrete v (de rang 1) de corps
résiduel ky(Ts,nz,) tel que T pr, (k) nest pas dense dans Ty, (K'). En particu-
lier, My ®j, k' est un corps et la proposition montre alors que le G Xy, . 1)
n’est pas une variété rétracte k(t1, to, t3, t4)-rationnelle. Ce groupe se descend
a k’ﬁ(tl, ceny t4)

5.2.3 Remarque. — Dans le cas adjoint, le méme argument marche puisque

12(T, 71 a,) = WI2(T, Z/2Z) # 0.

5.3 Type Eg

On suppose que k contient une racine primitive 3-ieme de 'unité (. On
note H? = SLg/us le groupe maximal de type Ag du groupe déployé de
type Fg. L'image d'une classe [z] € H(k, HY) par le bord H'(k, HY) —
H?(k, uz) — 3Br(k) est une algebre D de degré 9 et d’exposant 3. La forme
tordue correspondante est ,H? = SL;(D)/us, cest la fibre spéciale d'un
schéma en groupes lisse & /A de fibre générique de type Fg.

5.3.1 Proposition. — Soient ay,as € k*. On note k; = k(/a;) et on sup-
pose que ki ®y ko @ k' est un corps. On pose

D/F2 = Ag(al,t1> & Ac(agjtg).

On note &/ Fy[[ts]] le schéma en groupe de Bruhat-Tits (construit de fagon
analogue a celui du §6.1). simplement connexe de type Fg de fibre spéciale
réductive

H/k(tl, tg) == SL1<D>/,LL3

On note 8 /O3 le schéma en groupes associé a &/ Fy[[ts]]. Sile groupe G,/ F3
satisfait a ’approximation faible pour le couple (Fg, (Fé)vg_top), alors le k—
tore Ty i oky C G X Ry ko /k(Grm) d’équation

2" = Niyahko/k(y)
satisfait a ’approximation faible pour le couple (k,k’).

Démonstration: L'hypothese ki ®, ko ®p k' connexe impose ’anisotropie des
groupes semi-simples considérés. On suppose que &, / F3 satisfait a lap-
proximation faible pour le couple (Fj, (Fj)y,—top). Alors H/F, satisfait a
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approximation faible pour le couple (F, (F3)y,—top). suivant le théoreme
3.2.1. La proposition 4.0.4 montre alors que le k-tore 75 1, ok, satisfait a I’ap-
proximation faible pour le couple (k, k). O

5.3.2 Exemple. — On part du corps ky = C(ay,az) et on sait alors que le
groupe I 2(Gal(ky(Va,, Vay)/ks), Tﬂ?vku,l@kﬁk’u,z) est non nul suivant le lemme
2.2.8.(2). Ainsi la variété Tg,k17n®kﬁﬁk2 n’est pas R-triviale et le théoreme 2.2.2,
(5") = (1), indique qu’il existe un corps k/k; muni d’une complétion &’
pour une valuation discréte v (de rang 1) de corps résiduel /fﬁ(Tm,l@k11 keo)
tel que Ty, ,ek,,(k) n'est pas dense dans Ty, ,ek,, (k). On note que
k14 @, ko @r, k' est un corps et la proposition montre alors que le groupe
& /k(ty,..,t4) construit n’est pas une variété rétracte k(t1, to, t3)-rationnelle.
Ce groupe se descend a ky(t1, .., 14).

6 Groupes trialitaires

On s’intéresse maintenant au cas laissé en suspens, celui des groupes
trialitaires, i.e. de type quasi-déployé 3D, ou ®D4. On rappelle qu’a un tel
groupe trialitaire G/k est attaché une extension séparable cubique [/k et une
algebre simple centrale A/l de degré 8, 'algebre d’Allen de G [32, §43, 44];
on sait que Cork([A]) = 0 € Br(k).

6.1 Contruction de k(t)—groupes trialitaires

On travaille d’abord sur K = k((t)) et on considere le cas d'une extension
cubique L = [((t)) pour une extension cubique [/k. Etant donné un k[[¢]]-
schéma & en groupes de Bruhat-Tits & de type 3°Dy, on sait que le type
quasi-déployé de la fibre spéciale réductive H/k de & est donné par un sous—
diagramme du diagrame de Dynkin complété

(o] (X0
9—64 a3
g Q7 o) (g

Pour le cas intéressant ou & n’est pas semi-simple et H est semi-simple, il
n'y a alors qu’une possibilité de type, i.e. la fibre spéciale réductive H/k est
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isogene a SLy x R/ (SL2). En fait, le groupe H/k est une forme interne de

Ho = (SL2 x Rl/k(SL2)> /o,

le py étant plongé diagonalement. Ce k-groupe HY¢ apparait comme la
fibre spéciale réductive du O-schéma en groupes de Bruhat-Tits /O du
K-groupe quasi-déployé G9¢/K associé a L/K associé au sommet a;. Le
centre R} /K(MQ) de G% se prolonge en un sous O-schéma en groupes
Rb0(k2) — P Alors le quotient B/ Ry, /0(k2) est un O-modele lisse

du quotient adjoint GZ‘; de G et de fibre spéciale

qu/Rll/k,(,LLQ) = (SL2 X Rl/k(SL2)> /u

ol u est donné par le diagramme commutatif

1 H2 K — Rll/k(ﬂz) — 1
I N N
idxResy Res,, xid
1 Ho ——— piy X Ryi(p) ——== Ripp(pa) —— 1.

On considere alors le composé

p: Hl (kv qu/Rll/k(MQ)) — Hl (Ov ‘I;/R})kao(#ﬁ) - Hl(K’ Ggfl)

défini par Bruhat-Tits [6, §3]. Le fait que la fleche de gauche soit bi-
jective est le lemme de Hensel (loc. cit., Lemme 2) et la fleche de
droite est le changement de base de O a K. Le composé ci-dessus per-
met donc de construire des K-formes de G qui par torsion arrivent

munis d'un O-modele lisse. En pratique, on se donne un cocycle z €
A (gal(k/k’) (qu/Rl/k(Mg))(k)) pour une extension galoisienne finie k/k, et

un relevé 2’ € Zl<gal(/~c/k;) (B /ROXkl/O(ug))(O X k;)) Alors le K—groupe

tordu G = ,,G%/K admet le O-modele lisse & = /O dont la fibre spéciale
réductive est H = ,H /.

On va estimer la cohomologie galoisienne du k-groupe
<SL2 X Rl/k(SL2)> /i en utilisant le diagramme commutatif exact de
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k—groupes

1
1 H2
1 —— o — SLy x Rl/k(SLz) - (SLQ X Rl/lc(SLZ)>/:u — 1

|
1 — Mo X Rl/k(,[tQ) E— SL2 X Rl/k(SLg) E—— PGL2 X Rl/k(PGLz) — 1.

’idXNl/k

M2 1

1

6.1.1 Lemme. — (1) L’image de Hl(k:, (SLy x Rl/k(SLQ))/,u> dans

Hl(k,PGLQ X Rl/k(PGLQ)) = H'(k,PGLy) x H'(I,PGLy) consiste en les
classes de couples d’algébres de quaternions (B/k,C/l) satisfaisant [B] =
cort ([C]).

(2) On note [(D/k, E/1)] I'image de [z] dans H*(k,PGLy) x H'(I,PGLy).

(a) Le groupe tordu H = ,H% est k—isomorphe a
(SLl(D) x Rl/k(SLl(E))> /s,

(b) La classe de I'algébre d’Allen du K-groupe G /K associé a z est
[Er] + Resk ([Dk]) € Br(L).
(c) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) D est un corps gauche;
(ii) H est anisotrope;
(iii) G/ K est anisotrope.
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Démonstration: (1) Le diagramme précédent donne lieu au diagramme com-
mutatif exact d’ensembles pointés

1! (K, (SLa x Rus(SLo)) /)

l

H!(k, PGL,) x HY(I, PGLy) —2— H2(k, o) & H2(1, j12)

Bl id X Corfc l

H2(k, po) = H2(k, p).

Ainsi  limage  de H1<k, (SL, x Rl/k(SLg))/u> dans

H'(k,PGLy x Ryx(PGLs)) = H'(k,PGLy) x H'(I,PGL,) consiste en
les classes de couples d’algebres de quaternions (B/k,C/l) satisfaisant
[B] = cori([C]).

(2) (a) Le k-groupe .(SLy x Ry(SLy)) est k-isomorphe &
SLi(D) x Ryx(SLi(£)). Comme la torsion est intérieure, on peut quo-
tienter par le puo diagonal et on conclut que H est k-isomorphe a

(SLl(D) X Rl/k(SLl(E))> /s,

(b) On utilise maintenant le sous-O-groupe Ry, jo(p2) de P avec le dia-
gramme commutatif de bords [27, IV.4.2] pour la cohomologie étale

H(K,G) ——  HY(K,GY)  —" HX(K, RL (1))

I I I

HY(O,9) —— HY(K,P/RY, (1)) —2— HX(O, Rb o(12))

l l I

5
HY(k, H9) —— Hl(k,qu/R}/k(ug)) —* HQ(k,R}/k(/@)).

La fleche H*(O, R}, (12)) — H*(O, R (112)) est un isomorphisme [41,
I11.3.11.(a)]. La classe de I'algébre d’Allen de G est I'image de 0 ([2°]) par
Papplication H*(K, R (p12)) — H*(K, Ry i (p12)) = 2Br(L). Le diagramme
indique donc que cette classe est I'image par oBr(l) — 2Br(k) de I'image de
or([z]) € HA(k, R}/k(uz) dans Br(l). Cette classe se calcule par diagramme
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commutatif

H'(k, (SLa x Ri/(SLa)) /i) =24 H2(k,u)  —H2(k, p2) x H2(k, Ryjp(p2))

(1) l lp* lResL xid
H (k, H R} () =25 H2(L, RE(i2)— H2(k, Ryji(p2)) = 5Br(1)

ou le carré de droite provient du diagramme (%) ci-dessus. On obtient que
I'image de d;([2]) dans H?(k, Rk (p2) = 2Br(l) est [D;] +[E], d’ott la formule
souhaitée.
(3) L’équivalence (ii) <= (iii) est la correspondance sous—groupes
parahoriques/sous-groupes paraboliques [5, §5.1.31] appliquée a ,B/O et
H/k.

Montrons l'implication (i) == (ii). Si D est un corps gauche, alors [D] #
0 dans Br(k) et la formule [D] = cor([E]) indique que [E] # 0 dans Br(l),
donc que E est une [-algebre de quaternions a division. Ainsi le k—groupe
SL1(D) x Ry/,(SL1(E)) est anisotrope et il en est de méme de H.

Si D n’est pas un corps gauche, alors D = My(k) et H est isotrope. Par
contraposition, ceci montre 'implication (ii) = (7). O

En somme, on a construit un K—groupe G/K admettant un modele & /0O
dont la fibre spéciale est le groupe H. Comme on I’a expliqué au §3.2, ce
K-groupe se prolonge de facon unique en un schéma en groupes réductifs
“de lacets” G/k[t,t7!] et par recollement, on obtient finalement un schéma
en groupes B/k[t] dont la fibre spéciale réductive en 0 est H. En outre, la
classe de I'algebre d’Allen de G, est [Ciy)] —i—Resé(t)([Bl]) € Br(I(t)). En effet
cette classe est non ramifiée sur la droite affine A}, elle est donc constante
par la suite exacte de Faddeev [50, p. 122] et sa valeur est alors donnée par
sa restriction a K.

6.2 Etude de la rationalité

On note M le produit contracté M = G,, A2 (SLl(D) X Rl/k(SLl(E))>,
c’est une extension centrale de H par G,, [27, 1.3.1.3]. Les restrictions
des morphismes SL;(D) x Ryx(SLi(E)) — GLi(D) x Ryp(GL1(E)) et
G — GLi(D) x Ryx(GL1(E)), x — (272 1), sont égales sur po, d’on
un morphisme u : M — GL{(D) x Ry/x(GL1(E)). Par construction, ce mor-
phisme u est un plongement et son image est le sous-groupe fermé défini par
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I'équation Nrdp(z) = Nrdg(y). On a donc
M = { (2.y) € GLy(D) x Ryx(GLi(E)) | Nrdp(z) = Nrd(y) }.

Comme le G,,-torseur M — H admet une section rationnelle, le groupe M
est stablement k-rationnel a H. Le lemme suivant va permettre de construire
un exemple explicite de tel groupe M qui n’est pas k-rationnel. On note o
un générateur de Gal(l/k).

6.2.1 Lemme. — Soit b € [*. On pose a = Ny,(b) et on suppose que a ¢
(K'*)*2. On définit les algebres de quaternions suivantes

Q/k(s) = (s,a), E/l(s)=(s,b).

et le groupe
J/k(s) = { (@,9) € SLA(Q) x Ryn(SLi(E)) | Nrdg(z) = Nrd(y) }.
On note T'/k le sous k—tore de Ry a)/x(Gm) X By 5)/5(Gr) défini par

Ni(yaye(@) = Ny i (v)

Si J/k(s) est satisfait a [I'approximation faible pour le couple
(k(s), (K'(5))uv—top), alors le k-tore T satisfait a Iapproximation faible
pour le couple (k, k).

Démonstration: L’hypothese entraine que la k'((s))-algebre de quaternions
(a,t) est a divisions et donc que J Xy k'((s)) est un groupe anisotrope. La
preuve est alors analogue a celle de la proposition 4.0.4. ([l

On choisit maintenant k, [, et b € [* de sorte que [/k est cyclique de degré
3, [1(V/b, /b1, /D) : 1] = 8 ot1 b; = ¢(b) pour i = 1,2 sont les conjugués de

b sous Gal(l/k). On remarque que le tore T' X [ n’est pas autre chose que le
tore des normes communes

Nivayi(®) = Ny (o) = Ny (1) = Nz i(y2) # 0.
qui est stablement k—rationnel au tore des normes communes
Ny i(Wo) = Ny n(v1) = Ny i(y2) # 0
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vu que a = by by by. Il nous reste a construire un exemple “explicite” de la
meéme maniere qu’en 5.1.2.

Démonstration du théoréme 1.1.(1). 1l s’agit de construire k, [, a et b pour
que la construction précédente fonctionne. On part du corps C et on note
ly = C(wo, wq, w2) muni de la permutation cyclique o. On pose k; = lé‘7> et
a = wyw; wy € ky et b = wy. D’apres le théoreme 2.2.12, le [y-tore des normes
communes

N, (o) (Yo) = Ny i, (Y1) = Nig(a) i, (t2) # 0

n’est pas [-trivial. A fortiori le ky-tore d’équation

T, Niyvaym () = Ny vy 1, (9)

n’est pas R-trivial. Le théoréme 2.2.2, (5') = (1)montre I'on peut choisir une

extension de corps k/ky et une complétion &’ de k pour une valuation discrete

(de rang 1) de corps résiduel ky(T}) tel que T' = Ty X, k ne satisfait pas 'ap-

proximation faible pour un couple (k, k’). Alors le tore T est anisotrope et le

lemme 6.2.1 montre que le k(s)-groupe J/k(s) (avec les notations du lemme)

ne satisfait pas 'approximation faible pour le couple (k(s), (k' (s))v,top).
Maintenant le lemme 6.1.1 indique qu’il existe

2] e H! (kr(S)a (SL2 X Rys)/n(s)(SL2)) / u)

dont les algebres de quaternions associées sont respectivement (s, a)/k(s) et
(s,b)/1(s). En appliquant le théoréme 3.2.1, il suit que le groupe &) ne
satisfait pas I'approximation faible pour le couple (k(s,t), (K'(s,t)y—top). On
conclut que le k(s,t)-groupe &, trialitaire n’est pas une variété k(s,t)-
rationnelle.

Enfin ce groupe est défini sur ky(s,t) et n’est pas une variété rétracte
k4 (s, t)-rationnelle. Suivant le lemme 6.1.1.(2), son algebre d’Allen est Brauer-
équivalente a

(@, 8)1y(5.t) Duy(s,t) (05 )1y (5,0) = (Wrwa, )
donc est d’indice de Schur 2. O

6.2.2 Remarque. — Notons que cet exemple produit au passage un groupe
&/14(t) simplement connexe de type 'Dy qui n’est pas une variété rétracte
l4(t)-rationnelle.
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6.2.3 Remarque. — Pour la  rationalité du  groupe adjoint
(@/R}ﬁ/k(ug))/k(t), on a affaire au groupe H := H/us. La méme méthode

que ci-dessus permet de montrer que H est stablement k-rationnellement
équivalent au k—groupe

M= {(,y) € GLy(D) x Ri(GL1(E)) | Nadp(x) = Nipu(Nedp(y)) }.
Une premiere observation est que
(*2) Nl/k(Nl"dE(EX)) C NI‘d(DX)

On note X/k (resp. Y/l) la conique associée a D (resp. E). On sait que
Nrd(D*) = Nx(k) est le groupe de normes de X [16, lemme 1] (ou [26,
§2, ex. 10]) et itou pour E/I. Si '/l est une extension finie déployant
E, alors la condition [D] = corl([E]) entraine que I’/k déploie D. Ainsi
Ny (Npp(U)) = Npy(I) € Nrd(D*) et en prenant toutes extensions fi-
nies '/l déployant E, on obtient 'inclusion (x2).

Nous allons montrer que M” est rétracte k-rationnel au moyen du critere
de relevement de Saltman [48, Th. 3.8] (voir aussi [14, Prop. 1.3]). Par ins-
pection de la démonstration du critere, il suffit de montrer la surjectivité de
I'application M°(A) — M’(k) ol A est un anneau local d'un k—espace affine
et k désigne son corps résiduel. On note F4 le corps de fractions de A. Soit
(,y) € M°(k). Comme Ry/x(GLi(E)) est un ouvert d'un espace affine, il
existe y € Ry(GL1(E))(A) relevant y. D’apres I'inclusion (%2) appliquée a
Fy, on a

Nigyra/ra (Ntdpe,o,r0) (y)) € Nrd((D @y Fa)*) N A

Or Colliot-Thélene et Ojanguren ont montré que Nrd((D ®j Fa)*) N A* =
Nrd((D @ A)*) [11, Corollaire 2.7]. 11 existe donc d € (D @ A)* tel que
Nl®kA/A (NrdE®l(l®kA) (y)) = NrdD®kA(d>' Ainsi (d7 y) € Mb(A)v et on a

@9). (@57 = (@@ 1) € SLi(D)(x) € M*(x).

Suivant le théoreme de Wang [26, 2.8.12], on a [D, D] = SLy(D)(k), donc
SL1(D)(A) se surjecte sur SLy(D)(k). Ceci permet de conclure que (Z,7) se
releve & M°(A).

En conclusion, M’ et H sont rétractes k-rationnels. On ne peut donc pas
conclure sur la rétracte k(t)-rationalité de (@/R}/k(ug))/k‘(t).
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6.2.4 Remarque. — Un argument similaire a celui de la proposition 9.0.2
montre qu'un F-groupe trialitaire simplement connexe superversel de type
3Dy n’est pas variété rétracte F-rationnelle.

7 Groupes de type F}

Dans cette section, nous tentons d’appliquer la méthode précédente aux
groupes de type Fy. Rappelons le diagramme de Dynkin étendu sous-jacent

O 1 2 3 4
— o e o

La théorie de Bruhat-Tits permet donc de construire des groupes de type F}
sur k((t)) qui dégénerent en des groupes semi-simples des types suivants

A1X03, AQXAQ, A3><A1, B4

qui sont respectivement des formes internes des groupes suivants

<SL1 X spﬁ) s (SL3 X SL3> /s, <SL3 X SL1> /uis, Sping.

Dans le premier cas, cette k-forme est un k—groupe

(SLI(D) X Sp(D,h))/,ug,

ou D est une algebre de quaternions et h une forme hermitienne non
dégénérée sur D3. Par la méme méthode qu’au §6, ce groupe est stablement
k-birationnel a

H i= {(2,y) € GLy(D) x GSp,(D, h) | Ned(z) = u(y)}.
ou i : GSp,(D, h) — G,, désigne le multiplicateur.

7.0.5 Lemme. — Le groupe H/k est stablement k-rationnel.

Démonstration: Le groupe H s’insere dans une suite exacte
1 — SLy(D) x Spy(D,h) - H - G,, — 1.

Les groupes SLi(D) et Sp,(D,h) sont k-rationnels. Vu que Spg est
de type Cs, le lemme 3 de [38] indique que wu(GSp,(D,h)(F)) =
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Nrd((D ®y F)*) = «(H(F)) pour tout F/k. Ainsi les images de

a: H(F)— F*et Nrd: D* — F* coincident pour tout F/k. La proposition
3 de [38] permet de conclure que le groupe H est stablement k—birationnel &
GL1 (D), donc stablement k-rationnel. O

Dans le second cas, il s’agit d’'un k—groupe

(SLl(D) x SLl(D)> /13

pour une algebre simple centrale D de degré 3. On note G le sous-groupe de
GL;1(D) x GL;(D) défini par Nrdp(y;) = Nrdp(yz). Il contient le tore diago-
nal G,, et G est k-birationnel a (G,, x G)/G,,. Par ailleurs, le morphisme
SLy1(D) x SLy(D) — G/G,, est surjectif de noyau us diagonal, donc
(SL1(D)xSLy(D))/ s est stablement k-birationnel au groupe G. Ce k—groupe
G est stablement k-rationnel puisque isomorphe & GL1 (D) x SL; (D) en tant
que k—variété.
Dans le troisieme cas, on a affaire a un groupe

(SLQ(D) x SLl(D)> /s

pour une algebre de quaternions D et un tel groupe est de méme une variété
stablement k-rationnelle. Dans le dernier cas, on tombe sur le groupe des
spineurs Spin(q) d’une 3—forme de Pfister ¢. Il est alors connu que le groupe
Spin(g) est k-rationnel (Chernousov-Merkurjev-Rost [39], Theorem 8.6). En
conclusion, notre méthode ne permet pas de construire de variétés de groupe
de type Fj non rétractes k-rationnelles.

8 R-équivalence et approximation faible

Pour les k—groupes algébriques linéaires, nous nous proposons de montrer
que , le défaut de R-équivalence s’interprete comme un défaut d’approxima-
tion faible pour le corps k(t) et ses complétions en zéro k((t)) et a l'infini

E(() -

8.1 Comparaison

Soit H/k un groupe algébrique linéaire. On pose
LOH)(k) = A(H, k()% k(). k(0) ) = FED) \ (HR(0) < H k().
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c’est le défaut d’approximation faible pour les valuations en 0 et a l'in-
fini du corps k(¢). On a une fleche naturelle (fonctorielle en H et en k),
Je: H(k) — L(H)(k), h — [(h, 1)].

8.1.1 Proposition. — La fleche j, induit une bijection H(k)/R ——
L(H)(k). En outre, la réciproque applique (hi,hs) € H(K[[t]]) x H(k[[3]])
sur hy(oo)™1 hy(0).

8.1.2 Remarque. — Si H est anisotrope, on a H(k[[t]]) = H(k((t))) (resp.
H(K[[1]]) = H(k((7))) suivant le théoreme de Bruhat-Tits-Rousseau ([47,
V.2.3], voir aussi [45]). Dans ce cas 'application, 'application réciproque de

la proposition 8.1.1 est définie par la formule donnée.

8.1.3 Lemme. — (1) On a dans H(k((t)))titop I'inclusion

ker (H (([t]) — H(k)) x kef(H(/fH%]]) — H(k)) < H(k(1))-

(2) Si H est réductif, alors H(k(t)) est dense dans H (k((t)))

t—top”
Démonstration. Si le corps de base k est fini, cela est réglé par le lemme 2.3.1.
On peut donc supposer le corps £ infini.

(1) Suivant Raghunathan [46, prop 1.3], il existe une famille finie de k—
tores algébriques k-rationnels 77, ...,7; et de morphismes f; : T; — H et des
éléments hq, ..., hy de H(k) tels que I'application

I lKef(Ti(k[[t]]) — Ti(k)) —— ker(H(k[[t]) — H(k))

~~~~~

(tl,...,tl) = hltl...hltl

soit surjective. Il en est de méme pour k[[1]], ce qui nous ramene au cas d’un
k—tore T k-rationnel. Or ce cas est trivial puisque T satisfait I’approximation
faible suivant le lemme 2.1.3.1.

(2) La proposition 2.3.2 nous ramene au cas anisotrope. On a alors
H(k((1))) = H(K[[H]]) = H(k) x ker(H (k[[t]]) — H(K)).
Ainsi le (1) montre que H(k((t))) C H(k(t)). O

Démonstration de la proposition 8.1.1. Montrons tout d’abord que ’applica-
tion passe au quotient par la R—équivalence. On note A 'anneau semi-local de
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la droite projective en 0 et a l'infini. Sih € R(k, H), il existe f € H(A) tel que
f(0) =het f(co) =1. Ona (h,1) = (£(0), f(c0)) = f. (ff(0), f~'f(c0))

d'ot
(h,1) € H(k(t)).(ker(H(k[[t]]) — H(k)) x ker(H(k[[%]]) o H(k))).

Le lemme 8.1.3 indique que le groupe de droite est inclus dans H(k(t)). On
conclut que (h,1) € H(k(t)).

On dispose donc d’une application ji : H(k)/R — L(H)(k). Pour montrer
sa bijectivité, on procede par réduction au cas anisotrope. Soit S un k-tore
maximal déployé. On a considere le diagramme commutatif

(Zu(8)/S)(k)/Re—Zy(S)(k)/R— H(k)/R

ij{ ij/ jkl
L(Zy(8)/S)(k) «—L(Zu(9))(k)—L(H)(k).
Les isomorphismes du haut proviennent du lemme 1.7 de [23], ceux du bas de

la proposition 2.3.2. Quitte a remplacer H par Zy(S)/S, on peut supposer
H anisotrope. On définit une application

sk : H(K[[t]]) x H(’f[[%ﬂ) — H(k)/R, (h1,h2) — ha(00) ™" hy(0).

Montrons d’abord que s, induit une application s, : L(G) — H(k)/R.
En effet, si h € H(k(t)), alors si(hhy, hhy) = ho(oo) ™ h(c0) " h(0)hy(0) =
sk(h1, ha). De plus le composé sy o jj. est l'identité de H(k)/R de fagon tri-
viale. Pour établir la bijectivité, il suffit de vérifier que j, est surjective. Le
lemme 8.1.3 indique que le composé

H(k) % H(K) — H((0)  H(K(3)) ~ LH)K)

est surjectif. Ce composé est H(k)-invariant (pour l'action diagonale a
gauche) ce qui permet de conclure que jj, est surjectif. 0

8.1.4 Corollaire. — Si H satisfait 'approximation faible pour le corps k(t)
et les places en 0 et a l'infini, alors H(k)/R = 1.

La proposition 2.3.1 produit le corollaire suivant.
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8.1.5 Corollaire. — Si k est un corps fini, alors H est R-trivial.

Celui-ci contribue a donner une premiere caractérisation des groupes R-
triviaux.

8.1.6 Lemme. — Soit H/k un groupe algébrique linéaire connexe. On note
n € H(k(H)) le point générique de H. Alors H est R-trivial si et seulement

si[n] € Im(H(k;) /R — H(k(H)) /R).

Démonstration: Si k est un corps fini, cela résulte du corollaire précédent. On
suppose donc k infini. Le sens direct étant trivial, supposons que [n] = [h] €
H(k(H))/R pour un élément h € H (k). Il existe alors un ouvert V. C A} x, H
tel que Uy = ({0} xx H) NV (resp. Uy = ({1} X, H)N'V) est non vide et un
morphisme f : V — H X, H, qui commute avec la seconde projection sur H,
et tel que fjy, s’identifie a la composée Uy — H bidu Xy H, fiu, s’identifie
au plongement diagonal Uy C H — H x;, H. On pose U = Uy N U;. Alors
si h € U(k), h est R—¢quivalent a h suivant 1'élément fy, qui relie h et h.
Ainsi U(k)/R =1 et la proposition 11 de [12] indique que H(k)/R = 1. On
conclut que H est R—trivial. 0

8.2 Caractérisation des k—groupes réductifs R—triviaux

8.2.1 Proposition. — Soit G un k-groupe algébrique réductif. On considére
les assertions suivantes :

(i) G est R—trivial;

(ii) Pour tout k—anneau de valuation discréte A, et de corps résiduel k,
lapplication G(A) — G(k)/R est surjective.

(ii’) Pour tout k—anneau de valuation discréte A de corps résiduel k =
k(G), Iapplication G(A) — G(k)/R est surjective.

(iii) Pour tout k—anneau de valuation discréte A de corps des fractions
K, lapplication G(K) — G(K)/R est surjective.

(iii’) Pour tout k—anneau de valuation discrete A de corps des fractions K,
et de corps résiduel k = k(G), Iapplication G(K) — G(K)/R est surjective.

(iv) Pour tout k—anneau de valuation discréte A de corps des fractions
K, G(K) est dense dans G(K).

(iv’) Pour tout k—anneau de valuation discréte A de corps des fractions
K, et de corps résiduel k = k(G), G(K) est dense dans G(K).
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Alors on a le diagrame d’implications suivant

(1)<=> (i) <= (ii1) <= (iv)

) ) Y
(17" )<= (i1 ) <==(iv").

Démonstration: Les implications (i) = (1) = (i’) (resp. (i) = (ii1) =
(737")) sont triviales.
(i7') = (i) : Comme G/k est lisse, le corps k = k(G) est une extension
finie séparable du corps Fy = k(t1, ..., tq) ou d désigne la dimension de G. On
réalise alors Kk comme le corps résiduel d'un point M de la droite affine A}wd.
On note alors R 'anneau local de M et K = Fj,; son corps de fractions.

Notre hypotheése entraine que I'application G(R) — G(k)/R est surjective.
Cette application factorise selon

G(A) —— G(K) — G(K) — G(K)/R —2— G(x)/R

ou sp est le morphisme de spécialisation défini en [24, th. 0.2]. Il suit
que G(K)/R — G(k)/R est surjectif. Or G(k)/R = G(F;)/R [21, lemme
I1.1.1.(c)], d’ou la surjectivité de G(k)/R — G(k)/R. Comme k = k(G), le
lemme 8.1.6 permet de conclure que G est R—trivial.

(1i') = (i) : On garde les notations précédentes. En utilisant que la
spécialisation G(K)/R — G(k)/R est un isomorphisme (ibid), le fait que
G(K) — G(K)/R soit surjectif entraine aussitot la surjectivité de G(k) —
G(k)/R.

(tv) = (473) : Soit R un k—anneau de valuation discréete de corps résiduel
k. On suppose que G(K) est dense dans G(K). Suivant [23, lemme 2.4], le
sous—groupe ouvert ker(G(R) — G(k)) est inclus dans RG(K). La topologie
quotient sur G(K)/R est donc la topologie discréte et on conclut que le
morphisme G(K) — G(K)/R est surjectif.

(iv') = (i) : itou. O

8.2.2 Remarque. — L’argument est calqué sur celui de la proposition 7.5.6
de [26].
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8.3 Problématique de la spécialisation

Soit A un anneau de valuation discrete (de rang 1), F' son corps des
fractions F', et k son corps résiduel. Soit X/Spec(A) est un schéma projectif,
X/F sa fibre générique et X;/k sa fibre fermée. Kollar [31] et Madore [35,
page 19] ont indépendamment montré que la spécialisation X (F) = X(A) —
Xy (k) induit une application X (F)/R — X(k)/R.

Si /A est un schéma en groupes réductifs de fibre générique G/F et de
fibre spéciale &;/k, nous avons établi un résultat analogue [23]. Les schémas
en groupes de Bruhat-Tits des sections précédentes ne sont pas réductifs.
C’est donc une question ouverte de définir une application de spécialisation
G(F)/R — &;(k)/R pour de tels groupes qui jouerait le réle de la proposition
3.1.1. Le cas échéant, cela montrerait que le défaut d’approximation faible
pourrait étre remplacé dans cet article par le défaut de R-équivalence.

9 Appendice : groupes superversels

On utilise ici une construction [19, §6] qui est une variante de la construc-
tion de Grothendieck de torseurs versels ([20], §1.5).

Fixons un corps de base k, un diagramme de Dynkin connexe A, et un
sous—groupe I' C Aut(A). Un groupe superversel de type (A, I') est un groupe
adjoint semi-simple G défini sur une extension F' de type fini de k et de type
quasi-déployé (A, ¢g) satisfaisant

6 € Im (Hl(F, I) - HY(F, Aut(A)))

et tel qu’il existe une k—variété lisse irréductible X de corps des fonctions
F et un schéma en groupes adjoints & /X satisfaisant les deux propriétés
suivantes :

1. La fibre de & au point générique de X est G.

2. Pour toute extension F de k, avec E infini, pour tout groupe semi-
simple adjoint H/FE de type quasi-déployé (A, ¢p) tel que

= Im(Hl(E, I) — HY(E, Aut(A)))

et toute sous—variété ouverte non vide U de X, il existe z € U(E) tel
que la fibre &, est k(z)-isomorphe a H.
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Les groupes superversels existent et permettent d’étudier la rationalité
des formes tordues de G.

9.0.1 Proposition. — On suppose k infini. Soit G/k(X) un groupe super-
versel de type (A, T).

1. Si G est k(X)-rationnel (resp. stablement k(X)-rationnel, rétracte
k(X)-rationnel), alors pour tout corps E/k et tout groupe semi-simple
adjoint H/E de type quasi-déployé (A, ¢y) satisfaisant

b € Im(Hl(E, I) — HY(E, Aut(A))),

alors le groupe H/E est E-rationnel (resp. stablement E-rationnel,
resp. E-rétracte rationnel).

2. Idem pour G*¢ et H*.

Démonstration de la proposition 9.0.1. On montre seulement la premiere as-
sertion, les autres étant analogues. On suppose donc que & o k(X) est k(X)-

rationnel, c’est-a-dire qu’il existe un ouvert V C & X k(X) k(X)-isomorphe

& un ouvert de Ai(x). Il existe un ouvert non vide U C X et un ouvert
W C & o U, surjectif sur U, tel que W est U-isomorphe a un ouvert de

A¢. On se donne un groupe H/E comme dans 1'énoncé, il existe alors un
point u € U(E) tel que H = ®)>§“E. On observe que W (>J<uE est un ou-

vert de & )>§“ E. il est non vide car surjectif sur Spec(F'). Alors W 5“ F est

E-isomorphe & un ouvert de A%. On conclut que H/E est une variété F—
rationnelle. O

Ceci nous permet de démontrer a peu de frais que les groupes trialitaires
ne sont pas en général des variétés rationnelles.

9.0.2 Proposition. — Il existe un corps F'/C et un F—groupe trialitaire sim-
plement connexe de type °D, qui n’est pas une variété rétracte k-rationnelle.

Démonstration: On applique la proposition précédente a Dy, au groupe I' =
Aut(D,) et au corps de base k = C. Soit G/k(X) un groupe superversel dans
ce contexte. On sait qu'il existe un corps E/k et un groupe E/F simplement
connexe de type 2Dy qui n’est pas rétracte E-rationnel ([8], exemple 6.10).
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La proposition 9.0.1.(2) montre alors que G*°/k(X) n’est pas rétracte k(X )—
rationnel. ]

Nous montrons plus loin '’énoncé analogue pour les groupes de type 3Dy

(remarque 6.2.4).

9.0.3 Remarques. — (a) Dans la proposition 9.0.2, I'algebre d’Allen du
groupe construit G/F' est celle du groupe superversel. Elle est donc d’indice
de Schur 8 [19, th. 14.1] alors que le théoreme 1.1.(i) produit un exemple
dont D'algebre d’Allen est d’indice 2.

(b) Dans le cas adjoint, on sait qu’il existe un corps F'/k et un groupe adjoint
H,/E de type 'D, qui n’est pas rétracte E-rationnel [22]. La proposition
9.0.1.(1) montre alors que le groupe superversel G /k(X) pour Dy et S3 n’est
pas rétracte k(X )-rationnel.
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