Torseurs sur la droite affine et R-équivalence

Soit k un corps et G /k un groupe algébrique linéaire. Si S/k est un schéma, on rappelle
qu'un S-torseur sous G (ou un S-espace principal homogene sous Gg = G xj S) est
un schéma E/S fidelement plat et localement de type fini, muni d’une action a droite
E x5 Gs — FE tel que le morphisme E xg Gg — E xg E défini par (e, g) — (e, e.g) soit
un isomorphisme. Si le groupe G/k est lisse, 'ensemble de cohomologie étale H}, (S, G)
classifie les S-torseurs sous G. Les torseurs sur la droite projective P! et sur la droite affine
A sont des sujets que I’on revisite dans cette these et dont on montre qu’ils s’appliquent
a I’étude de la R-équivalence sur les groupes algébriques linéaires.

La R-équivalence est une relation d’équivalence sur les points rationnels d’une variété
algébrique introduite par Manin [Man]. Soit X /k une variété algébrique. La R-équivalence
est la relation d’équivalence sur I’ensemble des points rationnels X (k) de X engendrée
par la relation élémentaire suivante : deux points = et y de X (k) sont dits directement
R-équivalents si il existe une k-application rationnelle ¢ de la droite projective P, dans
X, définie en 0 et 1 telle que ¢(0) = = et ¢(1) = y. On montre dans la partie V le
théoreme de finitude suivant :

TaEOREME C. — Soit G un k-groupe réductif défini sur un corps de nombres k. Alors
l’ensemble des classes de R-équivalence de G(k) est fini.

Les ingrédients arithmétiques de cette preuve sont le cas des tores déja démontré par
Colliot-Thélene et Sansuc [CT-Sal|, un principe de Hasse sur les groupes de normes
de Kato et Saito [K-S] et un théoreme ”ergodique” de Margulis [Mar| traitant le
cas d'un groupe semi-simple simplement connexe. Pour démontrer le th. B pour un
groupe semi-simple, il est donc naturel d’étudier le comportement par isogénie de
la R-équivalence. Le point clef de cette these est de montrer que le comportement
par isogénie de la R-équivalence a un rapport avec la question suivante (§IV) : Soit
A : G — G une isogénie centrale de groupes réductifs connexes définis sur un corps
parfait k. Soit L/k une extension finie de corps. Existe-t-il un principe de norme
pour le groupe abélien G(k)/A(G(k)), i.e. existe-t-il une application norme naturelle
Np i : G(L)/NG(L)) — G(k)/A(G(k)) ? On démontre dans la partie IV le

TutoREME B. — Soient A : G — G une k-isogénie centrale de groupes réductifs
connexes définis sur un corps parfait k, de noyau le k-groupe commutatif fini p et L/k
une extension finie de corps. Soit R(k,G) C G(k) le sous-groupe (normal) des éléments
R-équivalents a e. Notons Ny, : H}ppf(L,,u) — H}ppf(k,,u) la corestriction de L a k et

ok Gk) — H}ppf(k:, w) Uapplication caractéristique associée a . Alors, on a
Nop(@L(R(L,G)) € pr(R(k,G)

En particulier, on obtient ainsi une nouvelle démonstration du principe de norme de
Knebusch sur le groupe engendré par les valeurs non nulles d’une forme quadratique.
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On donne une seconde application de 1’étude des principes de norme qui est la preuve
uniforme (§ VI) du théoreme suivant ol les cas des groupes exceptionnels Fg et E7 sont
nouveaux.

THEOREME D. — Soit k un corps parfait. Soit G un k-groupe algébrique connexe,
semi—simple, absolument presque k-simple d’un des types suivants A,, B,, C,, D,, Es
ou E7. Soit (k;/k)i=1,.» une famille d’extensions finies de corps dont les degrés sont
premiers entre euz dans leur ensemble. Si les groupes Gy, sont déployés (i = 1,..,r),
alors le groupe Gy, est déployé.

Le théoreme B (et a fortiori C et D) a tout d’abord été établi [Gill] en utilisant de
fagon essentielle le théoreme suivant de Raghunathan et Ramanathan.

TurorEME A [Rag-Ram] (1983). — Soit k un corps et ks une cloture séparable de k.

Soient G/k un groupe réductif conneze et A}, la droite affine sur k. L’application naturelle
H'(k,G) — H} (AL, G) induit une bijection

Hl(kv G) L) Ker(Helt(AllmG) - Helt(Allfsv G))

Si S/k est un schéma connexe, on dit qu'un S-torseur E/S sous un groupe G/k est
rationnellement trivial si il existe un ouvert de Zariski U C S tel que le U-torseur £ xgU
est isomorphe au torseur trivial G x; U. Le th. A est fondamental et est utilisé dans la
démonstration d’une conjecture de Serre et Grothendieck sur les torseurs rationnellement
triviaux ([CT-0O], [Rag3]). De plus, Raghunathan a déterminé avec ce théoréme les P!-
torseurs rationnellement triviaux sous un groupe réductif G/k. Le th. A est utilisé dans
létude des torseurs sur les espaces affines [Ragl], [Rag2]. En fait, le théoreme B peut se
démontrer sans le th. A. Expliquons nous avec le diagramme ci-contre.

Le théoréme de Grothendieck-Harder [Grl] classe les P!-torseurs localement triviaux
pour la topologie de Zariski sous un groupe réductif déployé G/k. Harder ([H2], Satz 3.5)
a vu que ’on pouvait ”"descendre” le théoreme de Grothendieck-Harder pour classer les
schémas en groupes semi-simples sur P!, ce qui revient a classer les P!-torseurs localement
triviaux pour la topologie étale sous le groupe Aut(G) ot G/k est un groupe semi-simple
déployé. Ici, on détermine les P'-torseurs localement triviaux pour la topologie étale sous
un groupe réductif quasi-déployé (§11.3.2.) et cette section semble étre le dénominateur
commun de toute la these.

On donne une nouvelle démonstration du th. A qui utilise également la théorie de
Bruhat-Tits (§III). Dans le cas du groupe spécial orthogonal déployé, le th. A a pour
conséquence ’exactitude au milieu de la suite exacte de Milnor-Tate sur les groupes de
Witt (App. B). Dans la démonstration de Harder (cf. [Knebuschl]) de la suite exacte de
Milnor-Tate, les applications résidus de Milnor sur les groupes de Witt jouent un roéle
clef. Un analogue existe en cohomologie galoisienne des groupes algébriques linéaires : ce
sont les applications résidus de Bruhat-Tits [BT3], qui permettent de généraliser dans
une certaine mesure la preuve de Harder a celle du th. A. Le cas particulier du groupe

spécial orthogonal est également important dans I’étude des principes de norme (cf. App.
B).



théoréme de
Grothendieck—Harder

descente étale

P! torseurs, §1I

Rag3
P! —torseurs & théoreme A
rationnellement triviaux T (Raghunathan-Ramanathan)

[Gil1]

Principe de norme, §IV

théoreme C et
théoreme D

Dans le diagramme ci-dessus, la théorie de Bruhat-Tits n’est utilisée que pour passer
des P!-torseurs au th. A : c’est l'objet des §1.1.3. et §1.1.4. sur les conséquences de
I’existence d’applications résidus en cohomologie galoisienne non abélienne. Par ailleurs,
la premiere partie (§I) comporte la preuve des éléments non publiés d’une note de
Nisnevich [N1] sur les schémas en groupes au dessus d’un schéma de Dedekind, ainsi
qu’un complément sur la partie cohomologique de la théorie de Bruhat-Tits [BT3]. Bien
que la note [N1] de Nisnevich couvre certains résultats sur les P!-torseurs, on n’utilisera
dans cette theése qu’une suite exacte formelle de [N1] (1.2.2.1.). Cette these contient les
preuves completes des deux notes [Gill], [Gil2].
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0. — Notations et rappels Soit k£ un corps.
0.1. — Droites affine et projective. On note Al (resp. P}) la droite affine (resp.
projective et k(t) le corps des fonctions de la droite projective. On note oo le point fermé

a 'infini de IP’l Sl M est un point fermé de IP’ , on note Oy; 'anneau local en M, OM

son complété, kM le corps des fractions de OM et k(M) le corps résiduel de Oys. Si P
k[t
est un polynoéme séparable de k[t], on note kp l'algebre étale kp = J
0.2. — Soient X une variété algébrique integre définie sur k et L/k une extension
de corps. On note X (k) I’ensemble de ses k-—points rationnels, X1 = X X gpec(r) Spec(L)

I'extension des scalaires de X & L et X = X7 On dit que X est k-rationnel si X est
k—birationnel a un espace affine. Soit Y une variété algébrique définie sur L et supposons
que I'extension L/k est finie. On note alors Ry, /.Y la restriction des scalaires, a la Weil,
de L a k de Y (cf. [BLR] p.191).

0.3. — Cohomologie et descente fidelement plate (cf. [Milne], [SGAS3], [SGAY], [Gir]).
Soit X un schéma quasi-compact. On considere sur X les sites X zqr, Xet, Xrppsr, X fpge-
Si F est un faisceau de groupes abéliens sur X sur un site S , on notera H%(X,F)
le i-itme groupe de cohomologie de F. Si X = Spec(A), on notera parfois H5(A,F)
au lieu de H%(X,F). Enfin, la cohomologie étale étant la plus utilisée, on notera
HY(X,F) = H,(X,F). Soit G un X-schéma en groupes, plat de type fini. Suivant
la définition de Demazure [Dem], on dira que G est un X-schéma en groupes semi-
simple (resp. réductif) s’il est lisse et affine sur X et si ses fibres géométriques sont
des groupes algébriques semi-simples (resp. réductifs) connexes. On appelle X-torseur
sous G (ou espace principal homogene) un X-schéma E fidelement plat et localement
de type fini sur X, muni d’une action de groupe F xx G — FE telle que "application
(e,9) — (e,eq) : E xx G — E xx FE soit un isomorphisme de X-schémas compatible
avec ’action de G. On prend les mémes notations pour la cohomologie non abélienne que
pour la cohomologie abélienne (définie par le procédé de Oech). Rappelons que si G/X
est lisse, 'application naturelle H' (X, G) — H}ppf(X, G) est bijective (cf. [SGA3], Exp.
XXIV). Si l'on note Tors(X,G) 'ensemble des classes d’isomorphismes de X-torseurs
sous GG, on a une application naturelle Tors(X,G) — H}ppf(X, G).

Soit U = (U;)ier un recouvrement de X pour la topologie fpgc. Notons U, ; = U; x x U,
et U;jr=U; xx U, X x U}, pour tous les indices 7, 7, k. On note Zl(L{ G) lensemble des
1-cocycles associé et H LU, G) I'ensemble de cohomologie de Cech associé. Le théoreme
de descente fidelement plate ([Gr2], cf. [Milne] th. 2.23 p.19) s’écrit dans ce cas

THEOREME 0.3.1. — La donnée d’un schéma affine localement de type fini sur X est
équivalente a la donnée d’une famille Z = (Z;/u,)icr de schémas affines localement de
type fini sur U;, munie de morphismes de recollement ¢; ; : Z; Xy, U; j — Z; xy; Ui j
pour i,j = 1,...,n satisfaisant ¢; , = ;i © ¢i; sur U; j 1, pour tous les indices i, j, k.

Une famille & = (¢; ;) comme ci-dessus est une donnée de descente pour la famille Z.
On notera D(Z) 'ensemble des données de descente pour la famille Z. Par fonctorialité,
on peut recoller des structures supplémentaires (groupe, torseur,...).
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COROLLAIRE 0.3.2. — Soit G/X un X-schéma en groupes affine, plat, localement de
type fini et U = (U;);er un recouvrement de X pour la topologie fpqc.

a) La donnée d’un X -torseur sous G localement trivial pour la topologie fppf
est équivalente a la donnée pour i = 1,..,n d’un U;-torseur FE; sous G xx U; locale-
ment trivial pour la topologie fppf et de morphismes de recollement G-équivariants
Gij By Xy, Ui j — Ej Xy, Uy j pour i,j = 1,...,n satisfaisant ¢; x = ¢jx 0 ¢ij sur U; j
pour tous les indices i, j, k.

b) (cf [Milne] p.120-121) Toute classe de H'(U/X,G) est représentable par un
X -torseur sous G localement trivial pour la topologie fppf.

¢) L’application naturelle Tors(X,G) — H}ppf(X, G) est une bijection. L’
application naturelle H}ppf(X, G) — H}pqc(X, G) est une bijection. Si de plus le schéma
en groupes G/ X est lisse, on a une bijection

H'(X,G) = Hj,,;(X,G) = Hj,,.(X,G)
1

Soit h = (hi ;)i jer € Z' (U, R). Posant (Ep)y, = G xx U;, le a) montre que 1'on peut
associer a un X-torseur Fj sous G défini a un unique isomorphisme pres. L’application
h — [E}] est une surjection de Z'(U,G) sur 'ensemble des classes d’isomorphismes de
X-torseurs E sous G localement triviaux pour le recouvrement Y. Soit V/X un schéma
affine et localement de type fini sur X. Soit f : G — Autx (V) un morphisme de faisceaux
de groupes pour la topologie fpgc ou Autx (V') désigne le faisceau associé au préfaisceau

U — Auty(V xx U). Si E est un X-torseur sous G, le théoreme de descente fidelement

ExxV

plate assure l'existence du schéma quotient E(V') = (7)(1) qui est appelé le schéma
e.g, g tw

tordu de V par le torseur E. Dans le cas ou X = Spec(k), on peut remplacer ’hypothese

V' affine par I'hypothese plus faible V/k quasi-projectif (i.e. sous-schéma d’un espace
projectif P?') [Sel]. En particulier, le groupe G agit sur lui-méme par automorphismes
intérieurs et on a un morphisme de faisceaux Int : G — Autx(G). On obtient ainsi un
schéma en groupes E(G) qui est le tordu de G par le torseur E. Soit E’ un X-torseur
sous G. Comme G agit sur E’, on peut tordre E’ par E et obtenir le X-schéma E(E’)
dont il est aisé de voir qu’il est muni d’une structure naturelle de X-torseur sous E(G).
Passant aux classes de torseurs, on obtient une bijection

E(): H}

fppf(X7E(G)> H}ppf(X7G)

[E] — [E(E)]

Il existe un unique X-torseur sous E(G) noté E°PP tel que E°PP(E(G)) = E ou E(G) est
vu comme le X-torseur trivial sous F(G). Le torseur E°PP est le torseur opposé de E.
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Explicitons cette contruction dans le cas du torseur Ej ol (h;;)ijer € Z*U,G).
Les (I”t(hid))i,je] : G xx U;; — G xx U;; forment une donnée de descente pour le
recouvrement U /X d’isomorphismes de schémas en groupe a laquelle le th. 0.3.1. permet
d’associer un X-schéma en groupes noté Ej(G). On dira aussi que Ej,(G) est la X-forme
tordue de G par le cocycle h. On définit une bijection

27U EnG) 2 2 u,q)
(9i,5)i,jer — (9ij-hij)ijer-

Le torseur opposé E;*” est le X-torseur sous Ej,(G) associé au cocycle h™ = (h; )i jer
En prenant les classes de la limite inductive sur les recouvrements trivialisant F, on
obtient la bijection Ej(.) : Hj,,(X, En(G)) = H},,(X, G).

Soit X — Y un morphisme fini et plat. On notera Rx,y G la restriction de G a Y (cf.

(Y, Rx)yG) — Hj,,,(X,G)

[BLR| p.191). On a un isomorphisme canonique H} fopf

[SGA3, XXIV, 8.5]

0.4. — Cohomologie galoisienne [Sel]. Soit ks une cldture séparable de k et G le groupe
de Galois de ks sur k. On sait que la cohomologie galoisienne s’identifie a la cohomologie
étale de Spec(k). On prendra parfois la notation de cohomologie des groupes H!(G, F)
pour un faisceau galoisien F. Soit G /k un groupe algébrique linéaire. On note Z!(k, G)
I’ensemble des 1-cocycles de G a valeurs dans G(ks) et 'action de G sur G(ks) est notée
o(g) =° g pour tout o € G. Soit z € Z'(k,G). On note alors .G le groupe tordu
de G par automorphismes intérieurs par le cocycle z [Sel|. L’opération de torsion sera
notée 2(.) : H'(k,, G) — H'(k,G). Si G/k est un groupe réductif, on note Z!(k,G)an
I’ensemble des cocycles anisotropes, i.e. des cocycles z tels que le groupe tordu .G soit
anisotrope.

0.5. — Groupes de type multiplicatif. Pour la définition des groupes de type multipli-
catif, on renvoie & [CT-Sa2]. On note G,, le groupe multiplicatif Spec(Z[t,t~1]) et pour
Z[t]
tm—1
de T'unité. Un X—tore T' est dit quasi-trivial §’il est isomorphe a un tore Rx,xG,, ou
X'/X est un recouvrement étale fini de X. Si S désigne un X-schéma en groupe de

ppf

tout entier n > 1, on note u,, = Spec< ) le groupe multiplicatif des racines n-iemes

type multiplicatif , on note S x (resp. §§() le faisceau pour la topologie étale sur X défini
par §X(U) = Homy_ 4 (St, Gr,v) (resp. §§((U) = Homy_ 4 (G, Su)) des caracteres
(resp. co—caracteres). On note Sx(—1) le tordu a la Tate de S, i.e le faisceau pour la
topologie étale sur X défini par Sx(—1)(U) = li_m)HomU_gT(un,U, Sv).

0.6. — Fléches résidus (cf. Appendice A).

Soit K un corps complet pour une valuation discrete normalisée, i.e a valeurs dans
Z (surjectivement), et d’anneau de valuation O d’idéal maximal m, de corps résiduel
kE = O/m. Soit S un O-groupe de type multiplicatif. On sait ([SGA3] Exp. IX, Lemme
3.1) que comme S est O-plat, alors pour toute extension étale O — O’ de corps résiduel
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k', Vapplication So(—1)(0") — (S xo k)(—1)(k’) est une bijection. Par suite, on peut
identifier le faisceau So(—1) au faisceau galoisien (S xo k)(—1) que 'on notera S(—1).
De méme, on a des faisceaux galoisiens S et S°.

ProrositioN 0.6.1. ([CT-Sa2] Th. 4.1 et Th. 4.3). — Soit S un O-groupe de
type multiplicatif. Les applications de restriction H}ppf(O,S) — H}ppf(K, S) et
H3,,;(0,8) — H3, (K,S) sont injectives. 1

ProprosiTioN 0.6.2. (cf. App. A.1.). — Soit pu un O-groupe de type multiplicatif fini.
Il existe une application naturelle appelée fleche résidu, O : H}ppf(K, p) — p(=1)(k) tel
que ’on ait la suite exacte

0 —— H!

o
topp(Osp) —— Hp (K,p) —— p(=1)(k) —— 0

I

ProposiTioN 0.6.3. (cf. App. A.1. et [CT-Sa2|). — Soit p un k-groupe de type
multiplicatif fini et S un k-groupe de type multiplicatif.

a) Il existe une suite exacte de localisation

0 — H} ok, p) — HE (), 1) ~220 @pu(—1)(k(M)) — 0

ot M parcourt les points fermés de la droite affine A}. De plus, on a la “formule des
résidus”

s () + > Niary1(0ar(c)) = 0.
ot M parcourt les points fermés de la droite affine A}.

b) (/CT-Sa2] lemme 2.4 p.164). L’application naturelle
H}ppf(k’s) - H}ppf(Ak’S)
est un isomorphisme. []

0.7. — Groupes algébriques (cf. [Bo2], [Sel]). On note G, le groupe additif Spec(k[t]).
Soit G un k-groupe algébrique linéaire. On note G la composante neutre de G. Par
souci d’harmonisation avec [Dem]|, on dira que G est semi-simple (resp. réductif) si G
est semi-simple connexe (resp. réductif connexe). Si H/k est un sous-groupe algébrique
de G, on note Zg(H) (resp. Ng(H) ) le centralisateur (resp. le normalisateur) de H
dans G. Pour la définition des k-groupes unipotents, on renvoie a ’exposé de Raynaud
([SGA3] exp. XVII) en rappelant qu'un groupe unipotent U/k est dit déployé sur k s'il
existe une suite centrale U, = e C U,,_1 C ... C Uy = U de k-groupes connexes telle que
U;_1/U; — G, pour i = 1,..,n. Une conséquence directe du théoreme 90 de Hilbert est
le
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LEmME 0.7.1. — Soit U/k une ks/k-forme de G}, oo r € N, r > 1. Alors U est
k-isomorphe a G,. 0

Le lemme précédent et la proposition 4.1.1. p. 557 de 'exp. XVII de [SGA3]| montrent
la

ProposITION 0.7.2. — Soit U/k un k-groupe unipotent. Si U est déployé sur ks, alors
U est déployé sur k.

0.8. — Foncteur des sections globales. Soit X /k une variété propre et G/X un schéma
en groupes affine, plat et de type fini sur X. On sait que le foncteur des sections globales

est représentable [H2| (§1.4. p. 120), i. e. il existe un k-groupe [] G tel que pour tout
X/k
schéma S/k, on ait (] G)(S) = G(X x4 S). Il est aisé de voir que l'on a une suite
X/k
exacte d’ensembles pointés

Hjlcppf (k’ H G) - Hjlcppf(X7 G) - Hjlcppf(yﬂ G)
X/k

0.9. — Groupes de normes. Soit Z une k—variété. On définit le groupe de normes de
Z mnoté Nz(k) (cf. [Ro]) comme le sous-groupe de k* engendré par les Ny /(L") pour
toutes les extensions finies séparables de corps L/k telles que Z(L) soit non vide. Si
K /E est une extension de corps, on note Nz (K) le groupe Nz, (K). Pour une extension
finie séparable de corps L/k, on a l'inclusion Ny /. (Nz(L)) C Nz(k). Etendons cette
définition. On suppose donné pour toute extension finie de corps L/k un groupe abélien
F(L) et un morphisme Np,,, : F(L) — F(k). On définit alors le groupe de normes
de F noté Nz(k,F) comme le sous-groupe de F'(k) engendré par les Ny, (F(L)) pour
toutes les extensions finies séparables de corps L/k telles que Z(L) soit non vide. Soit T’
un k-tore. On sait qu’il existe une application norme Ny /;, : T(L) — T'(k) pour toute
extension finie de corps L/k. Cela permet de définir le groupe de normes Ny (k,T). Le
groupe de normes Nz(k,G,,) est égal au groupe de normes Nz (k).
0.10. — Anneaux de Witt. On renvoie a [Knebusch2| pour la définition de 'anneau de
Witt W (X) d'un schéma X.

Enfin pour tout entier positif n, on note rad(n) son radical, i.e. le produit des diviseurs
premiers de n. Pour tout z € R, on note E(x) la partie entiere de z, i.e.

E(z)=Sup{ne€Z|n <z}
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I. — Cohomologie non abélienne sur les anneaux de Dedekind (d’apres
Bruhat—Tits, Harder et Nisnevich)

Nisnevich a écrit une note [N1] sans donner la démonstration de deux points. Le
premier est un théoreme de Bruhat-Tits non publié dans toute sa généralité (th. 1.1.2.2.).
Le second point est une suite exacte formelle de localisation de cohomologie non abélienne
sur un schéma de Dedekind, fondée sur la technique de descente fidelement plate.
On démontrera ici ces deux points techniques et on donnera I’énoncé du théoreme de
Nisnevich sur les torseurs rationnellement triviaux sur un schéma de Dedekind (th.
IT1.3.1.1.). Il est & noter que l'on n’utilisera pas ce résultat dans toute la suite. Par
contre, on aura besoin dans la preuve du th. A d’une suite exacte de localisation de
Harder (th. I.3.2.1.) que 'on rappelle ici.

I.1. — Compléments sur la théorie de Bruhat-Tits

Dans cette section, on montre quelques énoncés complémentaires aux résultats de
Bruhat-Tits sur la cohomologie galoisienne des groupes algébriques linéaires sur un
corps complet pour une valuation discrete [BT3], en particulier sur le comportement
par isogénies et sur 'existence d’entiers de ”torsion” (§1.1.4.) qui sera le point crucial de
notre démonstration du th. A.

Soit K un corps complet pour une valuation discrete non triviale v, d’anneau de
valuation O et de corps résiduel k. Soit 7 une uniformisante de K. On note ks une
cloture séparable de k, G le groupe de Galois de ks/k et K; une extension séparable non
ramifiée maximale de K. La valuation v se prolonge de facon unique a K; dont on note
O; l'anneau de valuation. Le groupe de Galois de K7/K est canoniquement isomorphe &
g.
1.1.1. — Isogénies. Soit A : G — G une O-isogénie centrale de O-groupes réductifs, de
noyau le O—groupe fini p. D’apres [SGA3| Exp. XXII Rem. 4.2.11.a) p.181, le groupe
p est un O-groupe fini de type multiplicatif. On note ¢ : H'(O,G) — HY(K,G) et
(. H 1(0,@) — HY(K, C~¥) les applications de restriction induites par le morphisme
Spec(K) — Spec(O). Comme Hl(O,CN?) = H}ppf(O,CN?) et H(O,G) = H}ppf(O, G), on
a le diagramme exact d’ensembles pointés (cf. [Milne| p. 122)
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S T WEK) — GEK) ™ G(Kk) 25 HY (K % HY(KG)
ox |
u(=1)(k)
!
1

Prenant le quotient H (K, G) /¢ (H'(O, () dans la catégorie des ensembles pointés, les
applications ¢ et ix passent aux quotients dans le diagramme suivant, définissant les
applications p et 1.

(%)

1 — G(0) — G(K) — G(K)/G(O)
vo | ex | 7l

L — Hp(Oop) — Hp,p(Kop) =5 p(=1)(k) — 0
io | i | il

I — HN0.G) — HVK.G) — H\K.G)/(H'(0,0)

LEmME 1.1.1.1. — La suite d’ensembles pointés

G(K)/G(0) & u(-1)(k) 5 HY(K,G)/t(H'(0,G))
est exacte.

Sous-LEMME 1.1.1.2. — Soit v; € Ker(ix). Alors

iKk(my) =ix(y) Vv € Hpp (K, ).
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Démonstration du lemme 1.1.1.1: Soit r € Ker(). Il existe v € H}ppf(K, w) de résidu

r tel que ix(y) € Im(HY(0,G) — HY(K, éD La classe ix(7y) est représentée dans
HYO,Q) par le cocycle 2 = (Z5)seg de ZYG,G(0y)). Posons z = \(z) € ZY(G,G(Oy)).
Il existe g € G(K) satisfaisant

2o =g g Vseg

Tordons le groupe é/O par le cocycle Z. On pose G’ == G, G’ =, G et on note \ I'isogénie

tordue G’ — G’ de noyau p (les automorphismes intérieurs agissent trivialement sur le
centre). On a un diagramme tordu

¢'0) = G(0) 8 Hp,/(O.p) = HY(0.G)

! l l ‘|

-~ A\, Lpl il —
G'(K) = G'(K) =5 Hp,,(K.p) = H{(KG)
ol 1
Par construction, on a i%(y) = 1. Donc r € Im(9x o ¢’ ). Il reste a voir que

Im(dk o px) = Im(dk o ¢%). Or G'(K) = g 'G(K)g C G(K1) et les applications
caractéristiques px et ¢ sont des morphismes de groupe a valeurs dans le groupe
abélien H (K, u1). Par suite, on a un diagramme commutatif

G'(K) = Hj, (K,p) —  pu(=1)(0)

o |

G'(Ky)=G(K1) — Hp,(Ki,p) — p(=1)(01)

|

G(K) 2 HL f(Kyp) = u(=1)(01)
[ [

G(K) KHE (Kop) S u(-1)(k)

G(K) dans G(K3). Grace a l'injection pu(—1)(k) — pu(—1)(ks), on

On a Int(g9).G'(K) =
Im(9k o ¢’ ). Donc r € Im(dk o vk). 1

a Im(@K ] SOK) =
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LemMe L1.1.3. — Soit A : G — G une O —isogénie centrale de O-groupes réductifs,
dont le_noyau p est_ un O-groupe fini de type multiplicatif. Si Uapplication naturelle
HY(0,G) — HY(K,G) est injective, alors Uapplication naturelle H*(0,G) — H (K, G)
a un noyau trivial.

Démonstration : On a un diagramme de suites exactes d’ensembles pointés (cf. [Milne]
p.122)

~ A «
,G) =3 HY0,G) =2 H3,,,(0,p)

) HY (K,p) % HY(K,G) ™5 HYK,G) 25 H2 (K,p
!
w(=1)(k)
!
1

La restriction H]%ppf(O,u) — H?ppf(K, w) est injective (Prop. 0.6.1.). Soit a €
Ker(H'(O,G) — H'(K,G)). Une chasse au diagramme montre que a = Ao () avec
B e HY(O,G) et Bx = ix(y), 7 € H}ppf(K,u). Le lemme I.1.1.1. montre qu’il existe
v € H}ppf(K, w), avec ix(y') = 1 et Ox(y') = Ok (7). Le sous-lemme 1.1.1.2. assure

in(Y7™!) =ix(y) = Bk et ¥4 € Hy,, (O, p). Donc io(v/y~') = et a =1, 0

I.1.2. — Espaces principauz homogénes rationnellement triviaux. Les résultats de [BT3]
sont donnés dans le cas d’un corps résiduel parfait. Ils s’étendent au cas de groupes
réductifs sur K quasi-déployés sur K; et en considérant uniquement la cohomologie
galoisienne du groupe G.

TueorEME 1.1.2.1. (Bruhat-Tits, [BT3] lemme 3.9). — Soit G/K un groupe semi-
simple connexe, simplement connexe tel que le groupe Gg, soit quasi-déployé. Soit

P C G(K) un K-sous-groupe parahorique de G et P le O-schéma en groupes associé.
Alors Uapplication naturelle H'(G,P(O1)) — H' (G, G(K1)) est injective.

On se propose de démontrer le théoreme suivant de Bruhat-Tits, non publié, et utilisé
dans le cas semi-simple dans [N1].

THEOREME 1.1.2.2. — Soit G un O-schéma en groupes réductif. Alors la restriction
¢: HY(O,G) — HY(K,G) est injective.
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Démonstration du th. 1.1.2.2. : Soit G/O un schéma en groupes réductif. On sait
([Dem] Cor. 5.2.7 p.410) que G/O; est un schéma en groupes déployé et donc que Gk,
est un groupe algébrique déployé.

1 cas : G /O est semi-simple simplement connexe. Alors la fibre générique Gk est
semi-simple simplement connexe et G(O) est un sous-groupe parahorique de G(K), dont
le O-schéma en groupes associé est G. Le théoreme 1.1.2.1. montre que 'application
naturelle H'(G,G(01)) — HY(G,G(K1)) est injective. Or H'(G,G(01)) = H'(O, Q) et
I'application H*(G, G(K;)) = HY(K1/K,G) — H'(K, Q) est injective, donc I'application
composée H'(O,G) — HY(K, Q) est injective.

Pour pouvoir étendre le th. 1.1.2.2. aux O-groupes réductifs, on utilise le lemme suivant
que ’on montrera a la fin de la démonstration.

LemMMmE 1.1.2.3. —

a) Soit G un O-schéma en groupes semi-simple. Il existe une O-isogénie centrale
A:G — G ou G est un O-schéma en groupes semi-simple simplement connezxe.

b) ([SGA3] Exp. XXIII prop. 6.2.4 p.258) Soit G un O-schéma en groupes
réductif. 1l existe une O-isogénie centrale X : G' Xgpec(0y T — G ot G’ est un O-schéma
en groupes semi-simple et T un O-tore.

274 cas : Le groupe G /O est semi-simple. Soit \ : G — G une O-isogénie centrale

fournie par le lemme 1.1.2.3.a). Le cas précédent plus le lemme 1.1.1.3. montrent que
I'application H'(O,G) — H'(K,G) a un noyau trivial. Un argument de torsion assure
que Papplication H'(O,G) — H(K,G) est injective pour tout O-groupe semi-simple G.

31Me cas : le cas général. Soit A 1 G = G/ x T — G une O-isogénie centrale
fournie par le lemme 1.1.2.3.b). Comme les restrictions H'(O,G’) — HY(K,G') et
HY(O,T) — H'(K,T) (0.6.1) sont injectives, le lemme 1.1.1.3. montre que la restric-
tion H'(O,G) — H'(K,G) a un noyau trivial. Un argument de torsion assure que

I'application H*(O,G) — H(K, Q) est injective pour tout O-groupe G réductif.

Démonstration du lemme 1.1.2.3. : a) Le groupe G est une O-forme pour la topologie
étale d’'un groupe de Chevalley G ([Dem] Cor. 5.2.7 p.410). Le groupe G/O est donc
isomorphe & E(G) ol E est un O-torseur sous Aut(G?) localement trivial pour la
topologie étale. Le groupe G¢/Z admet un revétement universel p : éd/Z — GYZ
o G4 /Z est un Z-schéma en groupes de Chevalley simplement connexe. Or, on a un
morphisme j : Aut(G%) — Aut(G%) ([SGA3] Exp. XXIV 3.6 p. 346) qui permet de

tordre Iisogénie p : G¢/O — G%/O centrale en A = E(p) : j.(E)(GY) — E(G) ~G. []

1.1.3. — FEuzistence d’entiers de “torsion” : le cas déployé. Bien que les sections 1.1.3.
et 1.1.4. soient des applications directes de [BT3], elles seront capitales pour notre
démonstration du th. A. Grothendieck [Gr3] a défini Ientier de torsion d’un groupe
réductif déployé. Ici, on donne une définition différente des entiers de torsion motivée par
la théorie de Bruhat-Tits en associant a tout diagramme de Dynkin irréductible A deux
entiers di (A) et da(A). Ces entiers sont différents de I’entier de torsion de Grothendieck.
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Par exemple, le groupe Sp, est sans torsion avec la définition de Grothendieck et
on a di(Cy) = 2, d2(Cy,) = 2. On suit ici [BT4]. Soit A un diagramme de Dynkin
irréductible et G/Z le groupe semi-simple et simplement connexe de Chevalley associé
muni d’un Z-tore maximal déployé T' de G, d'un systeme de racines simples A du
systeme de racine & = ®(7,G) (C T) associé a la représentation adjointe de G.
Notons ( , ): T° x T — 7 la forme bilinéaire canonique. L’ensemble A détermine
un systeme de racines positives @t C ® et un sous-groupe de Borel B/Z de G/Z de
radical unipotent U. On ordonne arbitrairement ’ensemble &+ = (eti)i=1,..4- On a une
famille (uq : G4 — G)aee de morphismes de groupes définis sur Z telle que I'on ait un
isomorphisme [[ uq,: [] Go — U. Notons cune, la racine maximale. Alors
=1,., '

) q 1=1,..,q
Omazr = E Ca QU

7
aEA

olt ¢, est un entier positif. Pour toute racine « de ®, on note T, = Ker(a)?,
Zo = Zg(Ty). Le groupe dérivé [Z,, Z,] est de rang 1 et il existe un unique sous-
groupe & un parametre o' : G, — T N [Zy,Za] tel que T = Im(aY).T, et
(¥, a) = 2. Lélément " est la coracine associée & . Les (a¥),ce forment un systéme
de racines noté ®V (cf [Sp2]). Posons E = T° @7 R et E' = T @7 R. Notons (a*)aca la
base duale de ()qen (i-e. (a*,3) = dqa.5). Notons @ (resp. Q) le réseau des racines de
® (resp. ®V), i.e. le sous-groupe de T (resp. fo) engendré par @ (resp. ®). Notons

P:{er’:f@@ZR\ (@',2)€Z V ozveq)v}
le réseau des poids et

Pvz{xEE:T\O@JZR](x,a)EZ Vae@}z@aeAZa*.

On a QY C TO ¢ PV. Soit w/7 le centre de G. On sait que 'on a un isomorphisme de
groupes u(—1) — PV /Q" ( [T1] p. 36).

DerINITION 1.1.3.1. — On définit les entiers de torsion dy(A) et da(A) par

di(A) = ewxposant de PY/QY, da(A) = ppemaca(ca)-

Donnons les valeurs de ces entiers (cf. [I-M] p.18).

A= An Bn Cn D2n+1 D2n EG E7 ES F4 G2
di = n+1 2 2 4 2 3 2 1 1 1
doy = 1 2 2 2 2 23 43 235 43 2.3
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ou D2n+1 (TL Z 2) et Dgn (n Z 2)

Soit © une partie non vide de E. On note P (K) le sous-groupe de G(K') engendré par
T(O) et les Uy(n™0O) pour toute racine «  positive ol

Mo = Mma () = E|:Inf9€Q<(0,0é)>:| (E.] est la partie entiere). Le groupe Pqo(K) est

borné. Si 0 € E, on notera Py(K) le groupe Py (K). Si 0 € T\O, il existe t € T(K)
tel que Pp(K) = tPy(K)t~t. On sait que tout sous-groupe (abstrait) borné maximal de
G(K) est conjugué par un élément de G(K) a un Py(K) ou 0 € E. Pour tout o € A, on

pose 0, = ¢ E. On sait ([T2] p. 662) que les (Py_ (K))aca et Po(K) représentent les
c

classes de coiljugaison sous G(K) des sous-groupes bornés maximaux de G(K). Soient 7
une uniformisante de K et d un entier, d > 1. Soit 74 une racine primitive d-ieme de .
On note O% = O[rny] et K< le corps de fractions de O¢ (resp. Of). On a G(K) C G(K?).
Si 'on note d : E — E la multiplication par d, on a pour toute partie {2 C E la rela-
tion Po(K) C Pyo) (K ). Le lemme suivant justifie 'appellation d’entier de torsion pour
I'entier d = dl(A)dg(A)

LeMME 1.1.3.2. — Soit G/Z un groupe de Chevalley semi-simple simplement connexe,
presque simple et de type A. Notons d = dy(A).d2(A) et soit mg une racine d-iéme
primitive de w. Notons K¢ = K(ng). Soit P C G(K) un sous-groupe borné. Alors il
existe g € G(K?) tel que

gPg~t c G(O%)

Démonstration : On prend les notations A, E,.. de ci-dessus. Notons d; = di(A),
do = da(A) et d = dy.dy. Soit 74 une racine primitive d-iéme de 7. On peut supposer que
P est un sous-groupe borné maximal de G(K) et que P = G(O) ou P = Py_(K) avec
a € A. Si P = G(0), le lemme est clair. On est donc ramené a P = Py_(K) avec o € A.

d ~ ~
On a ds.0, = C—2.a* € PY. Comme dy.PY C Q¥ C T°, on a (dy.d2).0, = d.0, € TC.

Donc il existe t € T(K?) tel que tPyq, (Kt~ = G(O%). Or, on a Py, (K) C Py, (K%,
donc tPy_(K)t~! c G(O%). ]

1.4. — Ezistence d’entiers de "torsion”. On suit iciles § 1.4 p.674 et §1.7 de [BT3] dans le
cas particulier suivant. Soit G/O un schéma en groupes semi-simple simplement connexe
tel que le groupe Gk soit absolument presque K-simple de type A. On sait que le groupe
Gk, est déployé. Au groupe G sont associés deux immeubles, 'immeuble Z; de G sur K3
sur lequel le groupe G(K1) agit et I'immeuble Z de G sur K sur lequel le groupe G(K)
agit, qui s’identifie a ’ensemble des points fixes sous G de Z;. A toute facette F' de 7,
est associé le sous-groupe Pr = Stabg(k,)(F') C G(K1). On appelle Pr le sous-groupe
parahorique associé a la facette F'. Si F' C Z, le groupe Pr est invariant par G est appelé
K-sous-groupe parahorique de G. Le groupe G(O1) est un K—sous—groupe parahorique
maximal de GG. On sait que si deux K-parahoriques sont conjugués par un élément de
G(K1), ils sont conjugués par un élément de G(K).
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Soit 7 une uniformisante de K, d un entier, d > 1. Soit 74 une racine primitive d-ieme
de 7. On note O¢ = Olry] (resp. Of = Oy[r4]) et K¢ (resp. K{) le corps de fractions
de O? (resp. O%). Notons Z% et Z¢{ les immeubles associés & Gxa. On a des applications
naturelles G-équivariantes de ramification d-ieme d : 7y — Z¢ et d : Z; — Z¢ ([BT2] p.
92). Si I’ est une facette de Z¢, on note Pg, le sous-groupe parahorique de G g4 associé.
Par descente galoisienne du lemme 1.1.3.2., on a la

ProrosiTiON 1.1.4.1. — Soit F' une facette de I.

a) On a un diagramme commutatif d’inclusions

G(K) C G(KY
U U
Pr C Pj(F)

b) Supposons que d = di(A).da(A). Alors il existe g € G(K?) tel que
—1 d
9Pyrg~ C G(OY).

I

La proposition précédente a une conséquence importante pour les applications a la
cohomologie galoisienne de la théorie de Bruhat-Tits : c’est le théoreme 1.1.4.2. qui est
le point crucial de la démonstration du théoreme A donnée au §III.

TurorEME 1.1.4.2. — Soit G/O un groupe semi-simple, simplement connexe, tel que
Gk soit un groupe absolument presque K-simple de type A. Posons D = dy(A)%.dy(A)
et soit mp une racine D-iéme primitive de . On note OP = O[rp] (resp. O = O1[rp])
et KP (resp. KP) le corps de fractions de OP (resp. OP ). Notons pp : H (G, G(K1)) —
HY(G,G(KP)) la restriction induite par lextension KP /K. Alors

oo (H'(G.G(K))) < Tm(H (G, G(OP)) — H(G, G(KP)).

Démonstration : Soit G/O un groupe semi-simple, simplement connexe, tel que G soit
un groupe absolument presque K-simple de type A. On pourra appliquer la proposition
[.1.4.1. Notons d; = di(A), do = da(A) et D = d3.dy. Soit mp une racine primitive
d-ieme de 7. Si m divise D, on note O™ = O[ﬂ'g/m] (resp. O7" = Ol[wg/m]) et K™
(resp. K1) le corps de fractions de O™ (resp. O7"). Comme le schéma en groupes Go,
est déployé, le groupe G, est déployé. Notons p le centre de G/O (p est un O-groupe
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de type multiplicatif) et G,q = G/u le groupe adjoint de G. On a une suite exacte de
faisceaux sur Spec(O) fppr

1—>M—>GLGad—>1

Suivant [BT3], pour tout m divisant D, on note GV (K1) = p(G(K{")) C Gaa(K™) le
sous-groupe (abstrait) de G,4(K7") engendré par les sous-groupes parahoriques de Gq.

LemME 1.1.4.3. — Soit v € H (G, G%(K7)). Alors

Yicnas € m(H' (G, GaaOF ) — H'(G, GI(KT ™)) ).

LeMME 1.1.4.4. — Soit v € H (G, G(K1)) tel que

p«(7) € Im(Hl(g, Gai(07)) — Hl(g,Gad(Kl)))-

Alors
i € Im(H(G,G(O1) — H'(G,G(KT)).

Avant de démontrer les lemmes 1.1.4.3. et 1.1.4.4., observons qu’ils entrainent le
théoreme. Soit v € H(G,G(K1)). Alors p.(y) € HY(G,G%(K1)). Le lemme 1.1.4.3.

montre que py(Vgdya, ) € Im (Hl(g, Gaq(0O1%2)) — H(G, Gad(Kfl"b))). Appliquant le

lemme 1.1.4.4. au corps K444 = P on obtient

Yico = po(7) € Im(H'(G,G(OP)) — H'(G,G(KD))).

Démonstration du lemme 1.1.4.3. : Notons d = dy.ds.

1" cas : le O-schéma en groupes Guq est quasi-déployé i.e. G/O possede un O-
sous-groupe de Borel B. On va utiliser la détermination de I'ensemble H'(G, G%(K}))
faite par Bruhat-Tits ([BT3] Cor. 3.15). Notons Py = G(01), Pi,..., P les K—sous—
groupes parahoriques de G contenant le sous-groupe d’Iwahori B(O1). Alors les (P; 4q4 =
p(P;))i=o0,..r sont les K-sous groupes parahoriques de G,q contenant le sous-groupe
d’Twahori p(B(01)) de Ggq. Pour i = 0,..,7, on note H' (G, P; 4a)an les classes [z] telles
que le groupe tordu ,P; ,q ne possede pas de K-sous-groupes parahoriques propres (c’est
bien défini). On a une bijection

H Hl(g7Pi,ad)an — Hl(ga Gg(c)l(Kl))

1=0,..,r
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Donc v est 'image de 7' € H(G, P; 44). 1l existe une facette F' de 'immeuble Z de G tel
que P; = Pp. L’inclusion Pr C Pg( P induit un diagramme commutatif de restrictions

H'(G,GO(K1)) 5 H'G,GO(KT))

I T

Hl(gapF,ad) _&-l_) Hl(g7Pj(F),ad)

ol Praq = p(Pp) C Gaa(K7) et Pj(F)vad = p(PC‘li(F)) C Guq(K{). Comme G(O?) est
un K%-sous-groupe parahorique maximal de G, la proposition I1.1.4.1.b) montre qu’il
existe g € G(K?) tel que ng(F)g_l C G(O¢). Projetant par p : G — G, il vient
p(g)ngadp(g)_l C Gaq(09). Le diagramme ci-dessus montre que

Vica = Int(p(9))«(vxa) € H'(G, Gaa(OF)) et
Yica € Tm(H'(G, Gua(0F)) — H'(G, GI(KY)) ).

2°d cas : le cas général. Il existe un groupe quasi-déployé GZZ /O et un cocycle z €

Zl(g,GZ‘;(Ol)) tel que le O-schéma en groupes Ggq/O soit isomorphe au tordu ZGZZ.
Alors la torsion par z induit un diagramme commutatif

HY(G, Gua(K1)) =5 HY(G,GY(Ky))

| |

HY(G, Goa(KD)) 2% HL(G, GY(KY))

I I

HY(G, Gaa(0) =L HY(G,G(09)).

Soit v € HY(G,Guq(K1)). Le premier cas montre que
2(7) ke € I (H(G, GL4(01) — H' (G, GLi(K)))

donc on a

Yica € Im(H'(G, Gaa(O1)) = H'(G. Gua( K1)
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Démonstration du lemme 1.1.4.4. : Notons ici d = dy. Soit v € HY(G, G(K1)) tel que
po(7) € Im(Hl(g Goa(01)) - Hl(g,Gad(Kl))>. Soit 8 € H (G, Gaa(O1)) tel que

(v
p*(y) = €(B). On a les égalités H(G,G(01)) = HYO,G) et HY(G,Gua(01)) =
HY(O,G44) et un diagramme commutatif & lignes exactes

HY(G,G(01)) "8 HYG,Gu(01)) 2% HZ, (O,u)

HY(G,G(K))) ™ HYG,Gaa(K)) 25 H (K, p)

La restriction H%ppf(O, p) — szcppf(K, p) est injective (0.6.1.). Une chasse au dia-
gramme montre qu’il existe [z] € HY(G, G(01)) tel que p.([z]) = p«(7) € HY(G, G(K4)).
Tordons G par le cocycle z. On a alors un diagramme exact d’ensembles pointés

fppf(O “) =3 Hl(OazG) L Hl(OazGad)

!

Hp o (K,p) ™5 HYEK,.G) P2 HYK,.Gu)
or |
u(—1)(k)

l

1

L’application ¢ : HY(G,.G(01)) — HYG,.G(K1)) est injective d’apres le th. 1.1.2.1.
Comme ,pg (2°PP(y)) = 1, le diagramme montre l'existence de o € H}ppf(K, 1) tel que
2OPP () =, ik («). Par suite, 2°PP(y) ga =, iga(aga). Or on a un diagramme commutatif
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de ramification

1 — H}ppf(O,u) - prpf(K,u) S ow(-1)(k) — 0

| | ol

Opd
1 — H}ppf(Od,u) — H}ppf(Kd,u) 25 u(=1)(k) — 0.

Comme d = di(A) est Pexposant de p(—1)(ks), on a d.u(—1)(k) = 0. Par suite,
age € Im(Hj, (0% p) — Hj, (K% ), donc

22(y) o € I (HY(G,- G(OD) — H'(G,- G(KT))) et

— Im<H1(g, G(0%) — HY(G, G(Kf))).

1.2. — Une suite exacte de Nisnevich
1.2.1. — Pour le reste du §I, on se place dans le cadre suivant. Soit X un schéma de
Dedekind, i.e. un schéma noethérien, régulier, integre et de dimension 1, dont on note
K le corps de fonctions. On note 7 : Spec(K) — X le point générique de X . Pour tout
point fermé x de X, on note v, la valuation de K associée, O, (resp. (/)\gc) I’anneau local
de X en x (resp. son complété pour v,) et k(z) le corps résiduel en z. On note K, le
corps des fractions de 6 Soit G/X un schéma en groupes affine et de type fini.

Pour tout ouvert V. C X, note V) Pensemble des points fermés de V et on

pose A(V) = ] 0, x H K,. Si ¥ est une partie finie de X, on pose
zeV 1) gV (@)
As= lim A(V)C [] K.
VNE=0 zeX )

DeriniTION 1.2.1.3. — On appelle A = Ay l'anneau des adeéles de X et Ay, le sous-
anneau des Y-entiers de A.

On fixe jusqu’a la fin de la partie I ~ un ouvert Uy de X de supplémentaire
¥ ={x1,...,z,}. Posons U; = Spec(O,,) pour i =1,..,n
1.2.2. — La suite exacte de Nisnevich est une extension en cohomologie non abélienne
de la bijection entre Pic(X) et le groupe des diviseurs de X modulo équivalence linéaire.
Notons

(X, G) = G(A(X))\G(4)/G(K)
) = (IT GOONG(R.) ) /G ().

TEXL

et
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TaEOREME 1.2.2.1 ([N1] Th. 2.1). — Il existe des suites exactes d’ensembles pointés

Ts o
a) 1 — s(X,6) H},(X,G) —  H},(Uo,G) x HZH;ppf(ox,G)
xre
T -~
b) 1 — oX,G) = Hp,(X,G) — Hp, (K G)x [] Hj,,;(0G)

On va démontrer ce théoreme en utilisant la technique de descente fidelement plate.

Par limite inductive, on passe aisément de ’assertion a) a l'assertion b). Comme
Hi,o (X, G) = H},o(X,G), il suffit de montrer que I'on a une bijection T
cx(X,G) — H}pqc(u, (), ce qui sera fait en 1.2.3.6. C’est une application de la technique
de descente fidelement plate sur X que 'on va développer ici.

1.2.3. — Descente fidelement plate sur X. Remarquons que U; est un recouvrement
de Spec(O,,) pour la topologie fpgc et que le recouvrement U = (U;)i=o,...n est un
recouvrement de X pour la topologie fpqc. Pour ¢, j,k = 0,..,n, on prend les notations
usuelles U; ; = U; xx Uj et U; j 1, = U; x x Uj X x Up,. Comme X est de dimension 1, pour
tout point z; de X, le morphisme Spec(K) — Spec(O,,) induit des isomorphismes

M Spec(f(xi) ~ Uy,

et

~

n;?" : Spec(Ky,) =~ Us 0.

De plus, si x;, x; sont des points distincts de X, on a un isomorphisme naturel
M+ Uoig = Ui

Soit (Z;/ Spec(Oy;))i=1,..,n une famille de schémas affines de type fini et Zy/Up
un schéma affine de type fini. On pose Z; = Z; Xspec(0,,) Ui pour @ = 1,.n et
Z = (Z;i/U;)i=o,...n- On a des morphismes naturels ¢, = Z; xx U;; — U;; Xx Z; ~
Z; x x U; ; pour i = 0, ..n satisfaisant ¢; = ¢; o ¢; sur U; ; ; (cf. [Milne] p.18). On rappelle
que D(Z2) désigne I'ensemble des données de descente de Z et on note

D(Z2)a={¢=(pij) € D(Z)| wii=¢; pour i=0,.,n}.

Grace aux isomorphismes n;, n;"" et 1; ;, on peut décrire simplement 1’ensemble D(Z)a.
Soit W = (¢; : ZO/}? — Z,-/IA{ )i=1,...n une famille d’isomorphismes. On peut associer

a ¥ une donnée de recollement ® = (; j); j=0,.n. Posons
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Vii = @i Zi/Um ~ Ziu, ., pour 1=0,...,n
®o,i =15 © ¢2 ¢} 7’]2_1 : ZO/Uo,i >~ Zi/Uo,i pour 1= 1, N

(*) . __ _opp , oPpPy—1 . 7. ~ 7 o
SOZ,O _,r]z OI/}ZO(ni ) . Z/Ui,O — O/Ui,O pour 1= 17"'7”

Pi,j = 771_7]1 ©¥o,5 © (902',0)71 OMNij - Zi/Ui,j - Zj/Ui,j bour Z?j = 17 7’L,Z ?é j?

la derniere ligne étant donnée par le diagramme

(¢i0)" ©0,j

Zi/Uo,i,j ZO/Uo,i,j Zj/UO,i,j

ok i .
( ) 1 n 1

Zi/Ui,j L} Zj/Ui,j'

En fait, ce diagramme montre que si ¢ est une donnée de descente, ; ; est déterminé
par g ; et g ;. Posons

@(\I’) = (%,j)z’,jzo,..,n-

ProposiTioN 1.2.3.1. — L’application © :  [] Isomz ,<Zo/f<\ 4,ZZ»/[A{ ) — D(2)a

1=1,..,n
est bien définie et est bijective.

Démonstration : 1l est aisé de vérifier que © est bien définie. L’application © est
injective car avec les notations précédentes on a la relation ¢g; = 1; 0 9; o 77;1 pour
i = 0, ..,n. Montrons la surjectivité. Soit ¢ = (; ;) € D(Z). On pose ¥; = n; ' opg ;0mn; :
Zo/g — Zo/f(\ pour i = 1,..,n. Il est aisé de vérifier que V¥, est un isomorphisme

d’inverse (n{P?)~1 o g, o (n{P?) pour i = 1,..,n. Le diagramme (**) montre que si
i, > 1,1 # j, on a nécessairement ; ; = 77;]1 0wo,j 0 (¢i0) ton . Donc p =0 (¥). []

CoroLLAIRE 1.2.3.2. — Soit (E;/ Spec(Oy;))i=1,...n une famille de torseurs sous G
et Ey/Uy un torseur sous G (pour la topologie fppf). On pose E; = E; XSpec(0,,) Ui
pour i = 1,.n et £ = (E;/U,;)i=0,...n- On note Dg_iors(E) 'ensemble des données de
recollement G-équivariantes de €. Alors il existe une bijection

©: H IsomG—tors,}?mi (EO/[?ZZ ’ El/}?ml) - DG—tors (S)A

1=1,..,n
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Remarque : Dans le cas ou la fibre générique G est un groupe réductif connexe,
Harder a montré que l'on a un énoncé plus fort (cf. 1.3.2.1.) ot on ne suppose pas que
les torseurs E; proviennent de Spec(Oy,).

Le cas de la suite exacte de Nisnevich est le cas ou E; = G xx U; pour 0,..,n. Le
groupe Isomaitwsﬁmi (G/R” , G/Rzi) n’est pas autre chose que le groupe G(K,,) agis-

sant par translation a droite sur G i D’autre part, ’ensemble Dg_¢0rs(€) s’identifie

a l'ensemble des 1-cocycles Z'(U/X,G) pour le recouvrement U/X et 1’ensemble
Dg_tors(E) A s'identifie & ZH (U, G)a on

Zl(U,G)A = {(gi7j)7;7j:17..7n - Zl(u, G) ‘ Gii = 1 pour 1= 1, ..,n}

Par suite, on a une bijection © : [ G(Ka,) = Z'(U,G)a
1.

= N

Lemme 1.2.3.3. — Soit g = (g:)i=1,.m € I G(Ks,). On a 0(g) = (gi;)ij=0...n

i=1,...,n
ot
9ii = 1 pour i=1,...,n
goi = (T]f)_l(gizl) € G(Up;) pour i=1,...,n
9i0 = ((Ufpp)*) (9:) € G(Uip) pour i=1,..,n
gii = ;) Ngi0g50) €GWUi;) pour i,j=1,.n, i#j

Considérons le diagramme

i=1,....,n
cs(X,G) Hj,..(U,G)
LEmME 1.2.3.4. — L’application © passe au quotient dans le diagramme ci-dessus et

induit une bijection 5
TE : CE(X, G) ; H}pqc(U,G).

Démonstration : L’application © étant surjective, il suffit de montrer que si g et g’ sont
deux éléments de [[ G(K,,) satisfaisant [©(g)] = [O(¢')] dans H} (U, G), alors [g]
n

i=i,..., Jpac
et [¢'] sont égaux dans cx (X, G). Soient g = (g;) et ¢’ = (¢;) tels que [O(g)] = [O(g¢")]. I
existe un élément h; € G(U;) pour i = 0,...,n tel que g; ; = higg’jh;1 pour i,j =0,...,n.
Posons ¢” = (¢;”) = (higiho)i=1,... n. Alors ©(g”) = O(g’) donc g” = ¢’. Par suite, [g] et
[¢] sont égaux dans cx (X, G). []
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Ceci acheve la preuve du théoreme 1.2.2.1.
1.2.4. — Utilisant maintenant les théoremes 1.1.2.2. et 1.1.2.4., le théoreme précédent
[.2.2.1. s’écrit

PropostTiON 1.2.4.1. — Si le schéma en groupes G/X est réductif, on a des suites
exactes d’ensembles pointés

a) 1 — (X,6) B HYX,G) — HYUy,G)
b) 1 — «X,6) & H(X,G) — HYK,G)

I

Cette proposition conclut la partie ”élémentaire” (dont la preuve n’était pas publiée)
de la note de Nisnevich [N1]. Il ne sera pas utilisé dans la suite pour ’étude des torseurs
sur la droite projective et sur la droite affine.

1.3. — Approximations
On rappelle ici des résultats généraux sur les torseurs sur les schémas de Dedekind.
1.5.1. — Ce paragraphe ne sera pas utilisé dans la suite, le cas des torseurs sur les droites

affine et projective étant tres particulier. Soit X, G, X, Uy,.. comme en [.2.1. L’application
naturelle H 2ar(X,G) — Hjp, (X, G) et la suite exacte de Nisnevich définissent les
Injections
B¢ : Ker(Hz,,(X,G) — Hz,,(Up, G)) — ex(X, G)
et
Bg: Hy, (X,G) — (X, Q)

(la méme application fg a été construite par Harder [H1| 2.3 p.177).

Les applications B¢ et ﬁé ne sont en général pas bijectives et Nisnevich a donné un

résultat général dont la démonstration utilise la théorie de Bruhat-Tits. Toutefois, un
cas est élémentaire.

LemME 1.3.1.1. ([H1] p.178). —

a) Si G/ X satisfait a Uapprozimation faible pour ’ensemble de places ¥ (cf. [H1]
p.174), Uapplication ﬁé est une bijection.

b) Si G/X satisfait a Uapproximation faible, l’application Bg est une bijection.

TueorEME 1.3.1.2. (Nisnevich, [N1] th. 3.2). — Si G est un X-schéma en groupe
réductif, I’ application Bg (a fortiori 85) est une bijection.

La proposition 1.2.4.1. s’écrit alors
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TueoreME 1.3.1.3. [N1]. — Si G/ X est réductif, on a une suite exacte
1— Hy, (X,G)— H(X,G) —» H'(K,G).

Autrement dit, dans ce cas, tout X-torseur sous G admettant une section rationnelle
est localement trivial pour la topologie de Zariski. Dans le §II, on démontrera ce théoreme
dans le cas particulier ou G est un schéma en groupes constant et X un ouvert de la
droite projective (§11.3.4.).

1.3.2. — Une suite exacte de Harder (utile au § III). Pour tout point fermé x de X, on
note £, la restriction H}ppf(aw, G) — H}ppf(f?w, G). En utilisant I’approximation faible
pour le groupe G i+ pour une extension déployante K’ de K, Harder a montré 'existence
d’une suite exacte de localisation

TuroriME 1.3.2.1. ([H1] Lemme 4.1.3 p. 184). — Supposons que la fibre générique G
soit réductive connexe. On a des suites exactes naturelles d’ensembles pointés

1 1 1 7> 1 A
a) prpf(X’ G) - prpf(UO’G) - H prpf(KxﬂG)/gx(prpf(OxﬂG))'
rEX

b) H}ppf(X7 G) - Hl(K’ G) - H H}ppf(l?xﬂ G)/gli (H}ppf(é\x? G))
reX (1)

I

Remarque : Le recollement de torseurs pour la topologie de Zariski ne posant pas de
problemes, ce théoreme est un énoncé local qui est 'exactitude de la suite

Hjl‘ppf(Ow’G) - Hjl‘ppf(K’ G) — H}ppf(KmG)/gw (Hjl”ppf(Ol“’G))'

pour tout point z de X 1),

Cette suite exacte de Harder a un analogue sur les groupes de Witt. Pour tout
point x de X, on choisit une uniformisante 7, de O, qui détermine une fleche résidu
O0r : W(K,) — W(k(z)) (cf. [Milnor-Hu] ch. IV).

ProposiTioN 1.3.2.2. (cf. [Knebuschl] Satz 13.3.6.). — On a des suites exactes de
groupes

a) W(X) — W(Uy) —>@W
TEX
b) W(X) — W(K) 22 @ W(k(z)
zeX (1)
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II. — Torseurs sur la droite projective

Soit G/ gpec(z) un schéma en groupes de Chevalley. Grothendieck a calculé I'ensemble
HL . (IP’}C, () classifiant les torseurs sur la sphere de Riemann localement triviaux pour
la topologie de Zariski [Grl]. Ce résultat a été étendu par Harder pour un corps de
base quelconque k [H2] : c’est le théoreme de Grothendieck-Harder qui montre en
particulier que tout P!-torseur localement trivial pour la topologie de Zariski sous un
groupe réductif déployé G/k provient d’un sous-groupe & un parametre de G. Harder
([H2], Satz 3.5) a vu que 'on pouvait "descendre” le théoreme de Grothendieck-Harder
pour classer les schémas en groupes semi-simples sur P!, ce qui revient a classer les
P!-torseurs localement triviaux pour la topologie étale sous le groupe Aut(G) ou G/k
est un groupe semi-simple déployé. En s’inspirant de ce principe de descente de Harder,
nous calculons I'ensemble H} (P}, G) pour un groupe réductif déployé G/k, étendant
ainsi le théoreme de Grothendieck-Harder a la cohomologie étale (II.1.4.4.). Ensuite,
utilisant la décomposition de Witt-Tits qui est la version cohomologique du théoreme
de Witt, on établit un analogue de cette décomposition pour I’ensemble H! (P!, H) ol
H/E est un groupe réductif quasi-déployé (I1.3.2.4.). Cela nous permet de retrouver le
résultat de Raghunathan [Rag3] sur les P*-torseurs rationnellement triviaux et de calculer
H_ . (P}, G) pour un groupe réductif quelconque G/k. Disons un mot sur la fonctorialité
de ces calculs qui est assez longue a developper. Pour les formes internes d’un groupe
adjoint déployé, les résultats de cette section se démontrent de facon beaucoup plus
économique que le cas général qui demande en particulier I’étude des formes externes
(I1.2.3.). Dans une premiere lecture, on pourra sauter le §11.2.

I1.1. — Extension du théoréme de Grothendieck-Harder

11.1.1. — Notations pour toute la section II. — Soit k un corps. On note k, une cloture
séparable de k et G le groupe de Galois de ks sur k. On note k une cloture algébrique
de k contenant ks. Soit G un k-groupe réductif déployé, connexe, T un k-tore déployé
maximal de G, W = Ng(T)/T le groupe de Weyl et i : T — G l'inclusion naturelle.
Notons ( , ): T° x T — 7 la forme bilinéaire canonique. Le groupe de Weyl W est
un k-groupe constant qui agit a droite sur T et & gauche sur TO. Notons ® = (T, G)
le systeme de racines. On choisit un systeme de racines simples A de ® qui détermine
le sous-ensemble des racines positives ®1 et un sous-groupe de Borel B de G de radical
unipotent U. On ordonne arbitrairement ’ensemble @+ = (a;);=1,. 4. On a une famille
(ug : G — G)acod de morphismes de groupes telle que 'on ait un isomorphisme (de
variétés) [[ ua, : ] Ga — U. Soit A € T°. On dit que A > 0'si (A, a) > 0 pour

i=1,..,q i=1,..,q

toute racine o € A. Notons pour tout A € TO satisfaisant \ >0, U(A) le sous-groupe de
U engendré par les u, satisfaisant (A, ) > 0 et

Z(\) = Za(N), P(A) =Z(\) x U\).

Soit A € T°. 1l existe un unique w € W tel que w.A > 0. Le théoreme 90 de
Hilbert permet de trouver un représentant w € Ng(T)(k) de w. On définit alors
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UN) =w U (wN)w, PO\) =0 P(w)w = Zg(A\) x U(N), dont il est aisé de vérifier
qu’ils sont indépendants du choix de w. R

I1.1.2. — Le cas des tores. Soit S un k-tore. Si A € S°(k) = Homy_4-(G,y, S), on définit
S, comme le push-out par —\ du fibré de Hopf O(—1) = A2 — {0} — P!, ce qui s’écrit

Sx = (=2).(0(-1))

LemME I1.1.2.1. (cf. [CT-Sa3] p. 408 §2). — Soit S un k-tore.

a) On a une suite exacte naturelle
0— HY(k,S) — H'(P',8) — S°(k) — 0.

b) L’application

S%(k) — Hg,(P',S)
A [Sx]

est un isomorphisme de groupes qui est un scindage de la suite eracte du a). []

On identifiera dans la suite les groupes §0(k) et H . (P!, S). En particulier pour le
tore G,,, on a un isomorphisme Z — H} (P, G,,) Sin € Z et si f, : P! — P! est
'application ¢t — ¢, on note O(n) = (f_n)«(O(—1)) le fibré en droite sur P! déduit de

f-n.
I1.1.3. — Le théoréme de Grothendieck-Harder.

TueoreME 11.1.3.1 [Grl], [H2], [Ram] p.186. — Soit G un k-groupe réductif déployé
et i : T — G un k-tore mazimal déployé de G. L’application i, : Hy, (P1,T) —
HL, . (P, Q) induit une bijection

T°/W = Hy,, (P',G).

La proposition suivante est une conséquence de la démonstration du théoreme de
Grothendieck-Harder.

Prorosition 11.1.3.2. ([Ram] 4.3, 4.4 p.171). — Awvec les hypothéses du théoréme
I11.1.3.1., on a

/W = H,,(F',G)= H'(F',G).

Donnons un corollaire du théoreme I1.1.3.1. qui sera utile dans la suite.
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CoroLLAIRE 11.1.3.3. — Soit 7 : G — G _une 1sogénie centrale de k-groupes réductifs
déployés. Alors Uapplication . : Hy,, (P!, G) — H},.(P',G) est injective. []

11.1.4. — FExtension du théoréme de Grothendieck-Harder pour la cohomologie étale. La
décomposition de Witt-Tits est la version cohomologique du théoreme de Witt [T1],
cf. 11.3.1.3. : C’est la caractérisation d’'un groupe algébrique semi-simple par sa classe
d’isomorphie sur k, son index et son noyau anisotrope. On n’utilisera pas avant le §11.3.
cette classification explicitement, mais en exploitant les propriétés cohomologiques des
groupes Z(\).

Soit A € T°. On note Ey = i, (Ty), et jx : Z(A\) — G linclusion naturelle. Par torsion
par E, on a une application naturelle

E,\(j,\) : Z()\) X Pl — E,\(G)

On a un diagramme commutatif exact d’ensemble pointés (cf 0.8)

(*) H}pr(k’l[!/[k EX(G)) — H}ppf(P17E>\(G)> - H}ppf(@lvEA(G))

ProposiTioN I1.1.4.1. (cf. [Ram], Prop. 5.2). — Il existe un k-groupe unipotent déployé
Uy, sous-groupe de [[ Ex(G) tel que [] Ex(G) = Z(X) x Uy. De plus, le morphisme
P1/k Pl/k
Z(N) — ] Ex(G) est induit par Ex(jy). N
Pl /k

Remarque : On passe du cas A > 0 au cas général par conjugaison. Dans [Rag], il est

montré que < 11 EA(G)) (k) = Z(A)(k) x Ux(k). Comme on a cette relation sur k, on a
Pl/k
I’égalité de la prop. 11.1.4.1.

LeMME I1.1.4.2. (cf. [Sa] Lemme 1.13 p.20). — Soit H un k-groupe algébrique linéaire
connexe. St U est un k-groupe unipotent, invariant et déployé sur k, [’application

canonique H(k, H) — H(k, H/U) est une bijection. N
(L’hypothese de connexité sur H est superflue dans ce lemme.)

Le k-groupe [[ EA(G) est lisse. Le lemme I1.1.4.2. assure I’égalité
P1/k

HY(k,Z(\) = H! (k: 1T EA(G)) = Hj,; (k: 11 EA(G)).

P! /k P1/k
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Le P!-groupe E,(G) est lisse. Remplacant fppf par ét dans la suite exacte (), on obtient
la suite exacte d’ensemble pointés

E)\(j)\)*
_—

(%) 1 — H'(k,ZO) HY (P, E\(GQ)) — HYP',E\(G))

De plus, Papplication Ey(j)« est injective. D’autre part, on a un morphisme de
groupes algébriques

(4,2)
—_

Z(\) x Gy, G

induisant un diagramme commutatif d’addition

H'(P',Z(\) x H\P.,G,) ‘2 gup g

| I I
Y (BLZ0) % Hy(BLC)  —  HY, (PL)

I
Z

On définit fy : H'(k, Z(\)) — H*(P!, G) comme la composée de 'application naturelle
H'(k, Z(\)) — HY(P', Z(\)) et de Vaddition de 1 € Z : H'(P', Z(\)) — H'(P',G). On

a un diagramme commutatif

H' (k. Z(Y))
(% %) | hooomo]
HY(P', Z()\)) — HY(P!,G)

Ce diagramme montre que si un P'-torseur E sous G devient isomorphe sur k a Ej,
alors la classe [F] appartient & I'image de f). Immédiatement, on a le
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LemME I1.1.4.3. — L’application fy est injective.

Prenant la somme des applications fy, on obtient une application

f || H' (R Z(N) - H' (P, G).

A€TO

On peut alors énoncer une extension du théoreme de Grothendieck-Harder pour la
cohomologie étale.

THEOREME I1.1.4.4. — Soit G un k-groupe réductif déployé et i : T — G un k-tore
mazximal déployé avec les notations de II.1.1. Pour tout A\ € T, on note Ex = i.(T)),
Jx: Za(A) — G et fx Uapplication composée

o HYk, Z6(V) — H' (P, Zo(V) V" B!, BA\(@) 2 H' (P, 0)

f
Alors Uapplication f: || H'(k,Zg(\)) I_l—i HY(P', Q) induit une bijection

AE€TO

| | #H'(K, ZG()\)))/W = HY(PL, Q).
AETO

Démonstration : Tout P —torseur sous G étant isomorphe & un E, (Prop. I1.1.3.2), le
diagramme (* * *) ci-dessus montre que 'application f: || H(k,Z()\)) — HY(P!,G)
AETO

est surjective. Montrons 'injectivité de I’application quotient ( || HYk,Z ()\))) /W —
AETO
HY(P!, Q). Le th. I1.1.3.1. appliqué & k montre que si deux éléments de | | H'(k, Z(\))
AETO
ont leurs images égales par f, on peut supposer qu’ils proviennent du méme Z(\). Or les
applications f) sont injectives donc f est injective. []

CoroLLAIRE I1.1.4.5. — Awec les hypothéses du th. II.1.4.4., on a une bijection
naturelle

/W = HY(P} Q).
]

Une telle égalité entre H' (P}, G) et H' (P, G) ne vaut pas sur la droite affine, comme
on le verra dans le §III.
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I1.2. — Le cas d’un groupe non connexe
I11.2.1. — Soit G un k-groupe réductif déployé et T" un k-tore déployé maximal de G.
Soit v un k-schéma en groupes fini constant et G' un k-groupe algébrique linéaire tel que
I’on ait une suite exacte de faisceaux galoisiens

1 — ¢ — o' o 1

Notons Wt = Ngi(T)/T le groupe de Weyl de G*. La suite exacte ci-dessus induit une
suite exacte scindée de faisceaux étales sur Spec(k)

1 — W — W — v — 1.

(pour la surjection Wl(k) — wv(k) cf. [Grl] p.136). On note i' I'inclusion naturelle
T — G' et jy : ZY(\) = Zg: (A\) — G' pour tout A € T°.
TutoriME 11.2.1.1. — Soit G /k un groupe algébrique comme ci-dessus.

a) ([Ram] p.186 th. 9.2) L’application it : H}, (P, T) — H, (P!, G") induit

une bijection
Héar(]Pﬂ?T)/Wl ; Héar(Plﬂ Gl)'
b) ([Ram] p.171 remarque 4.4) L’application naturelle
H},, (P, GY) — H'(P',G)

est un isomorphisme.
I1.2.2. — On va calculer I'ensemble H!(P!, G'). Soit A € T°. On a un morphisme de

groupes algébriques

(GX-N)
—_—

Z(\) x Gy, G*

induisant un diagramme commutatif d’addition

HYPL, 21 (\)  x  HY(PL,G,) A gipr g

T T |

Héar(Plﬂzl(A)) X Héar(ﬂml?Gm) - Héar(PlaGl)

I
Z
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On définit f} : H'(k,Z'(\)) — HY(P',Z*'(\)) — H'(P',G') comme la composée
de l'application naturelle H'(k, Z*(\)) — H(P', Z*()\)) et de 'addition de 1 € Z :
HY(P', Z'()\)) — H'(P',G"). Prenant la somme des applications fi, on obtient une
application
oo HY (R ZYN) - HY(PYGY
AETO

dont on va montrer qu’elle est surjective.

TueorEME I11.2.2.1. — Soit G! un k-groupe algébrique tel que ’on ait une suite exacte
de faisceaux pour la topologie étale

1—G —G'—v—1

ou G est un k-groupe réductif déployé et v un k-groupe fini constant. Soit it: T — Gt
un k-tore maximal déployé et W' = N (T)/T. Pour tout X € T°, on note Ey = il(T),
Jx: Zai(N) — G et fy Uapplication composée

EX(j3)« E(.
L H (b Zan (V) — H' (B, Zan (V) 22 1 (8!, BL(6Y) 28 1 (@, @Y

1
Alors Uapplication f': || HY(k, Zgi (M) |_|—f§ HY (P, GY) induit une bijection

Pour la démonstration du théoreme I1.2.2.1., suivant la preuve du théoreme 1.1.4.4.,
on voit aisément qu’il suffit de montrer la proposition suivante analogue de 11.1.4.1.

ProposiTiON 11.2.2.2. — Soit G, G', T et v comme dans le th. 11.2.2.1. On a
[T EX(GY) = ZY(\) x Ux ou Uy est le radical unipotent de [] EL(G). De plus, le
Pl/k P1/k
morphisme Z'(\) — ] EL(G") est induit par E5(j3).

Pl /k

Démonstration de la proposition I1.2.2.2. : On note j = ji et j = jx. Par torsion par
J=Ietg=7J
E)l\, on a une suite exacte de faisceaux pour la topologie étale sur P!

1 — E\VG) — E(GY — v — 1
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induisant la suite exacte de cohomologie

1 — JI(Ex@)(k) — TI(EUGYH)(k) — v(k) 5 HYP',E\NG))

Pl/k Pl/k
Et;\pp/[

EX(j) T H
AN — (k) HY(P!,G)

ol on a rajouté sur le diagramme la torsion EY* : HY(P',G) — H'(P', E\(G)) qui est
l'inverse de la torsion Ey : H1(P', E\(G)) — H(P!,G). On va d’abord montrer que
tout élément de Ker(y) se releve en un élément de Z1(\)(k). On a un morphisme naturel
W1 — v induisant une surjection W!(k) — v(k). On rappelle que 1'on a une bijection
/W = HY, (P',G)

LemME 11.2.2.3. — Soit x € v(k) et w € W (k) un relevé de x. Alors

p(z) = EX([w.A]).

Démonstration du lemme : Notons Uy = Spec(k[t]) et Uy = Spec(k[}]) les ouverts
naturels de P!. Le théoreme 90 de Hilbert permet de choisir un représentant w €
(NGI(T))(k) de w. Notons 7:50 = w € G(Uo) = E)\(G(U()», @1 = w € G(Ul) =
E\(G(Uy)) et (ti )i j=0,1 le cocycle du fibré de Hopf O(—1). La classe ¢(z) est représentée
par le cocycle (g; j = w;.(w;)™1); j=o0,1 olt le produit est pris dans F)(G). On a

Gij = {D)\(t;jl)(@)*l)\(ti’j) = [(w.)) (t;jl)})\(t;jl) pour i,j =0, 1.

D’ou la formule. []

Soit z € Ker(p) et w € Wl(k) un relevé de z. Alors il existe wy € W (k) tel que
w.A = wp.A. On peut donc choisir w tel que w.A = A, i.e. w € Z1(\)(k). Par suite,

Z1(\) (k) et (Pn/k E,\(G))(k}) — Z(\) (k) x U (k) engendrent ( 11 Ei(Gl))(k:). 11 est aisé

Pl/k

de voir que l’on a un produit semi-direct < I1 E;\(Gl)) (k) = Z1(\) (k) x Ux(k). Comme
=

on a cette relation pour tout corps k, on a [[ EL(G') = Z1()\) x Uy. N
PL/k

11.2.3. — Un cas particulier. On va préciser le théoreme 11.2.2.1. en supposant ici que le

groupe G du §II.1. est un k-groupe semi-simple adjoint déployé et que le groupe G* du
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§I1.2. est le k-groupe Aut(G) des automorphismes de G. Le groupe Aut(G) est lisse et
on a une suite exacte de faisceaux galoisiens

1 — ¢ I Aw@) B Aw(a) — 1

| I
Gt v

qui est scindée par s : Aut(A) — Aut(G, B,T) C Aut(G) ot Aut(G, B, T) est le sous-
groupe de Aut(G) normalisant B et T (cf. [H3]). On prend les notations T, Ey, Ej,... etc.
de I1.1.2. et I1.2., et on note v = Aut(A). Pour tout A € T°, on note v(\) = Z1(\)/Z(\).
Le k-groupe v()) est un k—sous-groupe constant de v. Les groupes Z(\) et Z1(\) sont
lisses et on a une suite exacte de faisceaux galoisiens

Int
—

(%) 1L — Z() Z'N) vy — 1

LemmE I1.2.3.1. —
a) Notons T\ﬂ = {)\ eTO|A> O}. On a une bijection

O = T°)/W.

b) Soit A € QA’O, A > 0. Le scindage s : v — Aut(G, B,T) induit un scindage de
la suite exacte ().

Démonstration : Le a) est bien connu. Montrons le b). Notons encore s : v — W1 la
section de p et posons WH(X) = Nz, (T)/T € W' On veut montrer que s induit une
section sy : v(\) — W1()). Comme v()\) est un k-groupe constant, il suffit de voir que
pour tout x € v(\), on a s(z) € W()). Soit # € v()\) et posons w; = s(z) € W 1l
faut montrer que w; € W(\). D’apres le lemme 11.2.2.3., il existe wy € W1(X) tel que
p(wy) = p(ws). Posons w = wyw, * € W. Alors w1\ = (w.w).\ = w.\. Comme Aut(A)
agit par permutation sur A, on a wy.A > 0 et w.A > 0. Le a) montre que w.A\ = A. Donc

Comme v est un k-groupe constant, on a une bijection Hom.(G,v) = Z1(k,v) ou
Hom.(G,v) désigne I’ensemble des homorphismes continus du groupe profini G dans
v. On a ainsi une bijection Hom.(G,v)/v — H!(k,v) ot Hom.(G,v)/v classifie les
morphismes de groupes & conjugaison pres. On a donc une application p, : H!(k, G) —
Hom,(G,v)/v. L’ensemble H'(k,G') classifie les k-formes de G. Si v € H!(k,G'),
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Pélément p.(v) € Hom.(G,v)/v représente I’ action * du groupe de Galois G sur le
diagramme de Dynkin A [T1]. L’ensemble Hom.(G,v)/v classifie les k-formes quasi-
déployées de G : Si d € Hom.(G,v), on note également d = s.(d) € Z'(k,G') et on
associe le k-groupe quasi-déployé 4G qui est le tordu de G par le cocycle d (c’est une
torsion externe). Le k-groupe 4G contient le sous-groupe de Borel 4B et le k-tore maximal
di d T — dG.

LemMmE 11.2.3.3. — Soit G/k un groupe adjoint déployé comme ci-dessus, soit d €
Hom.(G,v) et 4G la k-forme quasi-déployée de G tordue par s.(d). Alors pour tout

v € HY(PY, 4@G), il existe X € ﬁo(k:) tel que 7 = [(—A)«(O(-1))] dans Hl(@l, aG).

Démonstration : Soit d € Hom.(G, v). Notons v/ = Im(d) C v, le k-groupe v est un
k-groupe constant. Notons G le sous-groupe de Aut(G) engendré par G et s(¢/). On a
une suite exacte de faisceaux galoisiens

1 — 6 G N v — 1
I ! l

1 — G % Aw(G) B Auwt(A) — 1

qui est scindée par s : v/ < G, On note W' = Ngu/(T)/T. Pour tout A € T°, on note
ZV N, V(N = ZV(N)/Z(N), EL, £V les objets définis dans le § T1.2. Soit v € HY(P',4 Q).

On a un diagramme commutatif a lignes horizontales exactes

H'(PL,¢) ™ H'(PL.GY)  — H (P
a | a |
(*) Hl(]Pﬂ?G) ﬂt_*) Hl(P17Gll> - Hl(]PﬂvV/)

Le théoreme I1.2.2.1. montre qu’il existe A € 70, A > 0 et [z] € H'(k, Z''(\)) tels que
d(Int. (7)) = £ (1), done

(++) ATt (7)) = Int. ([(=0.(O=1)]]).
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On a une suite exacte

Int,
—

HY(k, ZV(N) 25 HY(k,v'(V)
[2] pa([2])

H''(k, Z(N))

Posons d’ = p.(z) € Hom.(G,v'()\)). Alors [d'] = [d] dans H*(k,v). Choisissons o € v/
tel que d = a~!.d".a dans Hom.(G, ') et posons ¥ = s(a) € Aut(G)(k). Le morphisme
U agit sur A et on a o A > 0. Quitte a remplacer A par ¥ o A\, on peut supposer que
U = idg et donc que p,.(z) = d. Remarquons que comme v/ = Im(d), on a /() = /.
Le lemme 11.2.3.1. montre que le cocycle s,(d) est & valeurs dans Z1(\)(ks) et on peut

—~0
donc tordre A en g\ € 4T (k). Par commutation de Z1()\) et s.(d), I'égalité (xx) devient
Int.(7) = Int*<[(d)\)*((’)(—1))]). Pour finir, il reste a voir que 7 = [(4A)«(O(—1))]. Le
théoreme de Grothendieck-Harder montre que l'on a des isomorphismes

I ®) ) (WV)F) > H (P 4G) et R/ (W) = HY(P', .GV

Il existe \' € ﬁO(E) tel que ¥ = [\'] dans Hi(@l,dG). Il existe wy € (dWl_/)(E) tel

que X = wy.A. Or wy; = w.s(x) avec w € (4W)(k) et xle (av") (k) = (av'(N))(k). Donc
N = (w.s(x))A=wA et § = [(4\)«(O(=1))] dans H* (P, 4G). N

I1.3. — Le cas d’un groupe réductif

Dans cette section, on retrouve par une méthode différente une description de Raghu-
nathan [Rag3] de 'ensemble H}, (P!, G) pour un groupe réductif non nécessairement
déployé. Auparavant, on calcule 'ensemble H'(P*, H) pour un groupe quasi-déployé H/k
en donnant un résultat analogue de la décomposition de Witt-Tits (11.3.1.3., 11.3.2.4.).
I1.3.1. — Préliminaires. Soit G/k un groupe réductif, i : T — G un k-tore déployé
maximal, ;W = Ng(T')/T le groupe de Weyl relatif. Notons T un k-tore maximal de
G contenant T et W = N¢(Tp)/Ty. L'existence d’ordres compatibles sur les systemes de
racines ;& = ®(T, G) et & = ®(T, G) (cf. [Bo2] p. 232) et le lemme 11.2.3.1.a impliquent
le lemme suivant.

LEemMme I1.3.1.1. — Soit G, T,... comme ci-dessus. On note
fﬁ::{)\ef‘) | (\a)>0 VaekA}
a) On a une bijection naturelle i(a LT/
~ 0 —
b) L’application T® — Ty (k) induit une injection

/W — Ty (F)/W(F)
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Généralisons les constructions Ej,... du §II.1. Pour tout A € fo, on note Ef =i (T)),
jx 1 Za(X) — G qui se tord en un P-morphisme E)(jy) : Zg(\) — EY(G). On note f¢
I’application composée

RS G- B0

19 s HY(k, Zo(V) — HA(PY, Za(\) H(P, ES(G) 28 m e, 6)
PropostTiON 11.3.1.2. — Soit G/k un groupe réductif et i : T — G un k-tore déployé
mazimal. Soit X € TO.
a) Il existe un k-groupe unipotent k-déployé US, sous-groupe de [] ES(G) tel
P1/k
que [I ES(G) = Zg(A\) x US. De plus, le morphisme Zg(\) — [[ ES(G) est induit
Pl/k Pl/k
par ES(53)-
b) On a une suite exacte d’ensembles pointés

ES (Gx)«
BN

1 — HYk,Zc(\) H'(P', ES(Q)) — H'(P,ES(G))

¢) L’application ff est injective.

Démonstration : La proposition est connue dans le cas d’un groupe déployé (cf.
I1.1.4.1., 11.1.4.3.) et est donc connue si k = k,. Il faut donc montrer que 'on peut
”descendre” cette proposition de kg a k. Soient G, T et \ € T° comme dans 1’énoncé.
Notons Ty un k-tore maximal contenant 7.

a) Le Plmorphisme FE\(j») : Zg(A\) — E§(G) induit un morphisme

—0
(B9« : Za(\) — TI ES(G). La proposition I1.1.4.1. appliquée a A € Ty (ks) et
Pl/k

au groupe déployé G, montre que le morphisme (E%(jy)). fait de Zg(\), un ky-sous-

groupe de Lévi de (ng Ef(G))k Par suite le morphisme (E%(jy))« fait de Zg(\) un

k-sous groupe de Lévi de 11_/[ E{(G). Passons au radical unipotent US de 11_/[ ES(G).
P1/k P1/k

Le groupe (U{ ), est le radical unipotent de <P]1_[k Ef(G))k qui d’apres la proposition

I1.1.4.1. est déployé sur k,. La proposition 0.7.2./montre que le groupe U /\G est déployé

sur k. On a donc un produit semi-direct [[ E{(G) = Zg(A\) x US. Les assertions b) et
Pl/k
¢) se démontrent exactement de la méme fagon qu’en 11.1.4.3. []

On rappelle le théoreme suivant permettant de ramener la cohomologie galoisienne
d’un groupe réductif quasi-déployé a celle de groupes anisotropes. Ce théoreme est la
forme cohomologique du théoreme de Witt sur les formes quadratiques.
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TueorEME 11.3.1.3. (Borel-Tits). — Soit H/k un groupe réductif quasi-déployé. Soit
q: S — H un k-tore déployé maximal et B un sous-groupe de Borel de H contenant
T. Notons Py = H, P,..., P, les k-sous-groupes paraboliques de H contenant B. Pour
i=0,..,1, on note Z; un sous-groupe de Lévi de P; et H*(k, Z;)an 'ensemble des classes
[z] telles que le groupe ,Z; soit anisotrope (c’est bien défini).

a) Pour i = 0,..,1, Uapplication H'(k,Z;) — H*(k,P;) est bijective et I’
application H*(k, P;) — H'(k, H) est injective.
b) (Witt-type decomposition [T1]) L’application

Il #'(k Z)an — H'(k, H)
i=0,..,l

est une bijection. []

11.3.2. — Descente quasi-déployée. On a déja commencé a étudier les torseurs sous un
groupe quasi-déployé au §11.2.3. Etendons le lemme I1.2.3.3. au cas d’un groupe réductif
quasi—déployé (non nécessairement adjoint).

ProrosiTioN 11.3.2.1. — Soit H un k-groupe quasi-déployé et q : S — H un k-tore
déployé mazimal. Alors, pour tout v € HY(P', H), il existe A € SO tel que ¥ = [E] dans
HY(P', H).

Démonstration : Soit v € H* (P!, H).

1T €as . Le groupe H est adjoint. On peut supposer que H = 4G ot G est un groupe
adjoint déployé avec les notations de I1.2.3. Le lemme I1.2.3.3. montre qu’il existe un k-
sous-groupe a un parametre v : G,, — H tel que 7 = (—v,)(O(—1)). Il existe un k-tore
déployé maximal S, contenant v. Or deux k-tores déployés maximaux sont conjugués
par un élément de G(k) ([Bo2] th. 20.9 p. 228), donc il existe g € G(k) tel S = gS,g~!.

Posons A = gug™! : Gy, — H. Alors y € §° et 7 = [E{] dans Hl(@l,H).
2°d cas : Le cas général.

LemME 11.3.2.2. — Soit m : H — H' une l'isogénie centrale de k-groupes réductifs. Si
la proposition I1.3.2.1. vaut pour le groupe H', elle vaut pour le groupe H.

Le premier cas et le lemme 11.3.2.2. entrainent le la proposition 11.3.2.1. En effet, soit
H un k-groupe réductif; il existe une k-isogénie centrale # : H — H' = H,q x T ou
H,q est le groupe adjoint de H et T le k-tore coradical de H ([SGA3]| Exp. XXIII prop.
6.2.4 p. 258). La proposition I1.3.2.1. est vraie pour H,q d’apres le premier cas et on
déduit aisément du lemme I1.1.2.1. qu’elle est également vraie pour le tore T'. Par suite,
la proposition I1.3.2.1. est vraie pour le groupe H’ et donc pour le groupe H. Montrons le
lemme 11.3.2.2. Soit 7 : H — H’ une k-isogénie centrale et notons p = Ker(\). Notons Sy
un k-tore maximal contenant S. On a Zg(Sy) = Sp et donc p C Sp. Notons Sj, = So/ .
Remarquons que S (resp. S’) est un k-tore déployé maximal de Sy (resp. S})). Par suite, on
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~ —0 ~ —~0
a S%(k) =Sy (k) et S’O(k:):S(’) (k). On a un diagramme commutatif & lignes horizontales
exactes

Hl(P17H) L Hl(]P)lvH/) B H%ppf(P17u)

! |

—1 - —1 —1
Hl(P 7H) - Hl(P 7H,) - Hj%ppf(P nu)

—1 . —1

—0 —0
0 — So — Sy

Par hypothese, la proposition I1.3.2.1. vaut pour le groupe H’ et une chasse au
diagramme montre qu'il existe A € E'BO(E) tel que T4 (\) € S“Bo(k) et oy = WE{{])
dans Hl(Fl,H’). Comme SBO(E) = SEO(k:S) = SSO, on a Sgo(k:) = (%O)g et l'injection
SBO — 330 montre que A € EBO(k:) — S9(k). La proposition I.1.3.2. assure que
5y € Hy,..(P', H) et le corollaire I1.1.3.3. montre que 7 = [Ef] dans Hl(Fl, H). N

TraEOREME 11.3.2.3. — Soit H un k-groupe réductif quasi-déployé, q : S — H un
k-tore déployé maximal de H et ;W = Ng(S)/S le groupe de Weyl relatif de H. Alors

H
Uapplication fH : || HY(k,Zg()\)) Lﬂ HY(P!, H) induit une bijection

A€ S0

| | H'(, ZH(A)))/kW =, HY(P', H).
AESO

Démonstration : Soient H, S, . W comme dans I’énoncé. Choisissons un k-tore maximal
So de H contenant S et notons W = Ng(Sp)/S0).

11 étape : la surjectivité de f. On suit la démonstration du th. II.1.4.4. Soit
v € HY (P!, H). La proposition précédente 11.3.2.1. fournit A € SO tel que ¥ = [E#] dans
Hl(Fl, H). La proposition I1.3.1.2.b montre que v € Im(f{7) C Im(f#). Ceci montre la
surjectivité de f17.

onde gtape : 'injectivité de f7. Le groupe Hy; est déployé et (Sp)s est un k-tore déployé
maximal de Hy. Par suite, le théoreme de Grothendieck-Harder I1.1.3.1. appliqué a Hy
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et (So)z montrent que si deux éléments [z1] € H*(k, Zr(\1)), [22] € H' (k, Zp(X2)) de
|| H'(k, Zy()\)) ont leurs images égales par f, il existe w € W (k) tel que A\; = w.\.o.

Aeso0
Le lemme I1.3.1.1. assure que ’on peut choisir w € W et que 'on peut donc supposer

que A\; = X2 = \. Or lapplication f& est injective (I11.3.1.2.c), donc [z1] = [22] dans
HY(k, Zg()\)). Ceci montre que I'application f est injective.
On peut rassembler ’extension du théoreme de Grothendieck-Harder et la décom—

position de Witt-Tits (I1.3.1.3.) dans le théoréme suivant (voir app. B th. B.1.2.) qui est
un analogue de cette décomposition sur la droite projective.

TaeEorREME 11.3.2.4. — Soit H un k-groupe réductif quasi-déployé et q : S — H un
k-tore mazximal déployé. Notons A un systéme de racines simples de ®(S, H). On note
§9r = {)\ €S| (\a) >0 Vac kA}. Pour toute partie © C A, on note So le

sous—tore (déployé) de S défini par

0 —~ ~ ~,
So = () Kere))"s 8., =S80 et Za = ().

On définit une application Fo : H'Y(k,Zg) X §% — HYP',H) en posant
Fo(B,\) = fi1(B) (Ze C Zu(N\)). Alors Uapplication
. F
F: [[ H'(k Zo) x 8§ @Hl(ﬁﬂ,ﬂ)
OCLA

induit une bijection

H Hl(k7Z@)an X SV\g),—f— — Hl(P17H)'
OCLA

Démonstration : Soit H, S et A comme dans I’énoncé. L’ensemble A définit un
sous-groupe de Borel B de H de radical unipotent U et on sait que les Po = Z(0).U
© C A sont les k-groupes paraboliques de H contenant B (cf [Bo] p. 233). Posons
kW = Ng(5)/S. Le théoreme précédent 11.3.2.3. et le lemme I1.3.1.1. montrent que 'on
a une bijection

(+) L] £ L H' (8 Zu(n) = H' (P, H).
/\eé\i /\eé\i

Soit ©g Cr A. Grace a la proposition 21.13 p. 235 de [Bo2], il est aisé de voir que la
famille PoNZg, (O C © C xA) est la famille des k-sous-groupes paraboliques de Zg ()
contenant le k-sous-groupe de Borel BNZg, de Zg, et queles Zg (09 C © C 1 A) sont des
sous-groupes de Lévi de PoNZg, (g C © C xA). On peut donc écrire la décomposition
de Witt-Tits 11.3.1.3.b pour le groupe Zg,.
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LEMME I1.3.2.5. — Soit ©g C rA. On a une bijection.

[T H'( Ze)an = H'(k, Zo,).
0oCOCLA

I

Remplacant H!(k, Zg(\)) dans la bijection (*) par la décomposition ci-dessus, on a
une bijection naturelle

11 2k Zo)an x S§,, — H'(P', H)

OCLA
qui est décrite dans le théoréeme. []
11.3.3. — Torseurs rationnellement triviaux

ProrosiTioN I1.3.3.1. — Soit G un k-groupe réductif et i : T — G un k-tore déployé
mazximal. Soit My € PY(k). Soit v € H (P!, G) telle que yv(Mo) = 1 € H(k,G). Alors il
eziste A € TO tel que y = [ES] dans H* (@1, G).

Démonstration : 1°" cas : Le groupe G est adjoint. D’apres [T1], le groupe G est
isomorphe a une k-forme interne d’un k-groupe quasi-déployé H. Prenons les notations
S, kA, O,... du th. I1.3.2.4. La décomposition de Witt-Tits montre qu’il existe une partie
© Cp Aet [2] € HY(k,Zg) — H'(k,H) tel que G soit k-isomorphe & ,H et on peut
supposer que G = , H. La torsion induit un isomorphisme

2(.): HY(PY, G) = HY (P!, H).

Soit v € HY(PY, G) tel que v(0) = 1. Le théoréme I1.3.2.4. montre qu’il existe un unique
triplet (©g,,\) avec ©g Cp A, 8 € HYk,Zoy)an, A € §%0,+ tel que v = fH(p).
Spécialisant en 0, il vient 2(v)(0) = [2] = 8 € H'(k, H). La décomposition de Witt-Tits
montre que ©® = Oy et f = [z]. Comme Zg C Z(\), le sous-groupe & un parametre
A G,, — H induit un sous-groupe a un parametre A : G,, —, H = G et on a
v = (:A)«(O(—1)). Comme les k-tores déployés maximaux sont conjugués sous G(k)
([Bo2] th. 20.9), le méme argument qu’en I1.3.2.2. montre que v € Im(i* : 10 —
H*(P',G)), ce qui implique I'égalité 7 = [E—f] dans Hl(@l, G).

2°d cas : Le cas général. La proposition étant vraie pour les tores, le méme argument
qu’en I1.3.2.2. permet de ramener le cas général au

LemME 11.3.3.2. — Soit 7 : G — G’ une k-isogénie centrale de k-groupes réductifs. Si
la proposition I1.3.3.1. vaut pour le groupe G', elle vaut pour le groupe G.

Montrons le lemme. Soit 7 : G — G’ une k-isogénie centrale et notons p = Ker(\).
Notons T un k-tore maximal contenant 7. On a Zg(Ty) = Ty et donc pu C Tp. Notons
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T} = To /. Le groupe T§) est un k-tore maximal de G’. Remarquons que T (resp. 7") est un

~ —~0 —~0 —0
k-tore déployé maximal de Ty (resp. T). Par suite, on a T°(k)=Ty (k) et T" (k)=T} (k).
On a un diagramme commutatif ou les horizontales sont exactes

HYPLG) ™ HY(PLG) — H2, (PLp)

—1 T —1 —
Hl(P 7TO) - Hl(P 7T6) - H]%ppf(lp) nu)

0 — T0 — ﬁ

Soit v € H'(P!, Q) satisfaisant y(My) = 1. Par hypothese, la proposition 11.3.3.1. vaut
pour le groupe G’. Comme on a (m,7y)(My) = 1, une chasse au diagramme montre qu’il

—~0 —~0 S _
existe A € Ty (k) tel que m.(A) € T} (k) et Ty = . ([EY]) dans Hl(]P’l,G’). Comme
—~0

—~0 — N —~0 —~0 —~0,9 —~0

To (k) = Ty (ks) = Tp , on a Ty (k) = (TO ) et l'injection Ty — T} montre que

A € TO(k). La proposition 11.1.3.2. assure que 7 € HL_ (P!, G) et le corollaire 11.1.3.3.

montre que ¥ = [E—f] dans Hl(Fl, G). []
Le théoreme suivant a été démontré par Raghunathan comme une conséquence

du théoreme A sur les torseurs sur la droite affine. Ici, on prend un chemin inverse

en démontrant d’abord ce théoreme que l'on utilisera pour démontrer le th. A (cf.
introduction générale).

TueorEME 11.3.3.3. ([Rag3] Prop. 3.7 p. 418). — Soit G/k un groupe réductif. Soit
i: T — G un k-tore déployé maximal et ;W = Ny (T)/T le groupe de Weyl relatif. Soit
M, € ]P)l(k)

a) Tout P -torseur sous G dont la fibre en My est triviale est localement trivial
pour la topologie de Zariski, i.e. on a une suite exacte

(evM())*

Héar(P17G)—>H1(P17G) - Hl(ka)

b) Tout P'-torseur sous G rationnellement trivial est localement trivial pour la
topologie de Zariski i.e. on a une suite exacte

iy, (P1,G) — H'(P',G) = H(k(t),G).
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c¢) L’application naturelle i, : H, (P, T) — HL (P!, Q) induit une bijection
TO/W = Hy,, (P, G)

d) ([H2] Satz 3.5) 1l y a équivalence entre les assertions
dy) Le groupe G/k est anisotrope.
de) H},.(PH,G)=1.

Démonstration 11 étape : Montrons tout d’abord que Dapplication

it Hy (PY,T) — HL (P! G) induit une surjection
Hy,,.(P',T) — Ker(H P, G) e G)).

Soit v € HY(P!,G) telle que v(My) = 1. La proposition précédente 11.3.3.2. assure

I’existence d'un élément A € 70 tel que ¥ = [E{]. La proposition 11.3.1.2.b) montre qu'il
existe 3 € H(k,Zg()\)) tels que v = fC(B). Spécialisant en M, dans cette égalité, il

vient (jx)«(8) = 1 dans H'(k, G). Comme 'application H'(k, Zg(\)) e HY(k,G) est
injective, on a v = f¥(1) = i.([Ty]). Ceci montre le a).

2leme 4tape : Montrons 1’assertion b) du théoreme. Si le corps k est infini, un argument
de spécialisation montre que le b) se déduit du a). Supposons le corps k fini. On sait ([Sel]
11.14) que H'(k,G) = 1. Le a) montre que H}  (P!,G) — H(P!, G) ce qui implique
le b).

3iéme

étape : Montrons ’assertion ¢) du théoreme. D’apres le a), il suffit de montrer
que Papplication T°/,W — H} (P!, G) est injective. Notons Tp un k-tore maximal de

~ —~0 —
G contenant T et W = Ng(T)/T. D’aprés le lemme 11.3.1.1., application T° — Tp (k)

induit une injection 7° kW — To (k)/W (k) Par suite, on a un diagramme commutatif

/W  — H,(P'.Q)

! !

T R/WE — H, ('

7G)

Le tore (Tp); est un k-tore  maximal de Gy donc  lapplication

—~0 — — —
Ty (k)/W(k) — Héar(IP)l,G) est bijective (II.1.3.1.). Ceci montre que l’application
T°/W — H_ (P!, Q) est injective. Le d) est une conséquence immédiate du c). N
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11.3.4. — Applications. Colliot-Thelene et Ojanguren ont appliqué le théoreme A a I’étude
des torseurs rationnellement triviaux sur les courbes algébriques. Ici, on traite seulement
le cas de P! et des anneaux semi-locaux de A'. Il est & noter que ’on passe par un théoreme
global (sur P!) pour établir un résultat local. Cela se reproduira pour les principes de
norme (§IV et § VI). Le ¢) du th. I1.3.4.1. sera appliqué dans la partie III.

TuroreME 11.3.4.1. — Soit G/k un groupe réductif et i : T — G un k-tore mazimal
déployé.
a) Soit U un ouvert de Zariski de la droite projective. Alors on a une suite exacte

H,, (UG — HYU,G) = H* (k(t),G)

et une surjection R
T° ®z Pic(U) — Hzq, (U, G)

b) ([CT-O] Th. 3.1. p.109) Soit A un anneau semi-local de A'. Alors lapplication
naturelle H' (A, G) — H(k(t),G) a un noyau trivial.

c¢) La restriction de toute classe de H*(P!,G) a Al est constante, i.e. on a une
inclusion

Im<H1(1P>1, G) — HY(AL G)) c Im(Hl(k:, G) — HY(AL G))

d) La fibre générique de toute classe de H'(P!,G) est constante, i.e. on a une
inclusion

Im(Hl(Pl, G) T HY(k(1), G)) c Im(Hl(k:, G) — H(k(t), G))

Démonstration : a) Soit U un ouvert de Zariski de P! de supplémentaire ¥. Soit

v = [E] € Ker(Hl(U,G) RN Hl(k:(t),G)). On pose pour tout z € %, E, =

G/spec(0,)- 11 existe des isomorphismes de G-torseurs f, : E, = (E:C)77 Comme
U xp1 Spec(Oy) = Spec(k(t)), on peut recoller les torseurs E et les E, (x € X)) en un P-

torseur E sous G, qui est rationnellement trivial. Posons ¥ = [E] € HY(P!, G). D’apres le
théoreme précédent 11.3.3.3. (b et ¢), 7 € Im (z . HL, (P',T) — HL, (P, G)). Comme

HL. (UT) =5 T°®y Pic(U), on a vy € Im(i* : T° @y, Pic(U) — HL (U, G))

b) Soit A un anneau semi-local de la droite affine en les points fermés (M;);=1,.. . Soit
¢ € Ker(HY(A,G) — HY(k(t),G)). La classe £ est la restriction & A d’une classe v définie
sur un ouvert U de la droite affine contenant les points fermés (M;);=1. . La classe
est rationnellement triviale, et Pic(Al) = 1 donc le a) montre que la classe £ est triviale.

c) Soit v € H'(P',G). Quitte & tordre G par un cocycle représentant v(0), on
peut supposer que v(0) = 1. Le th. I11.3.3.3.a montre que v € H},.(P',G). Comme
Pic(A') = 1, le a) montre que /41 = 1, donc la restriction de v & Al est constante. Le
d) est une conséquence directe du c). 1
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Une application de la suite exacte de Nisnevich 1.2.1.1. est le théoreme suivant que
'on utilisera au §1V.3.2. Dans ce théoréme, I’ensemble cs (P!, G) est défini au §1.2.1.

TuroriME 11.3.4.2. — Soit G/k un groupe réductif et i : T — G un k-tore déployé
mazimal. Notons ¢ : 10 T(k(t)) le morphisme déduit de
07— k(t)* ou (1) =tt. Soit y®F un systéme de racines positives de ,®(T,G) et
TO={AeT’|(\a)>0 Yae,dt}.

a) Soit U un ouvert de Zariski de la droite projective. Notons ¥ =P —U. On a
une suite exacte

1 — (AQE G(OMN\G(En)) /G(U) — H!(PL,G) — H'(U,G).

Si de plus Pic(U) = 1, on a une bijection

W = (] 60\ ) /GO)

Mex
b) ([Rag3] th. 3.4 p. 416) On a une bijection
T°/W = G(O0)\Gkiso) /G K[H))

et une décomposition

¢) On a
c(AY,G) = 1.

Démonstration : a) Prenant les notations de 1.2.1., on a
es(P,G) = ([T GOm\Gln)) /G (V).
Mexy

La suite exacte de Nisnevich 1.2.1.1. s’écrit

1 — es(PL,G) B HY(PL,G) — HYU,G) x [[ H' (Ou,G)
Mex

D’autre part, on a linjection naturelle 5§ : Ker(Héar(IP)l,G) — H},.(U, G)) —

cs (P!, G). Comme toute classe de H(P!, G) dont la restriction & U est triviale provient
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de H}, (P!, Q) (th. 11.3.3.3.b), Papplication BE est surjective, donc bijective et on a la
suite exacte

1— (MEIE G(@M)\G@M)) /GU) — H'(P',G) — HY(U, Q).

Si de plus Pic(U) =1, on a H,, .(U,G) =1 et 1'égalité
es (P!, G) = Ker (H,, (P!, G) = Hy,, (U, G) ) = Hy,, (P, G) = T/ W.
b) On prend U = A! dans le a) et on obtient une bijection
T°/W 5 G(Ouo)\G (ko) /G (K[2).

L’application résidu ds : T(/l%oo) 70 (cf. App. A) induit un isomorphisme de
groupes T(Ouo)\T(koo) — T° scindé par ¢ : T° — T(k(t)) C T(ks) tel que 'on
ait un diagramme commutatif

T(Oso)\T(heo) 22 T° = HY,.(P',T)

! !

G(Ou)\Cks) —  G(O)\G(koo)/G(K[t]) = TO/W

D’apres le th. I1.3.3.3.c et le lemme I1.3.3.1., on a
79 = T°/W = H},, (P!, @)
et le diagramme ci-dessus montre que

G (k) = G (KI) #(T.C k1),
c) D’apres le th. 11.3.4.1.a, comme Pic(A!) = 1, on a une suite exacte
1 — HYAYG) = HY(k(t),G).
La suite exacte de Nisnevich montre que c¢(Al, G) = 1. N
III. — Torseurs sur la droite affine

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme de Raghunathan et Ramanathan,
cité dans l'introduction générale. Soit k un corps, ks une cloture séparable de k et k une
cloture algébrique de k contenant k.
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TueorEME A [Rag-Ram|. — Soit G/k un groupe réductif. L’application naturelle
H'(k,G) — H} (A}, G) induit une bijection

Hl(kv G) L) KeI.(HP}t(Alle) - He}t(AllcSv G))

La démonstration differe de la démonstration originale. Cependant, le principe en est le
méme, inspiré du cas du groupe orthogonal traité par Harder (cf. [Knebuschl]) et utilise
également la théorie de Bruhat-Tits. D’apres [Rag-Ram], on peut réduire au cas d’un
groupe G/k semi-simple, simplement connexe et absolument presque k-simple (§I11.1).
Donnons le plan de la démonstration. Soit £ € H' (A}, /A", G). Pour montrer que la classe
¢ est constante (i.e. provient de H'(k, G)), on essaie de la prolonger en une classe sur la
droite projective. D’apres une suite exacte de localisation de Harder (1.3.2.1.), la classe £
se prolonge a la droite projective si et seulement si la fibre générique de £ est réguliere a
I'infini. Plagons-nous d’abord dans ce cas. La classe £ est alors la restriction a A! d’une
classe £ de H(P!,G). Or, la restriction de toute classe de H*(P!,G) & H'(Al,G) est
constante, donc la classe & est constante (I1.3.4.1.). Pour terminer la démonstration, il
reste a voir que la fibre générique de & est réguliere a l'infini : c’est la partie délicate
de la démonstration ou 'on utilise les applications résidus de Bruhat-Tits. Modulo une
astuce empruntée a une nouvelle démonstration de la suite exacte de Milnor-Tate (cf.
appendice B) qui consiste & introduire une indéterminée supplémentaire, on se sert du
cas déja traité (i.e. le cas ou la fibre générique de £ est réguliere a 'infini) pour prouver
que le cas régulier est le seul (II1.2.2.1.).

II1.1. — Préliminaires
II11.1.1. — Réductions

LemMmE II1.1.1.1. [Rag-Ram]| §2. — Si le théoréme A est vrai pour les groupes semi-
simples et simplement connexes, alors le théoréme A est vrai pour tout groupe réductif.

I

LEMME II1.1.1.2. — Si le théoreme A est vrai pour les groupes semi-simples, simple-
ment connexes et absolument presque k-simples, alors le théoréeme A est vrai pour tout
groupe réductif.

Démonstration : D’apres le lemme II1.1.1.1., il faut montrer que si le th. A vaut pour
les groupes semi-simples, simplement connexes et absolument presque k-simples, il vaut
pour les groupes semi-simples et simplement connexes. Soit G' un k-groupe simplement
connexe. On sait [T1] qu’il existe une famille (k;/k)i=1,.., d’extensions séparables finies
de corps et une famille (G;/k;)i=1,.. n de groupes absolument presque k;-simples tels
que G = [] Ry, /xGi. Le th. A passant au produit, on peut supposer que n = 1.

i=1,..,n
Posons dy = [k1 : k]. Grace au théoreme de ’élément primitif, on a un isomorphisme
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k1 @y ks — (ks)“. Le lemme de Shapiro assure I'égalité H'(k, Ry, /x(G1)) = H'(k1,G1)
et on a un diagramme commutatif de restrictions

Hl(Al,Rkl/kGl) e Hl(AllfsyRkl/k:Gl)

H H

H'(A .G1)  ——  HY((A,)",G1)

~] H

HY(AL,G1) 2 HY((AL)M,Gy)

ot A est I'application diagonale k, — (ks)%. Le premier cas appliqué & k; assure que
H'(k1,G1) = H'(A},_/A} ,G1). L’application A* étant injective, on a donc H' (k1,G1) =
Ker(Hl(A}cl, Gl) — Hl((A};S)dl, Gl)) Donc Hl(l{?, Rkl/kGl) = Hl(A};S /A};, Rkl/kGl)

II1.1.2. — Spécialisation et suite exacte de localisation. Soit G/k un groupe réductif.
On sait (Th. 1.1.2.2.) que pour tout point fermé M de P!, lapplication naturelle

ly o Hl(aM,G) — HY(kpr,G) est injective (1.1.2.4.). Cela permet de définir une
application de spécialisation en M

evls Ker(Hl(k(t), G) — H(knr, H)/H (O, G)) — HY(k(M),G).

Si p € Ker(Hl(k:(t),G) — Hl(EM,Gl)/Hl((/)\M,GD, on notera parfois
(M) = evy, ().

LemMmE I1.1.2.1. — Soit H/k un groupe algébrique réductif. Alors l'application
H'(k,H) — H'(k(t), H)
est injective.

Démonstration : Si le corps k est infini, le lemme est clair via un argument de
spécialisation. Si le corps k est fini, 'ensemble H!(k, H) est trivial ([Sel] 11.14) et il
n’y a rien a démontrer.

Une conséquence de la suite exacte de localisation de Harder 1.3.2.1. est la proposition
suivante.
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PropostTioN 1I1.1.2.2. — Soit G/k un groupe réductif. On a une suite exacte
d’ensembles pointés

1— H'(k,G) — H'(k(t),G) — [] H'(ks,G)/H'(Oum,G)
MeP;

Démonstration : D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer I’exactitude de la suite
en H'(k(t),G). Soit § = f(t) € Ker <H1(k:(t), G) — I H'(km,G)/H (Ow, G)). La

MeP}
suite exacte de Harder 1.3.2.1. montre qu’il existe v € H!(P!, G) satisfaisant v, = 3. Le
t. I1.3.4.1.d montre que € Im(Hl(k:, G) — H!'(k(t), G)) N

2. — Démonstration du th. A

La preuve du th. A se réduit au cas d’un groupe simplement connexe absolument
presque k-simple (II1.1.1.2.). Soit donc G/k un groupe semi-simple simplement connexe
et absolument presque k-simple. Soit { € H'(A; /A',G). On note &, € H'(k(t),G) la
classe générique de &. On veut montrer que 'on peut prolonger la classe ¢ & la droite

projective. On va séparer les deux cas de I'introduction, c’est a dire les cas
&)y € Im(H' (O, G) — Hl(koo, G)) et

(fn)koo ¢ Im(Hl(OOO,G) — Hl(koo, Q).
II1.2.1. — Le premier cas
PropostTion 111.2.1.1. — Soit G/k un groupe semi-simple simplement connexe et
absolument presque k-simple. Soit ¢ € H* (A, G) tel que
(&)= € Im(H (Ox, G) = H'(kso, G)).
Alors € est constante, i.e. £ € Im(H'(k,G) — H'(A',G)).

Démonstration : Soit § comme dans I’énoncé. La suite exacte de Harder 1.3.2.1. assure
I'existence d'une classe £ de H' (P!, G) prolongeant £. Le théoréme 11.3.4.1.c montre que

la restriction de ¢ & A! est une classe constante. Donc £ est constante. []
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I11.2.2. — Le second cas.

ProposiTion 111.2.2.1. — Soit G/k un groupe semi-simple simplement connexe et
absolument presque k-simple. On a dans la catégorie des ensembles pointés une suite
exacte

1— HY(k,G) — H'(k(t),G) — H((ks) < [ H'(kn.G)/H (On, G).
MeA}

T 1

ot (ks) oo = ks ((3))-

Si G est le groupe orthogonal O(q) d’une forme quadratique hyperbolique, 'injection
H'(k,0(q)) — W (k) (cf. [Sel]) montre que cette suite exacte est 'analogue de la suite
exacte de Milnor-Tate sur les groupes de Witt (cf. [L] th. 3.1 p. 265 et appendice B). Dans
l’appendice B, on démontre 1'exactitude en W (k(¢)) de la suite exacte de Milnor-Tate
et la démonstration ci-dessous est une démonstration adaptée au groupes algébriques
linéaires, via la théorie de Bruhat-Tits.

Démonstration : D’apres la proposition II1.1.2.2., on a une suite exacte d’ensembles
pointés

1— H'(k,G) — H'(k(t),G) — [ H'(kn,G)/H'(Ou,G).
MeP;

Il faut donc montrer I'exactitude en H!(k(t), G) de la suite d’ensembles pointés de la
proposition I11.2.2.1. Posons F' = k(t).

Soit 66Ker<H1(F G) — HY((k,) x [ H'Gu.G /Hl(OM,G))
MeA;

On doit montrer que [ est réguliere a l'infini. D’apres la suite exacte de Harder 1.3.2.1.,
la classe (3 est la restriction de v € H'(A!, G). Quitte & tordre le groupe G par un
cocycle représentant (0), on peut supposer que y(0) = 1 et on est ramené & montrer

que B = 1. On va utiliser ici les applications résidus de la théorie de Bruhat-Tits, c’est
le point crucial de la démonstration du th. A. Comme 3, =1 dans H'((ks) ., G), le

théoreme 1.1.4.2. assure l'existence d’'un entier de ”torsion” d tel que

&kw(%) € Im(Hl(ﬁw[%],G) — Hl(EOO(—),G)).

L’astuce est d’introduire une indéterminée supplémentaire u. Posons L = k(u,t,z) ou

x = vut.
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Appliquons la suite exacte de localisation sur P! au corps de base k(u) et au corps a
une indéterminée L = k(u)(x). On a la suite exacte

1 — H'(k(w),G) — H'(k(w)(z),G) — 11 H'(kn,G)/H'(On.G)

1
NePL

Sk

v(u) Br = B(%)

On a forcé la classe (1, a étre réguliere a I'infini. Par suite,
Br € Im(H' (k(u),G) — H'(L,G)),

d

définissant une classe y(u) € H*(k(u),G). On a B(a:—) = 7(u). Spécialisant en z = 0
u

(cf. T11.1.2.), il vient y(u) = B(0) = 1 et on a f; = 1. Comme L est isomorphe au

corps & une indéterminée F(z), le lemme 11.1.2.1. assure que 'application H!(F,G) —
HY(F(z),G) = HY(L,G) est injective. Donc 3 = 1.

PropostTion 111.2.2.3. — Soit G/k un groupe semi-simple simplement connexe et
absolument presque k-simple. Alors le th. A vaut pour le groupe G, i.e. on a une bijection

H'(k,G) = H'(A}_/A},G).

Démonstration : La combinaison des propositions II1.2.1.1. et II1.2.2.1. montre le
théoreme A pour le groupe G. En effet, soit £ € H'(Aj /A;,G). La proposition
précédente assure que la fibre générique de € est constante, donc en particulier réguliere &
I’infini. La proposition I11.2.1.1 assure que la classe £ est constante. L’application naturelle
H'(k,G) — H'(A}_/A},G) est donc une bijection. [

Le lemme II1.1.1.2. et la proposition I11.2.2.3. entrainent le théoreme A.
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IT11.3. — Applications
Remarquons tout d’abord que comme on a la suite exacte 1 — H 1(A,1€S,G)
H'(ks(t),G) pour tout groupe réductif G/k (I1.3.4.1.a), on peut écrire le th. A comme

s
—

H'(k,G) = Ker(H' (A}, G) — H'(ky(t), G)).

Par suite, la suite exacte de Harder 1.3.2.1. implique le

CoroLLAIRE I11.3.1. — Soit G/k un groupe réductif. On a dans la catégorie des
ensembles pointés une suite exacte

1— H'(k,G) — H'(k(t)/k(t),G) — ][ H'(ky, G)/H (O, G).
MeA}

I

On suppose que k est parfait. Soit G/k un groupe réductif connexe. On sait d’apres
un théoréme de Steinberg [St] que H'(k4(t), G) = 1. Par suite, on a

HY'(k,G)= H'(A',G)  (k parfait)

Si k n’est pas parfait, les ensembles H' (A, , PGLy) et a fortiori H'(ks(t), PGLy,) ne
sont pas triviaux en général [K-O-Sal]. L’application H' (A, , PGL,) — H' (A%, PGL,)
n’est donc pas bijective en général, on a donc une différence avec le cas de P*.
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IV. — R—équivalence et principe de norme

Soit k un corps parfait. On note k une cléture séparable de k et G le groupe de Galois
de k sur k. On fixe pour les § 0, 2, 3 une k-isogénie X : G — G centrale de groupes
réductifs définis sur k, de noyau le k—groupe fini 1 de type multiplicatif. La suite exacte
de cohomologie fppf s’écrit, G(k) étant le groupe des k—points rationnels de G :

1 — (k) — G(k) 2% G(k) -2 H ok, 1) —2 H'(k, G)

On note C (k) le groupe abélien G(k)/A(G(k)) identifié & Ker(i),). Soit L/k une extension
finie de corps. On note Ny k : H}ppf(L,u) — H}ppf(k,u) la norme (ou corestriction).
Une question naturelle se pose. A-t-on Np,,(Cx(L)) C Cx(k)? Pour les corps de

nombres, la réponse est positive si le groupe G est semi-simple simplement connexe,
comme ’a remarqué Deligne ([Del] p. 277).

DEFINITION. — Si Ny /. (Cx(L)) C Cx(k), on dit que X satisfait au principe de norme
pour extension L/k.

Bans cette section, on établit un principe de norme pour un sous-groupe de C,(k),
qui donne une nouvelle démonstration du principe de norme de Knebusch (cf. [L] th. 2.3
p. 198).

THEOREME B. — Soient A : G — G une k-isogénie centrale de groupes réductifs définis
sur un corps parfait k, de noyau le k-groupe commutatif fini p et L/k une extension finie
de corps. Soit R(k,G) C G(k) le sous-groupe (normal) des éléments R-équivalents a e.
Notons
Nipji s Hpppp(Lsp) — H}ppf(k,u) la corestriction de L a k et ¢y, : G(k) — H}ppf(k,u)

s,

Uapplication caractéristique associée a \. Alors, on a
Nig (@ (R(L,G)) € il R(k,G)

Cela nous permet de donner des conditions suffisantes sur 1’existence d’un principe de
norme.

THEOREME. — Soient A : G — G une 1sogénie centrale de k—groupes semi-simples
de noyau p, et L/k une extension finie de corps. Si l'une des conditions suivantes est
vérifiée :

a) Le groupe GL(L)/R est trivial.
b) Le groupe Guq.1,(L)/R est trivial.
¢) La L-variété Gaa,1 est L-rationnelle.
d) Le groupe G, est quasi—déployé.
Alors X\ satisfait le principe de norme pour [’extension L/k.

IV.1. — Notations et rappels.
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Soit p un k-groupe fini de type multiplicatif. On a la suite exacte de localisation
(+) 0 — Hjppp(kyv) — Hipppp(k(t), v) <2 @v(—1) (k(M)) — 0
olt M parcourt les points fermés de la droite affine A} .

Soit ¢ € H(k(t), u). Si Opr(c) est non nul, on dit que le point M est un pole de c,
sinon on dit que c est réguliere au point M et on peut alors spécialiser ¢ en M obtenant

DEFINITION IV.1.1.1. — On appelle application degré, notée d°, la fleche résidu
Oso : H}ppf(k(t),u) — p(—=1)(k) au point a Uinfini de Pj.

La “formule des résidus” s’écrit alors
d°(c) + > Niaryr(0a(e)) = 0.
ot M parcourt les points fermés de la droite affine A;.

IV.2. — R—équivalence et isogénie

Soit X une k—variété. La R—équivalence (Manin, cf. [Man]) est la relation d’équivalence
sur I’ensemble des points rationnels X (k) engendrée par la relation élémentaire :

Deux points zg, z1 € X (k) sont élémentairement reliés si il existe une k—application
rationnelle f : Pi — X définie en 0 et 1 telle que f(0) = zg et f(1) = 2.

Soit H un k-groupe algébrique linéaire. On note R(k, H) la classe de R—équivalence
de I’élément neutre de H (k).

Lemme IV.2.1. — a) R(k,H) est un sous—groupe normal de H(k) et
H(k)/R — H(k)/R(k,H).
b) Deuz points de H(k) R—équivalents le sont élémentairement.

c) Si le corps k est infini, lextension des scalaires de k a k(t) induit un
isomorphisme H(k)/R = H(k(t))/R.

Démonstration : L’assertion a) est évidente, la relation élémentaire étant compatible
avec la multiplication dans H (k). Montrons ’assertion b). Soient h et h’ deux points de
H(k) R—équivalents. Il existe une chaine hg = h, hi,...,h, = h' ot h; est directement
R—équivalent & h;y1 pour i = 0,..,n — 1. Notons e 1’élément neutre de H (k). Par
induction, on peut supposer n = 2 et hg = e. Il existe ho(t) et hy(t) dans H(k(t))
régulieres en 0 et 1 satisfaisant ho(0) = e, ho(1) = h1, h1(0) = hy et hy(1) = hs. Posons
o(t) = h1(t)(ho(1 —t))~1. Alors ¢(t) est réguliere en 0 et 1 et satisfait ¢(0) = e = hg et
©(1) = ha. Donc hg et hy sont directement R—équivalents.

Montrons c¢). Il y a une fleche naturelle de restriction r : H(k)/R — H(k(t))/R.
Montrons que r est un isomorphisme. Soit h(t) € H(k(t)). Le corps k est infini donc il
existe un point rationnel ¢y de la droite affine ou h(t) est réguliere. L’élément h(t) est
directement R—équivalent a h(tp). Ceci montre la surjectivité de r. Soit un élément du
noyau de r représenté par h. L’assertion b) assure 'existence de h(t,u) dans H (k(t,u))
tel que h(t,0) = e et h(t,1) = h. Il existe un point ¢y de k tel que h(tp,u) soit réguliere
en 0 et 1. On a h(tg,0) = e et h(tg,1) = h. Ceci montre I'injectivité de 7.
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Il est aisé de voir que si H est k-rationnel, H(k)/R est trivial. Plus généralement, on
sait que si k est un corps de caractéristique nulle ([CT-Sal] via Hironaka) que 1’ensemble
H(k)/R est un invariant birationnel de la catégorie des k—groupes algébriques connexes.
L’isogénie du § 0 induit un morphisme de groupes A : G(k)/R — G(k)/R dont on se
propose de calculer le conoyau.

ProposiTioN 1V.2.2. — Le groupe Cy(k(t)) est stable par spécialisation i.e. si
c(t) € Ca(k(t)) € H(k(t),p) et si My est un point rationnel de P} ou c est régulier,
alors c(My) € Cy(k).

Démonstration de 2.2. : Soit ¢(t) € Cyx(k(t)) régulier en M, . On sait que c(t) est la
restriction d’un élément ¢ de H'(Oyy,, ). Le théoréme 11.3.4.1.c assure que le diagramme
suivant est exact.

1 1

l l

H}ppf(OMm,u) - Hl(OMmé)

c — 1
! !
H}ppf(k(t)aﬂ) - Hl(k(t)aG)
c — 1

Le diagramme donne ¢ € Ker(H}ppf(OMO, ) — H}ppf(OMo, G)). Ecrivons les fleches
d’évaluations (verticales) induites par le morphisme evyy, : Op, — k.

Hl(OMonu) - Hl(OMmé)

c — 1
evhr, l evhr, l
H}ppf(k7:u) - Hl(k7é)
C(Mo) — 1
On a bien ¢(My) € Cy(k). [

On peut alors définir la R—équivalence sur C (k) comme la relation engendrée par la
relation élémentaire suivante : deux éléments cq et ¢; de Cx (k) sont élémentairement R—
équivalents s'il existe c(t) € Cy(k(t)) régulier en 0 et 1 satisfaisant ¢(0) = ¢g et ¢(1) = ¢;.
On note R(k,C)) la classe d’équivalence de 1’élément neutre et un lemme analogue au
lemme 2 — 1 vaut. On a donc Cy(k)/R = Cx\(k)/R(k, Cy).
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ProrosiTiON IV.2.3. — On a une suite exacte de groupes :

G(k)/R — G(k)/R — C\(k)/R — 1.

Démonstration : Une seule chose est a prouver : I'exactitude de la suite en G(k)/R.
Notons A l’anneau semi-local de la droite affine aux points 0 et 1. On notera [ |gr
les classes de R-équivalence. Soit [g]gr € Ker(G(k)/R — C\(k)/R). Alors il existe
c(t) € Cx(k(t)) provenant de Hj, (A, p) satisfaisant c(0) = 1 et ¢(1) = ¢(g). Le
théoreme I1.3.4.1.c assure que le diagramme d’ensembles pointés suivant est exact.

g(t) — c(t) — 1
! ! !
Gk(t)) —— Hp,p(k(t),n) — H'(k(),G)
c(t) — 1

Le diagramme montre que c(t) se releve en g(t) dans G(A) et g(0) est R—équivalent a

1g(l) Or gd(()),g(l)g_1 € M(G(k)). Par suite [g]r € Im(G(k)/R — G(k)/R). Ceci montre
‘exactitude.
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Iv.3
IV.3. — Principe de norme
IV.3.1. — Fonctorialité. Soit un diagramme d’isogénies de k-groupes réductifs
connexes
1 1
ptoo= ot

On pose Cy, (k) =Ker(H! (k, u') — HY(k,G)) et Ox,(k)=Ker(H(k, u?) — H*(k,G")).
LeMME IV.3.1.1. — Soit L/k une extension finie de corps. Dans la situation ci-dessus,
a) Si Cy,(k)/R=1 et Cx,(k)/R =1 alors on a C\(k)/R = 1.
b) La trivialité de Cx(k)/R implique la trivialité de Cy,(k)/R.
c) Si X satisfait le principe de norme pour L/k, alors A1 et Ay satisfont le principe

de norme pour L/k.

Démonstration : Les assertions a) et b) résultent de l'exactitude du diagramme

G(k)/R —— Gk)/R — Ci\(k))R — 1
G'(k)/R — G(k)/R — Cywm/R — 1
1

Cx)/R
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Montrons ¢). On suppose que l'isogénie \ satisfait au principe de norme pour 'extension
L/k. Soit ca € Cy,(L). On a un diagramme de suites exactes d’ensembles pointés

G(L) —— G(L) —* H} (L p)

[ H [

~ A2 2
G(r) 2 QL) = HY (L)

qui assure que ¢y est 'image de ¢ € Cy(L). Comme Ny, /;(c) € Cx(k) et par commutativité
du diagramme de corestrictions

H}ppf(L"u) - Hfl"ppf(k’“)
| N |

1 2 1 2

prpf(Lhu ) prpf(khu )

on a Nz i(c2) € Oy, (k).
Soit ¢; € Cy,(L). Notons ¢ limage de ¢; par le morphisme Hp,  (L,u') —

H} (L, ). De

1 1 _ 1 1
prpf(Lﬂﬂ ) - prpf(L’u )
C1 C1
! !
H}'ppf(Lhu) - Hl(L7G)
c 1
on a c € Cy,(L). Comme Ny /i(c) € Cx(k), il est clair que Ny i(c1) € Cx, (k). 1

IV.3.2. — Calcul de Cx(k(t)).
Pour tout point fermé M de P!, le morphisme de groupe
On oy Glkar) — H}pp(kars i) — p(=1)(k(M) induit une application (cf. §1.1.1.)

oar : Glkar)/G(Onr) — p(=1)(k(M)).
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PROPOSITION IV.3.2.1. — Soit ¢ = c(t) € Hy, ;(k(t), 1) et My un point rationnel ot la
classe c est réguliere. Alors ¢ appartient a Cx(k(t)) si et seulement si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

a) On(c) € Im(ppr) pour tout point fermé M de A;.
b) ¢(Mo) € Cx(k).

Il y a deux facons d’établir cette proposition, I'une en utilisant la description des
P!-torseurs rationnellement triviaux, I'autre en utilisant le th. A. La premieére preuve
n’utilise pas la théorie de Bruhat-Tits et la seconde est la preuve originale de [Gill] dont
le cas du groupe spécial orthogonal fournit un exemple ([L] th. 3.4 p. 268).

Premiére démonstration de la proposition IV.8.2.1. (n’utilisant pas la théorie de
Bruhat-Tits) : Soient ¢ € Hy, - (k(t), 1) et My un point rationnel de P! o1 ¢ est réguliere.
Quitte & faire agir un élément de PG Lo (k) sur P!, on peut supposer que My # co. Si
c(t) € Ox(k(t)), il est clair que dpr(c) € Im(ppr) pour tout point fermé M de A} et la
proposition IV.2.2. assure que ¢(My) € Cy(k). Les conditions a) et b) sont donc vérifiées.
Montrons le sens non trivial. Supposons que les assertions a) et b) de la proposition sont
vérifiées. Il faut montrer que c(t) € Im(py()). Notons ¥ = { My, .., M, } les points fermés
de Al tels que 9y, (c(t)) # 0 et posons U = Al — 3. En particulier My € U(k). Pour
i=1,..,n, il existe g; € G(ky,) tel que Iy, (¢(gi)) = Onr, (c(t)). D apres le th. 11.3.4.2.c,
on sait que c(A!,G) =1 donc on a

1=es(81,G) = (T] GOM\GGn))/G(U).

MeX%

Il existe donc h € G(U) tel que g;h™! € G(@M) Utilisons I’hypothese b). 11 existe
go € G(k) tel que p(go) = ¢(Mp). Posons g = goh(My)~th. Alors g € G(U) et satisfait

(*) g9t € G(O\Mi) et g(Mop) = go-

Posons d(t) = ¢ru)(g) et montrons que c(t) = d(t). Comme g € G(U), on a

O (d(t)) = 0= 9 (c(t)) pour tout point fermé M de A! — ¥, Comme le morphisme de
groupes duy, 0 o G(kar,) — p(—1)(k(M;)) est trivial sur G(Oyy,), la condition ()
montre que GM(d(t)) = O, (c(t)) pour i = 1,..,n. Par suite , les classes ¢(t) et d(t) ont
mémes résidus en tous les points fermés de Al donc différent d’une classe constante (i.e.
de H'(k, 11)). Or c(Mo) = ¢(g0) = ¢(g9(Mo)) = d(Mo). Donc c(t) = d(t) € Im(pr(r)). [J

Seconde démonstration de la proposition IV.8.2.4. (utilisant la théorie de Bruhat-Tits
et le th. A) : Cette preuve consiste a établir 'exactitude d’un diagramme. Soit M un point
fermé de la droite projective. Le critere valuatif de propreté et le lemme 1.1.1.1. montre
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I’existence des applications s, 737 et d’une suite exacte locale d’ensembles pointés

" 1 — Gum)/GOn) — G(kar)/G(Owr) =
B p(EO) B G)/H (O, G,

Les suites exactes locales s’inserent donc dans un diagramme global
(5 % *)

1 - H‘(f)'ppf(khu) = H})ppf(k(t)vu) - 1
! ! !
1 — H%K[),G) —  H»k®),G) — I G(kn)/G(Owm)
MeA}
Ak | Aieey | Al
1 — HOK[],G) — H(K(1),G) — I G(knm)/G(Oum)
MeA,
Wkl <Pk<t)l WMl
i | ik(t)l in ]
1 —  H'kG) —  H(@®),G) — I H'(km,G)/H(Owm,G)
MeA;,

Les suites exactes de localisation de IV.1. et II1.3.1. (k est parfait) impliquent
lexactitude du diagramme (***) ci-dessus. Montrons maintenant la proposition. Soient
¢ € Hy,,;(k(t), ;1) et Mo un point rationnel de P' ot ¢ est réguliere. Si c(t) € Ca(k(t)),
il est clair que dys(c) € Im(pps) pour tout point fermé M de A} et la proposition IV.2.2.
assure que c(Mp) € Cy(k). Réciproquement, supposons que les assertions a) et b) de la
proposition sont vérifiées. Il faut montrer que ik (t)(c(t)) = 1. L’exactitude du diagramme
(* x *) ci-dessus pour la ligne

HY(k,G) — H'(k(t),G) — [] H'(kn.G)/H'(Om,G)
MeA;

montre que iy (c(t)) € H' (k, G). Spécialisant en Mo, il vient in (c(t)) = ix(c(Mo)) = 1
par hypothese. Donc c(t) € Cx(k(t)). 1

On va voir que 'ensemble Im(¢js) ne dépend que du corps résiduel k(M).

IV.3.3. — Résidus \—spéciaux. Notons K = k((u)) le corps de séries formelles sur
k, d’anneau de valuation O = k[[u]] et Jx est la fleche résidu H}ppf(K, w) — pu(=1)(k).
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DeriniTION 1V.3.3.1. — Soit v € p(—1)(k). On dit que r est A—spécial sur k si r
appartient a l'image de l’application composée

G(K) =25 Hippp (K, 1) = p(=1) (k).

L’ensemble des résidus A-spéciaux est un sous—groupe de pu(—1)(k), dont la taille,
dans une certaine mesure, indique l’isotropie de G. Soit M un point fermé de la droite
projective.

LEmME 1V.3.3.2. — Soit r € pu(—1)(k(M)). Il y a équivalence entre les assertions

a) r € Im(pn)
b) Le résidu r est A—spécial sur k(M).

Démonstration : On va justifier ici 'hypothese k parfait. Puisque k est parfait (c’est
faux en général), il existe un k-isomorphisme de corps f : ky —= k(M)((v)) ol
E(M)((u)) est le corps de de séries formelles a une variable sur k(M) (cf. [Gr-D] chap. 0,
corollaire 19.6.2 p.100). On a un diagramme commutatif

s | s | |

G(ROM)((w) =222 HY (R(M)((W) 1) == p(=1)(k(M)).

Ceci montre le lemme. []
On peut alors réécrire la proposition 1V.3.2.1.

PROPOSITION 1V.3.3.3. — Soient ¢ = c(t) € Hy,,(k(t), n) et Mo un point rationnel
de la droite projective ot c est réguliére. Alors ¢ appartient a Cy(k(t)) si et seulement si
on a les deux conditions

a) Le résidu Oy (c) est A-spécial sur k(M) pour tout point fermé de Aj..
b) (M) € Cr(k).
IV.3.4. — Principes de norme.

ProposiTioN IV.3.4.1 (Principe de norme sur les résidus). — Soit L/k une extension
finie de corps et r € p(—1)(L) un résidu A\—spécial sur L. Alors Ny . (r) est A\-spécial
sur k.
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Démonstration : On peut supposer L distinct de k et identifier I’extension séparable
L a k(M) ou M est un point fermé de la droite affine. La surjectivité de la suite de
localisation pour p permet de choisir y(¢) dans H}pp 1 (k(t), p) réguliere en dehors de M
satisfaisant dpr(y) = r et y(0) = 1. La proposition précédente donne y(t) € Cy(k(t))

ce qui s’écrit : i (y(t)) = 1 donc i~ (y(t)) = 1. L’infini est un k—point rationnel de

la droite projective, donc lgo\o est le corps des séries formelles a une variable sur k. Par
définition de “A-spécial”, d°(y(t)) est A-spécial sur k. La formule des résidus donne :
d°(y(t)) = =Ny i(r) € p(=1)(k). Donc Ny i (r) est A-spécial sur k. 1

Cette proposition a un intérét en soi (cf § VI). Ici, elle permet d’isoler un sous—groupe
de C) (k) stable par les normes, qui est le résultat principal de cette section.

TuroriME B (IV.3.4.2.). — Soient X : G — G une k-isogénie centrale de groupes
réductifs définis sur un corps parfait k, de noyau le k-groupe commutatif fini p et L/k
une extension finie de corps. Notons Ny, H}ppf(L,,u) — H}ppf(k:,u) la corestriction

de L a k et R(k,Cy) le sous-groupe de H}ppf(k,u) défini en IV.2.2. Alors, on a

N, /k<R(L, CA))) C R(k,Cy) C H,r(k, )

existe y(t) € O\(L(t)) telle que y(0) = yo et y(oo) = 1. En particulier d°(y(¢)) = 0.
Posons z(t) = Npx(y(t)). Avec la notation des O-cycles, on a p~'(0) = [L : k]{0}
et p~t(oo) = [L : k]{oo}. Par suite, z(t) est régulicre en 0 et & I'infini. Montrons
z(t) € Cx(k(t)). Comme z(oc0) = 1, il suffit de montrer que Oy (z(t)) est A-spécial
sur k(N) pour tout point fermé N de A,ﬁ. Soit N un tel point de O—cycle inverse

p Y(N) = S[L(M;) : k(N)]- M;. On alarelation k(N) ® L = [[ L(M;) et le diagramme
i=1 k i
commutatif suivant ou les fleches verticales sont les fleches résidus :

Démonstration : Notons p la projection Pt — Pi. Soit yo € R(L,Cy\) C Cx\(L). 11

NL/k : H}ppf(L(t)vu) - H}ppf(k(t)7u)
Zi:aMi l aNl

> Nroay) ey - G?N(_l)(L(Mi» —  p(=1)(k(N))

Alors On(2(t)) = > Nra) /vy (Onr, (y(t))). Par hypothese, Oz, (y(t)) est A-spécial sur

L(M;). La proposition précédente appliquée au corps de base k(NN) assure que Oy (z(t))
est A—spécial sur k(N), les résidus A—spéciaux sur k(N) formant un groupe. Alors
x(t) € Cx(k(t)) et  par  spécialisation en 0, on a :

2(0) = Np/i(y)(0) = Nzk(y(0)) € Cx(k). Comme z(c0) = 1, Ny, /1(y(0)) € R(k, Cy).



V.4 63

Si R(L,Cy) = Cx(L), le théoreme B ci-dessus montre que l'isogénie \ satisfait au
principe de norme pour l'extension L/k. Compte tenu de la fonctorialité IV.3.1, on a
donc montré le

TuEOREME IV.3.4.3. — Soient A : G — G une 1sogénie centrale de k—groupes semi—
simples de noyau u, et L/k une extension finie de corps. Si l'une des conditions suivantes
est vérifiée :

a) Le groupe Gr(L)/R est trivial.
b) Le groupe Guq.1,(L)/R est trivial.
¢) La L-variété Guq,1, est L-rationnelle.
d) Le groupe G, est quasi—déployé.
Alors X satisfait le principe de norme pour l'extension L/k.

Les assertions sont liées par : d) = ¢) = b) car on a le

LEMME IV.3.4.4. — Les k—groupes semi-simples quasi—déployés adjoints ou simplement
connexes sont k—rationnels et donc triviaux pour la R-équivalence.

Démonstration ([CT-Sa] Prop. 14 p. 204) : Le groupe G possede un sous-groupe de
Borel B =T.U ou T est un tore déployé maximal. Notons U~ le sous-groupe unipotent
opposé de U. Les groupes U et U~ sont déployés et 'application produit U xT'xU~ — G
est une immersion ouverte ayant pour image la ”grosse cellule” €. Puisque G est adjoint
ou simplement connexe, on sait [Hal] que le tore T est quasi-trivial, donc k rationnel.
Ceci montre que G est k-rationnel. []

Platonov avait conjecturé que les groupes semi-simples adjoints sont rationnels sur
leur corps de définition. Il en est ainsi pour les groupes adjoints de type ' A,,, 24, [V-K]]
et B,,. Cette conjecture est fausse, Merkurjev ayant trouvé un contre-exemple avec un
groupe adjoint de type 2Ds3 non trivial pour la R-équivalence [Me2].

On peut donc conclure que le principe de norme vaut pour toute isogénie de groupes
semi-simples de facteurs ' 4,,, 2As,, et B,, et pour toute extension finie de k.

IV.4. — Applications directes

1V.4.1. — Norme réduite. Soit D une k—algebre a division d’indice n. On note D* le
groupe des unités de D, N,.q : D — k la norme réduite, SL(D) = SLi(D) le groupe
spécial linéaire de D et PGL(D) le groupe projectif linéaire de D. Pour la suite exacte

1 — pp — SL(D) =2 PGL(D) — 1,

le groupe C\(k) est I'image de N,eq(Dj) dans k*/k*" = H}ppf(k:,un). On sait que
PGL(D) est k—rationnel. On retrouve ainsi le fait bien connu : si L/k est une extension
finie de corps, on a Ny, /5 (Nyrea(D7)) C Nyea(D5).

1V.4.2. — Norme spinorielle. On suppose que la caractéristique de k n’est pas 2. Soit ¢
une k—forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel V. Notons SO(q) (resp.
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Spin(q)) le groupe spécial orthogonal de g (resp. le groupe des spineurs de ¢) et D, (k)
(resp. D2(k)) le sous-groupe de k* engendré par les valeurs non nulles de ¢ (resp. les
produits pairs de valeurs non nulles de ¢). Pour la suite exacte

1 — pp — Spin(g) = SO(q) — 1,

on sait que I'application caractéristique ¢ : SO(q)(k) — H(k,uz) — k*/k*? est la
norme spinorielle ( cf [L] p. 109) dont le théoreme de Cartan-Dieudonné [Di2] permet
de donner une description explicite. Soit g € SO(q)(k). L’elément g est un produit de

réflexions g = H Tv; (v; € V, non isotrope) et

1=1,..2n

w(g)=<p< 11 m)z I ¢=)= [ avi) modk?

i=1,..2n i=1,..2n i=1,..2n

Par suite Cy (k) est égal & D} (k)/k**.
LEmME IV.4.2.1. — Il y a équivalence entre les assertions
a) 1 € Z/2 = ua(—1) est A—spécial sur k

b) La forme q est isotrope.

Démonstration : Montrons a) = b). On suppose donc qu'il existe g € SO(q) (k((t)))
tel que p(g) = ut mod k((£))**, u € k[[t]*. Il y a une décomposition g = L=y 2, 7w
avec v; € V ® k((t)) pour ¢ = 1,...,n. L’homogénité de g permet de supposer que
v; € V @y k[[t]] et T; # 0 ou U; désigne la réduction de v; modulo ¢. Réduisant modulo ¢,
il vient [],_; , q(v;) = 0 donc g est isotrope. La réciproque est évidente. []

Le principe de norme sur les résidus (cf. § VI. pour d’autres applications) permet de
retrouver par une méthode différente le

TueEoREME IV.4.2.2 (Springer, [Spl], cf. [L] Th 2.3 p.198). — Soit L/k une extension
finie de corps de degré impair. Alors

qr 1sotrope < qr isotrope

La k-rationalité de SO(q) permet de retrouver le principe de norme de Knebusch.

TueorEME 1V.4.2.3 (Knebusch, cf. [L] p. 207). — Soit L/k une extension finie de
corps. On a linclusion Np,/,(Dg(L)) C Dy(k).

Démonstration : On a NL/k(Dg(L)) C Dg(k) par application de 3.3.3. Si ¢ représente
1, DZ(k) = Dy(k) et le résultat est clair. Sinon on choisit a € k* une valeur de la
forme ¢. Soit 3 € L* une valeur de ¢ sur L. Alors Ny /(af) € Dg(k) C D, (k). Donc

Nii(B) = a RN 4 (aB) € Dy(k). ]



V.4 65

La méthode précédente n’est pas suffisante pour démontrer le principe de norme de
Scharlau (cf. [L] th. 4.3 p.206). Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée de rang pair.
On note G, (k) le groupe des k—facteurs de similitude de ¢, i.e. le sous—groupe de k* formé
des a tel que les formes ¢ et ag soient isomorphes. Pour la suite exacte

1 — pp — SO(q) 2= PSO(q) — 1,

on sait que Cy(k) = G,(k)/k*?. On montre aisément que 1 € Z/2 = pa(—1) est A
spécial sur k si et seulement si la forme ¢ est hyperbolique. Le groupe G, (k) satisfait au
principe de norme mais le groupe PSO(q)(k)/R est non trivial en général [Me2], qui est
un résultat postérieur a [Gill].
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V. — Un théoréme de finitude arithmétique sur les groupes réductifs
V.1. — Introduction : On montre ici le

TaEOREME C. — Soit G un k-groupe réductif défini sur un corps de nombres k. Alors
le groupe G(k)/R est fini.

Il est aisé de voir que cela implique la finitude du groupe G(k)/R pour tout k-groupe
algébrique affine G. En effet G est le produit semi-direct d’un groupe réductif H et de son
radical unipotent. Or les groupes unipotents sont k-rationnels en caractéristique nulle et
par suite on a G(k)/R ~ H(k)/R. Ce résultat généralise pour les corps de nombres le
cas des tores et des groupes réductifs quasi—déployés, pour lesquels Colliot—Thélene et
Sansuc ont montré la finitude du nombre des classes de R—équivalence pour un corps k
de type fini sur le corps premier [CT-Sal].

Le plan de la démonstration est de réduire au cas d'un groupe semi—simple simplement
connexe, d’utiliser le principe de norme établi dans la partie précédente, et de conclure
par une étude arithmétique de modules finis utilisant le résultat de finitude pour les tores.
Colliot—Théléne et Sansuc ont remarqué qu’un théoreme “ergodique” de Margulis [Mar]
résout de fagon évidente le cas d’un groupe semi—simple simplement connexe.

TueoreEME V.1.1. (Margulis [Mar| Th. 2.4.6). — Soit G un k—groupe conneze, semi—
simple, simplement connezxe et presque k—simple. Tout sous—groupe normal (abstrait) de
G(k) est soit d’indice fini, soit inclus dans le centre de G(k).

Il existe des énoncés arithmétiques plus précis sur ’existence ou non de sous-groupes
abstraits normaux non centraux pour les groupes semi-simples simplement connexe dont
une liste est donnée dans [P]. Soit alors G un k—groupe semi-simple simplement connexe.
Montrons que le groupe G(k)/R est fini. On peut supposer le groupe G connexe. Quitte
a écrire G comme un produit direct fini G = [[G; de groupes simplement connexes

presque k—simples, comme le groupe G(k)/R est égal a [[ G;(k)/R, on peut supposer le

groupe G connexe et presque k—simple. On peut alors alppliquer le théoreme précédent
au sous—groupe normal R(k,G) de G(k). On sait que G est k—unirationnel (cf. [Bo2] p.
218 th. 18.2) et par suite le groupe R(k,G) est Zariski-dense dans G, donc R(k,G) ne
peut étre central dans G(k). Par suite, le groupe G(k)/R est fini.

V.2. — Préliminaires : Soient k un corps de caractéristique nulle et k une cloture
algébrique de k.
V.2.1. — Revétements spéciaux :

DeriNiTION V.2.1.1 [Sal]. — Soit G un k-groupe algébrique réductif. On appelle k-

revétement spécial de G une k—isogénie centrale A : G — G de k—groupes algébriques
telle que G soit le produit direct d’un k—tore quasi—trivial et d’un k—groupe semi—simple
simplement connexe.

LEMME V.2.1.2. [Sa] p.20 lemme 1.10. — Soit G un groupe algébrique réductif défini
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sur k. Alors il existe un tore quasi—trivial E et un entier m > 1 tel que G™ X E admette
un k—revétement spécial. []

V.2.2. — Principe de Hasse sur les groupes de mormes : On suppose que k est un
corps de nombres et on note V' I’ensemble des places de k et (k,),ecy les complétés de
k pour chaque place. Soit X une k—variété projective lisse géométriquement integre. On
sait grace aux estimées de Lang-Weil que X (k,) est non vide pour presque toute place
v. Kato et Saito ont établi un principe de Hasse pour le groupe k*/Nx (k).

TurEorEME V.2.2.1. [K-S]. — Awvec les hypotheses ci-dessus, Nx (k,) est égal a k}; pour
presque toute place v et il y a un isomorphisme naturel

k*/Nx (k) ~ @Dk /Nx (k) -
veV

Il est clair que les groupes k7 /Nx (k,) sont finis pour toute place v et ainsi le groupe
k*/Nx (k) est fini.

COROLLAIRE V.2.2.2. — Soit E un tore quasi—trivial. Le groupe Nx(k, E) est d’indice
fini dans E(k).

Démonstration : 11 suffit de le démontrer pour un tore £ = Ry /Gy, ou L/k est
une extension finie de corps. L est donc un corps de nombres. On voit aisément que
Nx, (L) C Nx(k,E) C E(k) = L*. Le théoreme précédent appliqué au corps de nombres
L assure que le groupe L*/Nx, (L) est fini. Par suite, le groupe Nx (k, E) est d’indice
fini dans E(k).

Si la variété X satisfait au principe de Hasse "absolu”, i.e. X, satisfait au principe
de Hasse pout toute extension finie de corps L/k, la preuve de V.2.2.1. se déduit de la
preuve de Kneser (cf. [Kneser| p. 87) d’un théoreme d’Eichler qui traite le cas des variétés
de Severi-Brauer. Dans la suite, on utilisera seulement le cas ou la variété X satisfait le
principe de Hasse.

Démonstration de V.2.2.1. st X satisfait le principe de Hasse :

LEMME V.2.2.3. — Soit F' un corps de caractéristique nulle et soit A/F une algébre
étale de degré d. Soit a € Na p(A*). Alors il existe un polynéme unitaire séparable P de
degré d tel que Fp ~ A et P(0) = (—1)4a.

Montrons le lemme. A = [] L; (L;/F extension finie de corps). Il existe des
7j=1,..,s
bj € L} tels que si aj = Np,/p(bj), onait a= ][ a;.
7j=1,..,s
Comme R}L‘/k(k) = {(ﬁj)jzly_,vs I[I Ni,r(B;)= 1} est Zariski-dense dans le tore
7j=1,..,s

R}4 /i O1 peut supposer les a; deux a deux distincts et chaque b; primitif pour I’extension
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L;/F. Posons P;(t) = (1) FINy p(b; —t) et P(t) = [[ Ni,/r(bj —t). Les P;
j=1,..,s

sont distncts deux a deux. Si deux polynoémes Pj, et P;, ont une racine commune, ils sont

égaux. Donc P est bien séparable, unitaire, satisfait Fp ~ A, et on a P(0) = (—1)%9(P)q,

I

Le lemme V.2.2.3. et le lemme de Krasner permettent de conclure. Notons
v1, ...,Un les places de k ou la variété X n’a pas de points rationnels. Il est clair que le
morphisme k*/Nx (k) — @,cy ky/Nx (ko) = @iy, . k2, /Nx (ky,) est surjectif. Mon-
trons l'injectivité. Soit (a) un élément du noyau. Pour toute place v de k, il existe une
algébre étale A, tel que a € Ny, /i, (A5). Choisissant I'algébre étale triviale aux places
ou X a des points rationnels, on peut supposer que les A, ont méme degré d (pair). Le
sous-lemme assure 'existence d’une famille (P,),cy de polynémes unitaires séparables
de degré d satisfaisant P, € k,[t], P,(O) = a et X(k, p,) non vide pour toute place v.
Le lemme de Krasner assure 1’existence d’un polyndéme unitaire séparable P de degré d
appartenant a k[t], tel que (kp),, — (ky,)p,, pour i = 1,...,n et P(0) = a. Comme X
satisfait le principe de Hasse absolu, X (kp) est non vide et donc a € Nx (k). []

V.2.8. — Tores flasques :
DerINITION V.2.3.1. [CT-Sal|. — Soit T un k—tore algébrique. T est dit flasque si pour
toute extension finie de corps L/k, le groupe H*(L,T®) est trivial.

THEOREME V.2.3.2. — a) (Endo—-Miyata, cf. [CT-Sa 2]) Soit u un k—groupe fini de
type multiplicatif. Il existe une résolution flasque de u, i.e. une suite exacte

l—py—85S—F—1

ou F est un k—tore quasi—trivial et S un k—tore flasque.

b) (Colliot—Thélene, Sansuc [CT-Sa 1]) Soit S un k—tore flasque. Si k est un corps
de type fini sur Q, H(k,S) est fini.

V.3. — Démonstration du théoréme B : Soient k£ un corps de nombres et G un
k—groupe réductif.

V.3.1. — Une réduction : Il est clair que 'on peut supposer G connexe. De 1.1, on
sait qu’il existe un revétement ” spécial” :

1—>,u—>CN¥><FL>Gm><E—>1.

ou F et F sont des tores quasi—triviaux et G est un groupe semi—simple simplement
connexe. Les tores quasi—triviaux étant triviaux pour la R—équivalence, on a :

(G™ x E)(k)/R= (G(k)/R)™ et (Gx F)(k)/R=G(k)/R.
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On pose G/ = G™ x E et ' = G x F. 1l suffit de montrer G’(k)/R fini pour avoir G(k)/R
fini. Quitte a remplacer G (resp. G) par G’ (resp. G'), on peut donc supposer qu’il existe
un revetement spécial de groupes connexes

1—>,u—>éi>G—>1.

V.3.2. — Le groupe G est une forme interne d’un groupe quasi-déployé G4¢. 1l existe
un cocycle z du groupe adjoint Ggfl de G99 tel que G = ,G9%. La classe [2] est un élément

de Hl(k,Ggfl). On choisit un sous—groupe de Borel B de Ggfl et on note D = Ggfl/B

une variété drapeau de ng. Le groupe ng agit & gauche sur D, et on peut tordre par
z obtenant X = ,D. On sait que X est une variété projective lisse géométriquement
integre, et X est un espace homogene sous le groupe G. D’apres Harder [H3| Satz. 4.3.3.
p. 214, la variété X satisfait au principe de Hasse (le cas des facteurs de type Eg ne pose
pas de probleme d’apres Chernousov [Cher]). De plus X vérifie la propriété :

LEMME V.3.2.1 (cf. [Sel], I, prop. 37). — Soit L/k une extension de corps. L’ensemble
X (L) est non vide si et seulement si G, est quasi—déployé.

Prenons les notations de (A.I1.2) . On a une suite exacte de groupes
G(k)/R — G(k)/R — C\(k)/R — 1.

Comme le groupe G(k)/R est fini (§0), il suffit de montrer que Cx(k)/R est fini. On est
donc ramené & un probleme de modules galoisiens finis. La stabilité de R(k,C)) par les
normes (IV.3.4.2) permet de définir le groupe de normes du foncteur R(.,C)) pour la
k-variété X (cf. 0.9).
LEMME V.3.2.2. — a) Soit L/k une extension de corps quasi—déployant G. Alors
Cy(L) = HY(L, j1).
b) Le groupe Nx(k, R(.,Cy)) est d’indice fini dans H'(k, ).

Le lemme donne le théoreme. En effet, on a les inclusions :
Nx(k,R(.,Cy)) C R(k,Cy\) C Ox(k) € H'(k,p).

Ceci montre que Cy(k)/R(k,C.) est fini.
V.3.8. — Démonstration du lemme V.3.2.2.

a) Un groupe simplement connexe quasi—déployé possede un tore maximal quasi—
trivial (cf. [Hal]). Le groupe G étant le produit d’un groupe simplement connexe
et d'un tore quasi—trivial a donc un L-tore (maximal) quasi—trivial 7. L’application
HY(L,p) — HY(L,G) se factorise par H'(L,T) = 1, donc est triviale. Par suite,
Cy(L) = HY (L, u).
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b) On utilise ici le § V.2.3. On choisit une résolution flasque de p
l—p—85 —0F —1

ou E est un k—tore quasi-trivial et S un k—tore flasque. Soit L/k une extension finie de
corps quasi-déployant G. Comme H'(k, E) et H'(L, E) sont triviaux, on a le diagramme
de suites exactes suivant ou les fleches verticales sont les corestrictions,

B(L) > HYL,p — HYL,S) — 1

Np/k l Np/k l Np/k l

Blk) > HY(k,p) — HYES) — 1

et ou H(k,S) est fini (V.2.3.2.).

On a O\(L) = HY(L, 11). Comme le L-tore Ep, est trivial pour la R—équivalence, il est
aisé de voir que 6(E(L)) C R(L,C)). Appliquant cela a toutes les extensions finies de k
quasi—déployant G, il vient

5(Nx(]€,E)) CNx(k,R(.,C)\>).
Or Nx(k,E) est d’indice fini dans E(k) (V.2.3.3.) et H'(k,S) est fini. Par suite,

§(Nx(k, E)) est un sous—groupe d’indice fini de H(k, ) donc Nx(k, R(.,C))) est un
sous—groupe d’indice fini de H!(k, ).
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VI. — Extensions non déployantes de groupes algébriques semi-simples

VI.1. — Introduction

Soit k un corps parfait. On note k une cloture algébrique de k et G le groupe de
Galois de k sur k. Soit X un type d’algebre de Lie simple. Soit G un groupe algébrique
défini sur k, connexe, semi-simple et simple de type X. On fixe une famille (k;/k);=1,. .,
d’extensions finies de corps, non isomorphes deux a deux, dont les degrés sont premiers
dans leur ensemble. Dans [T'3], Tits pose la question suivante

(Q) : Si les groupes Gy, sont déployés, le groupe Gy, est-t-il déployé ?

On donne ici une méthode générale permettant de répondre a () pour les groupes
absolument presque k—simples tels que le centre du revétement universel de G soit non
trivial.

THEOREME D. — Soit G un k-groupe algébrique connexe, semi— simple, absolument
presque k-simple d’un des types suivants A,, By, Cn, Dy, Eg ou E7. Si Gy, est déployé
pour it = 1,..,r alors le groupe G est déployé.

Le cas de A,, est facile, les cas de B,,, C,, et D, ont été traités par Bayer-Lenstra
[Ba-L]. Les seuls cas nouveaux de ce théoreme sont donc les types Fg et F;. D’autre
part, Sansuc a répondu affirmativement a (), dans une forme plus forte, dans le cas des
corps de nombres [Sal.

Tits a associé a toute algebre de Lie complexe simple X un entier d(X) (dont les
facteurs premiers sont optimaux pour cette propriété) tel que tout groupe algébrique de
type X sur k se déploie sur une extension finie de k de degré divisant d(X) [T3]. Notons
r(X) le radical de I’entier d(X), i.e le produit des nombres premiers apparaissant dans
la décomposition de d(X).

CorOLLAIRE VI.1.2. — Soit X wune algébre de Lie simple complexe d’un des types
suivants A,,, B,, C,, D,, Eg ou E;. Soit G un k-groupe algébrique connexe, semi-
simple, absolument presque k-simple de type X. Soit L/k une extension de corps de
degré premier ¢ r(X). Si Uextension L/k déploie G, alors le groupe G est déployé.

On ar(A,) =rad(2(n+1)), r(B,) =2, r(C,) =2, r(Dy) =23, 7(Dy,) =2 (n >5),
r(E¢) = 2.3, r(E7) = 2.3. Les cas de Eg, Fy et Gy échappent a la méthode précédente et
I’enoncé du corollaire pour Eg et F4 sont des conjectures.

VI.2. — Une conséquence du principe de norme sur les résidus IV.3.3.1.
Soit A : G — G une k—isogénie centrale de k-groupes semi-simples, de noyau p qui est
un k-groupe fini de type multiplicatif.

LEMME VI.2.1. — a) Si le groupe G est déployé, le groupe des résidus \—spéciauz est
le groupe pu(—1)(k).
b) Si le groupe G est anisotrope, le groupe des résidus \—spéciaux est trivial.

Démonstration : Soit K = k((u)) d’anneau de valuation O = k[[u]]. Le diagramme
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commutatif exact (%) de I.1.1. s’écrit

G(K) 25 H}, . (K.p) 5 HY(KG)
ok |
p(—1)(k)
l
1

Le groupe des résidus A-spéciaux sur k est par définition 'image de ’application 0k o .

a) Supposons que G est déployé et notons 7" un tore déployé maximal de G. On
a p C T. L’application 5, : H'(k,u) — H'(k,G) factorise par I'application naturelle
1 = HY(k,T) — Hk,G), donc iy est lapplication triviale. Par suite, ’application
caractéristique @y est surjective et il en est de méme de . L’application Jx étant aussi
surjective, le groupe des résidus A\-spéciaux est le groupe u(—1)(k).

b) Supposons que G soit anisotrope. Le corps valué b = k((%)) est k-isomorphe a
K. Le théoreme deux.3.4.2.b montre que ’on a une décomposition

Par suite

N 1 A 1 1 1 T
L <G<k00)) - I—]fzvpf(OOO’“)'Hfivpf(A H) C prpf(koo’“)'

oo

Or Hy, ¢ (k, 1) = H}

(A1, 1) (0.6.3.b). Donc

Oso o pr (G(EOO)> =1.

oo

Ceci montre que ’ensemble des résidus A-spéciaux sur k est trivial.

On peut faire autrement : un théoreme de Bruhat-Tits-Rousseau ([B-T2], cf. [Ragl]
Prop. 1.2) assure que si G est anisotrope, on a G(O) = G(K). Par suite, comme
I’application dx est nulle sur H}pp f(O, 1), le groupe des résidus A—spéciaux est trivial.

I
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Si le groupe groupe fondamental ;1 de G est tel que le groupe pu(—1)(k) est non trivial,
on a ainsi un critere simple pour distinguer les deux cas extrémaux de déploiement qui
sont le cas anisotrope et le cas déployé. Avec la proposition VI.2.2., on est ramené a des
calculs de normes sur le module galoisien fini p(—1). Appliquant un argument classique
de restriction-corestriction, on a la

ProposiTiON VI.2.4. — Dans la situation ci-dessus, supposons que pu(—1)(k) soit non
trivial. Si le groupe Gy, est déployé pour i =1, ..,r, alors le groupe G est isotrope.

Remarque : Les conditions G déployé ou G anisotrope ne dépendant que de la classe
d’isogénie de G, la proposition vaut pour tout groupe isogene a G.

VI1.3. — Preuve du théoreme D.

Soit G un groupe semi-simple d’un des types de ’énoncé du th. D. On suppose que Gy,
est déployé pour i = 1, .., 7. Notons G¢ la k-forme déployée de G. On sait que I’ensemble
pointé H'(k, Aut(G?)) classe les k-formes de G?. Notons v € H'(k, Aut(G?)) la classe
de G. On doit montrer que v = 1.

VI.3.1. — Réduction au cas des formes internes. On a une suite exacte scindée de
faisceaux galoisiens

1 — G4 I oAwet) v — 1

ol v est le k-groupe commutatif fini des automorphismes extérieurs de G¢. On a une
suite exacte d’ensembles pointés

Int,
—>

Int,

LemMmE VI.3.1.1. — Soit A un diagramme de Dynkin irréductible et v = Aut(A) le
k-groupe constant associé. L’application H*(k,v) — [] H'(ki,v) a un noyau trivial.
1=1,..,r
Admettons le lemme. Comme 7, = 1 pouri =1,..,n,0onap.(vy)s, = Lpouri=1,..,n,
on a p,(y) = 1. On peut donc supposer que v € H(k,G) et v, = 1 pour i = 1,..,n.
Montrons le lemme.
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Démonstration du lemme VI.3.1.1. : Le groupe v est un k-groupe constant. Si A
est distinct de Ds, le groupe v est un k-groupe fini commutatif constant donc un k-
groupe de type multiplicatif et un argument classique de restriction-corestriction montre
le lemme. On suppose donc que A = D3 et que v = S3 le groupe de permutations de
trois éléments. On a une suite exacte de groupes 1 — Z/3Z — S3 — Z/27Z — 1
assurant un diagramme exact d’ensembles pointés

1 — H'(k,7,/37) — H'(k, S3) — H'(k,7,/27)

i=1,..,r 1=1,..,7 i=1,..r
Une chasse au diagramme montre le lemme pour Ss. []
VI.3.2. — Réduction au cas d’une forme anisotrope. Pour pouvoir appliquer la

proposition VI.2.4., il faut que le groupe G soit anisotrope. On va se ramener a cette
situation. Soit 7 un k-tore déployé maximal de G¢. On note ® = ®(T, G?) le systéme de
racines associé a la représentation adjointe de G, ®T un systéme de racines positives, A
I’ensemble des racines simples positives et B = T.U le sous-groupe de Borel associé. Si
O est une partie de A, on note Tg le sous—tore (déployé) de T' défini par

To = (ﬂ Ker(a))o

On sait que les parties © de A parametrent les groupes Po = Z(Tg).U qui sont les
k-sous-groupes paraboliques de G% contenant B (G? est un sous-groupe parabolique de
G?). Notons Qe le groupe semi-simple déployé Z(Te)/Te. Le diagramme de Dynkin de
Qo par rapport au projeté du tore Th_g est A — O.

D’apres le théoreme de Borel I1.3.1.3., on sait que l’application naturelle
HY(k,Z(Te)) — H'(k, Po) est bijective. Le théoreme 90 de Hilbert assure une suite
exacte d’ensembles pointés

1 — H'(k, Z(Te)) — H'(k, Qo)
La décomposition de Witt-Tits (I1.3.1.3.) sécrit

I 2 (k. 2(T6))an = H'(k,G).
OCA
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Il existe une partie © de A telle que v € Im(H(k, Z(To))an — H'(k,G)). On peut
supposer que v € H'(k,Z(To)an- Le a) assure assure que v € Ker(H'(k,Z(Tg) —
[T H'(ki,Z(Te)). On a un diagramme commutatif de restrictions

i=1,..,r

ol Y
I !
1o I H'w2(Te) — I H'(k:Qe)
1 1

On note ' I'image de v par I'application H'(k, Z(Te)) — H'(k,Qe). Choisissons
un cocycle 2’ de Z1(k, Qe) représentant . Le groupe ,-Qe est anisotrope et si ueg est
le centre du revétement universel de (o, on vérifie cas par cas que le groupe ug est
non trivial et que le groupe pe(—1)(k) est non trivial. La proposition VI.2.4. appliquée
au groupe Qe montre que ,/(Qg n’est pas anisotrope. Le seul cas ou le groupe ., Qe
puisse étre isotrope et anisotrope est le cas du groupe trivial, i.e ® = A. Dans ce cas,
Z(T(©)) =T et H(k,T) =1 (th. 90 de Hilbert), donc v = 1. [
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Appendice A : fleches résidus

Soit k un corps et ks une cloture séparable de k dont on note G le groupe de Galois.
Soit O un anneau complet pour une valuation discrete normalisée, de corps des fractions
K et de corps résiduel k. Notons O — O ’extension étale maximale de O, de corps des
fractions K. On va montrer la proposition suivante.

ProprosiTion A.1. —

a) Soit pu un O-groupe de type multiplicatif fini. Il existe une application naturelle
de résidu O : H}ppf(K, w) — pu(—1)(k) telle que l'on ait la suite exacte

o
0 —— Hp,;(O.p) —— Hp,(K.p) —— p(-1)k) — 0.

b) Soit u un k-groupe de type multiplicatif fini. Il existe une suite exvacte de
localisation
®o
0 - H}ppf(khu) - H}ppf(k(t)vu) —

O @y u—nk) ZVO0% k) — 0

ot M parcourt les points fermés de la droite projective IP’,&T.

LEMME A.2. —

a) Soit T un O-tore. On a une suite exacte naturelle de G-modules

0 — T(0;) — T(Ky) L0 0

scindée par le choix d’une uniformisante de K. Les applications naturelles
HY(G,T(01)) = HY(O,T) et HY(G,T(K1)) — H*(K,T) sont des isomorphismes.

b) Soit T un k-tore. On a une suite exacte naturelle de G-modules

0 — T(ky) — T(ks(t) 22 @Nep}csfo 2 o, g

induisant la suite exacte

Ny 4y
—_—

0 — T() — Tkt) 22 TO%M)) k) — 0
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ot M parcourt les points fermés de la droite projective IP’,&T. L’application naturelle

HY (G, T(ks(t)) — H'(k(t),T) est bijective.
Démonstration : a) La valuation induit une suite exacte de G—-modules
0— 0] — K —7Z—0,

qui est scindée par le choix d’une uniformisante de K. On tensorise cette suite par le G
module T° = T%(ky) = T°(01) = T°(K1). On a une suite exacte scindée de G—modules

0 — T%0,) ®z, OF — TUK,) @7 K — T° — 0.

Or T(0;1) = Hom(T%(01),07) = T° @7 O} et T(K,) = T°(K;) ®z K;. Dot la suite
exacte scindée de G—modules

0 — T(0) — T(K;) — T°0;) — 0

Le tore Tp, est déployé donc le th. 90 de Hilbert montre que H'(O1,T) = 1 et
HY(K{,T) = 1. Par suite, on a des isomorphismes H'(G,T(0;)) — HY(O,T) et
HY(G,T(K,)) — HYK,T). Le b) est laissé au lecteur. [

Démonstration de la proposition A.1. : A.1.a) 1l existe une suite exacte
1 —p— E— S —1de O-schémas en groupes sur Spec(O)fppr o E est un O-tore
quasi-trivial et S un O-tore.

LEMME A.3. — On a une suite exacte naturelle de G-modules

0— E°— 8% — (1) — 0

Démonstration du lemme A.3: On a une suite exacte de G-modules

~ A~
~

0—S—F—pu—2~0.

Prenant la suite exacte de cohomologie associée au foncteur Homg(., Z) = Homgg(., Z),
on a

0=Homg(4,Z) — E° — S§° — Extg (i, Z) — Exté(E,Z):O
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car E est un G-module de permutation. La suite exacte 0 — Z — Q — Q/Z — 0 induit
la suite exacte

0= Homg(ji,Q)  — Homg(1i,Q/Z) — Extg(i,Z) — Extg(i,Q) =0

car Q est divisible. Donc Homg(ji, Q/Z) = Ext;(fi,Z) et par dualité on a un isomor-
phisme Homg (i, Q/Z) — lim Homy, g (ftn, ) = p1(—1). On a donc une suite exacte de

G-modules 0 — E° — §° — (=1) — 0 N

On a un diagramme commutatif

I = u0) — S00) — E0) — Hb(0p) — H(0E)=1

1 —- puwK) — SK) — EK) — H}ppf(K,,u) — H}ppf(K,E)zl

)
(e
=
)
W)
()]
=

ou les suites horizontales sont les suites exactes de cohomologie fppf et les deux premieres
verticales sont les suites de localisation du lemme A.2 auxquelles on a appliqué le foncteur
()9 (la surjectivité est due au scindage). Une chasse au diagramme assure ’existence
d’une suite exacte

O.p) — Hpyy(Kop) —25 S0k)/E°k) — 0
D’apres le lemme A.3, on a une suite exacte

0 — E°%K) — 8°%) — u(-1)(k) —— H'(k,E%)=0
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car EY est un G-module de permutation. On a ainsi construit une application
d: Hp, (K, p) — p(—1)(k) induisant une suite exacte

o
0 H}ppf(K’M) Hfl"ppf(K"u) - N(_l)(k) — 0.

Il est aisé de voir que I’application 0 ne dépend pas de la résolution choisie. Le A.b) est
laissé au lecteur. []

Appendice B : le groupe orthogonal et la suite exacte de Milnor-Tate

Le groupe orthogonal est un bon exemple pour I’étude des torseurs sur les droites
projective et affine et a inspiré notre preuve du théoreme A. Soit k£ un corps de
caractéristique distincte de 2.
B.1. — Fibrés quadratiques de rang pair sur P'. Soit [ € N, [ > 0. Soit (€i)i=1,.21 la
base canonique de ’espace vectoriel Vo = k2. On note Qg la forme hyperbolique

Qzl( Z 332'61) = Z LiLi+i
!

i=1,..,21 i=1,..,

et O(21) C GLy de Q2. Si 1 <7 <1, on a un isomorphisme naturel Q2; ~ Q2, ®© Q2(14-r)
induisant un morphisme O(2r) x O(2(I —r)) — O(2l). L’ensemble pointé H'(k, O(2l))
classe les k-formes quadratiques non dégénérées de rang 2[. On a donc des applications
naturelles

H'(k,0(20)) — I(k) c W(k)

Soit G% C GLy; le tore diagonal et on note (\; : G, — G%ﬁ,)z‘:L,,W la base canonique
—0

de G2 . Notons T; le sous-tore de G%ﬁ défini par IA}O = @ Z.(Ni — Niy1). Le
i=1,..,l

tore T; est un k-tore déployé maximal de SO(2l). Notons W = Ngon(T)/T et

wt = Noy(T)/T. On a une suite exacte scindée de groupes finis

1 — W —W!—7/272 — 1.

Notons A = («;)i=1,..; 'ensemble de racines simples de ®(7;, SO(2l)) défini par

a; =N =N pouri=1,..l-1et oy =A_;+ A/ (cf. [Bol] p. 79). Le groupe Z/27Z =
Aut(A) agit en permutant «;_; et a;. Notant fl?jL = {)\ eT | (A\a)>0 Vac A},
on a

ﬁ?+={ Z ai()\i—)\Hl) ‘ a; €L, a1 >..>a_1 Z|CL[ ‘}

i=1,..,l

Par suite, 'application

{ Z ai.-(Ni —Xip) | @ €Z, ar>. a1 >a > 0} — fzo/Wl

i=1,..l
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est une bijection. Le théoreme de Grothendieck-Harder pour les groupes non connexes
(I1.2.1.1.) permet de déterminer HL (P!, 0(2l)) ([Rag] p.188). Tout P!-torseur sous
O(21), i.e. tout fibré quadratique sur P! de rang 2l est isomorphe & D(ay,..,a;) =

Z {O(a;) ® O(—a;)} (somme orthogonale) ou les a; sont des entiers satisfaisant
i=1,..,l
ay > as... > a; > 0 et ou le fibré vectoriel {O(a;) & O(—a;)} est muni de la
forme quadratique hyperbolique fournie par la dualité O(a;)* = O(—a;). Appliquons
le théoreme 11.2.2.1. déterminant H'(P',0(21)). Soit A = Y a;(A; — \ip) € T} avec
1=1,..,r
a; € Z, a1 > az... > a, > 1 et r <[. On a un morphisme

H (N — Xiga) : GT, — Zso(21)(N)

i=1,..,1l

(ti)i=1,...r — H Xi(t) N (57Y)

1=1,..,r

induisant un isomorphisme
Grm X O(l — 1") AN ZO(2Z)()‘)

Le théoreme 90 de Hilbert assure que H'(k,O(l— 1)) — H'(k, Zo(21)(A)). Le théoreme
I1.2.2.1. montre que tout P!-torseur sous O(21), i.e. tout fibré quadratique de rang 2[ est
isomorphe a ¢o® D(aq, .., ar,0,..,0) ~ qo® D(aq, .., a,) ou gy est une k-forme quadratique
non dégénérée de rang 2(1 —r) et aq,..,a, sont des entiers satisfaisant a; > as... > a, > 1.
Le théoreme th. 11.3.2.4. s’écrit

TuatorEME B.1.1. (Harder cf. [Knebuschl] th. 13.2.2). — Soit l € N, [ > 1.

a) Tout fibré quadratique sur P! de rang 2l est isomorphe a
qo @ D(a1, .., a)

ot qo est une k-forme quadratique non dégénérée de rang 2(1 — r) et aq,.., a, des
entiers satisfaisant a; > ag... > a, > 1. Deuz fibrés quadratiques qo & D(aq,..,a,) et
qy, @ D(al,..,a’) sont isomorphes si et seulement si r = s, a; = a, pour i = 1,.,7 et
90 ~ qp.-

b) L’application naturelle W (k) — W (P') induit un isomorphisme

W(k) = W (Ph).
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Si de plus, on applique le théoreme de Witt, on obtient un énoncé équivalent que 1'on
peut voir comme un analogue du théoreme de Witt sur la droite projective.

TuaEorEME B.1.2. (Harder cf. [Knebuschl] th. 13.2.2). — Soit | € N, | > 1. Tout fibré
quadratique sur P! de rang 2l est isomorphe a

90 @ D(as, .., ar)

ot qo est une k-forme quadratique anisotrope de rang 2(l — r) et ay,.., a, des entiers

satisfaisant a1 > ag... > a, > 0. Deux tels fibrés quadratiques qo ® D(ay,..,a,) et

qy @ D(a,..,a’) sont isomorphes si et seulement si r = s, a; = a; pour i = 1,.,7 et
/

q0 =~ qp- ]

A.2. — La suite exacte de Milnor-Tate. Pour tout point fermé M de P!, on a une
fleche résidu (choisie avec une uniformisante qui est un polynéme unitaire irréductible)
On : W(kn) — W(k(M)). Harder a montré la suite exacte du th. B.2.1. ci-dessousa
partir de I’égalité W (k) = W (P! et d’une formule de réciprocité sur les applications
résidus de Milnor. En modifiant ’argument sur les résidus, on se propose d’en donner une
nouvelle démonstration qui peut sétendre aux ensembles pointés H!(k(t), G) (I11.2.2.1.).

TurorEME B.2.1. (cf. [Knebuschl], [L] p. 265). — On a une suite exacte de groupes

(%) 0 — W(k) — W(k(t) 22% @ W(k(M)) — 0
MeA;

Puisque W (k) = W (P1), la suite exacte 1.3.2.2.b montre le

LEMME B.2.2. — On a une suite exacte de groupes

0 — W(k) — W(k(t) =2 @ W(k(M))

Remarque : Cette suite exacte est a comparer a celle établie en I1.3.3.5.e pour le groupe

SO(21)

1 — H'(k, SO21)) — H'(k(t),S021)) — [[ H"(kar, SO21))/H (Opr, SO(21)).
MeP}

ProrosiTioN B.2.3. — La suite de Milnor-Tate (x) est exacte en W (k(t)).
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Démonstration : Soit c(t) = [q] € W(k(t)) satisfaisant das([g]) = 0 pour tout point
fermé M de A'. On peut supposer que ¢(0) = 1. Notons G,(k(t)) le groupe des facteurs
de similitude de g. On va montrer que k* C G,(k(t)). Soit a € k*. Notons x =+/at. Le
corps k(t)(x) est isomorphe au corps a une indétérminée k(z). Le morphisme de corps
f:k(t) — k(z) induit un diagramme commutatif exact

0 — W(k) - WEEH) = Byep W)

v |

0 — Wk - W) 2 Dyep WEN))

En particulier, au point oo, I'application f. : W(k(oc0)) — W(k(o0)) est I'application
nulle. Par suite, Oy (f«([q])) = 0 pour tout point fermé N donc f.([q]) est constante et
par spécialisation en 0, on a f.([¢]) = 0. Donc il existe une k(t)-forme quadratique ¥
telle que ¢ = (1, —at) ® ¥ sur k(t). Donc —at € G4(k(t)) pour tout a € k*. Il résulte que
k* C G4(k(t)). Notons u une nouvelle indéterminée. On a alors u € Gy (k(u)(t)). Notons
do,u : W (k(t)(u)) — W (k(t)) Papplication résidu de Milnor prise avec 1'uniformisante u.
On a 0 = do,.([ug] — [q]) = [q] donc [g]x) = 0 donc [¢] = 0. N

La suite exacte de Milnor-Tate permet d’avoir une nouvelle démonstration du résultat
classique suivant.

TurorEME B.2.4. (Springer [Spl], cf. [L] p.198). — Supposons k parfait. Soit L/k une
extension de corps de degré impair. Alors la restriction W (k) — W (L) est injective.

Démonstration : La suite exacte de Milnor-Tate s’écrit :

0 — W(k) — W(k(t)) =25 @W (k(M)) — 0

olt M parcourt les points fermés de la droite affine A}. On choisit un point fermé M de
la droite affine tel que L = k(N) = k, ou 7(t) est un polynéme irréductible unitaire de
degré impair. Soit [g] € Ker(W (k) — W(L)). Calculons les résidus de [7(t).q] € W (k(t)).
Alors [7(t).q] n’a qu'un résidu en N qui vaut [qr] = 0 par hypothese. Donc

([w(t).q]) € Im(W (k) — W (k(t)). Or, on a une suite exacte

On calcule le résidu a l'infini de [7(¢).q] qui est nul donc [g] = 0. 1
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