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Abstract. Let G/F be a semisimple algebraic group defined over a fi€lavith characteristic
p > 0. Let us denote byZ3(F, Qp/Zp(2)) the Galois cohomology group introduced by Kato. If
p > 0, we show that the»-primary part of Rost's invarianH(F, G) — H3(F,Q,/Z,(2))
lifts in characteristic 0. This result allows to deduce properties of the Rost invariant in positive
characteristic from known properties in characteristic 0. The case of Merkurjev—Suslin's invariant
is specially interesting, i.e. i/ F = SL(D) for a central simple algebr®/F with degreep and
class D] €, Br(F) ~ H2(F,Z/pZ(1)), one ha#{ 1(F, SL(D)) = F* /Nrd(D*) and an element
a € F* is areduced norm if and only if the ‘cup-producD] U (a) is trivial in H3(F, Z/ pZ(2));
one characterizes also in positive characteristic fields yithmension < 2 by the surjectivity of
reduced norms.

In a second part, we study Rost invariants when the base field is complete for a discrete valuation.
As planned by Serre, invariants are then linked with Bruhat-Tits’ theory, this yields a new proof of
their nontriviality.

Mathematics Subject Classifications2000): 11E72, 20G10.
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Résune. Soit G/ F un groupe algbrique semi-simple simplement connexe absolument preBgue
simple dfini sur un corpsF de caraatfistiquep > 0. On noteH3(F, Qp/Zp(2)) le groupe de
cohomologie galoisienne introduit par Kato. Si> 0, nous montrons que la partieprimaire de
I'invariant de RostHl(F, G) —> H3(F, Qp/Z,(2)) se rekve en caraetistique 0. Ceci permet de
déduire des propetés de l'invariant de Rost en caradstique positivea partir de €sultats connus
en caraatfistique nulle. En particulier pour l'invariant de Merkurjev-Suslin, i.eGs= SL(D)/F
pour une algbre simple central®/F de dege p et de classel)] €, Br(F) ~ H2(F, 7./ pZ(1)),
onaHY(F, SL(D)) = FX/Nrd(D*) et unéléments € F* est une normeeduite si et seulement
si le ‘cup-produit’ [D] U (a) est nul dang{3(F, 7,/ pZ(2)); en particulier on peut caramisSer aussi
en caradfistique positive les corpg de p-dimension< 2 par la surjectivié’des normeseduites.
Dans une seconde partie, n@isdions les invariants de Rost lorsque le corps de base est complet
pour une valuation disete. Comme I'avait @vu Serre, ces invariants sont alors intimemesgdila
théorie de Bruhat-Tits, ce qui permet de donner une nouveligodstration de leur non-triviadit”

Mots clefs. Cohomologie galoisienne, groupes semi-simples, extensions centradesie thile
Bruhat-Tits.
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Soit F un corps, et soiG/F un groupe algbrique semi-simple simplement con-
nexe absolument presquesimple. On noted*(F, G) 'ensemble poirg¢’de co-
homologie galoisienne d&/ F et on rappelle que cet ensemble classifie les espaces
principaux homognes souss (ou torseurs) sur Spé€E) a isomorphisme (non
unique) pes. Pour tout nombre premiérinversible dansF, Rost a @fini un
invariant

. HYF, G) — H3(F, Qi/Z(2)),

ou Q,/7Z,(2) désigne le faisceau galoisie&)l'm’f2 [Ro1,R02,Se3]. Cet invariant
était attendu par Serre [Se2]. On supposé€car= p > 0; la théorie cohomo-
logique dite de De Rham-Witt (et ses aspects galoisieveldpEs par Kato et
Bloch-Kato) produit un analogue en camxistique positive du faisceau galoisien
Qi/Z(2), no Q,/Z,(2), qui est un complexe de faisceaux galoisiens coneentr”
en dege 2, dont on peut consdér I'hypercohomologie. Dans son expoal
séminaire Bourbaki [Se3], Serre swggg I'emploi de I'objetQ,, /Z,(2) pour cEfinir

la partie p-primaire de l'invariant, etealise un tel invariant en caracistique 2
pour le groupe dployé de typeG,; le cas deF, en caradtfistique 3 aeté ensuite
traité par Petersson—Racine [PR]. La constructierégdle de I'invariant

rpr: HY(F,G) — H3F,Q,/Z,(2)

est duea Esnault, Kahn, Levine et Viehweg [EKLV]. Notar®®/Z(2) =
®1£,Qi/2, (2 PQ,/Z,(2), cette construction donne donc lieuun invariant,
I'invariant de Rost de&5/F notéry: HYX(F, G) — H3(F, Q/Z(2)).

Soit(0, ®) un couple forne’d’'un anneaw complet pour une valuation diste
de rang 1, de corps des fractiokset de corpseaSiduel F, et d'un O-sckéma en
groupes® semi-simple simplement connexe de fibrecdple Gr. Le lemme de
Hensel fournit un isomorphisrrHélt(O, ®) N HY(F, G) permettant ainsi de re-
leverH(F, G) dansH(K, &), puisque d’apes Bruhat—Tits [BrT3], 'application
£ Hélt(O, ®) - HY(K, &) est une injection. Par ailleurs, suivant Kato [Ka1l], le
groupeH3(F, Q/Z(2)) se rebve dans{®(K, Q/Z(2)) par un morphisme injectif
ik H3(F,Q/Z(2) — H3(K,Q/Z(2)). Il est alors naturel de s'iatesser’la
commutativi€ éventuelle du diagramme

HYK, 6x) > H3K,Q/Z(2))
] [
() HY(0, ®)

2 |

HYF,G) —£5 H3(F,Q/Z(2)).

¢

Dans cet article, nous montrons que le diagramme ci-dessus commute, modulo
un automorphisme d€/Z (8111.2, th. 2). Lintérét d’'un tel diagramme est de
pouvoir Bduire des eSultats en caraetistique positive deesultats connus en
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carackristique nulle, comme I'a fait par exemple Kato powgtlide des formes
quadratiques en caracistique 2 [Ka2]. En effet, si l'invarianty : HY{(K, &x) —
H3(K,Q/Z(2)) a un noyau trivial (resp. est injectif) pour le grouge, alors
linvariant r- : HX(F, G) — H3(F, Q/Z(2)) a un noyau trivial (resp. est injectif).
Il est & noter que le cas du groupeploye de typeG,, pour lequel on a une
construction explicite de l'invariant [Se3], est le point depdft de ce travail.

Pour la é&monstration, notons tout de suite que dans le cegale” caraet’-
istique, le diagramme ci-dessus commute trivialement pour le coaple]], G x ¢
F[[]]) et qu'il est aig” de passea la situation giérale d’'un coupl€ F[[¢]], &).
L'article porte donc principalement sur le cas @géle caraetfistique, pour lequel
nous travaillons avec la construction gedonrée dans [EKLV] utilisant le com-
plexel'(2)x de Lichtenbaum éfini sur le grand sitetale deX pour tout sckina
X.

Permettons—nous urevé en supposant que la conjecture de Gerstek€n
théorie [Q] vaut pour tout s@hma lisse de type fini sur Spe2). Usant de la suite
spectrale de Hochschild-Serre pour le faiscE&) (cf. § 1.2) pour I'extension non
ramifiée maximale d@, il n’est pas difficile de voir par identification des termes
que l'on aH? (0, T'(2)) ~ HZ (F,T'(2)) = H3(F, Q/Z(2)). Exactement de grfie
gue sur Sped@), on peut selon [EKLV] éfinir un invariant

ro: HL(0,8) — H(0,T'(2)

compktant le diagrammex) ci-dessus, et le probine esteSolu. Malheureuse-
ment, la conjecture de Gersten n’est connue pour lessak lisses de type fini sur
Spec0) qu’'en poids Q1 et 2 [BI] et I'objet de I'article est deathontrer malge”
tout la commutatividu diagrammes).

Dans la section IV, guiglpar l'intuition de Serre [Se2], on s'etésse auesidu
de l'invariant de Rost, i.e. au comm& (K /K, x) — Ker(H3(K) — H3(K))

%) Br(F), ou K désigne une dfure non ramite dek et dgx est la fEche de
résidu figurant dans [Kal]. Sous certaines hypsés (par exemple &i/F est
déploye), on montre que ce compos’explicite avec la@Composition de Bruhat—
Tits de HY(K /K, &) en terme de cohomologie galoisienne des fibrecigpés
des sous-groupes parahoriques¥ge[BrT3].

La Section V applique cas par cas letme principal. On obtient notamment
au 8 V.1 une giéralisation en caragtistique positive du #dEme de Merkurjev—
Suslin [Sul] caraeffisant les corps de dimension cohomologigg® par la sur-
jectivité de la normeeduite des algbres simples centrales.

0. Notations

(a) Cohomologig(cf. [M,SGA3]). SoitX un sclema quasi-compact. On consig’
sur X les sitesXzar, Xs, X ¢pr. Si F est un faisceau de groupes élighs surX
sur un siteS, on noteHg(X, F) le i-ieme groupe de cohomologie de Si X =
Spec(A), on note parfoisig(A, F) au lieu deHg(X, F). Enfin, la cohomologie
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étale€tant la plus utilise, on note' (X, F) = Heft(X, F). Soit G un X-scréma
en groupes, plat de type fini. On prend leesm&s notations pour la cohomologie
non alglienne que pour la cohomologieaiehne (@finie par le proeté deCech).
Rappelons que &/ X estlisse, 'application naturelld(X, G) — Hj, (X, G)
est bijective (cf. [SGA3], Exp. XXIV). Enfin, on not8r(X) = HéZI(X, Gn) le
groupe de Brauer cohomologique Xe

(b) On fixe un corpsF, F une cbture €parable de groupe de Galdgis On

désigne par

e carnF) >0 la caraattistique du corps,

o ¢ = (—1)I*ocam) pour tout nombre premiey

H'(F, M), le i-ieme groupe de cohomologie galoisienne pour un faisceau

galoisienM sur Spec¢F) [Sel],

wun r le faisceau galoisien des racinesemes de 'unig’((n, can F)) = 1),

ZJ1"Z(G)F = i p (I premier,l # car(F), i >0),

Qi/Z(D)F = lim Z/1"Z(i) ¢ (I premier,/ # car(F), i = 0),

K;(X) le i-ieme groupe d& -théorie de Quillen [Q] pour un seimaX et KC,

le faisceau suKz, assoa® au pefaisceal/ — K, (Ox(U)),

e KM(R) le i-ieme groupe de&k-théorie de Milnor d'un anneaw [BT], et
{ay, ap, - - - a;} les symboles,

o hi - 1 KM(F)/I" — H(F,Z/1"Z(i)) le symbole de Tate (symbole galois-
ieri) [T] pour tout nombre premidrinversible dang,

e ,AetA/n le noyau et le conoyau de la multiplication=> A par un entien:
pour un groupe Aélien A,

e A{l} la composanté-primaire d’un groupe Ablien A.

(c) Nous utiliserons la #drie des ‘modules de cycles’ de Rost [Ro3] dans le
cas @ la base est le corpg ou un anneau de valuation diste de rang U, de
corps des fractionk et de corpsesSiduelFF. Un module de cycleg — M. (E) =
(M;(E));>o est la doneé pour tout corpg/F (resp. pour tous corps/K et
E/F) d'un groupe Alelien grade M. (E) (resp.M,(K) et M,(E)) satisfaisant
certains axiomes. Si/F est une vaefé ouX/ SpecA) un scl€ma de type fini, la
donrée inclut un complexe de Gerstén(X, M)

s D M) = D My k()

XEX(H_l) XEX(,‘)

— P M) — -

XEX(i_j_)

ou X, désigne les points d& de dimension et «(x) le corps gsiduel d’un
pointx de X. On noteA; (X, M;) = Ker(9;)/Im(9;_1) 'homologie au cran de
C.(X, M;). Nous utiliserons principalement dans cet article les modules de cycles
E — K.(E) etpour(n, canF)) = 1 le moduleE — H'(E, n& ).
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(d) Groupes éductifs(cf. [BoT]). Par convention, on imposeun groupeeaductif
G/F d'etre connexe. On not€,,,./F le tore coradical de5, i.e; le plus grand
quotient torique d& . Enfin, siH/F est un groupe akfrique liréaire connexe, on
rappelle qu'il existe un plus grand quotieetictif deH, not H,;,.

1. Cohomologie galoisienne en caragtistique positive
1.1. LES GROUPESHZ,Tl(F) DE KATO [KA1,BK,CT2]

(a) Soientp un nombre premier; > 1 etg > 0. Pour tout scemaX de caraat-
istique p, on noteW, Q% le faisceau de de Rham-Witt sitf;, de dege’n et de
poids ¢ [1,81.1] et on noteW, Q% ,,, le sous—faisceau dw,Q} engende loc-
alement pour la topologietale par les difffentielles logarithmiquesi@kg (x1) A
.- A dlog(x,). On notev,(¢)/X = W,Q%,,, etvi@)/X = WiQ5,,,. Nous
considrons le caX = SpecF) ou F un corps de caraetistiquep. Alorsv, (¢)/F
est un faisceau galoisien. On pose

HAH(F) == HY(F, vu()).

Les calculs avec ces groupes se font essentiellement dansrde=ds le groupe
de cohomologieH,‘.?“(F) = HY(F, v(g)) a une description agable en termes
de ¢grérateurs et relations. Sdity le F-espace vectoriel des 1-formes deZla
algebre F. On poseQ? = A’ Qr et la differentiation exfieured applique2?.
dansQ? . Il existe une application additive-lineairey : Q4 — Q%/dQ¢ ' et
une seule, telle que (xw) = xPw pour toute forme difrentielle logarithmique
w = dy1/y1 A -+ Ady,/y,. Comme les faisceaux de formes di#ntielles sont
cohérents et puisque(q)(F) = Ker(y) d’'aprés la Proposition 1 de [Kal], on a

Coker(y —1:Q% — QL/dQ% ™) = HYX(F,v(9)) = HIM(F).

On note alors [ ] : Q% — Q%/dQ%™" — HIT'(F) la surjection naturelle.
En particulier, sij = 0, on a une applicatio — H)(F) = H'(F,Z/pZ),
qui est doneé par la suite exacte d’Artin—Schreier. On nétg}(F) I'ensemble
desé€léments dcomposables dHl"fl(F), i.e sécrivant jdy1/y1 A -+ - A dy; /yi]

avecx € F etyy, ...,y € F*. Atout symbole{xs, ..., x,}, on associe la
forme différentielle logarithmiquey ({x1, ... x,}) = dx1/xg A --- A dx,/x, avec
x1,...,x, € F*; on sait quey produit le symbole ditrentiel

hig: K} (F)/pKY (F) — v(q)(F).

Le théoreme de Bloch-Gabber—Kato ([BK], Cor. 2.8) dit glig, est un isomorph-
isme.

(b) Petits deges.Sig = 0, on aH,(F) = HY(F,Z/pZ). Siqg = 2, 0n a
un isomorphismeH?(F) ~, Br(F) =, H*(F,G,,), qui est dona’en associant
a toute formea.db /b I'algebre simple centralez[ b)/F définie par les relations
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suivantesX”? — X = a,Y? = b, YXY ™! = X + 1. On peut maintenantedinir
Z]p"Z(g) = W,quF),og[—q], gui est un complexe de faisceaux galoisiens con-
centé en dege’qg. Soitm = p"r avec(p,r) = 1, on d&finit le complexe de
faisceaux galoisien&./mZ(q) = 7Z/p"7Z(2) ® Z/rZ(q) et le symbolehZaF :

KX (F)/m — W,Q% . % H‘(F,Z/rZ(q)) comme le morphismevident @&duit

du symbole logarithmiqug,, , et du symbole galoisieh, .. On pose

° @p/Zp(Q) ="_m)Z/PrZ(C])’

o Q/Z(q) = & Qi/Z(q),

e H3(F) = H3(F,Q/Z(2)),

e H3(F)= H3(F,Z/mZ(2) (m=>2).

D’apreés Merkurjev-Suslin [MS1], sim, p) = 1, la fleche naturelle3(F) —
H3(F) est injective. Cela est vrai ereggral d’apes Kato. En effet, soik un
corps de caraetistique nulle complet pour une valuation deterde rang 1 de
corps EsiduelF. Comme le morphismé& : H,:(F) — H,(K) estinjectif ((Kal],
th. 3), le morphismei3(F) — H3(F) est aussi injectif pour tout entier > 2.

(c) I-dimension &parable d'un corpsKato a d&fini la /-dimension diny(F)
d’'un corpsF relativea un nombre premidrde la faon suivante.

(1) Sica(F) # 1, on pose dim(F) = cd,(F) (cf. [Sel]).

(2) On suppose caF) = p. Si[F : FP] = oo, on pose dim(F) = oo. Si
[F: FP] = p", onpose

— dim,(F) = r si H;*'(F’) = 0 pour toute extension finig’/ F,
— dim,(F) = r + 1 sinon.

En utilisant degp-bases (cf. [Kal], Lemme 1), il n’est pas difficile de voir que
sicalF) = petsi[F : FP] =r, anrsHl’ﬁz(F’) = 0 pour toute extension finie
F'/F.Ainsi, sica(F) = p etdim,(F) <r,on aH;+1(F’)=0 pour toute extension
finie F’/F. Nous introduisons maintenant une nouvelle dimensiohidianension
separabledim;*"(F) définie par

(1) Sica(F) # 1, dim*"(F) = cd,(F).

(2) Sip = carF), dim*(F) = Inf(r>0 | H,*'(F') = 0 VF'/F séparable
finie}.

Alors on a dinf*(F) < dim;(F) pour tout entiet, avecegalié si/ # car(F). Par

dévissage, on obtient @rient le lemme suivant.

LEMME 1. SupposonganF) = p > 0 etdim>*(F)<r < oo. Alors on a

Hl’,,Tl(F/) = 0 pour tout entiern > 0 et pour toute extensionéparable finie
F'/F.
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1.2. UNE SUITE EXACTE DE KAHN

Pour tout scemaX, Lichtenbaum a €fini sur le grand sitetale deX le complexe
de faisceaux"(2)x [L1,L2]. Une propréte fondamentale dE(2)x est I'existence
des triangles exacts suivants:

Iy ——— TI'(2x (ninversible dansy),

NS

Z[nZ(2)x
(1.2.1)

rQy ——2— T'(2)x (siX estde caraefistiquep).

N

L] pZ(2)x

On noteH*(X, I'(2)) = HZ (X, I'(2)) I'nypercohomologie du complexe de fais-
cauxI'(2).
(a) Soit E/F une extension galoisienne de corps de grogpKahn [K1] a

mis en€vidence un morphisme Kt 3(F) — H3(E)) - H?(g, K»(E)), qui va

jouer un dle central dans cet article. Ce morphisme est issu de la suite spectrale de
Hochshild-Serree} = H? (g, H (E, T'(2))) = ]H[”*"(F I'(2)) dont I'étude

(plus des |dent|f|cat|ons) condtatune suite exacte (|b|d th. 2.1)

0 — H'(g, K2(E)) — H*(g, K3ina(E)) — Ker(H¥(F) — H3(E))
s H(g, K2(E)) — HYg, Kzina(E)). (1.2.2)

Remarque 1Si calF) = p > 0, on sait d'apes Merkurjev—Suslin [MS2]
que le groupeXs ;. (E) est uniguemenp-divisible. Dans ce cas, la suite exacte
ci-dessus induit un isomorphisme

at : Ker(H3(F) — H3(E)){p} — H*(g, K2(E)){p}. (1.2.3)

Cette remarque aura une cegsience importante pour la suite. En effet, pour
la partie p-primaire des invariants de Rost, on pourra coasd’le compos”
HY(F,G) — H3(F, (Q,/Z,)(2)) — HG, K2(F)){p}.
La situation est toua Tait differente pour la partié-primaire { # p). Sup-
posons queE = F, une cbture €parable deF. On sait que le group&,(F)
est uniquement-divisible ([BT], cor. 1.3) et ainsi le morphsmﬁ,ﬁ est trivial sur
la partiel/-primaire H3(F){l}; le morphismez’ n’est donc intressant que sur sa
partie p-primaire.
(b) Calculs de cup-produitdNous nous proposons de calculer explicitement la
valeur dea{é sur les classesstomposables d&3(F), dans le cas d’une extension
cycliqueE/F.
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LEMME 2. On suppose qu&/F est une extension cycligue de degmpremier
correspondant un caracere xy € Hom(G, Z/1Z). On notesy € H?(G,Z) le

Bockstein de ce cara@te pour la suite exacte courte de faisceaux galoisiens

7 — 7. — 7Z/1Z — 0. Alors, pour tout symboléx, y} € K>(F), on a dans
H?*(g, Ko(E))

ag (x U hy, p({x, y})) = el,F.(Sx U Res:({x, y})),

ol ¢, r = 1 est cfini au §0.b.

Démonstration.Comme indige” ci-dessus, la dcheaZ provient de la suite
spectraleEy! = HP(g,H (E,T'(2)) = H.™(F,T'(2). Vu que E5° = 0
pour toutp > 0, la fléchea? est le morphisme KeE* — Eo*) — E&2. Un petit
exercice d'algbre homologigue montre la commutagvdlu diagramme suivant

Ker(E* — EJ*) — E5?,
SxU?T 502
E2

qui s’écrit

Ker(H3(F) — H3(E)) ——> H2(g, K»(E)).

K>(F)
Il restea identifier /. Le cup-produit induit le diagramme

K>(F)/1
OF 2
JHX(F,Z) x HZ(F,T'(2)/l — H(F,T(2)

8 T 2 ¢>l 8 T 2
H(F,Z/1Z) x W2 (F, Z/1Z(2)) —> H3 (F, Z/1Z(2)),
ou ¢ o 0r = € r.h; r [L1,L2] et ce diagramme commute au sens de la relation
5[xu¢(a)] = §(x)Ua pour toutx € HY(F, Z/1Z),a € H2 (F,T'(2))/1. En utilis-

ant la bijectivig du bords de droite, on voit qug ({x, y}) = €, r. x Uh; r({x, y})
d'oliak (x Uh,r({x, y}) =€ p. 3x U{x, y} O

1.3. APPLICATIONS DE RESIDUS

Soit O un anneau complet pour une valuation dier(de rang 1) de corpssiduel
F, dont on noteX le corps des fractions. On nok&/ K I'extension maximale non
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ramifiée d’anneau de valuatiad et de corpseaduelf Onnotef = Gal(F/F) =
Gal(K/K). Pour tout entiem, on note H 3w (K) = Ker(H3(K) — H3(K))
D’aprés Kato [Kal, th. 3], on dispose d’'une suite exacte (ssngar le choix
d’une uniformisante)

K
0— H3(F) £ H3 (K) % wBr(F) — 0, (1.3.1)

puisqueHz(F) =,.Br(F). Par ailleurs, le symbole med KZ(E) d1 Kl(ﬁ) =
F* de Bass-Tate [BT] induit une application desidu, note encoredzr:
H%(G, K»(K)) — Br(F) = H%G, F*). Onrappelle qu'urlément écomposable
de H3(F) est par @finition unélément s&crivanty U h, r({x, y}) avec{x, y} €
Ko(F) ety € HY(F) = HY(F,Z/n). On noteH3dec(F) I'ensemble desléments

décomposables d&3(F) et on poseqdec(F) U, H dec(F) C H3(F).

LEMME 3. On notesp, : HX(G, K2(0)) — H*(G, K»(F)) le morphisme &duit
de la reduction modulo I'iéal maximal deD. Soit/ un nombre premier.

(a) Le diagramme suivant

H3 (K){l}——— Br(F){l}———0

7|
ak

H2(G, Ko(K) {1} =2 HA(G, Ko(F)){1}—>0,

este; x-commutatif.
(b) Le diagramme prcedent @finit un homomorphismeyy : H3(F) —
H?(G, K»(0)) = Ker(dgr) et le diagramme suivant

H} (F) —Z— HXG, K2(0))

afl sp*l

H%(G, K2(F)) == H?(G, K2(F))

este; .6, commutatif. De plus, ssanF) = p > 0, ’lhomomorphisme/y :
H3(F) — H2(G, K»(0)) est injectif sur la composante-primaire deH3(F).

Démonstration.Pour les deux assertions, un argument egistage permet de
se ramener au cas d’'une cIassere{K) N H3 (K){l}. On noter une uniformis-

ante deK et six € O*, on notex € F sa €duction modulor. On rappelle que
I'on a une injection naturelle

HY(F,Z/1Z) ~ H,(0,7/1Z) — H'(K,Z/1Z).

(2) On sait quéZ3(K)NH2 (K){l} mod H3(F) est engendrpar lesyUh;, F({x 7))
pour x parcourantd} (F, Z/1Z) etx € 0. Soitc = x Uh; x({x, 7}) € HE, (K)
un telélément. Alorsd(c) = 8 (x Uk, r({x, 7})) = x U by ¢(X). Commeuag (x U
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hix({x, ) = e F x (x U {a}) d'aprés le lemme 2, on 8z7(ak(c)) = €. F ¥

(x U {@a}).

(b) Soitc = x U h; p{x,y} € H,?deC(F). D’aprés le lemme méédent, on a
ap(c) = e x (3 Uh r{X,3}) € HA(G, Ka2(F)).
Par ailleurs; £ (¢) = x Uh; r({x, y}) € H?,,(K). Le lemme pecédent donne
a (if (©)) = ek x (x U x. y)) € M(H*(G, K2(0)) - HX(G, K2(K))).

Réduisant modular, il vient (sp, oag oif)(c) = €. X (X U{x, y}) = € g€1F X
ap(c). Sil = p = car(F), on a par éfinition H3(F){p} = (Hj.(F)) et dans ce
casyy est injectif sur la composante-primaire deH3(F). O

2. Invariants de Rost
2.1. K>-TORSEURS ET DESCENTE GALOISIENNE
(a) SoitX/F une varéte lisse gongtriguement connexe. Le complexe de Gersten
Ko2(FOXO) -2 P Fo* 2 Pz (2.1.1)
xeX® xeX®@

calcule les groupef._ (X, K2) [Q]. On considre le groupeZ (X) = Ker(dy), qui
présente des analogies avec le groupe des diviseurs de WER Di@n a la suite
exacte naturelle

0 — Ko(F(X))/Ho (X, K2) -2 2(X) -2 HLE (X, K) — 0. (2.1.2)

De méme que I'on peut associarun diviseurD € Div(X) un faisceau inversible
Lp (unC,—torseur), on peut, selon le lemme 3.2.5 de [BD], assecieutélément
¢ € Z(X) un torseurF, sur X repesentant la classé&(c) € Hi, (X, K,). Ce
torseur est localement trivial pour la topologie de Zariski éf €i X est un ouvert
de Zariski, on a

Fe(U) ={v e Ka(F(X)) | d2(v) =cu} (2.1.3)

La descente galoisienne pour les groupekgieohomologie, inauge€ par Bloch,
a fait I'objet d’une suite de travaux [CT1,CTR1,CTR2,K2], dont nous rappelons ici
certains esultats fondamentaux. Notakit= X x  F, la suite exacte (5.1.2) pour
la variéte X est une suite exacte gemodules
0 — Ka(F(X))/HL(X. K2) 2 2(X) & HL(X. K — 0. (2.1.4)
Le groupeZ(X) a la vertu galoisienn&(X) = Z(X)9 (cf. [CTR1], prop. 3.6),
qui permet d’avoir la suite exacte suivante

H3, (X, K2) — Ha(X,K2)9 = HYG, K2(F(X))/HY(X, Ky)), (2.1.5)
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a étant le bord de la suite @e&dente. La suite ci-dessus se prolonge en la suite
exacte
HY (X, K) — HYX, K2)¥ = HY(G, Ko(F(X))/H%X, K2)) —
Ker(CH*(X) — CH*(X)) — H(F, Hy(X, K2)). (2.1.6)

LEMME 4. Onnotex la surjectlon naturelleKz(F(X)) — KZ(F(X))/HO(X Ky).
Soitc € Z(X) tel que[F.] € HL (X, K2)9. Pour touts € G, soite, € Ko(F (X))
satisfaisantc — ¢ = d,(e,) de sorte que la fonction— ¢, soit nulle sur un ouvert
deg.

(a) La fonctions — A(e,) de G dans K»(F(X))/H°(X, K,) est unl-cocycle
représentant la classe(c). N

(b) La fonction (s, 1) + a,, = e, +° e, — ey de G? dans HO(X, K,) est un
2-cocycle dont la classe est I'image HE.] par le compoé

HL(X, K29 5 HY(G, Ko(F(X)/HX, K)) > HA(G, H(X, K)),
ou § est le Bockstein ass@ca la suite exacte
0— HX,Ky) — Ko(F(X)) > Ka(F(X))/HYX, Kp) — O.

Démonstration.Le (a) résulte de la dfinition de I'application de bord: (cf.
[Sel], §5.4). Pour I#), par cfinition du Bocksteirs, on voit aussi que, ; est un
2-cocycle repesentans (a(c)). O

Remarque 2. Toutes les assertions soehon@es par commodit pour une
cléture €parabler’/ F; elles possdent @anmoins une forme convenable pour une
extension galoisienng/ F. _

(b) On fait maintenant I hypo'd;seKz(F) H°(X, K,). Dans ce cas, on aenie
une injectionH. ar(X Ko) — HZar(X K2)Y etun isomorphisme

HY(G, K2(F(X))/K2(F)) —> Ker(H3(F) — H3(F(X))). (2.1.7)
On a donc avec cette identification la suite exacte
0 — Hiy(X,K2) — Hy (X, K2)9 = Ker(H3(F) — H3(F(X))) LN
Ker(CH*(X) — CH?*(X)) — HY(F, H3,(X, K2)). (2.1.8)

On va utiliser de faon répétee cette suite exacte que I'on appelle suite de descente
galoisienne poukC,. On note

n: H3(F) — H, (X, H3(Q/Z(2))). (2.1.9)
On sait d'apes le tlieoeme de Bloch—-Ogus—Gabber [BO,CTHK] que &xfie
Hza(X, H3(Q1/Z4(2))) — H3(F(X)
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est injective pour tout nombre premieinversible dang’, donc
Ker(m{l} — Ker(H3(F) — H3(F(X))){l}.

SicalF) = p > 0, le Tréoeme 1.a de [K2] nous assure que lem€ Esultat vaut
aussi pour la parti@-primaire, i.e. on a (sous I'hypo#iseK,(F) = H(X, K5))

Ker(n) — Ker(H3(F) — H3(F(X))). (2.1.10)

En particulier, ceci entiae que siX (F) # 0, alors Ketn) = 0. N
(c) Lien avec NH3(X,Z/nZ(2)). On ne fait plus 'hypoteSe K»(F) =

Hgar(f, ). Soitn un entier positif. Le triangle exadt(2)/X = I'(2)/X —
Z/nZ(2) — I'(2)/ X[1] induit la suite exacte

0— H3X,I'(2)/n - H*(X,Z/nZ(2) —, HY(X,T'(2)) - 0. (2.1.11)
OrH3(X, I'(2)) = H3,(X, K,) eton a une suite exact®¢. cit, Lemme 1)

0— CH*(X) — HYX,T'(2) —» Ho,(X, H*(Q/Z(2))) — 0. (2.1.12)
Combinant les deux suites exactesgdentes, on tire la suite exacte

0— HYX,K2)/n — NH*(X,Z/nZ(2)) -, CH*(X) - 0 (2.1.13)

ol NH3(X, Z/nZ(2)) = Ker(H3(X, Z/nZ(2)) — Hg(X. H3(Q/Z(2)))). Par
définition du morphismes : Ker(n) — CH?(X) (ibid, diagramme de la page 404,
fleche @finie indspendamment de I'hypatseK,(F) = H2, (X, K2)), on diduit
gue le diagramme suivant

B

Ker(n) — CH?*(X)
Ker(H3(F, Z/n7(2)) — Ha(X, 7'13(@/Z(2)))) ‘ (2.1.14)
|
NH3(X,Z/nZ(2)) — 2CH?(X)

commute. Ceci vaut en particulier lorsqu&er(n) = 0 et dans ce cas, on a

Ker(H3(F, Z/nZ(2)) — Hgy(X, H3(@Q/Z(2)))) — Ker(n).
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2.2. K-COHOMOLOGIE ET COHOMOLOGIEETALE D’ UN GROUPE
ALGEBRIQUE DEPLOYE

PROPOSITION 1 ([EKLV] Prop 3.20)S0ientG/ F un groupe @ploye simplement
connexe, presqué-simple,T un F-tore ceploye maximal deG, W = Ng(T)/T

le groupe de Weyl ek = G/T la variét des couples de Killing d&, qui est
munie d’'une action naturelle d&. Soit(M;)/F un module de cycles au sens de
Rost [R03].

(a) AO(F, MJ-N) = A%G, M;) pour j >0.
(b) My (F) — A%(G, My).
(c) On a une suite exacte
0 — ANG, M) — S2(Pic(X)) ® Mo(F) <25 CH?(X) ® Mo(F) — 0,
olic: S?(Pic(X)) — CH?(X) est la forme intersection.
(d) A%(G, M;) = 0.

COROLLAIRE 1 ([EKLV] Cor 3.21).Sous les iames hypo#ses que la proposi-
tion precédente. on ®ic(G) = 1, K»(F) —> Hgar(G, KCo) et une suite exacte

0 — Hj,(G, K;) — S*(Pic(X)) — CH*(X) — O.

De plus, cette suite exacte induit un isomorphigig(G, K2) — (S2Pic(X))".

Remarque 30n a un isomorphisme naturel X) ~ T et il est bien connu
que(S°T)" ~ Z. Nous pecisons le signe de cet isomorphisme en demandant que
1 € Z corresponde une forme quadratiqueefinie positive suf® @ R. Ainsi,

nous avons efini un isomorphisméz : Hzla,(G, K2) — Z. Comme deux tores
déployes maximaux sont conjugs ‘par urelement deG (F), et puisqueG (F) agit
trivialement sur laC-cohomologie de&5 x  F ([EKLV] Prop. 4.4), I'invariantéy ne
dépend pas d&, et cfinit ainsi un isomorphisme canonigée H;, (G, K2) = Z.

Une autre dmonstration de ce fait est de®mdans [BD].

EXEMPLE. le groupeSL,. Arrétons-nous bevement sur le groupSL,/F de

Z,) On notew = g _01>, T = G,, le tore standard d&L, etB

le sous-groupe de Borel des matrices triangulairegrsegxes de compentaire
V. = BwB = {c # 0} qui est la grosse cellule d&L,. Linclusion wT C V.
admet une uniqueetfactiong : V., — wT qui est un fib€ vectoriel. Ainsi, la
K-cohomologie dég/. est la n€me que celle d&,,, qui se calcule immdiatement
par la dscompositionAl = G,, U SpecF). Ainsi HY,(V,, K2) = K(F) & F*,
H},(V., K2) = 0 etCH?(V,) = 0. La suite exacte de localisation (cf. [Sh])

0 — H%SL2, K — HO(V.,K2) — H%B, K1)
— H3,(SLy, K) — H3,(V.,K2) — Pic(B) (2.2.1)

— CH?(SLy) — CH%(V,) -0

. a
coordonmees c
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montre que on &A°(SL,, K») = K»(F), CH?(SL,) = 0 et un isomorphisme
7.~ F[B]*/F* — H3,(SL2, K»), (2.2.2)

I'"elément 1€ Z étant la fonctioru : B — G,,. Cetélément @finit donc unCo—
torseur concrefy dont on va donner le cocycle pour le recouvremént {c #
0}, V, = {a # 0}. Alors Fo(V,) = HO(V,, K5), Fo(V,) = {a, c} + HO(V,, K>), et
le cocycle esty,ny, = {a,c} € HO(V. NV, K»).

Par descente galoisienne du corollaira llaide de la suite exacte du §2.1, on
obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 1(cf. [BD], th. 2.2.1). Soit G/F un groupe simplement con-
nexe absolument presquesimple. AlorsG agit trivialement sur le group& =
H3,(G xr F,K») et

H3,(G,K2) — H3,(G xp F,K2)Y.

PROPOSITION 2.SoientG/F un groupe @ploye simplement connexe, presque
simple,/ un nombre premier inversible daisetn un entier positif.

(a) Le groupeH’, (G, n$?) est isomorphe naturellemeat

(i) HO(F, u$?) pouri = 0.
(ily HY(F, u?) pouri = 1.
(iiiy H?(F, n?) pouri = 2.
(iv) H3(F, u%%) ® Z/1"Z pouri = 3.

Pour la derngreégalite, la projectionH3 (G, ui?) — H3(F, ui?) est donge
par la specialisation en un point rationngdp € G(F) (n'importe quel point
rationnel).

(b) Si P est un torseur sous uné-forme deG, alors on a une suite exacte

0— H3(F, u3? — H(P, u3? — 7/ 1"Z.

Démonstration.Notant 7’ (uf’;z) le faisceau suiGz; asso@@ au pefaisceau
U — H.(U,ui?, on a une suite spectrale)! = HZ, (G, M (u3?)) =
HI'M(G, u7?). La proposition 1 applige¢ au module de cycless;(E) =
H'(E, 1) donneH(G, u$?) = HY, (G, HO(u$?)) —> HO(F, u3?), ce qui
est exactement (i). De enie, la proposition 1 appligea M; (E) = H'(E, M;‘SZ)
permet d’identifier les termes dans la suite exacte

0 — Hz (G HOui®) — Hi(G,uji?) — H(G. H ui?),

l|) HY(k, ui?)
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ce qui montre (ii), vu que le morphisme structu@l — Speck) induit une
rétraction de ’lhomomorphismBE (G, u?) — H(k, u53?). Passona {iii) et (iv).
La variétt G/F est une vagté rationnelle. D’'apes Suslin ([Su2] Cor. 4.4), on a
une suite exacte

0— HY%G, Kp)/I" — H2(G, u3?) — Hz(G, K2) =
H3,(G,K2) — NH2(G, u3?) —m CH*(G) — 0,

oU NHE(G, ui?) = Ker(H3(G,ui?) — H2(G, H3(uy?)). Le théoeme
de Bloch— Ogus—Gabber [BO,CTHK] donne une injectiil, (G, H3(ui?)) C
H3(F(G), u%?%). La proposition 1 appllqemeaM (E) = Hi(E, u2%~") montre
que I'on a un isomorphisme naturBl3(F, i 2 = Zar(G, H3(uln )). Le dia-
gramme ci-dessus devient

0— Ko(F)/I" > H2(G, u$?) — 7. %5
Z — H3(G,us? — H3(F, u3?).

Par suite, l'assertioniiii) est vraie. De plus le morphlsrrH3(G W 2y >
H3(F, 13?) factorise le morphisméZ: (G, ui?) — H3(F(G), u3?) et ainsi le
morphisme structuraG — Spe({k) fournit une sectlon canonique de la suite
exacte 0— Z/I"Z — H3(G,up?) — H3(F,up?) — 0, donnant liewa'une
décomposition canonique

H3(G,u? =Z/1"Z & H3(F, u%?).

NotonsP = P x; F~ G =G xr F. La suite spectrale de Hochshild—Serre
EY" = HP(G, HL(P, u3?)) = HIT(P, ui?) satisfait d'apes I'assertior)
les égaligs E5"? = 0 pourg = 1,2 et pour toutp. On a donc une suite exacte
0— E3° - E3 - EX3, ce qui sécrit

0— H3(F, pui?) — H3(P, ui?) — H3(P, ui?) = 7/ 1. O

2.3. DEFINITIONS DES INVARIANTS

On fixe un groupe semi-simple simplement connexe et absolument presque
simpleG/F. On rappelle bevement deux constructions de l'invariant de Rgst
HYF,G) — H3(F,Q/Z(2) = H3F), la premére reposant sur l&-
cohomologie deG et la seconde reposant sur la cohomologfigle€ deG. Il est
probable que ces deux constructionsnciglent au signe j@s; nous montrons ici
seulement que les deux invariants engendrent éenensous-groupe d&3(F)

(prop. 3), ce qui est suffisant pour les applications que I'on a en vue. Notons
gue Barge a dormmune troisfme construction de l'invariant de Rost [Bg]; cette
construction repose sur la cohomologie des groupes et n'est pasdisut”
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(a) Premere construction (cf. [EKLV], App. B)Soit X/F un torseur sous; et
notonsX X xF F On fixe un isomorphismeé : X ~ G = G xy F. On sait

que Ko(F) = ar(X KC,) et ainsi on dispose de la suite exacte 2.1.8 de descente
galoisienne pouk’,

0— HL(X, K2) - HL(X, K29 S Ker(H3(F) — H3(F(X))) &
Ker(CH*(X) — CH*(X)) — H*(F, Hy(X, K2)). (2.3.1)
On sait que l'isomorphisme, : HL, (G, K,) ~ HL(X,K,) ne dpend pas de
I'isomorphismeg choisi et est un isomorphisme de modules galoisiens. De plus,
on sait queHl(G K2) estisomorphe canoniquemexit (munl de l'action triviale)

et ainsi on a un isomorphisme canoniqueddeodulesH. ar(X K2) = Z. Cela
nous permet de poser

re([X]) = a(D), (2.3.2)

gui ne gpend que de la classe d’isomorphig flu torseurX . Faisant I'identification
H4(F,T'(2)) ~ H3(F), cette construction stend de la faon suivante. Pour toute
variété lisseY /F, on dispose d’un invariant fonctoriel én

ry: HYY, G) — H*Y, T'(2)), (2.3.3)

tel que pour tout torseuk /Y sousG, linvariant ry ¢ ([E]) engendre ke{H“(Y,
') — H*E,T(2)). Panin a émontg queCH?*(X) = 0 ([P], Cor. 5.2).
CommeHY(F,Z) = 0, et queCHz(i) = 0, la suite exacte (2.3.1) ci-dessus
implique le

THEOREME 1 (Rost).Pour tout torseurX /F sousG, on a
(re((XD) = Ker(H3(F) — H3(F(X))). (2.3.4)

(b) Lien avec I'extension centrale de Brylinski-Deligigi.g € G(F), on note
L, : G — G latranslationa’gauche pag i.e. L,(x) = gx. On fixe un€lément
co € Z(G) tel que leK,-torseur assoeiFy = F,, repesente klément 1 e

H},(G, K>). Selon le §3 de [BD], cela donne liauune extension de groupes
abstraits

0— Kx(F) — Er —» G(F) — 1, (2.3.5)

gu'il est commode d'appeler extension de Brylinski-Deligne. Le groupe abstrait
Er est constite’des couplesg, @) ol g € G(F) eta est un isomorphisme de
ICo-torseurs

o Fo = L:;fo, (236)
et on a une identification naturelle

{ u € Kp(F(G)) |dau = Lico— co} —> 1SOM(Fo, L} Fo). (2.3.7)
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Dans les coordore€s(g, u), la loi de groupe suf; est donee pang, u)(g’, u’) =
(gg/, Lyu + u'). Soit F’/F une extension galoisienne de groupelLa méme
construction sur le corpg’ donne lieua une extension de groupes abstraits

0— Ky(F)— Epr —» G(F) - 1L (2.3.8)

D’aprés la Proposition’1cette extension egtéquivariante. Prenant la suite exacte
longue de cohomologie galoisienne aseecila suite exacte ci-dessus, osfidit
linvariant

pr + HY(g, G(F')) — H?(g, K2(F)), (2.3.9)

dont on va erifier qu'’il dérive de I'invariant de Rost.

LEMME 5. Le diagramme

H(g, G(F')) — Ker(H3(F) —> H3(F"))

['J
PF F
ar

H?(g, K2(F"))

est(—1)-commutatif.

Démonstration.Soitz € Z(g, G(F’)) et X le torseur assoei’On dispose alors
d’'un isomorphismep : G xr F' —> X xp F’ de sorte quep—1¢* = L, :
G xr F' — G xp F' pour touts € g. On consi@ére le diagramme commutatif
suivant

Ko(F'(G)) -5 2Z(G xf F') —> HL(G x5 F',Ky)

a

¢*Tl ¢*Tl ¢*Tz

Ka(F'(X)) —25 Z(X xp F') —> HL(X xp F', K2).

Onnotec = (¢*) co ) € Z(X xp F') tF, = (¢*) 1 F,, . Pourtouts € g, on
choisite, € K>(F'(X)) tel quedz(e;) = *c—c etle Lemme 4 du 82.1 montre que le
2-cocyclea; , = e+ e, —ey, représente(a?orF)([X]) € H%(g, K»(F")). Passons
maintenanm’invariant,o,@/. Pour calculer le bord (g, G(F')) — H?(g, K2(F")),

il faut relever le cocyclez; dans le groupeE s constitleé des couplesgg, u) ou

g € G(F),u € K»(F'(G)) satisfaisant la relatiot, (1) = Lico—co. On \erifie

da(¢"(e)) = ¢”(da(ey) = ¢ [ [(@") " (col = (¢ (co)|= L]-1c0 — co,
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et ainsi on peut relever;! € G(F’) en I'élement(z; 1, ¢*(e,)) € Ep/; I'elément
(z5, —L? ¢*(e,)) reléve donc,. On notep’ (z) = [b,,,] € H?(g, K2(F")) o

(L,by) = (20 —LEd*(e0) X* (20, =LEd*(€))) X (251, L% ¢*(es))
= (20 —LE 9™ () x (20, —=LE, ¢ Cen)) x (25,5 &*(ew))
= (a2, =L, ¢"(e)) — Lio, 0" Ce) x (25,5 9™ (exr))
= (L, ¢*(—e; —" ¢ +ey))
= (L —a.1),
puisqueg* vaut I'identitt surkK,(F’). O

Remarque 4Si caF) = p > 0, le morphlsmeaﬁ induit une bijection
H3(F){p} ~ H?@G, KZ(F)){p} et 'etude de la partig-primaire de l'invariant
de Rost revient dona l'etude de la partig-primaire de I'invariantof.

(c) Seconde construction [Se3Cette construction ne vaat priori qu’avec des
coefficientsQ,/Z,(2), avecl # canF). Soit X un F-torseur souss. On choisit
une extensioneparable finieE / F déployant le group&; et trivialisant le torseur
X/F.Onnote E : F] =1"q avec(q, ) = 1. On a une dcomposition canonique

H3(Xp, ui?) = H¥E, ui?) ® Z/1I"Z, (2.3.10)
et une suite exacte
0— H3(F,up?) — H(X, ui?) — Z/1"Z. (2.3.11)

Notonsy = (0,1) € He?;(XE,M,nZ) On voit facilement queNE/F(y) €
Im(H3(F, u$?) — H2(X, ni?)) etdoncNg r(y) = x € H3(F, u$?) avec un
abus de notation. On pose

XD =x= NE/F((O, 1)) e H3(F, ni?) — H3(F, Q1/Z(2)),(2.3.12)

et cetélément ne dpend que de la classe d’'isomorphie du torséat ne &pend
pas du choix de I'extensiork/F. Nous allons maintenant comparer les deux
constructions.

LEMME 6. (r/ ([X]) = (r.r ([X])) C H3(F, Qi/Z/(2)).

Démonstration. Par un argument de transfert, on peut supposer que le groupe
de Galois deF est uni-groupe et ainsif : F] = [". On note® C Ker(n3) =
Ker[H3(F, Qi/Z/(2)) — H3(F(X),Q;/7(2))] le sous—groupe engerdipar
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r,r([X]) et!™ son ordre. Notant toujours¥ H3(X, u") = Ker(H3(X, uf") —
H3(k(X), uf™)), on consigte le le diagramme suivant

H} (Xg, K/ 1" — z)nr

Resﬁl 1

0 — Hi(X,Kp/I" — NH3X,u$? — wCH*X) — 0.

a

N N

A~ A~

0 — ) — Ker(ni) — wCH*X) — 0

A~ 4

0 0

La ligne horizontale swgrieure (resp. mdiane) est la suite (2.1.13) polr ~
G (resp X/F); la ligne horizontale irdrieure est la suite (2.3.4). La verticale
centrale provient de la proposition 2.b du §2.2. La seule commuiatioi triviale
est celle du cag’sugrieur droit que I'on a &fifiee au diagramme (2.1.14). Les
groupesHy, (X, K)/1" et H3, (X, K2)/1" sont tous deux isomorphe<Z/["; la
restriction H1(X, KC) /1" — H(Xg, Ky)/I" est donc la multiplication pair*—"

et la corestrictionHL, (X, K2)/I" —> HL (X, K2)/I" nest donc pas autre

chose que la multiplication padf’. Il resulte que dan®/ H3(X, Mf’;z), onad ~

Im(HY(Xg, K2)/1" Herr, H(X, K2)/1"), ce qui est petig€ment(r, .((X])). O

PROPOSITION 3.Soit/ un nombre premier distinct dean F'). Alors il existe un
entierm premieral tel que pour toute extension de cotpgF et pour toute classe
y € HX(E,G),ona

rp(y)=m. rp(y) € H(E,Q/Z/(2).

Démonstration.Rappelons tout d’abord I'existence d'une classe ‘verselle’ de
H(F, G) (cf. [Ti2], Prop. 7). Il existe une vegié intégre lisseV/ F (prendreV =
GL,/G pour une regsSentation fidleG — GL,) et une classe € HX(V, G)
telle que pour tout corpg /F, pour tout ouvertU C V et pour toute classe
B € HY(L,G), il existe un pointv € U(L) tel quea(v) = B. On noteagen €
H(F(V), G) lafibre ggrérique dax. D’aprés le lemme méédent, il existe un en-
tier m premieral tel quer; ., (agen) = m. 11,p(v)(gen) € H3(F(V), Q/Zi(2).
SoientE/F une extension de corps gte H'(E, G). On choisitv € V(E) tel
que 8 = a(v). On noteA l'anneau local deV en v, et 91 son idal mameaI.
D’aprés le tioeme 19.6.4 p. 102 de [GD, vol. 20], on sait que le catipl de
A pour la topologiefi-adique estF-isomorphea un anneau deesies formelles
F[[T1,...,T,]] = F[[T1, ..., T,-alll[ T.]]. Puisque le diagrammex) de l'intro-
duction commute de fam évidente pour le coupleF[[¢]], G xr F[[¢]]) et pour
les invariants- etr’, on peut ainsi sgcialiser [égali# 8 = «(v) env pour obtenir

re(y) =m. rl g(y) € HX(E, Q/Z(2)). O
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Un argument analogue de espalisation de la classe ‘verselle’ permet de
vérifier que l'invariant de Rost se comporte comme on l'attend par lesatiphs
de torsion.

LEMME 7. Soitz € ZX(F, G) d'invariant de Rostr = rr ([z]). Alors le dia-
gramme suivant

HYF,G) —L%5 H3(F)

| |
rzlz 7 l

HY(F.,G) —=% H3(F)

commute, 0 ? — r désigne la translatior — ¢ — r.

Démonstration.L'argument de seCialisation @velop@ preedemment permet
de supposer que = rx([z]) est d’ordre maximad dansH*(F, I'(2)) ~ H3(F).
On noteP = G le k-torseur trivial souss. On consi@re alors un torseur ‘versel’
E/V sousG, eton note E/V le torseur tordu pag, qui est un torseur sous;. On
notery ¢ : HX(V, G) — H*V,T'(2)) (resp.ry..¢ : H'(V,, G) — HYV,T'(2)))
l'invariant de (2.3.3) pour le group@ (resp..G). Le diagramme commutatif

HY\V,G) — HYE,G)
| |

tzlz zzlz

HYV,.G) — HYE,.G)

montre que leE-torseur,E xy E sous,G est isomorphe ;P x E. On a donc
rv..c(t.(E)) + Reg.(r) € Ker(H*(V,T'(2)) — H*(E,T'(2))); ce dernier groupe
étant engendrparry ¢ (E), il existe donc un entiet satisfaisant

rv.cE) + Res.(r) = n.ry g(E) € H*(V,T'(2)).

Par sgcialisation en un pointy € V(F) tel queE,, soit isomorphea_ P, il vient
r=nxre H3F), doncn = 1 [d]. Soit maintenant € H(k, G). Il existe un
pointv € V (k) tel que lek-torseurE, sousG soit classifé paré. En sgcialisant
la relation ci-dessus en, on conclut que ¢(t.(§)) +r = n.rpg(§) € H3(F),
d'olr.(z.(6)) +r = rr.g(§) € H3(F), puisqued.rp, g (§) = 0. O

3. Preuve du Theoreme principal

3.1. k-COHOMOLOGIE ET COHOMOLOGIEETALE D' UN GROUPE DE
CHEVALLEY SUR UN ANNEAU DE VALUATION DISCRETE DE RANG 1

Pour ddmontrer le teoreme principal, il est naturel dtendre le Corollaire 1 et la
Proposition 2 du §2.2 au casida base est le spectre d'un anneau de valuation
disciete A de rang 1, de corps des fractioks et de corps @Siduel F. On peut
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tout d’abord @réraliser la proposition 1 du §2.2 en prenant un module de cycles
(M;) sur Spe€A). On peut proeder de la refne faon que si la base est un corps
([EKLV], rem. 3.23). En effet, soitG/ Spe¢Z) un groupe de Chevallegpingk,
simple et simplement connexe [C]. La de@nd’unépinglage contient uf-tore

T déployé maximal deG, et unZ-sous-groupe de Borét contenantl. On note
W = Ng(T)/T le groupe de WeylX/Z = G/T (resp.Y = G/B), le Z-sckéma
des couples de Killing d& (resp. des sous-groupes de Borel@e qui est muni
d’une action naturelle d& (cf. [SGAZ], vol. 3, p. 230). Sk € Homz_g(T, G,,),

en poussant & -torseurG — X sousT, on obtient un fibe’en droites., — X.

Le choix d'un isomorphismé& ~ an,z définit doncr fibrés en droited.4,..,L, sur

X desorte qu&s = Ly xx --- xx LY ol L estI'espace total di-torseur sous
G,, correspondant. On peut plongéyZ dansG/Z = L1 xx --- xx L,. Alors
G\G=U,_, ,DiouD;/ZestlediviseuD; = Ly xx -+ xx {0} xyx -+ L.
Comme dans le casuda base est SpéE), on a une suite spectralE;’q =
Ap+q(GA, M,) ou

E;,q:Aq(EAv M]) Sip:o’
Ey,= @D AyDian..NDi s M) sip>0.

i1<...<ip

Exactement comme sur Sgét, I'etude de cette suite spectrale conduia pro-
position suivante.

PROPOSITION 4.
(a) A%A, M;) = A%(G 4, M) pour j > 0.
(b) On a une suite exacte

0— AYNG 4, My) — S?(Pic(X4)) ® Mo(A) & CH*(X4) ® Mo(A) — 0,

olic: S?(Pic(X4)) — CH?(X,) est la forme intersection.
(c) A%(Ga, M) = 0. O
PROPOSITION 5.

(@) On aPic(G,) = 1etKx(A) —> HY,(G 4, K2).
(b) Il existe un unique isomorphisngg : H3, (G 4, K2) —> Ztel que I'on ait un
diagramme commutatif

HZlar(GF, ICZ) <~ Hzlar(GA, ICZ) - Hzlar(GK’ ICZ)
Eﬁ‘l 4 &a J, 14 Ex J, 2

Démonstration.(a) On applique la Propositiona; = KC; compte tenu de la
conjecture de Gersten pour k-théorie en poids 0l et 2, qui Esulte Esultat de
Bloch [BI]. Le (a) en Esulte imnediatement.
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(b) D’apres Fossum—Iversen [FI] Prop. 1.1, onaun isomorphisme&Ric—s
Pic(Xgx) = T = Homy_,, (T, G,,). De plus, il est clair que P{& 4) ~ Pic(XF).
On poursuit ces calculs avec la suite exacte de localisation [Sh]

el
0 — Hzoar(GAa,CZ) - Hgar(GKa’CZ) - Hgar(GF, ICl)
]
- Hzlar(GAa ,CZ) - Hzlar(GKa ,CZ) - Hzlar(GF’ ICl) —

CommeH;,(Gr, K1) = Pic(Gp) = 1, on obtient un isomorphism&, (G 4,
K2) —> H3,(Gx, K2) = Z. La Proposition 4 produit le diagramme commutatif

exact
0— HY G, K2) — S%(Pic(XF)) —» CH?*(XF)

I | ]

0— HY(Gy, K2) — S2(Pic(X4)) — CH%(X )

| | |

0— HYGg, Ky) — S2(Pic(Xg)) —» CH?(Xk).

On conclut que les trois groupes de gauche s'identifieis?T) ", ce qui im-
plique (b). O

PROPOSITION 5 On suppose qud est complet. On notE/A I'extension non
ramifieee maximale dd. Soit G/F un groupe semi-simple simplement connexe
absolument presquE-simple. Soit/ SpecA) un sclema en groupe semi-simple
simplement connexe de fibrecsle G/ F. Alors G agit trivialement sur le groupe
H} (& x4 A, K») et

H,(6, Ko) —> HE (6 x4 A, K2)".

Démonstration.Le scléma en groupe® x 4 A est dployé, donc la Proposition
5 montre queHL, (& x4 A, K2) —> H,(® x4 K, K,) Par localisation, on a un
isomorphismei;, (8, K2) — Hi, (B, ko) et d'apes la Proposition'du §2.2,
on sait que&g agit trivialement sur le groupd *(& ¢, k) donc aussi SUH;, (& x 4
A, K). CommeH (g, K2) = HY(G, K2)9, on conclut queH (&, Kz) —
H2 (& x4 A, K2)9. O

PROPOSITION 6.Soient/ un nombre premier distinct d=ar(F') etr un entier.

(a) Les groupes?’ (G 4, 12y sont naturellement isomorphés

(i) HO(A, u$?) pouri = 0.
(i) HY(A, u?) pouri = 1.
(iiy H2(A, u$?) pouri = 2.
(iv) H3(A, u$* @ Z/1"Z pouri = 3.
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Pour la derngre égalite, la projection H3(G 4, n3?) — H3(A, ui?) est la
Spécialisation en um-point gg € G(A) (n’importe quelA-point).

(b) On suppose qud est complet. SP/ Spe¢A) est un torseur sous ung-
forme deG 4, alors on a une suite exacte

0— H3(A, u$%) — H3(P, u? — Z/I"Z.

Remarque 5.Les assertionéa.i) et (b) satisfont des diagrammes commutatifs
analogues celui de la Proposition 5(b).

Avant de @&montrer la Proposition 6, nous avons besoin de la suite exacte de
Suslin sur Spe@) utilisée dans la Proposition 2 du §2.2. Elle ssldit ai€ment
de la preuve ce cette suite exacte pour un corps et du quasi-isomorphisme de fais-
ceauxkCy/ 1" — H2(u$?) surXzs pour tout sckima lisse de type firk/Spec(A)
[CTR2].

LEMME 8. Soit X/Spec(A) un sclema lisse de type fini. Alors, on a une suite
exacte

x["
0— HOX,K)/I" — H2(X, ui?) — Hi(X,K2) =
H2(X, K2) — NH3(X, ui?) —m CH*(X) — 0,

ou N H3 (X, uis?) = Ker (H3 (X, ui?) — HZ,X, H3(ui?)).

Démonstration de la Proposition @émontrons d’abord les assertions (i), (ii).
Notonsz une racine primitivé”-ieme de l'uni€ etA’ = A[¢]. L'extension d’anneau
A’/ A estétale galoisienne de groupe de GaldifourA’, commeHélt(GA/, Gy) =
Pic(G ) = 0, la suite de cohomologie &€ de la suite exacte de Kummer1
wn — Gy, X G, > 1 donneH2 (G ar, ) = HI(A', ) €t HL (G ar, ) =
HL(A, ). om;%?A, ~ wm_a, donc les assertiong) et (ii) sont satisfaites pour
A’. On a une suite spectrale) ! = H? (T, HL (G, 13%)) = H (G a, 13?).
On a alorsHO(T, HY(G u, ui?)) = H2(Ga, ui?), ce qui montre ptigment
H2(Ga, pi?) = HOT, HY(A', ui?)) = H2(A, ui?). De plus, la suite exacte
des premiers termes induit un diagramme commutatif exact

0 — HYI, Hy(Ga, i) — Hi(Gaspii®) — HO(D, HE (G, 13i7)

| | |

0 - HY[,HY(A,1u$?) — HEA,u?) — HOT, HA(A, ui?)),

ce qui montre(ii). Utilisant le Lemme 8 et la Proposition 4, lemonstration des
assertiongiii), (iv) et (b) est identiquea'celle des assertions correspondantes de
la Proposition 2 du 82.1. O
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3.2. RECOLTE

Nous disposons maintenant de tous lesedggnts ecessairesa la ddmonstration
du théoeme principal.

THEOREME 2. SoientF un corps etG/F un groupe semi-simple simplement
connexe absolument presqgHesimple. Alors, pour tout coupl@, &) formé d'un
anneauO complet pour une valuation disgte de rang 1, de corps des fractions
K de corps ésiduel F, et d'un O-sckéma en groupe® semi-simple simplement
connexe de fibre §giale isomorphé G, il existe un automorphisme: Q/Z ~
Q/Z tel que le diagramme suivant

HY (K, 6x) 5 H3K,Q/Z(2)
%) T
Hél;(O’ Q5) ifoh*

o
HYF,G) 5 H3(F,Q/Z(2)

commute. SicdlF) = canK), h = id convient. SicafF) = p > OetcafK) = 0,
h = —id convient suQ,/Z,.

Démonstration.La démonstration se divise en deux parties, l'une traitant la
partie mo@ftée, l'autre plus longue portant sur la partie sauvage. @ni) un
couple comme dansdiion& du ttéoEme. Soitl un nombre premier distinct de
can(F). Onva montrer la commutatigtdu diagramme du doieme pour l'invariant
de Rost-primairer,  : HY(F, G) — H3(F, Q;/Z;(2)).

Premier cas! # canF). On utilise la secondeddinition. SoitX/ SpecO)
un torseur sous de fibre sgcialeY/F, et dont on noteX /K la fibre ggrérique.
On choisit une extensioetale finieO;/ O déployant le group& et trivialisant le
torseurX. On noteK (resp.F:) le corps des fractions (resp. le corgsiduel) de
01, X1 = X Xspeco) SPe01), Y1 = Yp, et X, = X,. D’'apres la Proposition 4
du 83.1, on a deux diagrammes commutatifs

H3 (X1, Qi/Z(2) = H3(K1, Q/Z(2)) ® Q1/Z
T T

| I
H3 (X1, Q1/7(2) = H2 (01, Q/Z(2) ® Q /7,

| |
| 3 H

H2 (Y1, Q/Z(2) = H3(F1, Q/71(2)) & Q/Z,
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0— H3(K,Qi/7/(2)) — H2(X, Q/7(2)) > Q/Z

0— H3 (0, W/Zi(2) — H3 (X, Q1/Z4(2) — Qu/Z
|

t
|
2

0— H3(F,Qi/Zi(2) — HZ(Y,Q/Z(2) - Q/Z,

les lignes du second diagramratant exactes. llesulte de ces deux diagrammes
quer, x([X]) = if (r/ ([Y]D). La proposition 3 du §2.3 montre qu'il existe un
entierm (resp.e) premieral (resp. deF) tel quer; , = m.r; k (resp.r; x = e.r k),
doncr; x = (%).if orr. Lentier 2 définit un automorphisme d@;/Z;.

Second cas! = p = carnF). Suitea la Remarque 4 du §2.3.b, il suffit de
regarder les invariantst etpX. De méme que lorsque la base est un corps, le choix
d'un torseur repeéentant la classed Z = HZ,(®, Kz) = H2,(® xo O, K2)Y
(cf. prop. 8) donne lieua’ une extensiog-équivariante de groupes abstraits

1— K»(0) > Ez — (0) > 1
de sorte que suivant la Proposition 5.b du §3.1, on a un diagramme commutatif
1 - K2(K) > Egx — 6x(K) > 1
/T /T /T

1 —> K,(0) > E5 —» ®(0) — 1
] 1 1
t*l l*l l*l

1 — KZ(I::) — Ep — G(f) —- 1

Nous affirmons que le diagramme suivant

0 0
Br(F){p} = Br(F){p}
. +apr 1 at
HYK/K.®&x) 5 HAG. K.(K)ip) <& HA(K){p)
* 5 Regf T
HY(0,8) 28 H2G, K»(0){p} ‘ ix
| ' vF

i l = SPx
i

HYF.G) % H2G.K,(F){p} < H3F)ip).

commute au signe ps, al le morphisme injectify, : H3(F){p} — H?*G,
K>(0)){p} est d&fini au Lemme 3 (81.3). En effet, le carde gauche fait suite au
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diagramme prtédent et les deux cas de droite sont—1)—commutatifs d’'apes
le Lemme 5 (82.3.b). Vu que le morphismg est un isomorphisme (Remarque 1,
§1.2), on conclut que le diagramme suivant

HYK/K,6x) -5 H3K){p}

i
HY(0, ®) iX
i |
HYF,G) =5 H3(F){p}
est(—e, x)-commutatif. O

4. Invariants de Rost et sous-groupes parahoriques

On garde les notation®, O, ... de la section @&dente 3 et on choisit une
uniformisanter € K. Si G/K est un groupe semi-simple simplement connexe
absolument presquE-simple et &ploye par I'extensionk, cette sectiortablit le
lien entre d’une part laetomposition de Bruhat-Tits de 'ensemilé(K /K, G)

et d’autre part le compes*(K /K, G) — Ker(H3(K) — H3(E)) X Br(F).
Il est naturel de commencer par calculerKa-cohomologie des sous-groupes
parahoriques.

4.1. SOUSGROUPES PARAHORIQUES STANDARD

(a) Le tore7. Soit G/ SpeZ) un sclEmas en groupe de ChevallegingEs sim-
plement connexe et presque simple. Rappelons gpinglage est la dome suivante
[C].

e unZ-tore maximal dployé T/ SpecZ) de G,

e un syseme de racineseduit iréductibled = ®(7,G) c T ®z R (ou 7T =
Homy,_,, (T, G,, z)) muni d'une base\ définissantd,

¢ une famille de morphismed/, : G,z — G)qco €t un sous—groupe de Borel
B/ Spe€Z) deG, tels que si I'on ordonne arbitrairemedt” = (o;);—1,... 4, l€
produit surG induit un isomorphisme

Tx [] Ga = B
i=1,...,q

On notewg I'opposte de la racine maximale de, 70 = Homy .. (G2, T),

DY = (¢Y)geqr C T%le syseme de racines dual &b, ). I'ensembles des poids
fondamentaux, i.e. lesléments dd’ @z R satisfaisantw,, B) = BY(wy) = 8a.p-
Notons que pour tout € @, on dispose d’'un morphisme

«”:SL, — G, (4.1.1)
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défini en envoyant le tore standaf}, de SL, surT viaa" et le groupe unipotent
triangulaire supfieur (resp. ingrieur) deSL, sur U, (resp.U_,). On noteV =
T°QzRetV' = T ®z R son dual. On rappelle qu'une racine affine= («, n)
aveca € ®, n € Z est la fonction affind/ — R

a(v) = (o, v) +n, (4.1.2)
On consig@re 'ensemble de racines affines
A - {(Ol, o)}OlEA U {(ao’ 1)}’ (413)

qui est I'ensemble des sommets du diagramme de Dynkin @#ngdE A. Les
éléments de\ définissent I'alove

={veV | alw) >0 Va € A} (4.1.4)

La théorie de Bruhat—Tits [BrT2] assocatoute partie non vide de V un scléma
en groupes liss@q/ SpecO) de fibre grériqueG g . En particulier, si® est une
partie non vide d&\, on peut consiefer le sous—groupe parahoridide / SpecO)
assoat'a

CO®)={veV | alw) >0 Va € B}. (4.1.5)

LetoreT xyz O est unO-tore maximal déB¢ et les sous-s@mas(U, /K )yco d€
Gk se prolongent en de@-schémas en groupede , C PBo (loc. cit, §4.1). En
particulier, Si® = A\ A, on ao/ SpecO0) = G Xspeez) SPeCO). Le groupePa
est un sous-groupe d’lwahori; les sous-groupes parahorif@gs Spec0))oca
sont appeds les sous-groupes parahoriques standai@ gldes groupes abstraits
(PBe(0))eca sont les sous-groupes parahoriques@&) contenant le sous-
groupe d'lwahorfa (0).

On note'Be/ F la fibre sgciale dePBe qui est le groupe lieaire connexe en-
gende par leF-toreT xz F et Iesu@,a poura € ®. OnnoteMg/F = (Bg)rea/F,

i.e le quotient déj3, par son radical unipotent, qui est isomorphe au sous-groupe
de Levi de3,,/F engende parT/F et lesile , poura € ©.

Le calcul du groupeH;,.(Pe, K2) requiert un objet auxiliaire consd par
Prasad et Raghunathan dans letirde des extensions centrales topologiques de
groupes algbriques sur un corps local non arceiien [PrR]. Il s’agit d'un tore
déploye 7'/z, extension d&" parG,,. On cEfinit T0 =72, etle morphismep, :

79 T%n envoyant Blément(a, 0) de A sura” pour toute € A et en envoyant
(a0, 1) surag (loc. cit, 84.6). Le morphisme, est surjectif et dfinit une suite
exacte deZ-tores @ployes

0>R->TBT 1, (4.1.6)

ou R ~ G,, est un tore de rang 1. Ongmise cet isomorphisme en choisissant
comme @rérateur deR° I'element

x=(0D+Y @0 eT? (4.1.7)

aeA
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ou ¢, = —ag (w,) pour touta € A. Pour toute partie non vide de A, on cEfinit

le sous-tore,7 de7 pareo7° = ZA\°, Les toresT et 7 sont liés au groupe de
Picard deMg. En effet, suivant un #mrEme de Weil (cf. [SGA3], exp. XVIII), on
peut construire un groupi“/F engende par7 x; F et les sous—groupéss o

(o € ®) en faisant agiff’ sur ces groupes via. Ceci nous donne une extension de
groupes eductifs

1— G, — M5 Mg — 1, (4.1.8)

dont la restrictiona’T/F C Mg/F est I'extension(A) précédente. Le tore
o7 /F estun tore central de dimension maximale du growgleictif A/, et donc
(M@hor = Tr/eTp. On noteSe/F = (Me)wr/F €t T = Ker(T — Se) de
dimension dinle7) = dim(e7) = #® — 1. Il vient un diagramme commutatif
exact

1 1 1

t t )
1> G, >7T/e7 > Se — 1

wl T T

1—- G, - M§ - Mg — 1 (4.1.9)

[

1 - wy — DM§ — DMeg — 1,

) ) )
1 1 1

qui définit 'entier ng et dont la restriction aux tores induit le diagramme commut-
atif exact

[EEN

1 1

1 — Gm - T/()T —

\

1 1
|

Xne )lr

—rN— >

T
1> G, - T & - 1 (4.1.10)
1= up »> 07 — o — 1
t T t
1 1 1

LEMME 9 ([PrR], 84.7). Le groupe DM{/F est un regtement universel du
groupe semi-simpl® Mg/ F.

(b) Le groupeH3, (Bo, K2). Commenons paretudier lak,-cohomologie du
sous-groupe d’lwahof3,/ SpecO). Puisque ce s@ma en groupes est lisse, de
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méme que dans la preuve de la proposition 4 du 83.1, on a une suite exacte de
localisation
0 — HL(Pa,K2) > HG(Gr,Ko) > HL(Fy, Ko)
5 HR(BaK2) — Hi(Gr K2 5 HLBaky  (4111)
— CH?(Br) — CH?*Gg) =0.
On a doncHgar(‘BA,lCZ) = K5(0). Le morphisme‘?A/F — Mj =~ Bp est

un fibré vectoriel, on a dondizlar(fA,lcl) = Pic(Br) = 1. De plus, selon un

lemme de Rosenlicht (cf. [Sa] Lemme 6.5), on sait qmgr(m,/cl)/w A
Hzoar(BF, G,,) = T. On a donc extrait du diagrammegpédent la suite exacte

0— T — Hi(Pa.Ko) > 7Z— 0, (4.1.12)

dont on va voir gu’elle est duale de la suite (4.1.6) ci-dessus. Le morpldsme
H},(Go, K2) — H3,(Pa, K2) nous donne un scindage gde

H (Ba.K2) =T ® Z. (4.1.13)
On dEfinit alors le morphism& : H2, (Pa, K2) — 7 par son dualr*: 7° —

Homy, (Hz,(Ba. K2), Z) en posant pour towt = {a,r,} € A et tout(u,n) €
ToZ

Y*(a).(u,n) =o' (u) +r, xn. (4.1.14)

THEOREME 3. (a)Le morphismér : HL (Pa. K2) — 7 est un isomorphisme.
(b) Pour toute partie non vid® C A, la restriction Hz,(Be, K2) —
HJ,(Ba, K2) ~ T induit un isomorphisme

H2, (Bo, K2) —> [T//\@T]

De plus,C H?(Pe) = 0.

(c) L'image del € Z ~ H,(Gg, Ky) pard : Hi,(Gk, K2) — Pic(Pe) =
Pic(Me) correspond au grérateur dong par I'extensionl — G,, - M{ —
M(_) — 1.

Démonstration.(a) Il suffit de voir que le diagramme suivant

0> T - Hp(Pa.Ko) > Z - 0

X X X
0 « 70 & 70 «— Z « 0 (4.1.15)
\: A \:

commute. Le cagde gauchgcommute de facévidente. Pour celui de droite, on
vérifie que pour toutu,n) e T & Z

Y*(x).-(u,n) = (ag + Zc;av)(u) +n=n. (4.1.16)

aeA
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(b) La ddmonstration praede essentiellement paeduction au cas du groupe
SLy/K.
PremereétapeG/K = SL,/K: On prend les notations de I'exemple du §2.2
etonnotax: T —» G,,. AlorsA = {(«, 0), (—a, 1)}. On notePo = SL»/ 0, P1
les deux sous-groupes parahoriques maximaux standaffl /&K . Alors
o n~to
PB1(0) = (nO 0 >

et on doit &montrer que l'injection
Hyo(P1, K2) = Hiy(Pa. K) =T ®L=LSDL (4.1.17)

apour imageZ.(—1, 1). Puisquep; estisomorph@ 3L,/ 0, on aH;, (P1, K2) >
Hzlar(SLz, K5) = Z. Une solution consista dcrire lesiC,-torseurs suid, par des
cocycles explicites. On congtk I'anneau de fonctions ¢iga

R Ola,b,c,d, ']

T ad—cd=1, ¢c=mnc
et le recouvrement ouvel. = SpecR,), U, = Specr,) dePa. Soit F IeAICZ-
torseur surl3, provenant dans la suite exacte (4.1.12) évégateurZ = T =

F[BA1*/F* ~ F[B]*/F¥, i.e. correspondard la fonctiona € F[L,]*/F*.
Alors

(4.1.18)

F(B,) = H),(B., K2),  F(V,) = f{a, 7} + Hop(V,, K2),  (4.1.19)

et le cocycle deF estsy.ny, = —{a, w}. On peut associer aussi d€s-torseurs
sur3, aux cocycles

S%(.rma = {a, c}, S%cm%a = {a, '} (4.1.20)
a valeurs dans‘igar(‘lic N Y,, K,). En utilisant la description duegérateur de
H3,(SLy, K») faite au §2.2, on voit a@hent que & -torseur sufBa assoct’ a
5O (resp.st) est bien 'image par restriction dwegérateur deH2,(Po, K2) (resp.
H7,(P1, K2)). L'egali€sy; (o —s9 . = —Sw.nu, Montre bien que legrrateur
de H7,,(B1, K2) s’envoie dangi, (Pa, K2) sur(—1, 1).

Secondétape Le méme raisonnement que pdPi, en (4.1.12) permet de tirer
la suite exacte

0— So — HL (Po.K2) = Z > Pic(Me) — CH*(Po) — 0, (4.1.21)

puisque§@ = F[Bo]*/F*. Cette suite met eavidence l'injectivi€ de la restric-
tion Hy,(Pe, K2) — Hz,(Pa, K2). De plus, on sait d'ags le Corollaire 6.11
de [Sa] que I'on a un isomorphisme de groupes finigMig) ~ Pic(DMg) ~
Z/n(.)Z.
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LEMME 10. Le groupe H},.(Be, K2) est orthogonala @T c 7° pour
I'accouplementZ © x H2 (B, K2) — Z.

Montrons le lemme. Soit = («,r,) € A\ ©. Supposons dans un premier
temps quez = (o, 0) poura € A. Alors le morphismex”: SLy/K — Gk se
prolonge enf,: SL>/O — P €tT, = SLo/O xgp, Pa est le sous—groupe
d’lwahori standard déL,/K. On a un diagramme commutatif

Y*(a)
H},(Bo,K2) — Hz,(Pa,K2) — Z

fd l lfa' ! TS, @ H
Zar(SLZ/O ,CZ) - HZar(Jaa,CZ) E—

(4.1.22)

Le cas deSL,/0O montre queY*(a) s'annule suerlar(*B@, K>). Passons au cas
a = (ag, 1). Notant3; le sous—groupe parahorique standardsdg/K introduit
précedemment, on voit que le morphismg : SL,/K — Gk se prolonge en
oy P1 — Pe. Commeong est une racine longue, on sait que la restriction
(x0)*: H3,(G/K,K) — H3,(SL2/K,K7) est un isomorphisme ([BD],
Lemme 1.2.10). Par suite, leamie diagramme gque ci-dessus commute etaeh’
la démonstration du lemme. -

On a donc une inclusiod?, (Pe, K2) C [7/67] et on veut voir qu'il y a
égali#. On dualise le diagramme (4.1.10) en

0 0 0
\ { \
0 — S@—>[’T/@’T]—> Z — 0
W
0> T — T —ﬁ> Z —- 0 (4.1.23)
71

0 — JT — o7 — Z/neZ — O.

\ \ \
0 0 0

La comparaison de ce diagramme et de la suite exacte de localisation (4.1.21)
donne imnediatement

HL (Bo, K2) —> [T/oT]

puisque Pi¢Mg) ~ Pic(DMg) ~ Z/neZ et on a de plu€ H*(Pe) =

(c) On dispose de deuxeithes surjectiveZ — Pic(Mg) ~ Pic(DMpg). La
premere provient de la suite exacte (4.1.8) puisque I'on a une suite eXaete
G,, — Pic(Mg) — Pic(M{) = 0. La seconde estle botd Z = H3, (G, K2) —
Pic(Mg). Le diagramme (4.1.23) ci-dessus montre que ces decinds sortgales,
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i.e. limage de 1€ Z = H2,(Gg,Kp) pard: H:,(Gk,K2) — Pic(PBe) =
Pic(Me) correspond au¥rateur done’par I'extension 1- G,, - M} —
M(_) — 1.

4.2. DESCENTE GALOISIENNE

Par descente galoisienne, on veddire du teoEme pecddent la gréralisation
suivante.

THEOREME 3. Soit G/K un groupe simplement connexe absolument presque
K-simple, @&ploye par K. Soit3/ Speg0) un sous-groupe parahorique @& On
noteP = P x F lafibre fernée, etM/F =B, ;,.

(a) On une suite exacte
0— M — HL (. K2) — Z > Pic(M) — 0,

etCH?(P) = 0.

(b) Supposons de plus quex soit quasi-éploye. Soitl - G,, - M* —
M — 1 une extension de groupesductifs engendraric(M). Alors M" est le
produit direct d’un groupe semi-simple simplement connexe et d’un tore inversible
(i.e. facteur direct d’un tore quasi-trivial).

Les calculs galoisiens sur le groufid, (X, K2) se font avec la variante suivante
d’une proposition de Colliot—Té¢léne et Raskind en utilisant la validitle la con-
jecture de Gersten en poids2 pour les scemas lisses sur un anneau de valuation
discrete de rang 1 [BI].

PROPOSITION 7 ([CTR1], prop. 3.6)SoitX/ SpecO) un sctema lisse, de fibre
gérérique X/K. On noteX = X x O et on suppos&,(0) = HI, (X, Ky).
(a) On a une suite exacte
H}o(X, K2) = Hpp(X. K2)9 — Hz,(G. K2(K (X))/K2(0))
— Ker(CH*(X) — CH3(X)9) — H(G, Hz (X, K2))
— HXG, Ko(K(X))/K2(0)).
(b) SiX (K) # 4, on aHY(G, K2(K (X))/K2(0)) = 0.

Démonstration du troreme3’. Par localisation, on a une suite exacte
0— M — HL(P.K2) — Z > PiM) — CHXP) — CHX(Gy) = 0.

Il suffit donc de montrer la trivialé'du groupeC H?(3). Appliquant la proposition
ci-dessus, il vient une injection

CH*(P) < HY(G. Hzo(P. K2).
et il suffit donc de montrer quer* (G, H2, (B, X)) = 0.
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Premier cas: G/K est quasi-ceployé:

(a) Reprenant momentament les notationss, B, 7,... du 84.1, on doit
considrer le cas du groupe tordiG/K par un homomorphisme € Hom(g,
Aut(A)), ou Aut(A) = Aut(G, B, T) désigne le groupe fini des automorphismes
extérieurs deG. Les sous-groupes parahoriques’dg®/ K sont les?Bg pour® C
A satisfaisanp (©) = ©. Le tore7 se tordégalement pap; les modules galoisiens
oT° et¢T = H2,,(*Ba, K2) sont des modules de permutation.€si= A, on a
doncHY(G, H7,(¢BA. K2)) = 0. Si© # A, le théoEme 3 pecédent montre que
I'on a une édicomposition de modules galoisiens

0T = H3,(*Po, K2) & Hz(*Baa, K2),

d'oll HY(G, H,(“Be, K2)) = 0.

(b) On va montrer que I'extension G,, — YM{ — Mg — 1 engendre le
groupe Pi¢* Mg). En effet, d’'apes le corollaire 6.11 de [Sa], il suffit de montrer
que Pi¢*M{,) = 0. On a une suite exacte

1—>9YDM¢ — *My — T/8T — 1.

Le groupe? DM, est semi-simple simplement connexe, donc on a un isomorph-
isme Pi¢*7 /5T) — Pic(*MY%). Or T /4T est un tore inversible (i.e. facteur

direct d’un tore quasi-trivial), donc Ri¢7 /457) = HY(F, WT/‘(’;T) =0.

Second cas: le caséyéral: La théorie de Bruhat—Tits indique qu&/K ad-
met un sous-groupe parahorigé¢ O qui est un scema en groupes semi-simples
simplement connexe. On noté/F = &/F, de forme quasi-ployée H. ||
existe un cocycle € Z(F, Hjj) tel que H ~, H%. On noteF’/F le corps
de fonctions du torseur asse@z, qui est une extensmreparable deF puisque
F=F QF F' ~ F(H‘f") D’apres la ti€orie des anneaux de Cohen, il existe une
extension non-ramiié d’anneaux complet® < O’ de corps des fonctionk’
induisantF — F’ sur les corpsesiduels. Le group& - est quasi-dploye et ainsi
CH?(B xo 0’) = 0. On consiére alors le diagramme commutatif suivant

Z 5 PigMm) CH?() -0

b,

% PigMp) 5 CH2(P xo 0') = 0.

Il restea voir que le morphisme Ri¢/) — Pic(M) est injectif. Commer’/F ~
F(H)/F, on a une injection Pi@/z) < Pic(M3 ) et on conclut par une chasse
au diagramme

0 > HYG, M) - PicM) — Pic(My)
| |
| | |

0 > HYG, M) — Pic(Mp) — Pic(Mz). O
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On peutenoncer maintenant l@sultat principal de cette section figurant sous
une forme conjecturale dans [Se2]savoir la relation entre l@sidu de I'invariant
de Rost pourGg et la cohomologie galoisienne des fibreedples des sous-
groupes de Bruhat-Tits.

THEOREME 4. Soit G/K un groupe simplement connexe absolument presque
K-simple, @&ployé par K. Soit3/ SpecO) un sous-groupe parahorique de On
noteP = P x F lafibre fernée, etM/F = B, ;,. Soit

1-G, - M —->M-=>1

la suite exacte de groupes &lgriques assoée par le ti@oreme 3'a l'image de
1 € 7Z dansPic(M). Cette suite exacte donne lieguune application de bord
§: HY(F, M) — Br(F) etle diagramme

HY(G, G(K)) —*— H3(K)
1

HY(0,P) ’
Voo o

HY(G, P(F))
0 !

HYF,. M) —— Br(F)

est commutatifa une diagonale de signess.

Remarque 6.La fleche de @5idudy : Hfr(K) — Br(F) est dfinie au 8§81.2;
les signes peuvemtre peci€s avec le Lemme 3 (81.3).

Démonstration.ll est évidemment loisible de supposér infini. Suivant les
Lemmes 3.a et 5, il suffit de calculer le compos”

Y < o
HY(G, G(K)) 5 H(G, K2(K)) 5 Br(F).

Le radical unipotent dg8 est &ployé. Ainsi, PigM) = Pic(P) et HX(F, P) —

HY(F, M) (cf. [Sa], Lemme 1.13). On peut donc travailler adgau lieu deM.

Ainsi, on consiére la suite exacte asseeiau gnérateur canonique de P)
1—>Gm—>$u—>$—> 1,

ol I'on prend lesF-points

1—> F* > B (F) > B(F) - 1.
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Par ailleurs, si on pousse I'extension de BryIinski—DeIigﬂ%”par le symbole de
Bass-Tate, et si I'on restreiatl3(0), on obtient une extension

0 > Kx(K) > Egx — GK) > 1

wr | l |

0 > F*x = 837,*(E,;) — G(E) - 1
| [
00— F* — & - PBO) — 1

Utlllsant ici la densié’ de3(F) dans® et le fait que I'extension 1> G,, —

qs — B — 1repesente l'image dugygrateur de3, (G, ko) par le sidud :
H},(Gg, Kz) — Pic(B), on a selon la Proposition 5.2.4 de [BD] un diagramme
commutatif d'extensions

0> FX » & —>§13(5)—>1

|l el

0 > F* — s13“(?) — s13(?) — 1,

ou le morphismey est choisiG-équivariant. Ainsi, le morphismeé induit un
diagramme commutatif
HYG.G(K)) —*> H(G. Ka(K))
b5 I
HY(G, B(0)) ok
U
HYG.B(F) ——  Br(F)

4.3. NON TRIVIALIT E DES INVARIANTS DE ROST

Une application du théeme pecddent est de donner une auteninstration de
la non-trivialitt des invariants de Rost. De tactpécise, on a la

PROPOSITION 8 (Rost, cf. [EKLV], Cor. C2)SoitG/Z un groupe de Chevalley
semi-simple @ployé simplement connexe et presque simple. Nafgrisndice de
Dynkin deG (cf. [LS] §2) et soitFy; = I, ou Q. Alors, il existe une extension
de corpsE/ Fy et une classe € HY(E, G) dont l'invariant rz(y) € H3(E) soit
d'ordre dg.

Démonstration.Par un argument da Serre de sxialisation de la classe
‘verselle’ (cf. [Ti2], Prop. 8), il suffit de prouver la proposition pour les facteurs
premiers del;, c'esta dire d’exhiber pour tout factedlr ded; (I nombre premier)
une extensionE/F, et une classe dé/'(E, G) dont linvariant de Rost est
d’'ordrel”.
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Nous allons appliquer le #oEme 4 au caswF est un corps local non
archimédien etk = F((t)). Dans ce cas, I'application desidudy : H>(K) —
Br(F) est un isomorphisme d'ags’le TlEoeme 3 de [Kal]. Le group€& étant
déployé, nous reprenons les notations en vigueur au 84.1, en particulier onerensid”
une partie® = {«} réduitea une racine simple du diagramme de Dynkin de
G. Le Théoeme 4 produit le diagramme commutatif

HYG,G(K)) 5 H,f,luo
dx N

HYF, M, > Br(F) ~Q/Z,

l'isomorphismeBr(F) ~ Q/7Z étant done’par la tleorie du corps de classes local.
Le groupeM,, est semi-simple et on congiee la suite exacte & w. — DMy —
M, — lfiguranten (2.1.9)wc,, = n, = oy (a) d'apres (4.1.7). Puisque le groupe
DM} est simplement connexe d'&srle Lemme 9, on sait d’ags Kneser [Kn]
que l'application de bord’: HY(F, M,) — H%ppf(F, Ie,) est bijective. Comme
le groupeHJ%ppf(F, ue,) s'identified , Br(F) = Z/c,Z, on a Imé’) C Im(5) et
donc le diagramme ci-dessus produit un invariant de Rost d'efdre

Vu la remarque introductiva la ddmonstration, en prenamt = Q; (resp.
F =TF,(w))etE = K = F((t)) si Fp = Q (resp.Fp = F)), il suffit de
vérifier que

p.p.cm.(c,, o € A) =dg,
ce qui Esulte de la table ci-dessous. O

Table des entiers), etd,: Soit ® un syseme de racines simple de diagramme
de Dynkin A. Les sommets de\ étant nunefois selon les tables de [Boul], les
valeurs des entiekg = c;, sont les suivantes.

A Crci=1pouri =1,...,1,dy, =dc, =1,

Biici=1c =2pouri=2,...,l,dg =1,
Dici=c_,=c¢=1c=2pouri=1,...,l,dp, =1,
Es:ci=csg=1c3=c5=2,cy=3;dg, =6;
Evcb=1c=c,=c5=2,c)=4,c5=c5=3;dg;, =12;
Eg:ci=cg=2,c5=ct=4,ch =c},=3,¢,=6,c5 =5,dg, = 60;
Frcy=1,cy=c53=2,¢,=3,dp, =6,

Goci=1,¢,=2,dg, =2.

5. Applications

Nous nous proposons atlidier sur quelques cas les cegeénces du #oEme
précédent en omettant le cas dgin(g), i.e. I'invariant d’Arason qui & étudié
en caraatfistique 2 par Kato [Kal, Ka2] et Baeza [B]. En particulier, nous sommes
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intéresss par les cas de la conjecture Il de Semendhtes sur un corps parfait
via les invariants de Rost; il s’agit des groupes de fypg G, et F.

CONJECTURE Il ([Sel] 83.3 et [Se3] 8 5p0itG/k un groupe semi-simple sim-
plement connexe absolument presgtgmple @é&fini sur un corpk. On noteS(G)
'ensemble de ses entiers de torsion. Pour tout nombre premier S(G), on
suppose queim’®(k) < 2. Alors HYk,G) = 1.

Si k est parfait, suivant Merkurjev—Suslin [Sul] et Bayer—Parimala [BP], cette
conjecture est connue pour les groupes classiques, les groupes dg,tgpale
type Fj.

Le ThéoEeme 2 ne permet pas dedliire la Conjecture Il en caracistique
positive de celle en caramistique nulle par un argument deeetment puisque
si I'on choaisit un corps complek pour une valuation diseté de corpseasiduel
k, on a dim,(K) = dim,(F) + 1> 3. Toutefois, nous allonsegéralisera la
caraceristique positive les cas des groupes de tpeG, et Fy.

5.1. LE CAS DESLp, L'INVARIANT DE MERKURJEV—SUSLIN

Soit D/F une algbre simple centrale de rand. D'aprés le tifoeme de Wedder-
burn, on sait qu'il existe un corps gauchi¢ F' de centref, défini a isomorphisme
prés, tel queD ~ M,(T). On note In¢-(D) = /dimg(T) l'indice de D et
Nrd : D* — F* l'application de normeeduite. Sin € F*, il est connu que le
cup-produitH*(F, u,) ~ F*/F*" — H3(F, n®?) par [D] € H?(F, p,) induit
un homomorphisme

F*/Nrd(D*) — H3(F, n®?)

InterpétantH(F, SLp) = F*/Nrd(D>), on sait que cet invariant est un invariant
de Rost et qu’il a donc un analogue sauvage.

THEOREME 5 [Sul]. (a)Soit/ un nombre premier distinct de la caréeistique

de F. On suppose qué& contient une racine primitivé-ieme de l'unié ¢. Soient

a,b € F*. 0On noteA,(a, b)r I'algebre simple centrale&finie par les relations
suivantesX! = a, Y' = b, XY = ¢ Y X. Pour toutc € F*, il y a équivalence entre
les assertions

(1) (@ U (b) U (c) =0€ H3(F,Z/pZ(2)),
(2) c € Nrd(A>).

(b) Si D/ F est une algbre simple centrale d’indice sans facteurs caés avec
n € F*,le morphisme

re: F*/Nrd(D*) — H3(F,Z/nZ(2))

est injectif. O
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Nous allons donner un analogue en cargstique positivea ce Esultat.

THEOREME 6. Supposonsar(F) = p > 0.

(a) Soienta € F, b € F*. On noteD = [a, b)r I'algebre simple centrale&finie
par les relations suivante¥? — X =a,Y? = b, YXY ™1 = X + 1. Pour tout
c € F*,ily aéquivalence entre les assertions

(1) [a.db/b Adc/c] =0e H3(F,Z/pZ(2)),
(2) c € Nrd(D>).

(b) Si D/F est une algbre simple centrale d’indice sans facteurs caés, le
morphisme

re: F*/Nrd(D*) — H3(F,Z/nZ(2))
est injectif.

Démonstration.La seconde assertioasuilte imnediatement du #dEeme prin-
cipal et du teoeme de Merkurjev—Suslin ci-dessus (b). Montrons (a). Boitn
anneau complet pour une valuation déeter{de rang 1) de corpssiduel F et de
corps des fractionk de caraafistique nulle. On not@ et b les éléementsa et
b, et on noteb un rele\ dansO. On sait que 'ensembl&*(F, PGL,) classifie
les F-algebres simples centrales de degt’Le lemme de Hensel montre que I'on
a un isomorphismed (0, PGL,) — H(F, PGL,) et ainsi on peut relever
D/F en uneO-algébre d’Azumayd® dont la fibre ghérique a pour classe dans
»Br(K) I'elémenty U (b) o0 x = [a] € HYF,Z/pZ) ~ HYO,Z/pZ) —
HY(K,Z/pZ). Soitc € F*/Nrd(D*) etc un rele¥ dec dansO. Le théoeme
principal applige”auO-schéma en groupe®/F = SL(®©) donne

if(rp(@) =rg(c) = x U ) U (c) € HIK),
donc rp(c) =[a.db/b ndc/c] € H3(F). O

THEOREME 7. Soit F un corps et un nombre premier. Il y &quivalence entre
les assertions

(@) dinj*f(F) < 2.
(b) Pour toute extensioréparable finieE / F et pour toute algbre simple centrale
[-primaire D/E, la norme éduiteNrd : D* — E* est surjective.

Ceci montre que la conjecture Il vaut pour les groupes de'typeSi X/ F est
une varété, on @finit le groupe de normeseparablede X, not Ny "(F) comme
le sous-groupe d€* engende par lesNy,r(F"*) pour les extensionseparables
F'/F satisfaisanX (F') # @. On a une inclusiomvidenteNy™(F) C Nx(F), ol
Nx(F) est le groupe de normes usuel ISiF est une extensioreparable finie, on
aNL i (Ny (L)) C Ny (F).
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LEMME 11. Soit D/F une algbre simple centrala divisions etX/F la variéte
de Severi—Brauer ass@g a D. Alors le groupeNrd(D*) est engendr par les
Np(L*) ou L est un sous—corps maximal d2 tel que I'extensionl/F soit
séparable. En particulier, on a

Nrd(D*) = Ny "(F) = Nx(F).

Démonstration.Tout d’abord, observons que I'on peut suppdsifini et qu’il
est bien connu que N(@*) = Nx(F). On consiére le F-groupe gductif G =
GL(D), etonnotel C G l'ouvert de Zariski degléments semi-simplegguliers
deG. CommeG est €ductif, on sait qué/ (F) est Zariski-dense dar ([SGA3],
exp. XIV, cor. 6.5). Sk € U(F) Cc D*, I'extensionF(a)/F est €parable et est
un sous-corps maximal de, donc Nrda) = Ny, r(a) € Ny (F). Or G(F) =
U(F).U(F), donc NrdD*) est engendrpar lesV, ;. (L*) ou L est un sous-corps
maximal deD tel que I'extensiorL/F soit Eparable. O

Démonstration du teoreme 7. On traite uniquement le cds= p = canF),
en suivant pas pas la preuve du cas# p [Sul].

(b) = (@): Il suffit de montrer que'Jg(F) = 0. Ce groupe est engerdr’
par lesa.db/b A dc/c aveca,b,c € F* et le théoEeme ci-dessus (a) montre
immédiatement queé{3(F) = 0.

(a) = (b): Comme (a) vaut parafinition pour toute extensiofi/ F', on peut
supposerE = F. Soit D/F une algbre simple central@-primaire etX/F la
variétt de Severi—-Brauer asseeid D. On veut montrer Nrd@dD*) = F*, ce qui
revienta voir queNy (F) = F*.

Casexp(D) = p. CommeHlf(F) =, Br(F), D est stablement isomorplee
un produit tensorieldy, b1) ®r [az, bo) - - - QF [ay, by). On noteX; /F la varig@
de Severi—Brauer de I'afipre D, = [a;, b;). On raisonne pamecurrence sut:. Si
m =1, commeHlf(F) = 0, le theoEme pecddent montre qué™ = Nrd(D*).
Supposons: > 2 et soitx € F*. Vu I'egalie Nrd(D,) = F*, le Lemme 11 per-
met, sans perte deegéralité, de supposer qu'il existe un sous—corps maximal
D,, tel que 'extensionL/F soit €parable et tel que = N r(t) € Ny /r(LX).
Appliquant I'hypotlese deeturrencealaL-algébreD, ®r Dy - - - D,,,_1 QF L,
on trouve

z € [a1, b1) ®F [az,b2) - - QF [am-1,bp-1) @ L
C [a1, b1) ®F [az, b2) - - - @F [am, bn),
avec Nrg), (z) =t et Nrdp(z) = x.

Cas ¢eréral. On pro@&de par induction swxp(D) = p”. Soitx € F*. On
applique I'hypotlese deecurrencea T'algébre D® qui est d’exposanp’ . Sans
perte de ghéralitt, on peut supposer qu’il existe une extensiepasableL /F
déployantD®” telle quex € N, ,r(L*). CommeD, est d’exposant 1 op, on a
L* =Nrd(D}), d'olix € Ny;p(L*) C Np/p(Nrd(D})) C Nrd(D>). O
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5.2. LE CASDEG,

NotonsG,/Z le groupe de Chevalley de tygs,.

THEOREME 8 (Serre [Se3d], th. 11)Linvariant de Rostrr: H.(F,G,) —>
H3 4 F) induit un isomorphisme (loc. cit., th. 11)

rr HY(F, G2) — H3 4o F).

ol Hj 4 (F) désigne 'ensemble desléments dcomposables déi3(F), i.e.
s'écrivant[xdy/y] avecy € F*.

Cet ensembléi; , (F) classifie€galement les 3-formes de Pfister suNous
nous proposons de donner une preuve de eedhie pour la caraetistique 2
differente de la preuve originale.

Démonstration du thoreme 8 en caraétistique2 a partir de la caracéristique
nulle. Soit F un corps de caraetistique 2. On va appliquer bienrsle théoreme
principal. SoitO un anneau complet pour une valuation diser{de rang 1), de
caraceristique nulle, de corpssiduel F, dont on notek le corps des fractions.
On note K une cbture non ramie maximale dek, de groupe de Galoi§.
Appliguant le TiEoeme 4, on a le diagramme commutatif

HYK/K,Gp) =5 H},.(K)

et
HY(0, G») Tiﬁ
i |
HYF,Gy) 5 H3(F).

Or l'invariant g induit un isomorphismé/X(K /K , G) —> H} 4o K)NHS, (K).
Un petit exercice sur les symboles montre &l (K)NiX (HJ(F)) = H3 4o F)
et ainsi l'invariantrz produit une injectionz: HY(F, G3) — ngdec(F). Il reste
avoir query: HYXF, Gy) — H23,dec(F) est surjectif. Pour cela, on vatErminer
I'ensemble H1(G, G»(K)) avec la dcomposition de Bruhat-Tits ([BrT3], Cor.
3.15 p. 694). On notdy/ F un sous-groupe de Borel d&,/F et B/ SpecO) le
sous-groupe d’'lwahoB(0) = sp~1(Bo(F)) oUsp: G2(0) — G»(F) désigne la
specialisation. Le group€&; ¢ admet deux sous-groupes parahorigeeSpecO)

etG,/0 contenanB/ Spec0). Lafibre sgcialeP/ F deP estisomorph@a PG L.
Ainsi, la décomposition de Bruhat—Titsefit

HY(F, G)an|_| H(F, PGLo)an | | H'(F, Bo) — HG, G2(K)).

(Si H/F est un groupeeaductif, on noteH*(F, H),, 'ensemble des classes] [
anisotropes, i.e. telles que le grouf# soit anisotrope). Un groupe de type est



INVARIANTS COHOMOLOGIQUES DE ROST 97

soit déploye, soit anisotrope, donc onfa(F, Go) = HY(F, G2),, U HX(F, By).
Or d’'apes le TieEoEme 4, on a un diagramme commutatif
HYG.Gy(K)) < HYG.P(0)) — H.F.PGLy)
rg 8

H3 (K) i Br(F).

nr

Puisque I'applicatiors: H(F, PGL,) — Br(F) est injective, les deux dia-
grammes ci-dessus montrent gHé(F, G,) s'identifie au noyau de I'application
compoge HY(G, G»(K)) — HS(K) — Br(F). Ainsi, l'applicationrx produit
une bijection

HY(F, Gy —> Ker(H3 (K) N H3.(K) 2 Br(F)),

d’ou une bijection

HY(F, Gp) — iX(H3(F)) N H3.(K) = H3 4o F). O

5.3. LECAS DE F,4

On note F4/Z le groupe de Chevalley de typ@, sur F. Linvariant de Rost se
décompose en deux invariants

fa: HY(F, F3) — H3(F,(Z/27)(2)) et

g3 HY(F, Fa) — H(F, (Z/3L)(2)).

On sait, en caraetistique nulle, que le noyau dg : HX(F, Fs) — H3(F, ug?)
est trivial ([Se3], §9.4, ). Le #mdEme suivantesulte donc du #dEeme principal.

THEOREME 9. Soit F un corps. Soite € HX(F, F4). Si f3(e) = 0 et siga(a) =
0, alorsa = 1. O

En caraatristique 3, ceasultat peuefre dduit aussi du Teéeme 7 de [PR]
par le méme raisonnement qu’en camdstique nulle. La conjecture Il pour les
groupes de typé, vaut donc aussi en caracistiques 2 et 3.

5.4. LE CAS DE Eg

Nous allons donner une application died€me principal aux groupes de type
Eg, géréralisant unesultat de Chernousov [Ch]la caraatfistique positive. Rap-
pelons ce &sultat. On noteZg/7Z le groupe de Chevalley de tydg. Si calF) #
2,3,5, le noyau des : HY(F, Eg) — H3(F, u$?) est constite’ des classes
y € HY(F, Eg) tuées par une extension de degremiera’s.

THEOREME 10. Soity € H(F, Eg). Alors il y aéquivalence entre les assertions

(1) rs.r(y) = 0 € H3(F, Z/57(2)),
(2) Il existe une extensioBA/F de degé premiera 5 satisfaisantyy; = 1.
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Démonstration. Si F est de caraetistique distincte de, B et 5, c’'est leesultat
de Chernousov. Sinon, on choisit un anneau complpbur une valuation diseté
(de rang 1), de corpssiduel F, et de corps des fraction§ de caradfistique
nulle. Un argument de transfert montf® — (1). Réciproquement, soif €
H(F, Eg) satisfaisants »(y) = 0. On revey en une classe € H(0, Eg) et
on notes son image dan& (K, Es). Le théoeme principal montre que  (8) =
0. Ainsi, il existe une extension fini€’/ K de dege premierm’5 tuant/. NotonsO’
I'anneau de valuation d@ et F’ son corpsesiduel. Alors commel1(0’, Eg) —
HY(K',Eg),onany =1e HYO', Eg) etyr =1 e HYF', Eg). Or [F' : F]
divise [k’ : K] doncy est ti€e par une extension de degemiera’ 5. O
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