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Abstract. Let G/F be a semisimple algebraic group defined over a fieldF with characteristic
p> 0. Let us denote byH3(F,Qp/Zp(2)) the Galois cohomology group introduced by Kato. If
p > 0, we show that thep-primary part of Rost’s invariantH1(F,G) → H3(F,Qp/Zp(2))
lifts in characteristic 0. This result allows to deduce properties of the Rost invariant in positive
characteristic from known properties in characteristic 0. The case of Merkurjev–Suslin’s invariant
is specially interesting, i.e. ifG/F = SL(D) for a central simple algebraD/F with degreep and
class [D] ∈p Br(F) ≈ H2(F,Z/pZ(1)), one hasH1(F, SL(D)) = F×/Nrd(D×) and an element
a ∈ F× is a reduced norm if and only if the ‘cup-product’ [D] ∪ (a) is trivial in H3(F,Z/pZ(2));
one characterizes also in positive characteristic fields withp-dimension6 2 by the surjectivity of
reduced norms.

In a second part, we study Rost invariants when the base field is complete for a discrete valuation.
As planned by Serre, invariants are then linked with Bruhat–Tits’ theory, this yields a new proof of
their nontriviality.
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Résuḿe.SoitG/F un groupe alg´ebrique semi-simple simplement connexe absolument presqueF -
simple défini sur un corpsF de caract´eristiquep> 0. On noteH3(F,Qp/Zp(2)) le groupe de
cohomologie galoisienne introduit par Kato. Sip > 0, nous montrons que la partiep-primaire de
l’invariant de RostH1(F,G) → H3(F,Qp/Zp(2)) se relève en caract´eristique 0. Ceci permet de
déduire des propri´etés de l’invariant de Rost en caract´eristique positive `a partir de résultats connus
en caract´eristique nulle. En particulier pour l’invariant de Merkurjev-Suslin, i.e. siG = SL(D)/F
pour une alg`ebre simple centraleD/F de degrép et de classe [D] ∈p Br(F) ≈ H2(F,Z/pZ(1)),
on aH1(F, SL(D)) = F×/Nrd(D×) et unélémenta ∈ F× est une norme r´eduite si et seulement
si le ‘cup-produit’ [D] ∪ (a) est nul dansH3(F,Z/pZ(2)); en particulier on peut caract´eriser aussi
en caract´eristique positive les corpsF dep-dimension6 2 par la surjectivit´e des normes r´eduites.

Dans une seconde partie, nous ´etudions les invariants de Rost lorsque le corps de base est complet
pour une valuation discr`ete. Comme l’avait pr´evu Serre, ces invariants sont alors intimement li´esà la
théorie de Bruhat–Tits, ce qui permet de donner une nouvelle d´emonstration de leur non-trivialit´e.

Mots clefs. Cohomologie galoisienne, groupes semi-simples, extensions centrales, th´eorie de
Bruhat–Tits.
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SoitF un corps, et soitG/F un groupe alg´ebrique semi-simple simplement con-
nexe absolument presqueF -simple. On noteH 1(F,G) l’ensemble point´e de co-
homologie galoisienne deG/F et on rappelle que cet ensemble classifie les espaces
principaux homog`enes sousG (ou torseurs) sur Spec(F ) à isomorphisme (non
unique) près. Pour tout nombre premierl inversible dansF , Rost a d´efini un
invariant

rl,F : H 1(F,G)→ H 3(F,Ql/Zl(2)),

où Ql/Zl(2) désigne le faisceau galoisien lim−→µ
⊗2
lr [Ro1,Ro2,Se3]. Cet invariant

était attendu par Serre [Se2]. On suppose car(F ) = p > 0; la théorie cohomo-
logique dite de De Rham-Witt (et ses aspects galoisiens d´eveloppés par Kato et
Bloch-Kato) produit un analogue en caract´eristique positive du faisceau galoisien
Ql/Zl(2), notéQp/Zp(2), qui est un complexe de faisceaux galoisiens concentr´e
en degré 2, dont on peut consid´erer l’hypercohomologie. Dans son expos´e au
séminaire Bourbaki [Se3], Serre sugg`ere l’emploi de l’objetQp/Zp(2) pour définir
la partiep-primaire de l’invariant, et r´ealise un tel invariant en caract´eristique 2
pour le groupe d´eployé de typeG2; le cas deF4 en caract´eristique 3 a ´eté ensuite
traité par Petersson–Racine [PR]. La construction g´enérale de l’invariant

rp,F : H 1(F,G)→ H 3(F,Qp/Zp(2))

est due `a Esnault, Kahn, Levine et Viehweg [EKLV]. NotantQ/Z(2) =
⊕l 6=pQl/Zl(2)⊕Qp/Zp(2), cette construction donne donc lieu `a un invariant,
l’invariant de Rost deG/F noté rF : H 1(F,G)→ H 3(F,Q/Z(2)).

Soit(O,G) un couple form´e d’un anneauO complet pour une valuation discr`ete
de rang 1, de corps des fractionsK et de corps r´esiduelF , et d’unO-schéma en
groupesG semi-simple simplement connexe de fibre sp´ecialeGF . Le lemme de
Hensel fournit un isomorphismeH 1

ét
(O,G)

∼−→ H 1(F,G) permettant ainsi de re-
leverH 1(F,G) dansH 1(K,GK), puisque d’apr`es Bruhat–Tits [BrT3], l’application
` : H 1

ét
(O,G)→ H 1(K,GK) est une injection. Par ailleurs, suivant Kato [Ka1], le

groupeH 3(F,Q/Z(2)) se relève dansH 3(K,Q/Z(2)) par un morphisme injectif
iKF : H 3(F,Q/Z(2)) → H 3(K,Q/Z(2)). Il est alors naturel de s’int´eresser `a la
commutativité éventuelle du diagramme

(∗)

H 1(K,GK)
rK−−−→ H 3(K,Q/Z(2))

`

x
H 1(O,G) iKF

o
y

H 1(F,G)
rF−−−→ H 3(F,Q/Z(2)).

x
Dans cet article, nous montrons que le diagramme ci-dessus commute, modulo
un automorphisme deQ/Z (§ III.2, th. 2). L’intérêt d’un tel diagramme est de
pouvoir déduire des r´esultats en caract´eristique positive de r´esultats connus en
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caractéristique nulle, comme l’a fait par exemple Kato pour l’´etude des formes
quadratiques en caract´eristique 2 [Ka2]. En effet, si l’invariantrK : H 1(K,GK)→
H 3(K,Q/Z(2)) a un noyau trivial (resp. est injectif) pour le groupeGK , alors
l’invariant rF : H 1(F,G)→ H 3(F,Q/Z(2)) a un noyau trivial (resp. est injectif).
Il est à noter que le cas du groupe d´eployé de typeG2, pour lequel on a une
construction explicite de l’invariant [Se3], est le point de d´epart de ce travail.

Pour la démonstration, notons tout de suite que dans le cas d’´egale caract´er-
istique, le diagramme ci-dessus commute trivialement pour le couple(F [[ t ]] ,G×F
F [[ t ]]) et qu’il est aisé de passer `a la situation g´enérale d’un couple(F [[ t ]] ,G).
L’article porte donc principalement sur le cas d’in´egale caract´eristique, pour lequel
nous travaillons avec la construction derF donnée dans [EKLV] utilisant le com-
plexe0(2)X de Lichtenbaum d´efini sur le grand site ´etale deX pour tout sch´ema
X.

Permettons–nous un rˆeve en supposant que la conjecture de Gersten enK-
théorie [Q] vaut pour tout sch´ema lisse de type fini sur Spec(O). Usant de la suite
spectrale de Hochschild-Serre pour le faisceau0(2) (cf. § 1.2) pour l’extension non
ramifiée maximale deO, il n’est pas difficile de voir par identification des termes
que l’on aH4

ét
(O, 0(2)) ≈ H4

ét
(F, 0(2)) = H 3(F,Q/Z(2)). Exactement de mˆeme

que sur Spec(F ), on peut selon [EKLV] d´efinir un invariant

rO : H 1
ét (O,G)→ H4

ét (O, 0(2))

complétant le diagramme(∗) ci-dessus, et le probl`eme est r´esolu. Malheureuse-
ment, la conjecture de Gersten n’est connue pour les sch´emas lisses de type fini sur
Spec(O) qu’en poids 0,1 et 2 [Bl] et l’objet de l’article est de d´emontrer malgr´e
tout la commutativit´e du diagramme(∗).

Dans la section IV, guid´e par l’intuition de Serre [Se2], on s’int´eresse au r´esidu
de l’invariant de Rost, i.e. au compos´eH 1(K̃/K,GK)→ Ker

(
H 3(K)→ H 3(K̃)

)
∂K−→ Br(F ), où K̃ désigne une clˆoture non ramifi´ee deK et ∂K est la flèche de
résidu figurant dans [Ka1]. Sous certaines hypoth`eses (par exemple siG/F est
déployé), on montre que ce compos´e s’explicite avec la d´ecomposition de Bruhat–
Tits deH 1(K̃/K,GK) en terme de cohomologie galoisienne des fibres sp´eciales
des sous-groupes parahoriques deGK [BrT3].

La Section V applique cas par cas le th´eorème principal. On obtient notamment
au § V.1 une g´enéralisation en caract´eristique positive du th´eorème de Merkurjev–
Suslin [Su1] caract´erisant les corps de dimension cohomologique6 2 par la sur-
jectivité de la norme r´eduite des alg`ebres simples centrales.

0. Notations

(a) Cohomologie(cf. [M,SGA3]). SoitX un schéma quasi-compact. On consid`ere
surX les sitesXZar, Xét , Xfppf . Si F est un faisceau de groupes Ab´eliens surX
sur un siteS, on noteHi

S(X,F) le i-ième groupe de cohomologie deF . SiX =
Spec(A), on note parfoisHi

S(A,F) au lieu deHi
S(X,F). Enfin, la cohomologie
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étaleétant la plus utilis´ee, on noteHi(X,F) = Hi
ét
(X,F). SoitG unX-schéma

en groupes, plat de type fini. On prend les mˆemes notations pour la cohomologie
non abélienne que pour la cohomologie ab´elienne (définie par le proc´edé deČech).
Rappelons que siG/X est lisse, l’application naturelleH 1(X,G)→ H 1

fppf (X,G)

est bijective (cf. [SGA3], Exp. XXIV). Enfin, on noteBr(X) = H 2
ét
(X,Gm) le

groupe de Brauer cohomologique deX.
(b) On fixe un corpsF , F̃ une clôture séparable de groupe de GaloisG. On

désigne par

• car(F )> 0 la caract´eristique du corpsF ,
• εl,F = (−1)(1+δl,car(F)) pour tout nombre premierl,
• Hi(F,M), le i-ième groupe de cohomologie galoisienne pour un faisceau

galoisienM sur Spec(F ) [Se1],
• µn,F le faisceau galoisien des racinesn-ièmes de l’unit´e ((n, car(F )) = 1),
• Z/ lnZ(i)F = µ⊗iln,F (l premier,l 6= car(F ), i> 0),
• Ql/Zl(i)F = lim−→Z/ lnZ(i)F (l premier,l 6= car(F ), i> 0),
• Ki(X) le i-ième groupe deK-théorie de Quillen [Q] pour un sch´emaX etKr

le faisceau surXZar associé au préfaisceauU → Kr(OX(U)),
• KM

i (R) le i-ième groupe deK-théorie de Milnor d’un anneauR [BT], et
{a1, a2, · · · ai} les symboles,
• hiln,F : KM

i (F )/ l
n → Hi(F,Z/ lnZ(i)) le symbole de Tate (symbole galois-

ien) [T] pour tout nombre premierl inversible dansF ,

• nA etA/n le noyau et le conoyau de la multiplicationA
×n−→ A par un entiern

pour un groupe Ab´elienA,
• A{l} la composantel-primaire d’un groupe Ab´elienA.

(c) Nous utiliserons la th´eorie des ‘modules de cycles’ de Rost [Ro3] dans le
cas où la base est le corpsF ou un anneau de valuation discr`ete de rang 1A, de
corps des fractionsK et de corps r´esiduelF . Un module de cyclesE→ M∗(E) =
(Mj(E))j > 0 est la donn´ee pour tout corpsE/F (resp. pour tous corpsL/K et
E/F ) d’un groupe Abélien gradu´e M∗(E) (resp.M∗(K) et M∗(E)) satisfaisant
certains axiomes. SiX/F est une vari´eté ouX/Spec(A) un schéma de type fini, la
donnée inclut un complexe de GerstenC∗(X,Mj)

· · · −→
⊕

x∈X(i+1)

Mi+j+1(κ(x))
∂i−1−−−→

⊕
x∈X(i)

Mi+j (κ(x))

∂i−−−→
⊕

x∈X(i−1)

Mi+j−1(κ(x)) −→ · · · ,

où X(i) désigne les points deX de dimensioni et κ(x) le corps résiduel d’un
point x deX. On noteAi(X,Mj ) = Ker(∂i)/ Im(∂i−1) l’homologie au crani de
C∗(X,Mj ). Nous utiliserons principalement dans cet article les modules de cycles
E→ K∗(E) et pour(n, car(F )) = 1 le moduleE→ Hi(E,µ⊗r−in ).
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(d)Groupes ŕeductifs(cf. [BoT]). Par convention, on impose `a un groupe r´eductif
G/F d’être connexe. On noteGtor/F le tore coradical deG, i.e; le plus grand
quotient torique deG. Enfin, siH/F est un groupe alg´ebrique linéaire connexe, on
rappelle qu’il existe un plus grand quotient r´eductif deH , notéHréd .

1. Cohomologie galoisienne en caractéristique positive

1.1. LES GROUPESH
q+1
pn (F ) DE KATO [KA 1,BK,CT2]

(a) Soientp un nombre premier,n> 1 etq > 0. Pour tout sch´emaX de caract´er-
istiquep, on noteWn�

q

X le faisceau de de Rham-Witt surXét de degré n et de
poids q [I,§ 1.1] et on noteWn�

q

X,log le sous–faisceau deWn�
q

X engendr´e loc-
alement pour la topologie ´etale par les diff´erentielles logarithmiques dlog(x1) ∧
· · · ∧ dlog(xq). On noteνn(q)/X = Wn�

q

X,log et ν(q)/X = W1�
q

X,log. Nous
considérons le casX = Spec(F ) oùF un corps de caract´eristiquep. Alorsνn(q)/F
est un faisceau galoisien. On pose

H
q+1
pn (F ) := H 1(F, νn(q)).

Les calculs avec ces groupes se font essentiellement dans le casn = 1; le groupe
de cohomologieHq+1

p (F ) := H 1(F, ν(q)) a une description agr´eable en termes
de générateurs et relations. Soit�F le F -espace vectoriel des 1-formes de laZ-
algèbreF . On pose�qF =

∧q
�F et la différentiation ext´erieured applique�qF

dans�q−1
F . Il existe une application additivep-linéaireγ : �qF → �

q

F/d�
q−1
F et

une seule, telle queγ (xω) = xpw pour toute forme diff´erentielle logarithmique
ω = dy1/y1 ∧ · · · ∧ dyq/yq . Comme les faisceaux de formes diff´erentielles sont
cohérents et puisqueν(q)(F ) = Ker(γ ) d’après la Proposition 1 de [Ka1], on a

Coker
(
γ − 1 :�qF → �

q

F/d�
q−1
F

) = H 1(F, ν(q)) = Hq+1
p (F ).

On note alors [ ] :�qF → �
q

F/d�
q−1
F → H

q+1
p (F ) la surjection naturelle.

En particulier, siq = 0, on a une applicationF → H 1
p(F ) = H 1(F,Z/pZ),

qui est donn´ee par la suite exacte d’Artin–Schreier. On noteHi+1
dec (F ) l’ ensemble

deséléments d´ecomposables deHi+1
p (F ), i.e s’écrivant [xdy1/y1 ∧ · · · ∧ dyi/yi]

avecx ∈ F et y1, . . . , yi ∈ F×. A tout symbole{x1, . . . , xq}, on associe la
forme différentielle logarithmiqueψ({x1, . . . xq}) = dx1/x1 ∧ · · · ∧ dxq/xq avec
x1, . . . , xq ∈ F×; on sait queψ produit le symbole diff´erentiel

h1,q : KM
q (F )/pK

M
q (F ) −→ ν(q)(F ).

Le théorème de Bloch-Gabber–Kato ([BK], Cor. 2.8) dit queh1,q est un isomorph-
isme.

(b) Petits degŕes. Si q = 0, on aH 1
p(F ) = H 1(F,Z/pZ). Si q = 2, on a

un isomorphismeH 2
p(F ) ≈p Br(F ) =p H 2(F,Gm), qui est donn´e en associant

à toute formea.db/b l’algèbre simple centrale [a, b)/F définie par les relations
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suivantesXp − X = a, Y p = b, YXY−1 = X + 1. On peut maintenant d´efinir
Z/pnZ(q) = Wn�

q

F,log[−q], qui est un complexe de faisceaux galoisiens con-
centré en degr´e q. Soit m = pnr avec (p, r) = 1, on définit le complexe de
faisceaux galoisiensZ/mZ(q) = Z/pnZ(2) ⊕ Z/rZ(q) et le symbolehqm,F :
KM
q (F )/m→ Wn�

q

F,log ×Hq
(
F,Z/rZ(q)

)
comme le morphisme ´evident déduit

du symbole logarithmiquehn,p et du symbole galoisienhq,r . On pose

• Qp/Zp(q) = lim−→Z/prZ(q),
• Q/Z(q) = ⊕lQl/Zl(q),
• H 3(F ) = H 3(F,Q/Z(2)),
• H 3

m(F ) = H 3(F,Z/mZ(2)) (m> 2).

D’après Merkurjev-Suslin [MS1], si(m, p) = 1, la flèche naturelleH 3
m(F ) →

H 3(F ) est injective. Cela est vrai en g´enéral d’après Kato. En effet, soitK un
corps de caract´eristique nulle complet pour une valuation discr`ete de rang 1 de
corps résiduelF . Comme le morphismeiKF : Hq

m(F)→ H
q
m(K) est injectif ([Ka1],

th. 3), le morphismeH 3
m(F )→ H 3(F ) est aussi injectif pour tout entierm> 2.

(c) l-dimension śeparable d’un corps.Kato a défini la l-dimension diml(F )
d’un corpsF relativeà un nombre premierl de la façon suivante.

(1) Si car(F ) 6= l, on pose diml(F ) = cdl(F ) (cf. [Se1]).

(2) On suppose car(F ) = p. Si [F : Fp] = ∞, on pose dimp(F ) = ∞. Si
[F : Fp] = pr , on pose

– dimp(F ) = r siHr+1
p (F ′) = 0 pour toute extension finieF ′/F ,

– dimp(F ) = r + 1 sinon.

En utilisant desp-bases (cf. [Ka1], Lemme 1), il n’est pas difficile de voir que
si car(F ) = p et si [F : Fp] = r, alorsHr+2

p (F ′) = 0 pour toute extension finie
F ′/F . Ainsi, si car(F ) = p et dimp(F )6 r, on aHr+1

p (F ′)=0 pour toute extension
finie F ′/F . Nous introduisons maintenant une nouvelle dimension, lal-dimension
séparabledimsep

l (F ) définie par

(1) Si car(F ) 6= l, dimsep
l (F ) = cdl(F ).

(2) Si p = car(F ), dimsep
p (F ) = Inf{r > 0 | Hr+1

p (F ′) = 0 ∀F ′/F séparable
finie}.

Alors on a dimsep
l (F )6 diml(F ) pour tout entierl, avecégalité si l 6= car(F ). Par

dévissage, on obtient ais´ement le lemme suivant.

LEMME 1. Supposonscar(F ) = p > 0 et dimsep
p (F )6 r < ∞. Alors on a

Hr+1
pn (F

′) = 0 pour tout entiern > 0 et pour toute extension séparable finie
F ′/F .
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1.2. UNE SUITE EXACTE DE KAHN

Pour tout sch´emaX, Lichtenbaum a d´efini sur le grand site ´etale deX le complexe
de faisceaux0(2)X [L1,L2]. Une propriété fondamentale de0(2)X est l’existence
des triangles exacts suivants:

0(2)X
×n−−−−−−→ 0(2)X (n inversible dansX),

Z/nZ(2)X
@
@I �

�	

0(2)X
×p−−−−−−→ 0(2)X (siX est de caract´eristiquep).

Z/pZ(2)X
@
@I �

�	

(1.2.1)

On noteH∗(X, 0(2)) = H∗
ét
(X, 0(2)) l’hypercohomologie du complexe de fais-

caux0(2).
(a) SoitE/F une extension galoisienne de corps de groupeg. Kahn [K1] a

mis enévidence un morphisme Ker
(
H 3(F )→ H 3(E)

) aEF−→ H 2(g,K2(E)), qui va
jouer un rôle central dans cet article. Ce morphisme est issu de la suite spectrale de
Hochshild-SerreEp,q2 = Hp(g,Hq

ét
(E, 0(2))) H⇒ Hp+q

ét
(F, 0(2)) dont l’étude

(plus des identifications) conduit `a une suite exacte (ibid, th. 2.1)

0→ H 1(g,K2(E))→ H 3(g,K3,ind(E))→ Ker
(
H 3(F )→ H 3(E)

)
aEF−→ H 2(g,K2(E))→ H 4(g,K3,ind(E)). (1.2.2)

Remarque 1.Si car(F ) = p > 0, on sait d’apr`es Merkurjev–Suslin [MS2]
que le groupeK3,ind(E) est uniquementp-divisible. Dans ce cas, la suite exacte
ci-dessus induit un isomorphisme

aEF : Ker
(
H 3(F )→ H 3(E)

){p} ∼−→ H 2(g,K2(E)){p}. (1.2.3)

Cette remarque aura une cons´equence importante pour la suite. En effet, pour
la partie p-primaire des invariants de Rost, on pourra consid´erer le compos´e
H 1(F,G)→ H 3(F, (Qp/Zp)(2))

∼−→ H 2(G,K2(F̃ )){p}.
La situation est tout `a fait différente pour la partiel-primaire (l 6= p). Sup-

posons queE = F̃ , une clôture séparable deF . On sait que le groupeK2(F̃ )

est uniquementl-divisible ([BT], cor. 1.3) et ainsi le morphismeaF̃F est trivial sur
la partiel-primaireH 3(F ){l}; le morphismeaF̃F n’est donc intéressant que sur sa
partiep-primaire.

(b) Calculs de cup-produits.Nous nous proposons de calculer explicitement la
valeur deaEF sur les classes d´ecomposables deH 3(F ), dans le cas d’une extension
cycliqueE/F .
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LEMME 2. On suppose queE/F est une extension cyclique de degré l premier
correspondant̀a un caract̀ere χ ∈ Hom(G,Z/ lZ). On noteδχ ∈ H 2(G,Z) le
Bockstein de ce caractère pour la suite exacte courte de faisceaux galoisiens0→
Z → Z → Z/ lZ → 0. Alors, pour tout symbole{x, y} ∈ K2(F ), on a dans
H 2(g,K2(E))

aEF

(
χ ∪ hl,F ({x, y})

)
= εl,F .

(
δχ ∪ ResEF ({x, y})

)
,

où εl,F = ±1 est d́efini au § 0.b.
Démonstration.Comme indiqu´e ci-dessus, la fl`echeaEF provient de la suite

spectraleEp,q2 = Hp(g,Hq
ét
(E, 0(2))) H⇒ Hp+q

ét
(F, 0(2)). Vu queEp,32 = 0

pour toutp> 0, la flècheaEF est le morphisme Ker(E4→ E
0,4
2 )→ E

2,2
0 . Un petit

exercice d’alg`ebre homologique montre la commutativit´e du diagramme suivant

Ker(E4→ E
0,4
2 ) // E2,2

2 ,

E2

δχ∪?

OO

δχ∪?

77ppppppppppppp

qui s’écrit

Ker
(
H 3(F )→ H 3(E)

) aEF // H 2(g,K2(E)).

K2(F )

f

OO

δχ∪ResEF

55jjjjjjjjjjjjjjjj

Il resteà identifierf . Le cup-produit induit le diagramme

K2(F )/ l

θF

y o
lH

2(F,Z) × H2
ét
(F, 0(2))/ l

∪−−→ lH4
ét
(F, 0(2))

δ

x o φ

y δ

x o
H 1(F,Z/ lZ)×H2

ét
(F,Z/ lZ(2)) ∪−−→H3

ét

(
F,Z/ lZ(2)

)
,

où φ ◦ θF = εl,F .hl,F [L1,L2] et ce diagramme commute au sens de la relation

δ
[
x∪φ(α)

]
= δ(x)∪α pour toutx ∈ H 1(F,Z/ lZ),α ∈ H2

ét
(F, 0(2))/ l. En utilis-

ant la bijectivité du bordδ de droite, on voit quef ({x, y}) = εl,F . χ ∪hl,F ({x, y})
d’où aEF

(
χ ∪ hl,F ({x, y})

) = εl,F . δχ ∪ {x, y}.
1.3. APPLICATIONS DE ŔESIDUS

SoitO un anneau complet pour une valuation discr`ete (de rang 1) de corps r´esiduel
F , dont on noteK le corps des fractions. On notẽK/K l’extension maximale non
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ramifiée d’anneau de valuatioñO et de corps r´esiduelF̃ . On noteG = Gal(F̃ /F ) =
Gal(K̃/K). Pour tout entierm, on noteH 3

m,nr(K) = Ker
(
H 3
m(K) → H 3

m(K̃)
)
.

D’après Kato [Ka1, th. 3], on dispose d’une suite exacte (scind´ee par le choix
d’une uniformisante)

0→ H 3
m(F )

iKF−→H 3
m,nr(K)

∂KF−→ mBr(F )→ 0, (1.3.1)

puisqueH 2
m(F ) =mBr(F ). Par ailleurs, le symbole mod´eréK2(K̃)

∂BT−→ K1(F̃ ) =
F̃× de Bass-Tate [BT] induit une application de r´esidu, notée encore∂BT :
H 2(G,K2(K̃))→ Br(F ) = H 2(G, F̃×). On rappelle qu’un ´elément décomposable
deH 3

n (F ) est par d´efinition unélément s’écrivantχ ∪ hn,F ({x, y}) avec{x, y} ∈
K2(F ) etχ ∈ H 1

n (F ) = H 1(F,Z/n). On noteH 3
n,dec(F ) l’ensemble des ´eléments

décomposables deH 3
n (F ) et on poseH 3

dec(F ) =
⋃
n H

3
n,dec(F ) ⊂ H 3(F ).

LEMME 3. On notesp∗ : H 2(G,K2(Õ))→ H 2(G,K2(F̃ )) le morphisme d́eduit
de la ŕeduction modulo l’id́eal maximal dẽO. Soitl un nombre premier.

(a) Le diagramme suivant

H 3
nr(K){l} ∂−−−−−−−→Br(F ){l}−−−−−−→0

aK̃K

y ∥∥∥∥
H 2(G,K2(K̃)){l} ∂BT−−−→H 2(G,K2(F̃ )){l}−→0,

estεl,K-commutatif.
(b) Le diagramme pŕećedent d́efinit un homomorphismeγF : H 3(F ) →

H 2(G,K2(Õ)) = Ker(∂BT ) et le diagramme suivant

H 3
dec(F )

γF−−−−→H 2(G,K2(Õ))

aF̃F

y sp∗
y

H 2(G,K2(F̃ )) ===== H 2(G,K2(F̃ ))

estεl,K.εl,F commutatif. De plus, sicar(F ) = p > 0, l’homomorphismeγF :
H 3(F )→ H 2(G,K2(Õ)) est injectif sur la composantep-primaire deH 3(F ).

Démonstration.Pour les deux assertions, un argument de d´evissage permet de
se ramener au cas d’une classe deH 3

l (K) ∩H 3
nr(K){l}. On noteπ une uniformis-

ante deK et six ∈ O×, on notex ∈ F sa réduction moduloπ . On rappelle que
l’on a une injection naturelle

H 1(F,Z/ lZ) ≈ H 1
ét (O,Z/ lZ) ↪→ H 1(K,Z/ lZ).

(a) On sait queH 3
l (K)∩H 3

nr(K){l}modH 3
l (F ) est engendr´e par lesχ∪hl,F ({x, π})

pourχ parcourantH 1
ét
(F,Z/ lZ) etx ∈ O×. Soitc = χ ∪hl,K({x, π}) ∈ H 3

l,nr(K)

un telélément. Alors∂(c) = ∂(χ ∪ hl,F ({x, π})) = χ ∪ hl,F (x). CommeaK
(
χ ∪
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hl,K({x, π})
) = εl,F × (χ ∪ {a}) d’après le lemme 2, on a∂BT (aK(c)) = εl,F ×(

χ ∪ {a}).
(b) Soitc = χ ∪ hl,F {x, y} ∈ H 3

l,dec(F ). D’après le lemme pr´ecédent, on a

aF (c) = εl,F ×
(
∂χ ∪ hl,F {x, y}

) ∈ H 2(G,K2(F̃ )).

Par ailleurs,iKF (c) = χ ∪ hl,F ({x, y}) ∈ H 3
l,nr (K). Le lemme pr´ecédent donne

aK
(
iKF (c)

) = εl,K × (χ ∪ {x, y}) ∈ Im
(
H 2(G,K2(Õ))→ H 2(G,K2(K̃))

)
.

Réduisant moduloπ , il vient (sp∗ ◦aK ◦ iKF )(c) = εl,K ×
(
χ ∪ {x, y}) = εl,Kεl,F ×

aF (c). Si l = p = car(F ), on a par d´efinitionH 3(F ){p} = 〈
H 3

dec(F )
〉
et dans ce

casγF est injectif sur la composantep-primaire deH 3(F ).

2. Invariants de Rost

2.1. K2-TORSEURS ET DESCENTE GALOISIENNE

(a) SoitX/F une variété lisse géométriquement connexe. Le complexe de Gersten

K2(F (X))
d1−→

⊕
x∈X̃(1)

F (x)× d2−→
⊕
x∈X̃(2)

Z (2.1.1)

calcule les groupesHi
Zar(X,K2) [Q]. On considère le groupeZ(X) = Ker(d2), qui

présente des analogies avec le groupe des diviseurs de Weil Div(X). On a la suite
exacte naturelle

0−→ K2(F (X))/H
0
Zar(X,K2)

d2−→ Z(X) d1−→ H 1
Zar(X,K2) −→ 0. (2.1.2)

De même que l’on peut associer `a un diviseurD ∈ Div(X) un faisceau inversible
LD (unK1–torseur), on peut, selon le lemme 3.2.5 de [BD], associer `a toutélément
c ∈ Z(X) un torseurFc surX représentant la classed2(c) ∈ H 1

Zar(X,K2). Ce
torseur est localement trivial pour la topologie de Zariski et siU ⊂ X est un ouvert
de Zariski, on a

Fc(U) = {v ∈ K2(F (X)) | d2(v) = c/U }. (2.1.3)

La descente galoisienne pour les groupes deK2-cohomologie, inaugur´ee par Bloch,
a fait l’objet d’une suite de travaux [CT1,CTR1,CTR2,K2], dont nous rappelons ici
certains résultats fondamentaux. Notant̃X = X ×F F̃ , la suite exacte (5.1.2) pour
la variété X̃ est une suite exacte deG-modules

0−→ K2(F̃ (X))/H
0
Zar(X̃,K2)

d2−→ Z(X̃) d1−→ H 1
Zar(X̃,K2) −→ 0. (2.1.4)

Le groupeZ(X) a la vertu galoisienneZ(X) = Z(X̃)G (cf. [CTR1], prop. 3.6),
qui permet d’avoir la suite exacte suivante

H 1
Zar(X,K2) −→ H 1

Zar(X̃,K2)
G α−→ H 1

(
G,K2(F̃ (X))/H

0(X̃,K2)
)
, (2.1.5)
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α étant le bord de la suite pr´ecédente. La suite ci-dessus se prolonge en la suite
exacte

H 1(X,K2) −→ H 1(X̃,K2)
G α−−→ H 1(G,K2(F̃ (X))/H

0(X̃,K2)
) β−−→

Ker
(
CH 2(X) −→ CH 2(X̃)

) −→ H 1
(
F,H 1

Zar(X̃,K2)
)
. (2.1.6)

LEMME 4. On noteλ la surjection naturelleK2(F̃ (X))→ K2(F̃ (X))/H
0(X̃,K2).

Soitc ∈ Z(X̃) tel que[Fc] ∈ H 1
zar(X̃,K2)

G. Pour touts ∈ G, soites ∈ K2(F̃ (X))

satisfaisantsc−c = d2(es) de sorte que la fonctions 7→ es soit nulle sur un ouvert
deG.

(a) La fonction s 7→ λ(es) de G dansK2(F̃ (X))/H
0(X̃,K2) est un1-cocycle

représentant la classeα(c).
(b) La fonction (s, t) 7→ as,t = es +s et − est de G2 dansH 0(X̃,K2) est un

2-cocycle dont la classe est l’image de[Fc] par le compośe

H 1
zar(X̃,K2)

G α−→H 1(G,K2(F̃ (X))/H
0(X̃,K2)

) δ−→H 2(G,H 0(X̃,K2)
)
,

où δ est le Bockstein associé à la suite exacte

0→ H 0(X̃,K2)→ K2(F̃ (X))
λ−→K2(F̃ (X))/H

0(X̃,K2)→ 0.

Démonstration.Le (a) résulte de la d´efinition de l’application de bordα (cf.
[Se1], § 5.4). Pour leb), par définition du Bocksteinδ, on voit aussi queas,t est un
2-cocycle repr´esentantδ(α(c)).

Remarque 2. Toutes les assertions sont ´enoncées par commodit´e pour une
clôture séparablẽF/F ; elles poss`edent néanmoins une forme convenable pour une
extension galoisienneE/F .
(b) On fait maintenant l’hypoth`eseK2(F̃ ) = H 0(X̃,K2). Dans ce cas, on a mˆeme
une injectionH 1

Zar(X,K2) ↪→ H 1
Zar(X̃,K2)

G et un isomorphisme

H 1
(
G,K2(F̃ (X))/K2(F̃ )

) ∼−→ Ker
(
H 3(F )→ H 3(F (X))

)
. (2.1.7)

On a donc avec cette identification la suite exacte

0→ H 1
Zar(X,K2)→ H 1

Zar(X̃,K2)
G α−−→ Ker

(
H 3(F )→ H 3(F (X))

) β−−→
Ker

(
CH 2(X) −→ CH 2(X̃)

) −→ H 1(F,H 1
Zar(X̃,K2)

)
. (2.1.8)

On va utiliser de fac¸on répétée cette suite exacte que l’on appelle suite de descente
galoisienne pourK2. On note

η : H 3(F ) −→ H 0
Zar

(
X,H3(Q/Z(2))). (2.1.9)

On sait d’après le théorème de Bloch–Ogus–Gabber [BO,CTHK] que la fl`eche

H 0
Zar

(
X,H3

(
Ql/Zl(2)

)) −→ H 3
(
F(X)

)
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est injective pour tout nombre premierl inversible dansF , donc

Ker(η){l} ∼−→ Ker
(
H 3(F ) −→ H 3(F(X))){l}.

Si car(F ) = p > 0, le Théorème 1.a de [K2] nous assure que le mˆeme résultat vaut
aussi pour la partiep-primaire, i.e. on a (sous l’hypoth`eseK2(F̃ ) = H 0(X̃,K2))

Ker(η)
∼−→ Ker

(
H 3(F )→ H 3(F (X))

)
. (2.1.10)

En particulier, ceci entraîne que siX(F) 6= 0, alors Ker(η) = 0.
(c) Lien avecNH 3

(
X,Z/nZ(2)

)
. On ne fait plus l’hypoth`eseK2(F̃ ) =

H 0
Zar(X̃,K2). Soit n un entier positif. Le triangle exact0(2)/X

×n−→ 0(2)/X →
Z/nZ(2)→ 0(2)/X[1] induit la suite exacte

0→ H3(X, 0(2))/n→ H 3
(
X,Z/nZ(2)

)→n H4(X, 0(2))→ 0. (2.1.11)

OrH3(X, 0(2)) = H 1
Zar(X,K2) et on a une suite exacte (loc. cit., Lemme 1)

0→ CH 2(X)→ H4(X, 0(2))→ H 0
Zar

(
X,H3(Q/Z(2))

)→ 0. (2.1.12)

Combinant les deux suites exactes pr´ecédentes, on tire la suite exacte

0→ H 1(X,K2)/n→ NH 3
(
X,Z/nZ(2)

)→n CH
2(X)→ 0 (2.1.13)

où NH 3
(
X,Z/nZ(2)

) = Ker
(
H 3
(
X,Z/nZ(2)

) → H 0
Zar

(
X,H3(Q/Z(2))

))
. Par

définition du morphismeβ : Ker(η)→ CH 2(X) (ibid, diagramme de la page 404,
flèche définie indépendamment de l’hypoth`eseK2(F̃ ) = H 0

Zar(X̃,K2)), on déduit
que le diagramme suivant

Ker(η)
β−→ CH 2(X)x

Ker
(
H 3
(
F,Z/nZ(2)

)→ H 0
Zar

(
X,H3(Q/Z(2))

))y
NH 3

(
X,Z/nZ(2)

) −→ nCH
2(X)

x
(2.1.14)

commute. Ceci vaut en particulier lorsquenKer(η) = 0 et dans ce cas, on a

Ker
(
H 3
(
F,Z/nZ(2)

) −→ H 0
Zar

(
X,H3(Q/Z(2))

)) ∼−→ Ker(η).
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2.2. K-COHOMOLOGIE ET COHOMOLOGIEÉTALE D’ UN GROUPE

ALGÉBRIQUE DÉPLOYÉ

PROPOSITION 1 ([EKLV] Prop 3.20).SoientG/F un groupe d́eploýe simplement
connexe, presqueF -simple,T unF -tore d́eploýe maximal deG, W = NG(T )/T
le groupe de Weyl etX = G/T la variét́e des couples de Killing deG, qui est
munie d’une action naturelle deW . Soit (Mi)/F un module de cycles au sens de
Rost [Ro3].

(a) A0(F,Mj ) = A0(G,Mj ) pourj > 0.

(b) M1(F )
∼−→ A0(G,M1).

(c) On a une suite exacte

0→ A1(G,M2)→ S2(Pic(X))⊗M0(F )
c⊗1−−→ CH 2(X)⊗M0(F )→ 0,

où c : S2(Pic(X))→ CH 2(X) est la forme intersection.
(d) A2(G,M2) = 0.

COROLLAIRE 1 ([EKLV] Cor 3.21).Sous les m̂emes hypoth̀eses que la proposi-
tion préćedente. on aPic(G) = 1,K2(F )

∼−→ H 0
Zar(G,K2) et une suite exacte

0→ H 1
Zar(G,K2)→ S2(Pic(X))→ CH 2(X)→ 0.

De plus, cette suite exacte induit un isomorphismeH 1
Zar(G,K2)

∼−→ (S2 Pic(X))W .

Remarque 3.On a un isomorphisme naturel Pic(X) ≈ T̂ et il est bien connu
que(S2T̂ )W ≈ Z. Nous précisons le signe de cet isomorphisme en demandant que
1 ∈ Z corresponde `a une forme quadratique d´efinie positive sur̂T 0 ⊗Z R. Ainsi,
nous avons d´efini un isomorphismeξT : H 1

Zar(G,K2)
∼−→ Z. Comme deux tores

déployés maximaux sont conjugu´es par un ´elément deG(F), et puisqueG(F̃ ) agit
trivialement sur laK-cohomologie deG×F F̃ ([EKLV] Prop. 4.4), l’invariantξT ne
dépend pas deT , et définit ainsi un isomorphisme canoniqueξ : H 1

Zar(G,K2) = Z.
Une autre d´emonstration de ce fait est donn´ee dans [BD].

EXEMPLE. le groupeSL2. Arrêtons-nous bri`evement sur le groupeSL2/F de

coordonnées

(
a b

c d

)
. On notew =

(
0 −1
1 0

)
, T = Gm le tore standard deSL2 etB

le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires sup´erieures de compl´ementaire
Vc = BwB = {c 6= 0} qui est la grosse cellule deSL2. L’inclusion wT ⊂ Vc
admet une unique r´etractionϕ : Vc → wT qui est un fibré vectoriel. Ainsi, la
K-cohomologie deVc est la même que celle deGm, qui se calcule imm´ediatement
par la décompositionA1

F = Gm ∪ Spec(F ). Ainsi H 0
Zar(Vc,K2) = K2(F ) ⊕ F×,

H 1
Zar(Vc,K2) = 0 etCH 2(Vc) = 0. La suite exacte de localisation (cf. [Sh])

0 −→ H 0(SL2,K2) −→ H 0(Vc,K2) −→ H 0(B,K1)

−→ H 1
Zar(SL2,K2) −→ H 1

Zar(Vc,K2) −→ Pic(B)
−→ CH 2(SL2) −→ CH 2(Vc) −→ 0

(2.2.1)
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montre que on aH 0(SL2,K2) = K2(F ), CH 2(SL2) = 0 et un isomorphisme

Z ≈ F [B]×/F× ∼−→ H 1
Zar(SL2,K2), (2.2.2)

l’ élément 1∈ Z étant la fonctiona : B → Gm. Cetélément définit donc unK2–
torseur concretF0 dont on va donner le cocycle pour le recouvrementVc = {c 6=
0}, Va = {a 6= 0}. AlorsF0(Vc) = H 0(Vc,K2), F0(Va) = {a, c} +H 0(Va,K2), et
le cocycle estsVc∩Va = {a, c} ∈ H 0(Vc ∩ Va,K2).

Par descente galoisienne du corollaire 1 `a l’aide de la suite exacte du §2.1, on
obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 1′ (cf. [BD], th. 2.2.1). Soit G/F un groupe simplement con-
nexe absolument presqueF -simple. AlorsG agit trivialement sur le groupeZ =
H 1

Zar(G×F F̃ ,K2) et

H 1
Zar(G,K2)

∼−→ H 1
Zar(G×F F̃ ,K2)

G .

PROPOSITION 2.SoientG/F un groupe d́eploýe simplement connexe, presque
simple,l un nombre premier inversible dansF etn un entier positif.

(a) Le groupeHi
ét
(G,µ⊗2

ln ) est isomorphe naturellementà

(i) H 0(F,µ⊗2
ln ) pour i = 0.

(ii) H 1(F,µ⊗2
ln ) pour i = 1.

(iii) H 2(F,µ⊗2
ln ) pour i = 2.

(iv) H 3(F,µ⊗2
ln )⊕ Z/ lnZ pour i = 3.

Pour la dernìereégalit́e, la projectionH 3
ét
(G,µ⊗2

ln )→ H 3(F,µ⊗2
ln ) est donńee

par la sṕecialisation en un point rationnelg0 ∈ G(F) (n’importe quel point
rationnel).

(b) SiP est un torseur sous uneF -forme deG, alors on a une suite exacte

0→ H 3(F,µ⊗2
ln )→ H 3

ét (P, µ
⊗2
ln )→ Z/ lnZ.

Démonstration.NotantHi(µ⊗2
ln ) le faisceau surGZar associé au préfaisceau

U 7→ Hi
ét
(U,µ⊗2

ln ), on a une suite spectraleEp,q2 = H
p

Zar

(
G,Hq(µ⊗2

ln )
) H⇒

H
p+q
ét

(G,µ⊗2
ln

)
. La proposition 1 appliqu´ee au module de cyclesMi(E) =

Hi(E,µ
⊗(i+2)
ln ) donneH 0

ét
(G,µ⊗2

ln ) = H 0
Zar

(
G,H0(µ⊗2

ln )
) ∼−→ H 0(F,µ⊗2

ln ), ce qui
est exactement (i). De mˆeme, la proposition 1 appliqu´eeàMi(E) = Hi(E,µ⊗2

ln )

permet d’identifier les termes dans la suite exacte

0 −→ H 1
Zar

(
G,H0(µ⊗2

ln )
) −→ H 1

ét
(G,µ⊗2

ln

) −→ H 0
Zar

(
G,H1(µ⊗2

ln )
)
,∥∥∥ ∥∥∥

0 H 1(k, µ⊗2
ln )
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ce qui montre (ii), vu que le morphisme structuralG → Spec(k) induit une
rétraction de l’homomorphismeH 1(G,µ⊗2

ln )→ H 1(k, µ⊗2
ln ). Passons `a (iii) et (iv).

La variétéG/F est une vari´eté rationnelle. D’apr`es Suslin ([Su2] Cor. 4.4), on a
une suite exacte

0→ H 0(G,K2)/ l
n→ H 2

ét (G,µ
⊗2
ln )→ H 1

Zar(G,K2)
×n−→

H 1
Zar(G,K2)→ NH 3

ét (G,µ
⊗2
ln )→ln CH

2(G)→ 0,

où NH 3
ét
(G,µ⊗2

ln ) = Ker
(
H 3
ét
(G,µ⊗2

ln ) → H 0
Zar

(
G,H3(µ⊗2

ln )
))

. Le théorème
de Bloch–Ogus–Gabber [BO,CTHK] donne une injectionH 0

Zar

(
G,H3(µ⊗2

ln )
) ⊂

H 3(F (G),µ⊗2
ln )). La proposition 1 appliqu´eeàMi(E) = Hi(E,µ

⊗(i−1)
ln ) montre

que l’on a un isomorphisme naturelH 3(F,µ⊗2
ln )

∼−→ H 0
Zar(G,H3(µ⊗2

ln )
)
. Le dia-

gramme ci-dessus devient

0→ K2(F )/ l
n→ H 2

ét (G,µ
⊗2
ln )→ Z ×l

n−→
Z→ H 3

ét (G,µ
⊗2
ln )→ H 3(F,µ⊗2

ln ).

Par suite, l’assertion(iii) est vraie. De plus, le morphismeH 3
ét
(G,µ⊗2

ln ) →
H 3(F,µ⊗2

ln ) factorise le morphismeH 3
ét
(G,µ⊗2

ln ) → H 3(F (G),µ⊗2
ln ) et ainsi le

morphisme structuralG → Spec(k) fournit une section canonique de la suite
exacte 0→ Z/ lnZ → H 3

ét
(G,µ⊗2

ln ) → H 3(F,µ⊗2
ln ) → 0, donnant lieu `a une

décomposition canonique

H 3
ét (G,µ

⊗2
ln ) = Z/ lnZ⊕H 3(F,µ⊗2

ln ).

NotonsP̃ = P ×F F̃ ≈ G̃ = G ×F F̃ . La suite spectrale de Hochshild–Serre
E
p,q

2 = Hp
(
G,H q

ét
(P̃ , µ⊗2

ln )
) H⇒ H

p+q
ét

(P, µ⊗2
ln ) satisfait d’après l’assertiona)

les égalitésEp,q2 = 0 pourq = 1,2 et pour toutp. On a donc une suite exacte
0→ E

3,0
2 → E3→ E

0,3
2 , ce qui s’écrit

0→ H 3(F,µ⊗2
ln )→ H 3

ét (P, µ
⊗2
ln )→ H 3

ét (P̃ , µ
⊗2
ln ) = Z/ lnZ.

2.3. DÉFINITIONS DES INVARIANTS

On fixe un groupe semi-simple simplement connexe et absolument presque
simpleG/F . On rappelle bri`evement deux constructions de l’invariant de RostrF :
H 1(F,G) → H 3(F,Q/Z(2)) = H 3(F ), la première reposant sur laK-
cohomologie deG et la seconde reposant sur la cohomologie ´etale deG. Il est
probable que ces deux constructions coïncident au signe pr`es; nous montrons ici
seulement que les deux invariants engendrent le mˆeme sous-groupe deH 3(F )

(prop. 3), ce qui est suffisant pour les applications que l’on a en vue. Notons
que Barge a donn´e une troisième construction de l’invariant de Rost [Bg]; cette
construction repose sur la cohomologie des groupes et n’est pas discut´ee ici.
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(a) Premìere construction (cf. [EKLV], App. B).Soit X/F un torseur sousG et
notonsX̃ = X ×F F̃ . On fixe un isomorphismeφ : X̃ ≈ G̃ = G ×F F̃ . On sait
queK2(F̃ ) = H 0

Zar(X̃,K2) et ainsi on dispose de la suite exacte 2.1.8 de descente
galoisienne pourK2

0→ H 1
Zar(X,K2)→ H 1

Zar(X̃,K2)
G α−→ Ker

(
H 3(F )→ H 3(F (X))

) β−→
Ker

(
CH 2(X)→ CH 2(X̃)

)→ H 1(F,H 1
Zar(X̃,K2)

)
. (2.3.1)

On sait que l’isomorphismeφ∗ : H 1
Zar(G̃,K2) ≈ H 1

Zar(X̃,K2) ne dépend pas de
l’isomorphismeφ choisi et est un isomorphisme de modules galoisiens. De plus,
on sait queH 1(G̃,K2) est isomorphe canoniquement `aZ (muni de l’action triviale)
et ainsi on a un isomorphisme canonique deG-modulesH 1

Zar(X̃,K2) = Z. Cela
nous permet de poser

rF ([X]) = α(1), (2.3.2)

qui ne dépend que de la classe d’isomorphie [X] du torseurX. Faisant l’identification
H4(F, 0(2)) ≈ H 3(F ), cette construction s’´etend de la fac¸on suivante. Pour toute
variété lisseY/F , on dispose d’un invariant fonctoriel enY

rY : H 1(Y,G) −→ H4(Y, 0(2)), (2.3.3)

tel que pour tout torseurE/Y sousG, l’invariant rY,G([E]) engendre ker
(
H4(Y,

0(2)) → H4(E, 0(2))
)
. Panin a d´emontré queCH 2(X) = 0 ([P], Cor. 5.2).

CommeH 1(F,Z) = 0, et queCH 2(X̃) = 0, la suite exacte (2.3.1) ci-dessus
implique le

THÉORÈME 1 (Rost).Pour tout torseurX/F sousG, on a〈
rF ([X])

〉 = Ker
(
H 3(F )→ H 3(F (X))

)
. (2.3.4)

(b) Lien avec l’extension centrale de Brylinski–Deligne.Si g ∈ G(F), on note
Lg : G → G la translation `a gauche parg i.e.Lg(x) = gx. On fixe unélément
c0 ∈ Z(G) tel que leK2-torseur associ´e F0 = Fc0 représente l’élément 1∈
H 1

Zar(G,K2). Selon le § 3 de [BD], cela donne lieu `a une extension de groupes
abstraits

0→ K2(F )→ EF → G(F)→ 1, (2.3.5)

qu’il est commode d’appeler extension de Brylinski–Deligne. Le groupe abstrait
EF est constitu´e des couples(g, α) où g ∈ G(F) et α est un isomorphisme de
K2-torseurs

α : F0
∼−→ L∗gF0, (2.3.6)

et on a une identification naturelle

{ u ∈ K2(F (G)) | d2u = L∗gc0− c0} ∼−→ Isom(F0, L
∗
gF0). (2.3.7)
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Dans les coordonn´ees(g, u), la loi de groupe surEk est donn´ee par(g, u)(g′, u′) =
(gg′, L∗g′u + u′). Soit F ′/F une extension galoisienne de groupeg. La même
construction sur le corpsF ′ donne lieuà une extension de groupes abstraits

0→ K2(F
′)→ EF ′ → G(F ′)→ 1. (2.3.8)

D’après la Proposition 1′, cette extension estg-équivariante. Prenant la suite exacte
longue de cohomologie galoisienne associ´eeà la suite exacte ci-dessus, on d´efinit
l’invariant

ρF
′

F : H 1(g,G(F ′))→ H 2(g,K2(F
′)), (2.3.9)

dont on va vérifier qu’il dérive de l’invariant de Rost.

LEMME 5. Le diagramme

H 1(g,G(F ′))
rF //

ρF
′

F

))TTTTTTTTTTTTTTT
Ker

(
H 3(F ) −→ H 3(F ′)

)
aF
′

F

��
H 2(g,K2(F

′))

est(−1)-commutatif.
Démonstration.Soitz ∈ Z1(g,G(F ′)) etX le torseur associ´e. On dispose alors

d’un isomorphismeφ : G ×F F ′ ∼−→ X ×F F ′ de sorte queφ−1φs = Lzs :
G ×F F ′ → G ×F F ′ pour touts ∈ g. On consid`ere le diagramme commutatif
suivant

K2(F
′(G)) d2−−→ Z(G×F F ′) −−→ H 1

Zar(G×F F ′,K2)

φ∗
x o φ∗

x o φ∗
x o

K2(F
′(X)) d2−−→ Z(X ×F F ′) −−→ H 1

Zar(X ×F F ′,K2).

On notec = (φ∗)−1(c0,F ′) ∈ Z(X×F F ′) etFc = (φ∗)−1Fc0,F ′ . Pour touts ∈ g, on
choisites ∈ K2(F

′(X)) tel qued2(es) = sc−c et le Lemme 4 du §2.1 montre que le
2-cocycleas,t = es+s et−est représente(aF

′
F ◦rF )([X]) ∈ H 2(g,K2(F

′)). Passons
maintenant `a l’invariantρF

′
F . Pour calculer le bordH 1(g,G(F ′))→ H 2(g,K2(F

′)),
il faut relever le cocyclezs dans le groupeEF ′ constitué des couples(g, u) où
g ∈ G(F ′), u ∈ K2(F

′(G)) satisfaisant la relationd2(u) = L∗gc0− c0. On vérifie

d2
(
φ∗(es)

) = φ∗(d2(es)
) = φ∗[s [(φ∗)−1(c0] − (φ∗)−1(c0)

]= L∗
z−1
s
c0− c0,
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et ainsi on peut releverz−1
s ∈ G(F ′) en l’élément(z−1

s , φ
∗(es)) ∈ EF ′ ; l’ élément

(zs,−L∗zsφ∗(es)) relève donczs. On noteρF
′

F (z) = [bs,t ] ∈ H 2(g,K2(F
′)) où

(
1, bs,t

) = (
zs,−L∗zsφ∗(es)

)×s (zt ,−L∗zt φ∗(et ))× (zst ,−L∗zst φ∗(est ))−1

= (
zs,−L∗zsφ∗(es)

)× (szt ,−L∗s zt sφ∗(set ))× (z−1
st , φ

∗(est )
)

= (
zs
szt ,−L∗zs szt φ∗(es)− L∗zs s zt φ∗(set )

)× (z−1
st , φ

∗(est )
)

= (
1, φ∗(−es −s et + est )

)
= (

1,−as,t
)
,

puisqueφ∗ vaut l’identité surK2(F
′).

Remarque 4.Si car(F ) = p > 0, le morphismeaF̃F induit une bijection
H 3(F ){p} ≈ H 2(G,K2(F̃ )){p} et l’étude de la partiep-primaire de l’invariant
de Rost revient donc `a l’étude de la partiep-primaire de l’invariantρF̃F .
(c) Seconde construction [Se3].Cette construction ne vaut `a priori qu’avec des
coefficientsQl/Zl(2), avecl 6= car(F ). SoitX un F -torseur sousG. On choisit
une extension s´eparable finieE/F déployant le groupeG et trivialisant le torseur
X/F . On note [E : F ] = lnq avec(q, l) = 1. On a une d´ecomposition canonique

H 3
ét

(
XE,µ

⊗2
ln

) = H 3(E,µ⊗2
ln

)⊕ Z/ lnZ, (2.3.10)

et une suite exacte

0→ H 3(F,µ⊗2
ln

)→ H 3
ét

(
X,µ⊗2

ln

)→ Z/ lnZ. (2.3.11)

Notons y = (0,1) ∈ H 3
ét

(
XE,µ

⊗2
ln

)
. On voit facilement queNE/F (y) ∈

Im
(
H 3
(
F,µ⊗2

ln

) → H 3
ét

(
X,µ⊗2

ln

))
et doncNE/F (y) = x ∈ H 3

(
F,µ⊗2

ln

)
avec un

abus de notation. On pose

r ′l,F ([X]) = x = NE/F
((

0,1
)) ∈ H 3(F,µ⊗2

ln

)
↪→ H 3(F,Ql/Zl(2)),(2.3.12)

et cetélément ne d´epend que de la classe d’isomorphie du torseurX et ne dépend
pas du choix de l’extensionE/F . Nous allons maintenant comparer les deux
constructions.

LEMME 6. 〈r ′l,F ([X])〉 = 〈rl,F ([X])〉 ⊂ H 3(F,Ql/Zl(2)).
Démonstration. Par un argument de transfert, on peut supposer que le groupe

de Galois deF est unl-groupe et ainsi [E : F ] = ln. On note8 ⊂ Ker(η3
X) =

Ker
[
H 3(F,Ql/Zl(2)) → H 3(F (X),Ql/Zl(2))

]
le sous–groupe engendr´e par
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rl,F ([X]) et lm son ordre. Notant toujoursNH 3(X,µ⊗nl ) = Ker
(
H 3(X,µ⊗nl ) →

H 3(k(X), µ⊗nl )
)
, on consid`ere le le diagramme suivant

H 1
Zar(XE,K2)/ l

n ∼−→ Z/ ln

ResEF

x x
0 −→ H 1

Zar(X,K2)/ l
n −−→ NH 3(X,µ⊗2

ln ) −−→ lnCH
2(X) −−→ 0.x x ∥∥∥

0 −→ 8 −→ Ker(η3
X) −→ lnCH

2(X) −−→ 0x x
0 0

La ligne horizontale sup´erieure (resp. m´ediane) est la suite (2.1.13) pourXE ≈
GE (respX/F ); la ligne horizontale inf´erieure est la suite (2.3.4). La verticale
centrale provient de la proposition 2.b du §2.2. La seule commutativit´e non triviale
est celle du carr´e supérieur droit que l’on a v´erifiée au diagramme (2.1.14). Les
groupesH 1

Zar(X,K2)/ l
n etH 1

Zar(XE,K2)/ l
n sont tous deux isomorphes `aZ/ ln; la

restrictionH 1(X,K2)/ l
n → H 1(XE,K2)/ l

n est donc la multiplication parln−m

et la corestrictionH 1
Zar(XE,K2)/ l

n
NE/F−−−→ H 1

Zar(X,K2)/ l
n n’est donc pas autre

chose que la multiplication parlm. Il résulte que dansNH 3(X,µ⊗2
ln ), on a8 ≈

Im
(
H 1(XE,K2)/ l

n
NE/F−−−→ H 1(X,K2)/ l

n), ce qui est pr´ecisément
〈
r ′l,F ([X])

〉
.

PROPOSITION 3.Soit l un nombre premier distinct decar(F ). Alors il existe un
entierm premierà l tel que pour toute extension de corpsE/F et pour toute classe
γ ∈ H 1(E,G), on a

r ′l,E(γ ) = m. rl,E(γ ) ∈ H 3(E,Ql/Zl(2)).

Démonstration.Rappelons tout d’abord l’existence d’une classe ‘verselle’ de
H 1(F,G) (cf. [Ti2], Prop. 7). Il existe une vari´eté intègre lisseV/F (prendreV =
GLn/G pour une repr´esentation fid`eleG → GLn) et une classeα ∈ H 1(V ,G)

telle que pour tout corpsL/F , pour tout ouvertU ⊂ V et pour toute classe
β ∈ H 1(L,G), il existe un pointv ∈ U(L) tel queα(v) = β. On noteαgen ∈
H 1(F (V ),G) la fibre générique deα. D’après le lemme pr´ecédent, il existe un en-
tierm premierà l tel quer ′l,F (V )(αgen) = m. rl,F (V )(αgen) ∈ H 3

(
F(V ),Ql/Zl(2)

)
.

SoientE/F une extension de corps etβ ∈ H 1(E,G). On choisitv ∈ V (E) tel
queβ = α(v). On noteA l’anneau local deV en v, et M son idéal maximal.
D’après le théorème 19.6.4 p. 102 de [GD, vol. 20], on sait que le compl´eté Â de
A pour la topologieM-adique estF -isomorphe `a un anneau de s´eries formelles
F [[T1, . . . , Tn]] = F [[T1, . . . , Tn−1]][[ Tn]]. Puisque le diagramme(∗) de l’intro-
duction commute de fac¸on évidente pour le couple(F [[ t ]] ,G ×F F [[ t ]]) et pour
les invariantsr et r ′, on peut ainsi sp´ecialiser l’égalité β = α(v) env pour obtenir
rl,E(γ ) = m. r ′l,E(γ ) ∈ H 3(E,Ql/Zl(2)).
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Un argument analogue de sp´ecialisation de la classe ‘verselle’ permet de
vérifier que l’invariant de Rost se comporte comme on l’attend par les op´erations
de torsion.

LEMME 7. Soit z ∈ Z1(F,G) d’invariant de Rostr = rF,G([z]). Alors le dia-
gramme suivant

H 1(F,G)
rF,G−−−−→ H 3(F )

τz

y o ?−r
y o

H 1(F,z G)
rF,zG−−−−→ H 3(F )

commute, òu ?− r désigne la translationc→ c − r.
Démonstration.L’argument de sp´ecialisation d´eveloppé précédemment permet

de supposer quer = rF ([z]) est d’ordre maximald dansH4(F, 0(2)) ≈ H 3(F ).
On noteP = G le k-torseur trivial sousG. On consid`ere alors un torseur ‘versel’
E/V sousG, et on notezE/V le torseur tordu parz, qui est un torseur souszG. On
noterV,G : H 1(V ,G)→ H4(V , 0(2)) (resp.rV,zG : H 1(V ,z G)→ H4(V , 0(2)))
l’invariant de (2.3.3) pour le groupeG (resp.zG). Le diagramme commutatif

H 1(V ,G) −−→ H 1(E,G)

τz

y o τz

y o
H 1(V ,z G) −→ H 1(E,z G)

montre que leE-torseurzE ×V E souszG est isomorphe `a zP ×F E. On a donc
rV,zG(τz(E)) + ResVF (r) ∈ Ker

(
H4(V , 0(2)) → H4(E, 0(2))

)
; ce dernier groupe

étant engendr´e parrV,G(E), il existe donc un entiern satisfaisant

rV,zG(zE)+ ResVF (r) = n.rV,G(E) ∈ H4(V , 0(2)).

Par spécialisation en un pointv0 ∈ V (F) tel queEv0 soit isomorphe `a zP , il vient
r = n × r ∈ H 3(F ), doncn ≡ 1 [d]. Soit maintenantξ ∈ H 1(k,G). Il existe un
point v ∈ V (k) tel que lek-torseurEv sousG soit classifié parξ . En spécialisant
la relation ci-dessus env, on conclut quer

zG(τz(ξ)) + r = n.rF,G(ξ) ∈ H 3(F ),
d’où r

zG(τz(ξ))+ r = rF,G(ξ) ∈ H 3(F ), puisqued.rF,G(ξ) = 0.

3. Preuve du Th́eorème principal

3.1. K-COHOMOLOGIE ET COHOMOLOGIEÉTALE D’ UN GROUPE DE

CHEVALLEY SUR UN ANNEAU DE VALUATION DISCRÈTE DE RANG1

Pour démontrer le th´eorème principal, il est naturel d’´etendre le Corollaire 1 et la
Proposition 2 du § 2.2 au cas o`u la base est le spectre d’un anneau de valuation
discrèteA de rang 1, de corps des fractionsK et de corps r´esiduelF . On peut
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tout d’abord généraliser la proposition 1 du § 2.2 en prenant un module de cycles
(Mi) sur Spec(A). On peut proc´eder de la mˆeme fac¸on que si la base est un corps
([EKLV], rem. 3.23). En effet, soitG/Spec(Z) un groupe de Chevalley ´epinglé,
simple et simplement connexe [C]. La donn´ee d’unépinglage contient unZ-tore
T déployé maximal deG, et unZ-sous-groupe de BorelB contenantT . On note
W = NG(T )/T le groupe de Weyl,X/Z = G/T (resp.Y = G/B), leZ-schéma
des couples de Killing deG (resp. des sous-groupes de Borel deG), qui est muni
d’une action naturelle deW (cf. [SGA3], vol. 3, p. 230). Siχ ∈ HomZ−gr(T ,Gm),
en poussant leX-torseurG→ X sousT , on obtient un fibr´e en droitesLχ → X.
Le choix d’un isomorphismeT ≈ Gr

m,Z définit doncr fibrés en droitesL1,..,Lr sur
X de sorte queG = L×1 ×X · · · ×X L×r oùL×i est l’espace total duX-torseur sous
Gm correspondant. On peut plongerG/Z dansG/Z = L1 ×X · · · ×X Lr . Alors
G \G =⋃i=1,... ,r Di oùDi/Z est le diviseurDi = L×1 ×X · · · ×X {0} ×X · · ·L×r .
Comme dans le cas o`u la base est Spec(F ), on a une suite spectraleE1

p,q H⇒
Ap+q(GA,Mj) oùE

1
p,q = Aq(GA,Mj ) si p = 0,

E1
p,q =

⊕
i1<...<ip

Aq(Di1,A ∩ ... ∩Dip,A,Mj) si p > 0.

Exactement comme sur Spec(F ), l’ étude de cette suite spectrale conduit `a la pro-
position suivante.

PROPOSITION 4.

(a) A0(A,Mj ) = A0(GA,Mj ) pour j > 0.
(b) On a une suite exacte

0→ A1(GA,M2)→ S2(Pic(XA))⊗M0(A)
c⊗1−→ CH 2(XA)⊗M0(A)→ 0,

où c : S2(Pic(XA))→ CH 2(XA) est la forme intersection.
(c) A2(GA,M2) = 0.

PROPOSITION 5.

(a) On aPic(GA) = 1 etK2(A)
∼−→ H 0

Zar(GA,K2).

(b) Il existe un unique isomorphismeξA : H 1
Zar(GA,K2)

∼−→ Z tel que l’on ait un
diagramme commutatif

H 1
Zar(GF ,K2) ←− H 1

Zar(GA,K2) −→ H 1
Zar(GK,K2)

ξF

y o ξA

y o ξK

y o
Z = Z = Z.

Démonstration.(a) On applique la Proposition 4 `aMi = Ki compte tenu de la
conjecture de Gersten pour laK-théorie en poids 0,1 et 2, qui résulte résultat de
Bloch [Bl]. Le (a) en résulte immédiatement.
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(b) D’après Fossum–Iversen [FI] Prop. 1.1, on a un isomorphisme Pic(XA)
∼−→

Pic(XK) = T̂ = HomZ−gr (T ,Gm). De plus, il est clair que Pic(XA) ≈ Pic(XF ).
On poursuit ces calculs avec la suite exacte de localisation [Sh]

0 −→ H 0
Zar(GA,K2) −→ H 0

Zar(GK,K2)
∂−→ H 0

Zar(GF ,K1)

−→ H 1
Zar(GA,K2) −→ H 1

Zar(GK,K2)
∂−→ H 1

Zar(GF ,K1)→ · · ·
CommeH 1

Zar(GF ,K1) = Pic(GF ) = 1, on obtient un isomorphismeH 1
Zar(GA,

K2)
∼−→ H 1

Zar(GK,K2) = Z. La Proposition 4 produit le diagramme commutatif
exact

0−→H 1(GF ,K2)−→S2(Pic(XF ))−→ CH 2(XF )x ∥∥∥ x
0−→H 1(GA,K2)−→ S2(Pic(XA))−→ CH 2(XA)

o
y ∥∥∥ y

0−→H 1(GK,K2)−→S2(Pic(XK))−→CH 2(XK).

On conclut que les trois groupes de gauche s’identifient `a (S2T̂ )W , ce qui im-
plique (b).

PROPOSITION 5′. On suppose queA est complet. On notẽA/A l’extension non
ramifiéee maximale deA. SoitG/F un groupe semi-simple simplement connexe
absolument presqueF -simple. SoitG/Spec(A) un sch́ema en groupe semi-simple
simplement connexe de fibre spécialeG/F . AlorsG agit trivialement sur le groupe
H 1

Zar(G×A Ã,K2) et

H 1
Zar(G,K2)

∼−→ H 1
Zar(G×A Ã,K2)

G.

Démonstration.Le schéma en groupesG×A Ã est déployé, donc la Proposition
5 montre queH 1

Zar(G×A Ã,K2)
∼−→ H 1

Zar(G×A K̃,K2) Par localisation, on a un

isomorphismeH 1
Zar(G,K2)

∼−→ H 1
Zar(GK,K2) et d’après la Proposition 1′ du §2.2,

on sait queG agit trivialement sur le groupeH 1(GK̃ ,K2) donc aussi surH 1
Zar(G×A

Ã,K2). CommeH 1(GK,K2) = H 1(GK̃ ,K2)
G , on conclut queH 1

Zar(G,K2)
∼−→

H 1
Zar(G×A Ã,K2)

G .

PROPOSITION 6.Soientl un nombre premier distinct decar(F ) etn un entier.

(a) Les groupesHi
ét
(GA,µ

⊗2
ln ) sont naturellement isomorphesà

(i) H 0(A,µ⊗2
ln ) pour i = 0.

(ii) H 1(A,µ⊗2
ln ) pour i = 1.

(iii) H 2(A,µ⊗2
ln ) pour i = 2.

(iv) H 3(A,µ⊗2
ln )⊕ Z/ lnZ pour i = 3.
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Pour la dernìere égalit́e, la projectionH 3
ét
(GA,µ

⊗2
ln ) → H 3(A,µ⊗2

ln ) est la
sṕecialisation en unA-point g0 ∈ G(A) (n’importe quelA-point).

(b) On suppose queA est complet. SiP/Spec(A) est un torseur sous uneA-
forme deGA, alors on a une suite exacte

0→ H 3
ét (A,µ

⊗2
ln )→ H 3

ét (P, µ
⊗2
ln )→ Z/ lnZ.

Remarque 5.Les assertions(a.i) et (b) satisfont des diagrammes commutatifs
analogues `a celui de la Proposition 5(b).

Avant de démontrer la Proposition 6, nous avons besoin de la suite exacte de
Suslin sur Spec(A) utilisée dans la Proposition 2 du §2.2. Elle se d´eduit aisément
de la preuve ce cette suite exacte pour un corps et du quasi-isomorphisme de fais-
ceauxK2/ l

n → H2(µ⊗2
ln ) surXZar pour tout sch´ema lisse de type finiX/Spec(A)

[CTR2].

LEMME 8. Soit X/Spec(A) un sch́ema lisse de type fini. Alors, on a une suite
exacte

0→ H 0(X,K2)/ l
n→ H 2

ét
(X, µ⊗2

ln )→ H 1
Zar(X,K2)

×ln−→
H 1

Zar(X,K2)→ NH 3
ét
(X, µ⊗2

ln )→ln CH
2(X)→ 0,

oùNH 3
ét
(X, µ⊗2

ln ) = Ker
(
H 3
ét
(X, µ⊗2

ln )→ H 0
ZarX,H3(µ⊗2

ln )
)
.

Démonstration de la Proposition 6.Démontrons d’abord les assertions (i), (ii).
Notonsζ une racine primitiveln-ième de l’unité etA′ = A[ζ ]. L’extension d’anneau
A′/A estétale galoisienne de groupe de Galois0. PourA′, commeH 1

ét
(GA′,Gm) =

Pic(GA′) = 0, la suite de cohomologie tir´ee de la suite exacte de Kummer 1→
µln → Gm

×ln−→ Gm → 1 donneH 0
ét

(
GA′, µln

) = H 0
ét

(
A′, µln

)
etH 1

ét

(
GA′, µln

) =
H 1
ét

(
A′, µln

)
. Orµ⊗2

ln,A′ ≈ µln,A′ , donc les assertions(i) et (ii) sont satisfaites pour

A′. On a une suite spectraleEp,q2 = Hp
(
0,H

q

ét

(
GA′, µ

⊗2
ln

)) H⇒ H
p+q
ét

(
GA,µ

⊗2
ln

)
.

On a alorsH 0
(
0,H 0

ét

(
GA′, µ

⊗2
ln

)) = H 0
ét

(
GA,µ

⊗2
ln

)
, ce qui montre pr´ecisément

H 0
ét

(
GA,µ

⊗2
ln

) = H 0
(
0,H 0

ét

(
A′, µ⊗2

ln

)) = H 0
ét

(
A,µ⊗2

ln

)
. De plus, la suite exacte

des premiers termes induit un diagramme commutatif exact

0 −→ H 1
(
0,H 0

ét

(
GA′, µ

⊗2
ln

)) −→ H 1
ét
(GA,µ

⊗2
ln

) −→ H 0
(
0,H 1

ét

(
GA′, µ

⊗2
ln

))∥∥∥ y ∥∥∥
0 −→ H 1

(
0,H 0

ét

(
A′, µ⊗2

ln

)) −→ H 1
ét
(A,µ⊗2

ln

) −→ H 0
(
0,H 1

ét

(
A,µ⊗2

ln

))
,

ce qui montre(ii). Utilisant le Lemme 8 et la Proposition 4, la d´emonstration des
assertions(iii), (iv) et (b) est identique `a celle des assertions correspondantes de
la Proposition 2 du §2.1.
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3.2. RÉCOLTE

Nous disposons maintenant de tous les ingr´edients n´ecessaires `a la démonstration
du théorème principal.

THÉORÈME 2. SoientF un corps etG/F un groupe semi-simple simplement
connexe absolument presqueF -simple. Alors, pour tout couple(O,G) formé d’un
anneauO complet pour une valuation discrète de rang 1, de corps des fractions
K de corps ŕesiduelF , et d’unO-sch́ema en groupesG semi-simple simplement
connexe de fibre spéciale isomorphèaGF , il existe un automorphismeh : Q/Z ≈
Q/Z tel que le diagramme suivant

H 1(K,GK)
rK−→ H 3(K,Q/Z(2))

`↑
H 1
ét
(O,G) iKF ◦h∗

o ↓
H 1(F,G)

rF−→ H 3(F,Q/Z(2))

x
commute. Si car(F ) = car(K), h = id convient. Si car(F ) = p > 0 et car(K) = 0,
h = −id convient surQp/Zp.

Démonstration.La démonstration se divise en deux parties, l’une traitant la
partie modérée, l’autre plus longue portant sur la partie sauvage. Soit(O,G) un
couple comme dans l’´enoncé du théorème. Soitl un nombre premier distinct de
car(F ). On va montrer la commutativit´e du diagramme du th´eorème pour l’invariant
de Rostl-primairerl,F : H 1(F,G)→ H 3(F,Ql/Zl(2)).

Premier cas l 6= car(F ). On utilise la seconde d´efinition. SoitX/Spec(O)
un torseur sousG de fibre sp´ecialeY/F , et dont on noteX/K la fibre générique.
On choisit une extension ´etale finieO1/O déployant le groupeG et trivialisant le
torseurX. On noteK1 (resp.F1) le corps des fractions (resp. le corps r´esiduel) de
O1, X1 = X ×Spec(O) Spec(O1), Y1 = YF1 etX1 = XK1. D’après la Proposition 4
du §3.1, on a deux diagrammes commutatifs

H 3
ét
(X1,Ql/Zl(2))=H 3(K1,Ql/Zl(2)) ⊕ Ql/Zlx x ∥∥∥

H 3
ét
(X1,Ql/Zl(2))=H 3

ét
(O1,Ql/Zl(2))⊕ Ql/Zly o o

y ∥∥∥
H 3
ét
(Y1,Ql/Zl(2)) = H 3(F1,Ql/Zl(2)) ⊕Ql/Zl,
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0−→H 3(K,Ql/Zl(2)) −→H 3
ét
(X,Ql/Zl(2))−→ Ql/Zlx x ∥∥∥

0−→H 3
ét
(O,Ql/Zl(2))−→H 3

ét
(X,Ql/Zl(2))−→ Ql/Zly o y ∥∥∥

0−→ H 3(F,Ql/Zl(2)) −→H 3
ét
(Y,Ql/Zl(2)) −→Ql/Zl,

les lignes du second diagramme ´etant exactes. Il r´esulte de ces deux diagrammes
que r ′l,K([X]) = iKF

(
r ′l,F ([Y ])

)
. La proposition 3 du §2.3 montre qu’il existe un

entierm (resp.e) premierà l (resp. deF ) tel quer ′l,K = m.rl,K (resp.r ′l,K = e.rl,K),
doncrl,K = (me ).iKF ◦ rl,F . L’entier m

e
définit un automorphisme deQl/Zl.

Second cas:l = p = car(F ). Suite à la Remarque 4 du §2.3.b, il suffit de
regarder les invariantsρF̃F etρK̃K . De même que lorsque la base est un corps, le choix
d’un torseur repr´esentant la classe 1∈ Z = H 1

Zar(G,K2) = H 1
Zar(G ×O Õ,K2)

G

(cf. prop. 5′) donne lieuà une extensionG-équivariante de groupes abstraits

1→ K2(Õ)→ EÕ → G(Õ)→ 1

de sorte que suivant la Proposition 5.b du §3.1, on a un diagramme commutatif

1 −→ K2(K̃) −→ EK̃ −→ GK(K̃) −→ 1

j∗
x j∗

x j∗
x

1 −→ K2(Õ) −→ EÕ −→ G(Õ) −→ 1

i∗
y i∗

y i∗
y

1 −→ K2(F̃ ) −→ EF̃ −→ G(F̃ ) −→ 1.

Nous affirmons que le diagramme suivant

0 0x x
Br(F ){p} = Br(F ){p}
±∂BT ↑ ∂ ↑

H 1(K̃/K,GK)
ρK̃K−→ H 2(G,K2(K̃)){p} aK←− H 3

nr(K){p}
j∗
x ResKO

x
H 1(O,G)

ρÕO−→ H 2(G,K2(Õ)){p} iKF

i∗
y sp∗

y γF

H 1(F,G)
ρF̃F−→ H 2(G,K2(F̃ )){p} aF←−∼ H 3(F ){p},

x
HH

HH
HHY

commute au signe pr`es, où le morphisme injectifγF : H 3(F ){p} → H 2(G,
K2(Õ)){p} est défini au Lemme 3 (§1.3). En effet, le carr´e de gauche fait suite au
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diagramme pr´ecédent et les deux carr´es de droite sont(−1)–commutatifs d’apr`es
le Lemme 5 (§2.3.b). Vu que le morphismeaF est un isomorphisme (Remarque 1,
§1.2), on conclut que le diagramme suivant

H 1(K̃/K,GK)
rK−−→ H 3(K){p}

j∗ ↑
H 1(O,G) iKF

i∗ ↓
H 1(F,G)

rF−−→ H 3(F ){p}

x
est(−εp,K)-commutatif.

4. Invariants de Rost et sous-groupes parahoriques

On garde les notationsO, Õ, . . . de la section pr´ecédente 3 et on choisit une
uniformisanteπ ∈ K. Si G/K est un groupe semi-simple simplement connexe
absolument presqueK-simple et déployé par l’extensioñK , cette section ´etablit le
lien entre d’une part la d´ecomposition de Bruhat–Tits de l’ensembleH 1(K̃/K,G)

et d’autre part le compos´eH 1(K̃/K,G) → Ker
(
H 3(K) → H 3(K̃)

) ∂K−→ Br(F ).
Il est naturel de commencer par calculer laK2-cohomologie des sous-groupes
parahoriques.

4.1. SOUS-GROUPES PARAHORIQUES STANDARD

(a) Le toreT . SoitG/Spec(Z) un schémas en groupe de Chevalley ´epinglés sim-
plement connexe et presque simple. Rappelons qu’un ´epinglage est la donn´ee suivante
[C].

• unZ–tore maximal d´eployé T /Spec(Z) deG,
• un système de racines r´eduit irréductible8 = 8(T,G) ⊂ T̂ ⊗Z R (où T̂ =

HomZ−gr (T ,Gm,Z)) muni d’une base1 définissant8+,
• une famille de morphismes(Uα : Ga,Z → G)α∈8 et un sous–groupe de Borel
B/Spec(Z) deG, tels que si l’on ordonne arbitrairement8+ = (αi)i=1,... ,q , le
produit surG induit un isomorphisme

T ×
∏

i=1,... ,q

Ga
id× ∏

i=1,... ,q
Uαi

−−−−−−−−→ B.

On noteα0 l’opposée de la racine maximale de8, T̂ 0 = HomZ−gr (Gm,Z, T ),
8∨ = (α∨)α∈8 ⊂ T̂ 0 le système de racines dual et(ωα)α∈1 l’ensembles des poids
fondamentaux, i.e. les ´eléments deT ⊗ZR satisfaisant〈ωα, β∨〉 = β∨(ωα) = δα,β .
Notons que pour toutα ∈ 8, on dispose d’un morphisme

α∨ : SL2→ G, (4.1.1)
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défini en envoyant le tore standardGm deSL2 surT via α∨ et le groupe unipotent
triangulaire sup´erieur (resp. inf´erieur) deSL2 surUα (resp.U−α). On noteV =
T̂ 0 ⊗Z R etV ′ = T̂ ⊗Z R son dual. On rappelle qu’une racine affinea = (α, n)
avecα ∈ 8, n ∈ Z est la fonction affineV → R

a(v) = (α, v)+ n, (4.1.2)

On considère l’ensemble de racines affines

111 = {(α,0)}α∈1 ∪ {(α0,1)}, (4.1.3)

qui est l’ensemble des sommets du diagramme de Dynkin compl´eté de1. Les
éléments de111 définissent l’alcˆove

C = {v ∈ V | a(v) > 0 ∀a ∈111}. (4.1.4)

La théorie de Bruhat–Tits [BrT2] associe `a toute partie non vide� deV un schéma
en groupes lisseP�/Spec(O) de fibre génériqueGK . En particulier, si2 est une
partie non vide de1, on peut consid´erer le sous–groupe parahoriqueP2/Spec(O)
associé à

C(2) = {v ∈ V | a(v) > 0 ∀a ∈ 2}. (4.1.5)

Le toreT ×Z O est unO-tore maximal deP2 et les sous-sch´emas(Uα/K)α∈8 de
GK se prolongent en desO-schémas en groupesU2,α ⊂ P2 (loc. cit., § 4.1). En
particulier, si2 =111\1, on aP2/Spec(O) = G×Spec(Z)Spec(O). Le groupeP111

est un sous-groupe d’Iwahori; les sous-groupes parahoriques(P2/Spec(O))2⊂111
sont appel´es les sous-groupes parahoriques standard deGK ; les groupes abstraits
(P2(O))2⊂111 sont les sous-groupes parahoriques deG(K) contenant le sous-
groupe d’IwahoriP111(O).

On noteP2/F la fibre spéciale deP2 qui est le groupe lin´eaire connexe en-
gendré par leF -toreT×ZF et lesU2,α pourα ∈ 8. On noteM2/F = (P2)réd/F ,
i.e le quotient deP2 par son radical unipotent, qui est isomorphe au sous-groupe
de Levi deP2/F engendr´e parT /F et lesU2,α pourα ∈ 2.

Le calcul du groupeH 1
Zar(P2,K2) requiert un objet auxiliaire consid´eré par

Prasad et Raghunathan dans leur ´etude des extensions centrales topologiques de
groupes alg´ebriques sur un corps local non archim´edien [PrR]. Il s’agit d’un tore
déployé T /Z, extension deT parGm. On définit T̂ 0 = Z1, et le morphismep∗ :
T̂ 0→ T̂ 0 en envoyant l’élément(α,0) de1 surα∨ pour toutα ∈ 1 et en envoyant
(α0,1) surα∨0 (loc. cit., § 4.6). Le morphismep∗ est surjectif et d´efinit une suite
exacte deZ-tores déployés

0→ R→ T p−→ T → 1, (4.1.6)

où R ≈ Gm est un tore de rang 1. On pr´ecise cet isomorphisme en choisissant
comme générateur dêR0 l’ élément

χ = (α0,1)+
∑
α∈1

c′α(α,0) ∈ T̂ 0, (4.1.7)
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où c′α = −α∨0 (ωα) pour toutα ∈ 1. Pour toute partie non vide2 de111, on définit
le sous-tore2T deT par2T̂ 0 = Z111\2. Les toresT et2T sont liés au groupe de
Picard deM2. En effet, suivant un th´eorème de Weil (cf. [SGA3], exp. XVIII), on
peut construire un groupeMu/F engendr´e parT ×Z F et les sous–groupesU2,α
(α ∈ 2) en faisant agirT sur ces groupes viap. Ceci nous donne une extension de
groupes r´eductifs

1→ Gm→ Mu
2

p−→M2→ 1, (4.1.8)

dont la restriction `a T /F ⊂ M2/F est l’extension(A) précédente. Le tore
2T /F est un tore central de dimension maximale du groupe r´eductifMu

2 et donc
(Mu

2)tor = TF /2TF . On noteS2/F = (M2)tor/F et 2T = Ker(T → S2) de
dimension dim(2T ) = dim(2T ) = ]2 − 1. Il vient un diagramme commutatif
exact

1 1 1
↑ ↑ ↑

1 −→ Gm −→ T /2T −→ S2 −→ 1

×n2
x x x

1 −→ Gm −→ Mu
2

p−→ M2 −→ 1x x x
1 −→ µn2 −→ DMu

2 −→ DM2 −→ 1,
↑ ↑ ↑
1 1 1

(4.1.9)

qui définit l’entiern2 et dont la restriction aux tores induit le diagramme commut-
atif exact

1 1 1
↑ ↑ ↑

1 −→ Gm −→ T /2T −→ S2 −→ 1

×n2
x x x

1 −→ Gm −→ T p−→ T −→ 1x x x
1 −→ µn2 −→ 2T −→ 2T −→ 1.

↑ ↑ ↑
1 1 1

(4.1.10)

LEMME 9 ([PrR], §4.7). Le groupeDMu
2/F est un rev̂etement universel du

groupe semi-simpleDM2/F .

(b) Le groupeH 1
Zar(P2,K2). Commenc¸ons parétudier laK2-cohomologie du

sous-groupe d’IwahoriP1/Spec(O). Puisque ce sch´ema en groupes est lisse, de
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même que dans la preuve de la proposition 4 du §3.1, on a une suite exacte de
localisation

0 −→ H 0
Zar(P1,K2) −→ H 0

Zar(GK,K2)
i∗−→ H 0

Zar(P1,K1)

i∗−→ H 1
Zar(P1,K2) −→ H 1

Zar(GK,K2)
i∗−→ H 1

Zar(P1,K1)

−→ CH 2(P1) −→ CH 2(GK) = 0.

(4.1.11)

On a doncH 0
Zar(P111,K2) = K2(O). Le morphismeP111/F → M1 ≈ BF est

un fibré vectoriel, on a doncH 1
Zar(P111,K1) = Pic(BF ) = 1. De plus, selon un

lemme de Rosenlicht (cf. [Sa] Lemme 6.5), on sait queH 0
Zar(P1,K1)/F

× ≈
H 0

Zar(BF ,Gm) = T̂ . On a donc extrait du diagramme pr´ecédent la suite exacte

0→ T̂ → H 1
Zar(P111,K2)

q−→ Z→ 0, (4.1.12)

dont on va voir qu’elle est duale de la suite (4.1.6) ci-dessus. Le morphismeZ =
H 1

Zar(GO,K2)→ H 1
Zar(P111,K2) nous donne un scindage deq

H 1
Zar(P111,K2) = T̂ ⊕ Z. (4.1.13)

On définit alors le morphismeϒ : H 1
Zar(P1,K2) → T̂ par son dualϒ∗ : T̂ 0 →

HomZ
(
H 1

Zar(P111,K2),Z
)

en posant pour touta = {α, ra} ∈ 111 et tout (u, n) ∈
T̂ ⊕ Z

ϒ∗(a).(u, n) = α∨(u)+ ra × n. (4.1.14)

THÉORÈME 3. (a)Le morphismeϒ : H 1
Zar(P111,K2)→ T̂ est un isomorphisme.

(b) Pour toute partie non vide2 ⊂ 111, la restriction H 1
Zar(P2,K2) →

H 1
Zar(P1,K2) ≈ T̂ induit un isomorphisme

H 1
Zar(P2,K2)

∼−→ ̂[T /2T ].
De plus,CH 2(P2) = 0.

(c) L’image de1 ∈ Z ≈ H 1
Zar(GK,K2) par ∂ : H 1

Zar(GK,K2) → Pic(P2) =
Pic(M2) correspond au ǵeńerateur donńe par l’extension1 → Gm → Mu

2 →
M2→ 1.

Démonstration.(a) Il suffit de voir que le diagramme suivant

0 −→ T̂ −→ H 1
Zar(P1,K2)

q−→ Z −→ 0
× × ×

0 ←− T̂ 0 p∗←− T̂ 0 ←− Z ←− 0
↓ ↓ ↓
Z = Z = Z

(4.1.15)

commute. Le carr´e de gauche commute de fac¸on évidente. Pour celui de droite, on
vérifie que pour tout(u, n) ∈ T̂ ⊕ Z

ϒ∗(χ).(u, n) = (α∨0 +
∑
α∈1

c′αα
∨)(u)+ n = n. (4.1.16)
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(b) La démonstration proc`ede essentiellement par r´eduction au cas du groupe
SL2/K.

PremìereétapeG/K = SL2/K: On prend les notations de l’exemple du §2.2
et on noteα : T

∼−→ Gm. Alors111 = {(α,0), (−α,1)}. On noteP0 = SL2/O, P1

les deux sous-groupes parahoriques maximaux standard deSL2/K. Alors

P1(O) =
(
O π−1O

πO O

)
et on doit démontrer que l’injection

H 1
Zar(P1,K2)→ H 1

Zar(P111,K2) = T̂ ⊕ Z = Z⊕ Z (4.1.17)

a pour imageZ.(−1,1). PuisqueP1 est isomorphe `aSL2/O, on aH 1
Zar(P1,K2)

∼→
H 1

Zar(SL2,K2) = Z. Une solution consiste `a décrire lesK2-torseurs surP1 par des
cocycles explicites. On consid`ere l’anneau de fonctions deP111

R = O[a, b, c, d, c′]
ad − cd = 1, c = πc′ (4.1.18)

et le recouvrement ouvertVc = Spec(Rc), Va = Spec(Ra) deP111. SoitF leK2-
torseur surP111 provenant dans la suite exacte (4.1.12) du g´enérateurZ = T̂ =
F [P111]×/F× ≈ F [B]×/F×, i.e. correspondant `a la fonctiona ∈ F [P111]×/F×.
Alors

F(Vc) = H 0
Zar(Vc,K2), F(Va) = {a, π} +H 0

Zar(Va,K2), (4.1.19)

et le cocycle deF estsVc∩Va
= −{a, π}. On peut associer aussi desK2-torseurs

surP111 aux cocycles

s0
Vc∩Va

= {a, c}, s1
Vc∩Va

= {a, c′} (4.1.20)

à valeurs dansH 0
Zar(Vc ∩ Va,K2). En utilisant la description du g´enérateur de

H 1
Zar(SL2,K2) faite au §2.2, on voit ais`ement que leK2-torseur surP111 associé à

s0 (resp.s1) est bien l’image par restriction du g´enérateur deH 1
Zar(P0,K2) (resp.

H 1
Zar(P1,K2)). L’ égalités1

Vc∩Va
−s0

Vc∩Va
= −sVc∩Va

montre bien que le g´enérateur
deH 1

Zar(P1,K2) s’envoie dansH 1
Zar(P111,K2) sur(−1,1).

Secondéetape: Le même raisonnement que pourP1 en (4.1.12) permet de tirer
la suite exacte

0→ Ŝ2→ H 1
Zar(P2,K2)→ Z ∂−→ Pic(M2)→ CH 2(P2)→ 0, (4.1.21)

puisquêS2 = F [P2]×/F×. Cette suite met en ´evidence l’injectivité de la restric-
tion H 1

Zar(P2,K2) → H 1
Zar(P111,K2). De plus, on sait d’apr`es le Corollaire 6.11

de [Sa] que l’on a un isomorphisme de groupes finis Pic(M2) ≈ Pic(DM2) ≈
Z/n2Z.
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LEMME 10. Le groupeH 1
Zar(P2,K2) est orthogonal à 2̂T

0 ⊂ T̂ 0 pour
l’accouplement̂T 0×H 1

Zar(P1,K2)→ Z.

Montrons le lemme. Soita = (α, ra) ∈ 111 \ 2. Supposons dans un premier
temps quea = (α,0) pourα ∈ 1. Alors le morphismeα∨ : SL2/K → GK se
prolonge enfa : SL2/O → P2 et Ia = SL2/O ×P2

P1 est le sous–groupe
d’Iwahori standard deSL2/K. On a un diagramme commutatif

H 1
Zar(P2,K2) −→ H 1

Zar(P111,K2)
ϒ∗(a)−−→ Z

f ∗a

y f ∗a

y ∥∥∥
H 1

Zar(SL2/O,K2) −→ H 1
Zar(Ia,K2)

ϒ∗SL2
(a)

−−−→ Z.
(4.1.22)

Le cas deSL2/O montre queϒ∗(a) s’annule surH 1
Zar(P2,K2). Passons au cas

a = (α0,1). NotantP1 le sous–groupe parahorique standard deSL2/K introduit
précédemment, on voit que le morphismeα∨0 : SL2/K → GK se prolonge en
α∨0 : P1 → P2. Commeα0 est une racine longue, on sait que la restriction
(α0)

∗ : H 1
Zar(G/K,K2) → H 1

Zar(SL2/K,K2) est un isomorphisme ([BD],
Lemme 1.2.10). Par suite, le mˆeme diagramme que ci-dessus commute et ach`eve
la démonstration du lemme.

On a donc une inclusionH 1
Zar(P2,K2) ⊂ ̂[T /2T ] et on veut voir qu’il y a

égalité. On dualise le diagramme (4.1.10) en

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 −→ Ŝ2 −→ ̂[T /2T ] −→ Z −→ 0

×n2
y y y

0 −→ T̂ −→ T̂ p̂−→ Z −→ 0y y y
0 −→ 2̂T −→ 2̂T −→ Z/n2Z −→ 0.

↓ ↓ ↓
0 0 0

(4.1.23)

La comparaison de ce diagramme et de la suite exacte de localisation (4.1.21)
donne immédiatement

H 1
Zar(P2,K2)

∼−→ ̂[T /2T ]

puisque Pic(M2) ≈ Pic(DM2) ≈ Z/n2Z et on a de plusCH 2(P2) = 0.
(c) On dispose de deux fl`eches surjectivesZ → Pic(M2) ≈ Pic(DM2). La

première provient de la suite exacte (4.1.8) puisque l’on a une suite exacteZ =
Ĝm→Pic(M2)→Pic(Mu

2) = 0. La seconde est le bord∂ : Z = H 1
Zar(GK,K2)→

Pic(M2). Le diagramme (4.1.23) ci-dessus montre que ces deux fl`eches sont ´egales,
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i.e. l’image de 1∈ Z = H 1
Zar(GK,K2) par ∂ : H 1

Zar(GK,K2) → Pic(P2) =
Pic(M2) correspond au g´enérateur donn´e par l’extension 1→ Gm → Mu

2 →
M2→ 1.

4.2. DESCENTE GALOISIENNE

Par descente galoisienne, on va d´eduire du th´eorème précédent la g´enéralisation
suivante.

THÉORÈME 3′. SoitG/K un groupe simplement connexe absolument presque
K-simple, d́eploýe parK̃. SoitP/Spec(O) un sous-groupe parahorique deG. On
noteP = P×O F la fibre ferḿee, etM/F = Préd .

(a) On une suite exacte

0→ M̂ → H 1
Zar(P,K2)→ Z ∂−→ Pic(M)→ 0,

etCH 2(P) = 0.
(b) Supposons de plus queGK soit quasi-d́eploýe. Soit1 → Gm → Mu →

M → 1 une extension de groupes réductifs engendrantPic(M). AlorsMu est le
produit direct d’un groupe semi-simple simplement connexe et d’un tore inversible
(i.e. facteur direct d’un tore quasi-trivial).

Les calculs galoisiens sur le groupeH 1
Zar(X,K2) se font avec la variante suivante

d’une proposition de Colliot–Th´elène et Raskind en utilisant la validit´e de la con-
jecture de Gersten en poids6 2 pour les sch´emas lisses sur un anneau de valuation
discrète de rang 1 [Bl].

PROPOSITION 7 ([CTR1], prop. 3.6).SoitX/Spec(O) un sch́ema lisse, de fibre
géńeriqueX/K. On notẽX = X×O Õ et on supposeK2(Õ) = H 0

Zar(X̃,K2).

(a) On a une suite exacte

H 1
Zar(X,K2)→ H 1

Zar(X̃,K2)
G → H 1

Zar(G,K2
(
K̃(X))/K2(Õ)

)
→ Ker

(
CH 2(X)→ CH 2(X̃)G

)→ H 1(G,H 1
Zar(X̃,K2)

)
→ H 1(G,K2

(
K̃(X))/K2(Õ)

)
.

(b) SiX(K) 6= ∅, on aH 1(G,K2
(
K̃(X))/K2(Õ)

) = 0.

Démonstration du th́eor̀eme3′. Par localisation, on a une suite exacte

0→ M̂ → H 1
Zar(P,K2)→ Z ∂−→ Pic(M)→ CH 2(P)→ CH 2(GK) = 0.

Il suffit donc de montrer la trivialit´e du groupeCH 2(P). Appliquant la proposition
ci-dessus, il vient une injection

CH 2(P) ↪→ H 1
(
G,H 1

Zar(P̃,K2)
)
,

et il suffit donc de montrer queH 1
(
G,H 1

Zar(P̃,K2)
) = 0.



INVARIANTS COHOMOLOGIQUES DE ROST 89

Premier cas:G/K est quasi-d́eployé:

(a) Reprenant momentan`ement les notationsG,B, T , . . . du §4.1, on doit
considérer le cas du groupe torduϕG/K par un homomorphismeϕ ∈ Hom(G,
Aut(1)), où Aut(1) = Aut(G,B, T ) désigne le groupe fini des automorphismes
extérieurs deG. Les sous-groupes parahoriques deϕG/K sont lesϕP2 pour2 ⊂
111 satisfaisantϕ(2) = 2. Le toreT se tordégalement parϕ; les modules galoisiens
ϕ̂T 0

et ϕ̂T = H 1
Zar(

ϕ̃P1,K2) sont des modules de permutation. Si2 = 111, on a
doncH 1

(
G,H 1

Zar(
ϕ̃P1,K2)

) = 0. Si2 6= 1, le théorème 3 précédent montre que
l’on a une décomposition de modules galoisiens

ϕ̂T = H 1
Zar(

ϕ
P2,K2)⊕H 1

Zar(
ϕ
P111\1,K2),

d’oùH 1
(
G,H 1

Zar(
ϕ̃P2,K2)

) = 0.
(b) On va montrer que l’extension 1→ Gm→ ϕMu

2→ ϕM2→ 1 engendre le
groupe Pic(ϕM2). En effet, d’après le corollaire 6.11 de [Sa], il suffit de montrer
que Pic(ϕMu

2) = 0. On a une suite exacte

1→ ϕDM
u
2→ ϕM

u
2→ ϕT /ϕ2T → 1.

Le groupeϕDMu
2 est semi-simple simplement connexe, donc on a un isomorph-

isme Pic
(
ϕT /ϕ2T

) ∼−→ Pic(ϕMu
2). Or ϕT /ϕ2T est un tore inversible (i.e. facteur

direct d’un tore quasi-trivial), donc Pic
(
ϕT /ϕ2T

) = H 1
(
F, ̂ϕT /ϕ2T

) = 0.

Second cas: le cas ǵenéral: La théorie de Bruhat–Tits indique queG/K ad-
met un sous-groupe parahoriqueG/O qui est un sch´ema en groupes semi-simples
simplement connexe. On noteH/F = G/F , de forme quasi-d´eployéeHqd . Il
existe un cocyclez ∈ Z1(F,H

qd

ad ) tel queH ≈z H qd . On noteF ′/F le corps
de fonctions du torseur associ´e à z, qui est une extension s´eparable deF puisque
F̃ ′ = F̃ ⊗F F ′ ≈ F̃ (Hqd). D’après la théorie des anneaux de Cohen, il existe une
extension non-ramifi´ee d’anneaux completsO ↪→ O ′ de corps des fonctionsK ′
induisantF → F ′ sur les corps r´esiduels. Le groupeGO′ est quasi-d´eployé et ainsi
CH 2(P×O O ′) = 0. On consid`ere alors le diagramme commutatif suivant

Z i∗−→ Pic(M)
i∗−→ CH 2(P) −→ 0∥∥∥ y y

Z i∗−→ Pic(MF ′)
i∗−→ CH 2(P×O O ′) = 0.

Il resteà voir que le morphisme Pic(M)→ Pic(MF ′) est injectif. CommẽF ′/F̃ ≈
F̃ (Hqd)/F̃ , on a une injection Pic(MF̃ ) ↪→ Pic(MF̃ ′) et on conclut par une chasse
au diagramme

0 −→ H 1(G, M̂) −→ Pic(M) −→ Pic(MF̃ )∥∥∥ y y
0 −→ H 1(G, M̂) −→ Pic(MF ′) −→ Pic(MF̃ ′).
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On peuténoncer maintenant le r´esultat principal de cette section figurant sous
une forme conjecturale dans [Se2], `a savoir la relation entre le r´esidu de l’invariant
de Rost pourGK et la cohomologie galoisienne des fibres sp´eciales des sous-
groupes de Bruhat–Tits.

THÉORÈME 4. SoitG/K un groupe simplement connexe absolument presque
K-simple, d́eploýe parK̃. SoitP/Spec(O) un sous-groupe parahorique deG. On
noteP = P×O F la fibre ferḿee, etM/F = Préd . Soit

1→ Gm→ M ′ → M → 1

la suite exacte de groupes algébriques associée par le th́eor̀eme 3’à l’image de
1 ∈ Z dans Pic(M). Cette suite exacte donne lieùa une application de bord
δ : H 1(F,M)→ Br(F ) et le diagramme

H 1(G,G(K̃)) rK−−−−→ H 3
nr(K)↑

H 1(O,P)

↓ o ∂K

H 1(G,P(F̃ ))
o ↓

H 1(F,M)
δ−−−−→ Br(F )

y
est commutatif,̀a une diagonale de signes près.

Remarque 6.La flèche de r´esidu∂K : H 3
nr(K) → Br(F ) est définie au §1.2;

les signes peuvent ˆetre précisés avec le Lemme 3 (§1.3).

Démonstration.Il est évidemment loisible de supposerF infini. Suivant les
Lemmes 3.a et 5, il suffit de calculer le compos´e

H 1(G,G(K̃)) ρK̃K−→H 2(G,K2(K̃)
) ∂BT−→ Br(F ).

Le radical unipotent deP est déployé. Ainsi, Pic(M) = Pic(P) etH 1(F,P)
∼−→

H 1(F,M) (cf. [Sa], Lemme 1.13). On peut donc travailler avecP au lieu deM.
Ainsi, on consid`ere la suite exacte associ´ee au g´enérateur canonique de Pic(P)

1→ Gm→ P
u→ P→ 1,

où l’on prend les̃F -points

1→ F̃× → P
u
(F̃ )→ P(F̃ )→ 1.
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Par ailleurs, si on pousse l’extension de Brylinski–Deligne `a F̃× par le symbole de
Bass–Tate, et si l’on restreint `aP(Õ), on obtient une extension

0 −→ K2(K̃) −→ EK̃ −→ G(K̃) −→ 1

∂BT

y y ∥∥∥
0 −→ F̃× −→ ∂BT ,∗

(
EK̃
) −→ G(K̃) −→ 1∥∥∥ x x

0 −→ F̃× −→ E −→ P(Õ) −→ 1.

Utilisant ici la densité deP(F ) dansP et le fait que l’extension 1→ Gm →
P
u→ P→ 1 représente l’image du g´enérateur deH 1

Zar(GK,K2) par le résidu∂ :
H 1

Zar(GK,K2) → Pic(P), on a selon la Proposition 5.2.4 de [BD] un diagramme
commutatif d’extensions

0 −→ F̃× −→ E −→ P(Õ) −→ 1∥∥∥ φ

y sp

y
0 −→ F̃× −→ Pu(F̃ ) −→ P(F̃ ) −→ 1,

où le morphismeφ est choisiG-équivariant. Ainsi, le morphismeφ induit un
diagramme commutatif

H 1(G,G(K̃))
ρK̃K−−−→ H 2(G,K2(K̃))

↑
H 1(G,P(Õ)) ∂K↓ o
H 1(G,P(F̃ )) δ−−−→ Br(F )

x
4.3. NON TRIVIALIT É DES INVARIANTS DE ROST

Une application du th´eorème précédent est de donner une autre d´emonstration de
la non-trivialité des invariants de Rost. De fac¸on précise, on a la

PROPOSITION 8 (Rost, cf. [EKLV], Cor. C2).SoitG/Z un groupe de Chevalley
semi-simple d́eploýe simplement connexe et presque simple. NotonsdG l’indice de
Dynkin deG (cf. [LS] § 2) et soitF0 = Fp ou Q. Alors, il existe une extension
de corpsE/F0 et une classeγ ∈ H 1(E,G) dont l’invariant rE(γ ) ∈ H 3(E) soit
d’ordre dG.

Démonstration.Par un argument dˆu à Serre de sp´ecialisation de la classe
‘verselle’ (cf. [Ti2], Prop. 8), il suffit de prouver la proposition pour les facteurs
premiers dedG, c’està dire d’exhiber pour tout facteurlr dedG (l nombre premier)
une extensionE/F0 et une classe deH 1(E,G) dont l’invariant de Rost est
d’ordre lr .
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Nous allons appliquer le th´eorème 4 au cas o`u F est un corps local non
archimédien etK = F((t)). Dans ce cas, l’application de r´esidu∂K : H 3

nr(K) →
Br(F ) est un isomorphisme d’apr`es le Théorème 3 de [Ka1]. Le groupeG étant
déployé, nous reprenons les notations en vigueur au §4.1, en particulier on consid`ere
une partie2 = {α} réduiteà une racine simpleα du diagramme de Dynkin1 de
G. Le Théorème 4 produit le diagramme commutatif

H 1(G,G(K̃)) rK−→ H 3
nr(K)x ∂K

y o
H 1(F,Mα)

δ−→ Br(F ) ≈ Q/Z,
l’isomorphismeBr(F ) ≈ Q/Z étant donn´e par la théorie du corps de classes local.
Le groupeMα est semi-simple et on consid`ere la suite exacte 1→ µc′α → DMu

α →
Mα → 1 figurant en (2.1.9) o`u c′α = nα = α∨0 (α) d’après (4.1.7). Puisque le groupe
DMu

α est simplement connexe d’apr`es le Lemme 9, on sait d’apr`es Kneser [Kn]
que l’application de bordδ′ : H 1(F,Mα)→ H 2

fppf (F,µc′α ) est bijective. Comme
le groupeH 2

fppf (F,µc′α ) s’identifie à c′αBr(F ) = Z/c′αZ, on a Im(δ′) ⊂ Im(δ) et
donc le diagramme ci-dessus produit un invariant de Rost d’ordrec′α .

Vu la remarque introductive `a la démonstration, en prenantF = Ql (resp.
F = Fp((u))) et E = K = F((t)) si F0 = Q (resp.F0 = Fp), il suffit de
vérifier que

p.p.c.m.
(
c′α, α ∈ 1

) = dG,
ce qui résulte de la table ci-dessous.

Table des entiersc′α et d1: Soit8 un système de racines simple de diagramme
de Dynkin1. Les sommets de1 étant num´erotés selon les tables de [Bou], les
valeurs des entiersc′i = c′αi sont les suivantes.

Al: Cl: c′i = 1 pouri = 1, . . . , l, dAl = dCl = 1;
Bl: c′1 = 1, c′i = 2 pouri = 2, . . . , l, dBl = 1;
Dl: c′1 = c′l−1 = c′l = 1, c′i = 2 pouri = 1, . . . , l, dDl = 1;
E6: c′1 = c′6 = 1, c′3 = c′5 = 2, c′4 = 3; dE6 = 6;
E7: c′7 = 1, c′1 = c′2 = c′6 = 2, c′4 = 4, c′3 = c′5 = 3; dE7 = 12;
E8: c′1 = c′8 = 2, c′3 = c′6 = 4, c′2 = c′7 = 3, c′4 = 6, c′5 = 5, dE8 = 60;
F4: c′4 = 1, c′1 = c′3 = 2, c′2 = 3, dF4 = 6;
G2: c′1 = 1, c′2 = 2, dG2 = 2.

5. Applications

Nous nous proposons d’´etudier sur quelques cas les cons´equences du th´eorème
précédent en omettant le cas deSpin(q), i.e. l’invariant d’Arason qui a ´eté étudié
en caract´eristique 2 par Kato [Ka1, Ka2] et Baeza [B]. En particulier, nous sommes
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intéress´es par les cas de la conjecture II de Serre d´emontrés sur un corps parfait
via les invariants de Rost; il s’agit des groupes de type1An,G2 etF4.

CONJECTURE II ([Se1] §3.3 et [Se3] § 5).SoitG/k un groupe semi-simple sim-
plement connexe absolument presquek-simple d́efini sur un corpsk. On noteS(G)
l’ensemble de ses entiers de torsion. Pour tout nombre premierp ∈ S(G), on
suppose quedimsep

p (k)6 2. AlorsH 1(k,G) = 1.

Si k est parfait, suivant Merkurjev–Suslin [Su1] et Bayer–Parimala [BP], cette
conjecture est connue pour les groupes classiques, les groupes de typeG2 et de
typeF4.

Le Théorème 2 ne permet pas de d´eduire la Conjecture II en caract´eristique
positive de celle en caract´eristique nulle par un argument de rel`evement puisque
si l’on choisit un corps completK pour une valuation discr`ete de corps r´esiduel
k, on a dimp(K) = dimp(F ) + 1> 3. Toutefois, nous allons g´enéraliser à la
caractéristique positive les cas des groupes de typeA1

n,G2 etF4.

5.1. LE CAS DESLD , L’ INVARIANT DE MERKURJEV–SUSLIN

SoitD/F une algèbre simple centrale de rangn2. D’après le théorème de Wedder-
burn, on sait qu’il existe un corps gaucheT /F de centreF , défini à isomorphisme
près, tel queD ≈ Mr(T ). On note IndF (D) = √dimF (T ) l’indice de D et
Nrd : D× → F× l’application de norme r´eduite. Sin ∈ F×, il est connu que le
cup-produitH 1(F,µn) ≈ F×/F×n → H 3(F,µ⊗2

n ) par [D] ∈ H 2(F,µn) induit
un homomorphisme

F×/Nrd(D×) −→ H 3(F,µ⊗2
n )

InterprétantH 1(F, SLD) = F×/Nrd(D×), on sait que cet invariant est un invariant
de Rost et qu’il a donc un analogue sauvage.

THÉORÈME 5 [Su1]. (a)Soit l un nombre premier distinct de la caractéristique
deF . On suppose queF contient une racine primitivel-ième de l’unit́e ζ . Soient
a, b ∈ F×. On noteAζ (a, b)F l’algèbre simple centrale d́efinie par les relations
suivantesXl = a, Y l = b,XY = ζYX. Pour toutc ∈ F×, il y a équivalence entre
les assertions

(1) (a) ∪ (b) ∪ (c) = 0 ∈ H 3(F,Z/pZ(2)),
(2) c ∈ Nrd

(
A×
)
.

(b) SiD/F est une alg̀ebre simple centrale d’indicen sans facteurs carrés avec
n ∈ F×, le morphisme

rF : F×/Nrd(D×) −→ H 3(F,Z/nZ(2))

est injectif.
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Nous allons donner un analogue en caract´eristique positive `a ce résultat.

THÉORÈME 6. Supposonscar(F ) = p > 0.

(a) Soienta ∈ F , b ∈ F×. On noteD = [a, b)F l’algèbre simple centrale d́efinie
par les relations suivantesXp −X = a, Y p = b, YXY−1 = X + 1. Pour tout
c ∈ F×, il y a équivalence entre les assertions

(1) [a.db/b ∧ dc/c] = 0 ∈ H 3(F,Z/pZ(2)),
(2) c ∈ Nrd

(
D×

)
.

(b) Si D/F est une alg̀ebre simple centrale d’indicen sans facteurs carrés, le
morphisme

rF : F×/Nrd(D×) −→ H 3(F,Z/nZ(2))

est injectif.

Démonstration.La seconde assertion r´esulte immédiatement du th´eorème prin-
cipal et du théorème de Merkurjev–Suslin ci-dessus (b). Montrons (a). SoitO un
anneau complet pour une valuation discr`ete (de rang 1) de corps r´esiduelF et de
corps des fractionsK de caract´eristique nulle. On notea et b les élémentsa et
b, et on noteb un relevé dansO. On sait que l’ensembleH 1(F, PGLp) classifie
lesF -algèbres simples centrales de degr´ep. Le lemme de Hensel montre que l’on
a un isomorphismeH 1(O, PGLp)

∼−→ H 1(F, PGLp) et ainsi on peut relever
D/F en uneO-algèbre d’AzumayaD dont la fibre générique a pour classe dans
pBr(K) l’ élémentχ ∪ (b) où χ = [a] ∈ H 1(F,Z/pZ) ≈ H 1(O,Z/pZ) ↪→
H 1(K,Z/pZ). Soit c ∈ F×/Nrd(D×) et c un relevé dec dansO. Le théorème
principal appliqué auO-schéma en groupesG/F = SL(D) donne

iKF (rF (c)) = rK(c) = χ ∪ (b) ∪ (c) ∈ H 3
p(K),

donc rF (c) = [a.db/b ∧ dc/c] ∈ H 3
p(F ).

THÉORÈME 7. SoitF un corps etl un nombre premier. Il y áequivalence entre
les assertions

(a) dimsep
l (F )6 2.

(b) Pour toute extension séparable finieE/F et pour toute alg̀ebre simple centrale
l-primaireD/E, la norme ŕeduiteNrd :D× → E× est surjective.

Ceci montre que la conjecture II vaut pour les groupes de type1An. SiX/F est
une variété, on définit le groupe de normesséparabledeX, notéNsep

X (F ) comme
le sous-groupe deF× engendr´e par lesNF ′/F (F ′×) pour les extensions s´eparables
F ′/F satisfaisantX(F ′) 6= ∅. On a une inclusion ´evidenteNsep

X (F ) ⊂ NX(F), où
NX(F) est le groupe de normes usuel. SiL/F est une extension s´eparable finie, on
aNL/k

(
N

sep
X (L)

) ⊂ Nsep
X (F ).
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LEMME 11. SoitD/F une alg̀ebre simple centralèa divisions etX/F la variét́e
de Severi–Brauer associée à D. Alors le groupeNrd(D×) est engendŕe par les
NL/k(L

×) où L est un sous–corps maximal deD tel que l’extensionL/F soit
séparable. En particulier, on a

Nrd(D×) = Nsep
X (F ) = NX(F).

Démonstration.Tout d’abord, observons que l’on peut supposerk infini et qu’il
est bien connu que Nrd(D×) = NX(F). On consid`ere leF -groupe réductifG =
GL(D), et on noteU ⊂ G l’ouvert de Zariski des ´eléments semi-simples r´eguliers
deG. CommeG est réductif, on sait queU(F) est Zariski-dense dansG ([SGA3],
exp. XIV, cor. 6.5). Sia ∈ U(F) ⊂ D×, l’extensionF(a)/F est séparable et est
un sous-corps maximal deD, donc Nrd(a) = NF(a)/F (a) ∈ Nsep

X (F ). OrG(F) =
U(F).U(F ), donc Nrd(D×) est engendr´e par lesNL/k(L×) oùL est un sous-corps
maximal deD tel que l’extensionL/F soit séparable.

Démonstration du th́eor̀eme 7. On traite uniquement le casl = p = car(F ),
en suivant pas `a pas la preuve du casl 6= p [Su1].

(b) H⇒ (a): Il suffit de montrer queH 3
p(F ) = 0. Ce groupe est engendr´e

par lesa.db/b ∧ dc/c aveca, b, c ∈ F× et le théorème ci-dessus (a) montre
immédiatement queH 3

p(F ) = 0.
(a) H⇒ (b): Comme (a) vaut par d´efinition pour toute extensionE/F , on peut

supposerE = F . SoitD/F une algèbre simple centralep-primaire etX/F la
variété de Severi–Brauer associ´eeàD. On veut montrer Nrd(D×) = F×, ce qui
revientà voir queNsep

X (F ) = F×.

Cas exp(D) = p. CommeH 2
p(F ) =p Br(F ), D est stablement isomorphe `a

un produit tensoriel [a1, b1) ⊗F [a2, b2) · · · ⊗F [am, bm). On noteXi/F la variété
de Severi–Brauer de l’alg`ebreDi = [ai, bi). On raisonne par r´ecurrence surm. Si
m = 1, commeH 3

p(F ) = 0, le théorème précédent montre queF× = Nrd(D×).
Supposonsm> 2 et soitx ∈ F×. Vu l’ égalité Nrd(D×m) = F×, le Lemme 11 per-
met, sans perte de g´enéralité, de supposer qu’il existe un sous–corps maximalL ⊂
Dm tel que l’extensionL/F soit séparable et tel quex = NL/F (t) ∈ NL/F (L×).
Appliquant l’hypothèse de r´ecurrence `a laL-algèbreD1⊗F D2 · · ·⊗F Dm−1⊗F L,
on trouve

z ∈ [a1, b1)⊗F [a2, b2) · · · ⊗F [am−1, bm−1)⊗ L
⊂ [a1, b1)⊗F [a2, b2) · · · ⊗F [am, bm),

avec NrdDL(z) = t et NrdD(z) = x.

Cas ǵenéral. On procède par induction surexp(D) = pr . Soit x ∈ F×. On
applique l’hypothèse de r´ecurrence `a l’algèbreD⊗p qui est d’exposantpr−1. Sans
perte de g´enéralité, on peut supposer qu’il existe une extension s´eparableL/F
déployantD⊗p telle quex ∈ NL/F (L×). CommeDL est d’exposant 1 oup, on a
L× = Nrd(D×L ), d’où x ∈ NL/F (L×) ⊂ NL/F

(
Nrd(D×L )

) ⊂ Nrd(D×).
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5.2. LE CAS DEG2

NotonsG2/Z le groupe de Chevalley de typeG2.

THÉORÈME 8 (Serre [Se3], th. 11).L’invariant de RostrF : H 1(F,G2)
∼−→

H 3
2,dec(F ) induit un isomorphisme (loc. cit., th. 11)

rF : H 1(F,G2)
∼−→ H 3

2,dec(F ),

où H 3
2,dec(F ) désigne l’ensemble deśeléments d́ecomposables deH 3

2 (F ), i.e.
s’écrivant[xdy/y] avecy ∈ F×.

Cet ensembleH 3
2,dec(F ) classifieégalement les 3-formes de Pfister surF . Nous

nous proposons de donner une preuve de ce th´eorème pour la caract´eristique 2
diff érente de la preuve originale.

Démonstration du th́eor̀eme 8 en caractéristique2 à partir de la caract́eristique
nulle. SoitF un corps de caract´eristique 2. On va appliquer bien sˆur le théorème
principal. SoitO un anneau complet pour une valuation discr`ete (de rang 1), de
caractéristique nulle, de corps r´esiduelF , dont on noteK le corps des fractions.
On noteK̃ une clôture non ramifi´ee maximale deK, de groupe de GaloisG.
Appliquant le Théorème 4, on a le diagramme commutatif

H 1(K̃/K,G2)
rK−→ H 3

2,nr (K)

`↑
H 1(O,G2) iKF

o ↓
H 1(F,G2)

rF−→ H 3
2 (F ).

x
Or l’invariant rK induit un isomorphismeH 1(K̃/K,G2)

∼−→ H 3
2,dec(K)∩H 3

2,nr(K).
Un petit exercice sur les symboles montre queH 3

2,dec(K)∩iKF
(
H 3

2 (F )
) = H 3

2,dec(F )

et ainsi l’invariantrF produit une injectionrF : H 1(F,G2) ↪→ H 3
2,dec(F ). Il reste

à voir querF : H 1(F,G2) → H 3
2,dec(F ) est surjectif. Pour cela, on va d´eterminer

l’ensembleH 1(G,G2(K̃)) avec la décomposition de Bruhat–Tits ([BrT3], Cor.
3.15 p. 694). On noteB0/F un sous-groupe de Borel deG2/F et B/Spec(O) le
sous-groupe d’IwahoriB(O) = sp−1(B0(F )) où sp : G2(O)→ G2(F ) désigne la
spécialisation. Le groupeG2,K admet deux sous-groupes parahoriquesP/Spec(O)
etG2/O contenantB/Spec(O). La fibre spécialeP/F dePest isomorphe `aPGL2.
Ainsi, la décomposition de Bruhat–Tits s’´ecrit

H 1(F,G2)an
⊔
H 1(F, PGL2)an

⊔
H 1(F,B0)

∼−→ H 1(G,G2(K̃)).

(Si H/F est un groupe r´eductif, on noteH 1(F,H)an l’ensemble des classes [z]
anisotropes, i.e. telles que le groupezH soit anisotrope). Un groupe de typeG2 est
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soit déployé, soit anisotrope, donc on aH 1(F,G2) = H 1(F,G2)an t H 1(F,B0).
Or d’après le Théorème 4, on a un diagramme commutatif

H 1(G,G2(K̃)) ←−H 1(G,P(Õ)) ∼−→ H 1(F, PGL2)

rK

y δ

y
H 3
nr(K)

∂K−−−−−−−−−−−−−−−→ Br(F ).

Puisque l’applicationδ : H 1(F, PGL2) → Br(F ) est injective, les deux dia-
grammes ci-dessus montrent queH 1(F,G2) s’identifie au noyau de l’application
composéeH 1(G,G2(K̃)) → H 3

nr(K) → Br(F ). Ainsi, l’application rK produit
une bijection

H 1(F,G2)
∼−→ Ker(H 3

nr(K) ∩H 3
dec(K)

∂−→ Br(F )),

d’où une bijection

H 1(F,G2)
∼−→ iKF

(
H 3

2 (F )
) ∩H 3

dec(K) = H 3
2,dec(F ).

5.3. LE CAS DEF4

On noteF4/Z le groupe de Chevalley de typeF4 sur F . L’invariant de Rost se
décompose en deux invariants

f3 : H 1(F, F4) −→ H 3(F, (Z/2Z)(2)) et

g3 : H 1(F, F4) −→ H 3(F, (Z/3Z)(2)).
On sait, en caract´eristique nulle, que le noyau derF : H 1(F, F4) → H 3(F,µ⊗2

6 )

est trivial ([Se3], § 9.4, ). Le th´eorème suivant r´esulte donc du th´eorème principal.

THÉORÈME 9. SoitF un corps. Soitα ∈ H 1(F, F4). Sif3(α) = 0 et sig3(α) =
0, alorsα = 1.

En caract´eristique 3, ce r´esultat peut ˆetre déduit aussi du Th´eorème 7 de [PR]
par le même raisonnement qu’en caract´eristique nulle. La conjecture II pour les
groupes de typeF4 vaut donc aussi en caract´eristiques 2 et 3.

5.4. LE CAS DEE8

Nous allons donner une application du th´eorème principal aux groupes de type
E8, généralisant un r´esultat de Chernousov [Ch] `a la caract´eristique positive. Rap-
pelons ce r´esultat. On noteE8/Z le groupe de Chevalley de typeE8. Si car(F ) 6=
2,3,5, le noyau der5,F : H 1(F,E8) → H 3(F,µ⊗2

5 ) est constitu´e des classes
γ ∈ H 1(F,E8) tuées par une extension de degr´e premierà 5.

THÉORÈME 10. Soitγ ∈ H 1(F,E8). Alors il y aéquivalence entre les assertions

(1) r5,F (γ ) = 0 ∈ H 3(F,Z/5Z(2)),
(2) Il existe une extensionE/F de degŕe premierà 5 satisfaisantγE = 1.
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Démonstration. SiF est de caract´eristique distincte de 2,3 et 5, c’est le r´esultat
de Chernousov. Sinon, on choisit un anneau completO pour une valuation discr`ete
(de rang 1), de corps r´esiduelF , et de corps des fractionsK de caract´eristique
nulle. Un argument de transfert montre(2) H⇒ (1). Réciproquement, soitγ ∈
H 1(F,E8) satisfaisantr5,F (γ ) = 0. On relèveγ en une classeα ∈ H 1(O,E8) et
on noteβ son image dansH 1(K,E8). Le théorème principal montre quer5,K(β) =
0. Ainsi, il existe une extension finieK ′/K de degré premierà 5 tuantγ . NotonsO ′
l’anneau de valuation deO etF ′ son corps r´esiduel. Alors commeH 1(O ′, E8) ↪→
H 1(K ′, E8), on aαO′ = 1 ∈ H 1(O ′, E8) et γF ′ = 1 ∈ H 1(F ′, E8). Or [F ′ : F ]
divise [K ′ : K] doncγ est tuée par une extension de degr´e premierà 5.
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