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Symbole galoisien [—adique et
théoreme de Suslin-Voevodsky

By

Philippe GILLE

Abstract
The present paper provides an alternative proof of a theorem of
Suslin-Voevodsky. We use more classical tools, namely certain Severi-
Brauer schemes and continuous étale cohomology.

Introduction. Soit k un corps, ks une cloture séparable de k et G, le groupe de
Galois absolu de ks/k. Rost et Voevodsky ([V], [R]) ont démontré récemment
la

Conjecture de Bloch-Kato [K]. Pour tous entiers ¢ > 0, m > 1, m in-
versible dans k, le symbole galoisien

B g KM (k) fmE Y (k) — HO(k, u29)

est un isomorphisme.

Rappelons brievement les acteurs en présence : K, é‘/f (k) désigne le g—ieme
groupe de K—théorie de Milnor, c’est—a—dire le quotient du produit tensoriel
kX @z ---®z k™ par le sous-groupe engendré par les éléments a1 @ a2 ® - - - @ aq
tels qu'il existe un indice 4 satisfaisant a; + a;41 = 1; on note alors {as, ..., a4}
la classe (ou symbole) dans K} (k) de a1 ® ... ® aq. Le groupe H(k, pi9)
désigne le g—itme groupe de cohomologie galoisienne de k & coefficients %9 =
pm(ks) ®z ... @z pim(ks) (¢ fois). Suivant le théoreme 90 de Hilbert, on a un
isomorphisme k*/(k*)™ — HY(k, i), a — (a); le symbole galoisien est
défini par hl o ({a1,...,aq}) = (a1) U--- U (ag).
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On fixe un premier inversible [ dans k. Le cas d’un corps fini étant trivial,
on peut supposer le corps k infini. Nous nous intéressons a la formulation
équivalente suivante de la conjecture due a Suslin-Voevodsky (pour | =2, il y
a une démonstration antérieure de Merkurjev [Me2]).

Théoreme 0.1.  ([SV], theorem 11.4) Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Le groupe H1(F,Q;/Z;(q)) est divisible pour tout corps F/k;
i1) Pour toute extension de corps F/k, le symbole galoisien
h: KM(F)/l — HI(F, ) est bijectif;
iit) Pour toute extension de corps F/k, le symbole galoisien
h: KM(F)/l — HI(F, 1) est surjectif. O

Suivant Tate ([T],52), ’assertion ¢) peut étre également formulée en termes
de cohomologie galoisienne I-adique, a savoir

") HIY™YF,7(q))tors =0 pour toute extension F/k.

Par ailleurs, I’étape clef du théoreme de Merkurjev-Suslin est le

Théoréme 90 de Hilbert pour Ks ([MS]) : Pour toute extension cyclique
L/k de degré 1, le complexe

(1-0) Nr/k
— 7

K3'(L) K3(L) K3 (k),

est exact, ou Z/IZ = (o), et N, désigne la norme en K-théorie de Milnor

([BT], [K]).

Ici, ’objet principal d’étude est le complexe analogue pour la cohomologie
galoisienne [-adique.

“Probleme de Hilbert 90 [—adique” : Le complexe

HY(L, Zu(q) =2 HY(L, Zu(q))

Cory
—

HA(k, Zi(q))
est exact.
Cette question est liée au théoreme 90 de Hilbert pour la K-théorie de

Milnor par le symbole galoisien l-adique hy, : K} (k) — H(k,Z(q)) défini
pour g = 1 par l'identification du groupe

H'(k, Z,(1)) = lim H' (k, ju») = lim k™ /k*"

n n

au complété [—adique de k* et défini pour g > 2 ([T], theorem 3.1) par
hz : Kéw(k) - Hq(kvzl(Q))v {Cl1, U aa‘q} = h‘(a’l) U---u h(aq)7
de sorte qu’il releve le symbole galoisien

Wi o 2 KT (R) /U™ — H (K, pi™).
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On a le diagramme commutatif

(1-0o) Ni/k
— —

K(L) KJ(L) K (k)

h%l h%l th

H(L, Z(q)) <7 HO(L, Zulg)) S Ho(k, Zu())

dont la seconde ligne est bien plus maniable™'. En supposant la conjecture
acquise en degré < ¢ — 1, nous établissons un lien entre le probleme de Hilbert
90 l-adique et le théoréme 0.1 via Passertion i’). Nous donnons une nouvelle
démonstration du théoréeme de Suslin-Voevodsky complété par de nouvelles
formulations équivalentes de la conjecture de Bloch-Kato.

Théoreme 0.2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Le groupe H1(F,Qq;/Z;(q)) est divisible pour tout corps F/k,

ii) Le bord HI(F, ui?) 3 HIYY(F, u?), associé a la suite exacte
0— u? — ,u?;q — uP9 — 1, est trivial pour tout corps F/k,

iii) Hilbert 90 l-adique en degré q,

iv) Hilbert 90 l-adique en degré q pour les symboles,

v) Pour toute extension de corps F/k, le symbole galoisien

hip: KM (F)/l — HI(F) est bijectif,
vi) Pour toute extension de corps F/k, le symbole galoisien

hip: KM (F)/l — HI(F) est surjectif.

Ensuite, c’est exclusivement sur la formulation équivalente i) que on
travaille avec une extension L/k = L(\/s). Le probleme de Hilbert 90 I-adique
pour les symboles admet un cas “versel”, dont la variété sous-jacente est le
produit des variétés de Severi-Brauer des k(t)—algebres cycliques de degré [

Ac(Npjr(ei),t),

de présentation X! = Nii(ci), Y! = t, XY = CYX, ou ¢ désigne une
racine primitive [-itme de I'unité et ¢ une indéterminée. On note alors F'/k(t)
le composé des corps de fonctions des variétés de Severi-Brauer des k(t)-
algebres A¢(Np,i(ci),t). 1l existe des fonctions g; € ' = F.k(t') avec t' =
Vt satisfaisant Ny x(c;) = Np/yp(gi) et on vérifie (lemme 4.1) alors que
hr, (ZZ {ci7bi}) — Rest (fo) est essentiellement un “spécialisé” (en une place
F — k au-dessus de la place k(t) — k correspondant a s) de I’élément “versel”

F/
Cory,

h (Z {95.01}) — Rest (5o) € Ker(HO(F, Zu()) =5 HI(F, Zu(0))).

*IDe facon plus précise, la description de la I-torsion dans H2(k,Z;(2)) est immédiate,
alors que la description de la [-torsion de Ké”(k) nécessite le théoreme de Hilbert 90 pour
KM,
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Notons que la considération de coniques verselles intervient dans une preuve
simple du théoreme de Merkurjev [Me3].

Passons en revue 'article. La premiere section fait des rappels de coho-
mologie galoisienne [—adique et la seconde discute le probleme de Hilbert 90
l-adique. La troisieme section concerne les schémas de Severi-Brauer; ils in-
terviennent dans la définition et ’étude des classes verselles utilisées dans la
preuve du théoréme 0.2 (section 4).

Remerciements. En premier lieu, je tiens a exprimer ma reconnaissance a
Jean-Louis Colliot-Thélene et a Christophe Soulé d’avoir suivi et commenté
les différentes étapes de ce travail; leur aide m’a été précieuse. Je remercie
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ce texte (juillet 2003). Je remercie Tamés Szamuely pour sa lecture attentive
du manuscrit et ses améliorations de rédaction.

Enfin, je tiens a remercier Jean Barge, Bruno Kahn, Marc Levine, Alexan-
der Merkurjev et Fabien Morel pour les échanges dont j’ai bénéficié.

Notations.

o Z/I™L(i) = pit, i > 0,m > 1), et Z/I™Z(—i) = Homy, g (ufor, Z/I™Z),
Qu/Zi(i) = lim p3!,

e ,A et A/n le noyau et le conoyau de la multiplication A X% A par un
entier n pour un groupe abélien A,

e Aiors latorsion d’un groupe abélien A et et A{l} la composante [-primaire
Ators7

e on note A} la catégorie abélienne des systémes projectifs de groupes
abéliens

= Ay = Apr — - — Al — Ao

On note lim" le premier foncteur dérivé du foncteur limite projective lim :
— —
n n
(Ap)N — Ay (les foncteurs dérivés supérieurs sont nuls).

e Tous les groupes de cohomologie H*(S,F) sont des groupes de coho-
mologie étale (resp. continue étale) d’un schéma S pour un faisceau étale
(resp. continu étale) F/S. On note Pic(S) = H(S,G,,) le groupe de Picard
de S et Br(S) = H%(S,G,,) le groupe de Brauer-Grothendieck de S [G].

e Si A est une k-algebre étale, on note R4/x(Gym a) la restriction des
scalaires & la Weil de A & k du tore standard G,,, 4 = Spec(A[tT!]).

1. Cohomologie galoisienne [—adique

Nous travaillons d’abord avec les groupes de cohomologie [—adique définis
par Tate [T] par les cochaines continues, et ensuite avec la théorie de la coho-
mologie étale continue de Jannsen [J] qui généralise la cohomologie galoisienne
continue.
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1.1. Cohomologie I-adique des groupes profinis

Soit G un groupe profini. Si M est un Z;—module de type fini (muni
de la topologie profinie) avec une action continue de G, on note H'(G, M) les
groupes de cohomologie I-adique de Tate [T] définis avec des cochaines continues
C*(G, M). Le lien avec la cohomologie des groupes profinis usuelle est fait par
la suite exacte de Milnor (loc. cit., proposition 2.2)

0 — lim"H" (G, M/l") — HY(G, M) — lim HY(G,M/I") — 0.
En particulier, comme les groupes H°(G, M /I™) sont finis, le systéme (HO(G, M/l”))
satisfait la condition de Mittag-Leffler et donc H'(G, M) = lim H' (G, M/I").
Ainsi, !
HY(G, 7)) = lim H'(G, 2/1"Z)
= <h_mH0mgr,cont(G7 Z/an) = Homgr,cont(G7 Zl)7

n

le groupe des homomorphismes continus de G dans Z;. On dispose de cup-
produits, et pour tout sous—groupe ouvert H C G d’une restriction Res® :
H (G, M) — H'(H, M) et d’une corestriction (ou transfert) Cor’ : H*(H, M) —
H'(G,M) satisfaisant Cor o Res = X[G:H], Res o Cor = xNg/y ol
N/ =3 gec/ul9H] € Z|G/H] et la formule de projection Cor(Res(a)US) =
a U Cor(B3). L’isomorphisme de Shapiro pour le H-module restreint Resg (M)
(i.e. le module M, I’action de H provenant par restriction de celle de G) permet
de travailler seulement avec le groupe G.

Lemme 1.1. On note ¢ : Z;|G/H| — Z; laugmentation et
p: Zi|G/H] — Z la projection sur le facteur [H]. Alors pour tout entier g,
le composé

can : HY(G, M ®g, 74|G/H)) — H(H, M ®gz, 7;|G/H]) 2~ HI(H, M)
est un isomorphisme et €, o (can)~* = Cor : H1(H, M) — H9(G, M).

Démonstration. Le lemme est vrai pour la cohomologie usuelle ([Sel], §1.2.5
prop. 10 appliquée a Resg (M)). Il est donc vrai pour la cohomologie continue
en utilisant la suite exacte de Milnor. (]

On suppose que M est sans torsion. Alors la suite exacte 0 — M o
M — M/I™ — 0 induit la suite exacte

0 — HYG, M)/I™ — HYG, M/I™) 2 1 HY(G, M) — 0.
En passant a la limite sur m, on obtient alors une suite exacte ([T], §2)

0 — HYG, M) @z, Q1/Z — HY(G, M @ Q/Z;) > HI" (G, M)rs — 0.
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1.2. Cas d’un quotient cyclique

Cette section est a rapprocher de la proposition 15.2 de [MS].On suppose
que H est un sous—groupe normal ouvert et que le quotient G/H =T est cy-
clique d’ordre d = I". Soit ¢ un générateur deT'. Onnote N =1 +0 4 --- + 0?1 ¢
Z;[T']; on dispose du morphisme de norme N : Z; — Z;[I'] envoyant 1 sur N
et de 'augmentation € : Z;[I'] — Z; définie par €(}_, a;0") = > ,a;. On ala
relation e o N = xd et la suite exacte

0— 7 =5 7,[T) 122 7,1 = 7, — 0.

On pose I = Ker(e) et J = Coker(N), on a alors un isomorphisme
(1-—0): J-"51. Les suites exactes 0 — I — Z[I] — Z, — 0, et
0—Z; — Zi[l'] = J — 0 admettent des sections continues. Apres tensorisa-
tion par M, elles donnent lieu, via le lemme 1.1, au diagramme a lignes exactes

HUG M) L HH M) —— HY(G, M &g, J) — -
(1—U)l?
HYY(H, M) Cor HIYG, M) —>— HYG,M &z, I) — -

Res®t!
S HOTNG, M) RS geti(H, M)

q
om0 g, M.
La fleche induite de HY(H, M) — H9(H, M) est donnée par 1 — o, ol 'action
est celle de I sur H9(H, M). Une chasse au diagramme donne alors une suite
exacte

HY(G,M)— HYH,M)""° — H'(G,M)/Cor? ' (H" ' (H, M))

2, Ker(Res?™) — Ker(Cor?) /(1 — o) HI(H, M) — 0.

Pour déterminer la fleche ¢, on voit H9=(G, M) comme H9~1(G, M) ®z, H*(G,Z;)
et puisque les diagrammes précédents sont compatibles aux cup-produits, il ap-
parait que ¢(v) = yU® avec § = ¢(1) € H?*(G,7Z;). Pour déterminer 6, on peut
momentanément supposer que G =T, c’est-a-dire H = 1, et la suite ci-dessus
avec ¢ = 1 et Z; s’écrit

7, % H2(D,Z;) — 0,

i.e. 6 est un générateur de H*(T',Z;) = Z/dZ; il résulte que 6 = m.6(x), o
X : G — T'=7/dZ est le caractere de noyau H envoyant o sur 1 et m un entier
premier a [. Quitte & remplacer ¢ par m’¢ avec mm’ = 1[d], on peut donc
supposer que ¢ = Ud(x). Nous avons donc établi le résultat suivant.



Symbole galoisien l-adique et théoréeme de Suslin- Voevodsky 7

Lemme 1.2. La construction ci-dessus donne une exacte

19(G, M) B Ho(m, M)T — HYG, M) /Cor™ (HO(H, M))

0, Ker(Res™1) 25 Ker(Cor?) /(1 — o) HI(H, M) — 0.

Cette suite exacte est plus précise que 'information donnée par la suite
spectrale de Hochschild-Serre H(I', H4(H,M)) = H"9(G,M) qui existe
pour la cohomologie continue ([J], theorem 3.3).

Lemme 1.3. a) On suppose que dM = 0. Alors le diagramme

Ker(H"'(G, M) — H*"'(H,M)) — Ker(H(H, M) Cor HY(G,M))/(1—o)H*(H,M) .

XU N\ /" Res
HY(G, M)
est commutatif.
b) On suppose que le complexe

Resa(1-0) H(

HY(G, M) & HY(H, M) H, ) S maG,

est exact. Alors le complexe

Res

SN (G M) s HI (H, M)

HTYG, M) o HY(G, M)

est exact.

Démonstration. a) La compatibilité des fleches aux cup-produits nous ramene
une fois de plus & traiter le cas ¢ = 0 et M = Z/dZ. Alors on a une injection

Ker(HY(G,Z/dZ) — H'(H,Z/dZ)) £, Ker(Z/dZ C%ZO Z/dZ)
ResTZ
Z/dZ.
On observe que le caractere x engendre le groupe Z/dZ =

Ker(HY(G,Z/dZ) Res H'(H,Z/dZ)) et on fait grace au lecteur de la vérification

p(x) = 1. Le b) est un corollaire immédiat du a) et de la suite exacte précédente.
U

1.3. Application a la cohomologie galoisienne

On passe maintenant a la cohomologie galoisienne du corps k, c’est-a-
dire & la cohomologie du groupe de Galois absolu G = Gal(ks/k). La section
précédente s’applique aux modules Z; (i) := lim Mf?f.
On note H9(k) = H4(k, 1) et v ~— [4] la réduction H9(k,Z(q))/l — H(k).
Le lemme 1.2 produit la suite exacte suivante.
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Lemme 1.4. Soit x € H'(k,Z/dZ) un caractére surjectif et L/k I’extension
cyclique de k associée. Alors on a une suite exacte

H Y (k, Zy(n)) 2% Ker[H™ (k, Zy(n)) — H™ (L, Zi(n))] -2

L
Ker[H™ (L, Zi(n)) <25 H™(k, Zy(n))] /(1 — o) H™ (L, Zi(n)) — 0. -
1.4. Spécialisation
Lemme 1.5.  Soit X/k une variété connexe lisse et x un point fermé de

X. Soient M un Z;—module galoisien continu de type fini et n un entier.
1. Ker [H”(k,M) — H(k(X), M)} € Ker [H”(k, M) — H™(k(z), M)];
2. Ker [Hq(k,M) — Hq(k(X),M)] est annulé parnx = p.g.c.d{[k(z) 1 k] | x € Xo};
3. Si X(k) £ 0, alors Ker [HQ(k, M) — H(k(X), M)] =0.

Démonstration. 1) Le complété de I'anneau local Ox , est k—isomorphe &
k(x)[[T4, ..., Ts]] (cf. [GD], th. 0.19.4 page 102), dont le corps de fractions est un

sous—corps de k(z)((T1)) - - ((Ty)). Par suite, si o € Ker [H”(k;, M) — H"(k(X),M)|,

onaa € Ker[H"(k;,M) — H"(k(x)((Tl))((Té)),M)} Le morphisme de
groupes de Galois absolus Gal(k(z)((T))) — Gal(k(x)) admet une section
([Sel], §I1.4, exercice 2.c), donc H™ (k(z), M) s’injecte dans H™ (k(z)((T1))...((Ts)), M)
et ainsi « s’envoie sur 0 dans H"(k(x), M).

2) Par transfert, pour tout € Xy, on a Ker [H"(k;, M) — H"(k(X), M)} d’on

I’assertion.
3) Si X(k) # 0, alors ny = 1. L’assertion précédente donne immédiatement

Ker {Hq(k,M) — HI(k(X), M)} =0. O
2. Le complexe de Hilbert 90 l-adique

On considere ’hypothese suivante :

BK(q — 1) : le symbole galoisien KM(F)/1 — H*(F) est bijectif pour
tout r < q— 1 et pour toute extension F/k.

2.1. Conséquences de ’assertion BK;(q — 1), I

Dans cette section, nous allons examiner quelques conséquences de ’assertion
BK;(q — 1). Pour tout entier positif n, on rappelle les suites exactes

0 — H"(k, Zi(q))/1 — H™(k, i) 25 \H™ ' (k, Zy(q)) — 0 (2.1)

et
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0 — H"(k,Zi(q)) @2, Qu/Zs — H"(k,Qi/Zi(q)) > H"  (k, Z4(q))tors — 0. (2.2)

Par hypothese, pour toute extension F/k, on a KM (F)/l — H"(F), donc
H"(F,Zy(q— 1))/l = H"(F) pour r < ¢ — 1. On a donc pour tout r < ¢ — 1
les annulations

(H™ Y (F, Zy(r)) = 0 donc H™P(F, Zy(r))sors = 0.

Pour toute extension E/F cyclique de degré [ et de groupe (o) , le noyau
Ker (HT""l(F7 Zy(r)) — H(E, Zl(q))> est de [-torsion et le lemme 1.4 montre

alors que le complexe

H' (B, Zy(r)) ——2— H"(E,Z(r))

est exact. C’est 'assertion “Hilbert 90 [-adique” en degré r < ¢ — 1.

Lemme 2.1.  On suppose l'assertion, BK;(q—1) vérifiée et la présence
dans k d’une racine primitive l-iéme de l'unité (. Le morphisme composé

AP KM (k) s HO (R, 7 (q)

q

KLy (k)1
est surjectif.
Démonstration. Si g = 0, le lemme est trivial, on peut donc supposer ¢ > 1. On
dispose d’un isomorphisme 6 : Z/IZ(q — 1) _xe, Z)IZ(q) = Z)1Z(q— 1) ® .

Suivant I'hypothese de récurrence, on a un isomorphisme H9~ 1 (k, Z;(q—1))/l —
HI7Y(k,Z/1Z(q — 1)); le composé

0
O HY\(k, Zulq — 1))/1 = HO (k, /1Z(g — 1)) =
H (R, Z/1Z(g)) > 1 HO (k, Zu(g)-
est donc surjectif. Pour voir qu’il s’agit bien du cup-produit par (¢), la méthode

habituelle d’écrire H4~1(k,Z;(q—1)) = HY 1 (k,Z;(q¢—1))®z, H°(k, Z;) ramene
au cas ¢ = 0. Alors le composé Z/1Z - H(k, ;) — (H' (k,Z;(1)) envoie 1 sur

h(¢). Par  hypothese, le symbole galoisien KM, (k)/I —
HY Yk, Zi(q— 1))/l = HI71(k) est surjectif, ce qui finit la démonstration.
O

La premiere partie de la proposition suivante est due & Bloch sur un theme
de Milnor-Tate ([Mr], corollary 5.8 p. 339) comparant les symboles galoisiens
entre k et k(t).
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Proposition 2.2.  On suppose l'assertion BK;(q — 1) vérifiée.
a) ([B2] théoréme 3.1)

Coker[K M (k)/l — H(k)] — Coker[K} (k(t))/l — H(k(t))]

et Ker[KM(k)/l — HU(k)] = Ker[KM (k(t))/l — H(k(t))].
b) (H™ (K, Zi(q)) = 1 H ™ (k(t), Zi(q)).-

Démonstration. b) Le lemme 1.5 montre U'injectivité de ;HIT(k,Zi(q)) —
(HT 1 (k(t),Zy(q)). Pour la surjectivité, on utilise la surjection & : H9(k(t)) —
JHIT (k(t), Zy(q)). Soit v € HY(k(t)). Suivant la remarque page 123 de [Sel]
et ’hypothese de récurrence appliquée aux corps résiduels k(x), cet élément
s'écrit

Y=+ Y Cory ™ ((t —ya) Ulu(r)),

zEA;}
ot o € H(k), et hy(ry) € K} (k(x))/l = H? ' (k(x)) est le résidu en 2 de
7 et t — y, une uniformisante au point x. Le symbole galoisien K (k(t))/l —

H9(k(t)) factorise par HY(k(t),Z;(q))/l. D’apres la suite exacte (2), le bord §
est nul sur les symboles, donc 6(7) = 6(70). O

2.2. Conséquences de ’assertion BK,(q — 1), IT

On suppose dans cette section que k contient une racine primitive [-ieme de
I'unité ¢. Soit L = k({/s)/k une extension cyclique de groupe I' = (o) = Z/IZ.
On note V(L/k) 'homologie du complexe

HY(L, Z4(q)) Y= H9(L, Z4(q)) S H(k, Zu ().

De fagon analogue, on note V(L /k,Z/IZ) 'homologie du complexe

L
=), gacry SO o,

HY(L)
Lemme 2.3.  On suppose Uassertion BK;(q — 1) vérifiée.
a) On a un isomorphisme

Ker[H"" (k, Z(q)) Res, H™Y (L, Zi(q))] = V(L/k).
b) Les complezes

HT™YL,7Z)(qg—1)) (=9, HT™YL,7(q—1)) % HT Yk, Z)(g - 1))

et

(Resy (1-0)) Cor”

HI7Y k) o HTY(L) HI™Y L) —2 HT (k)

sont exacts.
¢) Soit B € HI(L,Z(q)) tel que Corr (13) = 0. Alorsl3 € (1—0)H(L, Z;(q)).
d) Resy, (1HY(k,Zi(q)) ) C (1 — 0)HY (L, Z(q)).
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Démonstration. a) Pour tout scalaire ¢ € kX, on note x. € H(k,Z/IZ) le
caractére associé a (¢) € HY(k, ) ~ H*(k,Z/IZ). Le lemme 1.4 montre que
I’on a une suite exacte

HI (k, Zu(q) 20 Ker[HT (k, Zi(g)) — HPN(L, Zu(q))] — V(LK) — 0.

Soit a € H971(k,Z(g)). Nous allons voir que o U §(xs) = 0. Dans ce but,
on considere l'extension k(t) et o U §(x:) € (HI (k(t),Zi(q)). La propo-
sition 2.2.b montre que « U §(x;) est une classe constante, i.e. venant de
Yo € tH™(k,Zi(q))). On a (x4)((t—1y) = 0 donc

Yo € Ker(Hq“(k,Zl(q)) — H (k((t — 1)),%(!1)))-

Le lemme 1.5 montre alors que 7o = 0. Ainsi a Ud(x:) = 0. Or (X¢)r((s—1)) =
(Xs)k((s—1)) = 0 et le méme argument montre que o U §(x) = 0.

b) La premiére assertion a déja été démontrée au début du §2.1. On en tire la
suite exacte

Res; @ (1-0)
—_—

HO (k, Zy(q — 1)) /1 & H' (L, Zy(q — 1)) /1 H L, Zi(g — 1))/

Cor,, HIY(k, Zy(q — 1)) /1.

L’assertion résulte alors de 'hypothese de récurrence.

¢) Par transfert, on peut supposer que k posséde une racine primitive [-ieme
de I'unité ¢. Soit 3 € HI(L,Z(q)) tel que Cory (18) = | Cory(3) = 0. D’aprés
le lemme 2.1, il existe vo € H1~!(k,Z;(q— 1)) satisfaisant Cory (3) = h(¢) Uo.
Notant toujours N =140 +--- + ¢'~!, on observe que

18 = Resr [Coré(ﬁ)} +({(—-N)g
=h(()Ur +(1—-N)s
= (1= 0).(A(V5) U0 ) + (1= N).4

et quel — N € (1 —0)Z[I']; on en déduit I8 € (1 —0).HY(L,Z;(q)). L’assertion
d) a été démontrée au passage. O

Proposition 2.4. [MS, §15] On suppose 'assertion BK;(q—1) vérifiée.
La suite

(s)u

R L
HY (k) 22 H(k) —— H(L)
est exacte. O

Cette suite peut étre prolongée a gauche (loc. cit.). Notons que si I = 2, la
proposition résulte de la suite exacte de cohomologie associée a la suite exacte

de modules galoisiens 0 — Z/27Z — Ry /,Z/27 LN Z/2Z — 0.
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Lemme 2.5. [GS, 7.5.10] d(xs) = —(¢) U (s) € H%(k). O

Démonstration de la proposition 2.4. L’assertion b) du lemme 2.3 jointe au
lemme 1.3.b montre que le noyau de la restriction H9(k) — H9(L) est engendré
par xs U H771(k) + §(xs) U H72(k). Le lemme entraine la proposition. O

3. Schémas de Severi-Brauer des algebres cycliques

Le but de cette section est de rappeler une construction de cocycles ex-
plicites pour les algebres cycliques en la généralisant au cadre des algebres
d’Azumaya, et du groupe de Brauer-Grothendieck [G].

3.1. Cocycles explicites

Soit S/k une variété lisse. Soient d un entier inversible dans k et 7 :
S’ — S un revétement étale galoisien de groupe Z/dZ = (o) de classe [r] €
H},(S,Z/dZ). Soit a € H°(S,G,,). Onnote (a, S'/S, o) la S-algebre d’Azumaya
“cyclique” (par analogie avec le cas ot S est un corps) définie par

d—1
(a,S'/S,0) = @OS/ 2,
i=0
avec la multiplication 2¢ = a, Az = 2(°)) (A € Os/). On note
fa: A% — AS
l'automorphisme défini sur la base (e;)o,....q—1 de l'espace affine A? par

fale) =€ix1 (i=0,...,d—2), faolea1) =aceq.

On note f, son image dans PGL4(.S); 'automorphisme f, de IP’dsfl est d’ordre
d.

Lemme 3.1.  L’élément f, définit un 1—cocycle
2(a) : Z)dZ — PGL4(S) — PGL4(S"), 1+ f,

et la classe [2(a)] € HY(S'/S,PGLy).

a) [2(a)] = [(a,8/5,)].

b) On note A : HY(S,PGLy) — Br(S) le bord associé a la suite exacte de
S—groupes 1 — Gy, g — GLgq,s — PGLg s — 1. Alors on a

Démonstration. a) On note A = Mg la S-algebre Azumaya tordue par le
cocycle z(a). La démonstration dans le cas des corps [GS, 2.5.2] s’étend et
produit un isomorphisme canonique A — (a, S’/S, 7).

b) On peut supposer S connexe et vu que Br(S) s’injecte dans Br(k(S)) ([G],
11, corollaire 1.8 page 73), on peut supposer que S = Spec(k) et S’ = Spec(k’)
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ou k' est une Z/dZ—algebre étale. Le diagramme commutatif suivant de suites
exactes de Z/dZ-groupes

1 —— kX —— GLgk) —— PGLy4k) —— 1
1 —— (K)* —— GLg(k") —— PGL4(k") —— 1
donne lieu au diagramme commutatif
HY(Z/dZ,PGL4(k)) ——— H?*(Z/dZ,k>)

HY(Z/dZ,PGLy(K')) — H2(Z/dZ, k'),

ol les fleches horizontales sont les fleches de bord. ce diagramme s’identifie via
la périodicité de la cohomologie des groupes cycliques a

Hom(Z/dZ, PGLy(k))/Int (PGL4(k)) —=2 kX /k*d

| !

HY(Z,/dZ,PGLy(K')) 22 BNy i (R).

On note fo 4 : Z/dZ — PGLg(k") le morphisme de Z/dZ groupes envoyant 1
sur fo. On a [2(a)] = fa4+(7) dans HY(Z/dZ,PGL4(k')), donc As([z(a)]) =
Ai(fa) = [(fa)] = a mod Ny (k). Comme la flecche k* /Ny (k') —
H?(Z/dZ, k™) — Br(k) est le cup—produit par 6([x]) ([GS], chapter 4, propo-
sition 7.3), le bord de [z(a)] dans Br(k) est la classe —d([n]) U (a). O

Ainsi, le lemme associe & la donnée (a, S’/S, o) le 1-cocycle
z(a) : Gal(S'/S) — PGL4(S")

défini par z(a), = f.. Le tordu du schéma P9~! selon le cocycle z(a) par
laction de PGL, sur P4—1 définit le schéma de Severi-Brauer

X/8 = X(a,5'/8,0)/ =0 (P4)
de la S—algebre d’Azumaya cyclique (a, S’/S, o).
3.2. Un ouvert de X/S

Pour j = 0,...,d — 1, on note H; 'hyperplan projectif de P?-1 défini par
I'équation x; = 0. Le fermé

/ d—1
U H]‘ 2( S’ C PS/
§=0,...,d—1
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se descend via z(a) & S et définit donc un sous-schéma fermé Y = Y'(a, S'/S,0)/S
de X(a,S’/S,0)/S; on pose alors
U/S=U(a,S)S,0)/S=X\Y.

~

Notant U’/S" = U x S = (P \ UjHj) §S’ = (Gy,s)% 1, on considere la
fonction
g=z0/r1 € H'(U',G,,).

Vu que “g = g, la norme pour I'action tordue de la fonction g n’est pas autre
chose que

d—1

Noyolg) = [ (£ o))

qui s’explicite en =0

Ny ju(g) = xo/T1 X axq/T0 X Xg—1/Tq -+ X Tg_2/Ta—1 X -+ X T2/T1 = a.
1l résulte que a,i € Ny jy (HO(U', Gy,)).
Lemme 3.2.  L’ouvert U/S est naturellement isomorphe d

{y | Nsiys(y) = a} C Rs1y5(Gm)

Démonstration. On peut supposer S = Spec(A) et S’ = Spec(S”’) affines. On a
U' = (Gps)/Gms C IF’ZTI. On considere I'isomorphisme

(Gm) /G = Ker (G, 1 G )
donné par (z;)i=o,....a—1 — (T1/x0, T2/%1, ..., Tg—1/Td—2, To/Tq—1). Par suite
U Ker(an G, xS

Pour tout anneau B/A, on note B’ = B®4 A’ et en lisant 'action de f, sur
les nouvelles coordonnées, on obtient

UB) ={y= o, ya-1) € (B™)" | yoyr--ya—1 =1, () = y}.

d

. — d
Siy e U(B), on ay; = %o, y2 = "Qyo, vy Yg2 =° 2yo, Ya_1 =a’ yo. Par

suite,
U(B) = {yo € (B”™)" | Ngys(yo) =a~'} = V(B),

ou V. ={y | Ngys(y) = a™'} C Rg;s(G). On conclut que 'on a un
S-isomorphisme U — V. O
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4. Formulation équivalente de la conjecture

Toute la fin de ’article va étre consacrée a étudier le cas particulier suivant
du théoreme d’Hilbert 90 pour la cohomologie [-adique, en prenant avec soi
lassertion BK;(q—1). C’est I’assertion suivante dont on va montrer qu’elle est
en fait équivalente a la conjecture de Bloch-Kato en degré q.

Hilbert 90 l-adique pour les symboles. Pour toute extension de corps
F/k, pour toute extension cyclique E/F de groupe Z/IZ = (o) et tout

8 m(KY(E) — HU(E, Zi(q))).
tel qu’il existe By € H1(F,Zi(q)) satisfaisant

Corg(B8) =1 o,

on a

B —Resk(Bo) € (1 —0).HIUE,Zi(q)).

Notons tout de suite la conséquence modulo [ de cette assertion, c’est-a-
dire I'exactitude du complexe

Resto(1—0)
R Y

HI(F. Z(q) /1 & H'(E, Zu(q))/! tm (K2 (B)/1 — HY(E,Z:(0)) /1)

OO po(p, zy(g)) 1.

4.1. Utilisation du lemme de Bass-Tate

On considere le cas F = k et d’une extension cyclique E = L = k({/s).
Le probleme d’Hilbert 90 pour les symboles est un probléeme de [—torsion, il
est donc loisible d’effectuer par transfert une extension finie de corps de degré
premier & [. Cela pemet, en utilisant le lemme de Bass-Tate ([BT], Corollary
5.3 p. 577), de ramener la démonstration du “théoreme 90 de Hilbert pour les
symboles” au cas particulier ou

B=h( X {eb}). ce L bie KM (). Cek
i=1,...,n

Par hypothese, il existe 3y € H9(k,Z;(q)) satisfaisant Corf (3) = I By, c’est-a-
dire
h( > {ai’bi}) =150 € H(k, Zi(q)),
i=1,...,n
ou l'on a posé

a; = NL/k(Ci) ek* (i=1,....,n).
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Sous cette forme-la, nous allons voir qu’il existe un cas “versel” du probleme
de Hilbert 90 pour les symboles au sens du §5.1 de [GMS]. Le candidat nous
est donné par la théorie des extensions déployantes génériques d’ Amitsur ([A],

§11).

4.2. Le cas versel

Onnote T =Gy, 7: T =G,y x4 G, =T le morphisme de Kummer; on
note T = Spec(k[t1]), T/ = Spec(k[t'*"]) et on a 7*(t) = (#')!. Le morphisme
7 est un revétement étale galoisien de groupe Z/IZ = (o), ou o.t’ = (.t’. On
considere les schémas de Severi-Brauer définis au §3

X;/T = X(a;,T'/T,0)/T
des T-algebres d’Azumaya cycliques A¢(t,a;) et X = X; X T = Pt X T.
On note U;/T Touvert de X; défini au §3.2 (resp. U/ = U; ;5 T’) et on rappelle
I'existence d'une fonction g; € H°(U/, G,,) satisfaisant

Nuyyvi(9i) = ai-

X=X1xXox - xX,, X =XxT =P ") xT
T T T T k
et
U=UyxUsx-xUp, U =UxXT 5 (Gpr)" V.
T T T T

On peut alors définir I'objet clef de cette construction géométrique, a savoir la
classe verselle

ﬁversel — Z hU’(gi) UhU’(bi) € Hq(U’)Zl(Q))v
1=1,...,n

ou HY(U',Z(q)) désigne la cohomologie étale continue de Jannsen [J] et
hy: « HY(U',G,) — HY(U',Z(1)) le symbole. Cette théorie généralise la
cohomologie galoisienne continue de Tate; elle est munie de transferts pour les
morphismes finis étales. La formule de projection donne alors

Corlf (57 = (30 hla)Uh(G) =1%oy € HI(U.Zi(g))
i=1,...,n
et fversel définit une classe
[6versel _ 50,U’} c V(U’/U),
ol

VU U) = Ker (HUU", Zal0) & HUU,2400))) /(1 = 0)-HUU', Tala)

On voit s € k* comme un point k-rationnel de T. Le qualificatif “versel” est
alors justifié par le
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Lemme 4.1.  Pour tout z € U(k) au-dessus s mod (k*)! C T(k) et tout
k—isomorphisme k : Spec(L) — Spec(k(x)) X U’, on a

(8¢5l — Bo,ur](x) = [B — Resy (Bo)] € V(L/k).

Démonstration. On note Spec(k(z’)) = Spec(k(x)) xy U’ et on se donne un
isomorphisme £* : k(z') — L. Alors

[/3U6T56l _ ﬁO,U’] ((E) _ [5Uersel($/) _ Resﬁ(ﬂo)}
= (DX {au(a),b})| € V (ka') k(@) = VL/).

Or Npi(9i(2")) = Nyrju(9:)(x) = a; = Npji(ci), donc le théoreme 90 clas-
sique montre que g;(2')c; ' € (1 — o).L*. Par suite, on a

grersel(gly — g = h(Z{gi(-r/)abi} — {Ci,bi}) € (1—0)HY(L,Z,(q)),

d’otu [3Uersel — By vo](x) = [B — Bo,z] € V(L/k). O

On rappelle la notation k(t) = k(T), k(t') = k(T") avec (t')! =t et on note
kE(X) (resp. k(X’)) le corps de fonctions de la variété X/k (resp. X’/k). On a
le diagramme d’extensions

ou k(t')/k(t) et k(X')/k(X) sont galoisiennes de groupe Z/IZ = (o). Notons
que lextension k(X’)/k est transcendante pure.

Remarque 4.2.  Le corps k(X) n’est pas en général une extension tran-
scendante pure de k. En effet, un ouvert de X/k est donné par le tore des
normes communes

S = {Nkl/k(yl) = Niy/e(y2) =+ = Ni ji(yn) =t # 0} C ( 11 Rki/ka>

1=1,...,n

ou k; = k(\/a;). Ce tore S n’est pas en général une variété stablement k-
rationnelle, on le voit en utilisant la R—équivalence sur les tores [CTS]. Le
groupe S(k)/R des classes de R—équivalence est isomorphe au groupe

() Nupulk2))/ () - Nage (M),
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ou M = ky.ko...k,, ([Gi]) et ce groupe est en général non trivial lorsque n > 3
pour [ = 2 (loc. cit, [STW]) et n > 2 pour | # 2 ([Mel], §2). Ainsi, dans ces
cas, la variété X n’est pas stablement k-rationnelle.

En travaillant avec les coefficients finis, nous allons voir que la trivialité de
la classe verselle générique [BZ(EQFZ Resk(x )(Bo)] € V(k(X")/k(X)) implique
davantage que la trivialité de [3 — Resr (6o)] € V/(L/k),

Lemme 4.3.  On suppose lasssertion BK;(q — 1) vérifiée et que

Bt = Resp ) (80)] € (1 - o). HI(K(X)),

ce qui est le cas en particulier si le probleme de Hilbert 90 l-adique est résolu
pour k(X")/k(X) et la classe ,6’,2’(6;(5,6[ Res )(ﬁo). Alors on a :

a) ﬁo € Im (K" (k) — H(k, Zi(q))) + 1 HU(k, Zi(q)),
b) Z {a;,b;} € ZKM(k:)
) ﬂ Rebk (Bo) € (1 = 0).Im(K} (L) — HY(L, Zi(q))) + 1 HY(L, Zi(q)),
d) [8 — Resy (6o)] = 0 € V(L/k),
e) [Besst — Resy ™ (B)] = 0 € V(k(X’)/k(X)).

)

Démonstration. Par hypothese, on a

[ 8RS = Bow (x)) = (1 =0y,

avec v € H1(k(X")). Le corps k(X') est transcendant pur sur k. La proposition
2.2.a montre qu’il existe e € K} (k(X")) et o € HI(k) tels que

v=Mh (6) +Yo,k(x") € HI(E(X")).

Comme 7y est o—invariant, il vient

(8RS — Bowxn] = (1= 0).hu(e) dans H(k(X")). (4.1)

La cohomologie étale a coefficients finis commute aux limites inductives fil-
trantes & morphismes de transition affines ([SGA4], exp. VII, corollaire 5.8),
donc il existe un ouvert W de U tel que

[Bygrset — Bow] = (1 — o)hi(e) dans Hq(W’,,ul@)q).
0 / symbole M ’ R T .
avec e € Im(H(W',G,,)? ——— K} (k(X"))). Par spécialisation en un

point k-rationnel 2’ de W’(k) au dessus de (sg)!s € k* pour un scalaire sq
convenable, puisque 37¢"*!(2’) est une somme de symboles, on obtient que

[6o] € Im (K" (k)/l — H(k)).
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La premiere assertion est démontrée. On a donc Gy = h(eg) + leg avec €y €
HY(k,Z(q)). Par suite, on a

h(z{giabi} —(1-o)e— €o,k(X/)) € LHY(k(X"), Z(q))-

D’apres Bloch (proposition 2.2.a), on a un isomorphisme
Ker[K}M(k)/l — H (k)] = Ker[K}M (k(X"))/1 — HI(k(X"))].

Ainsi, quitte & modifier eg par un élément de Ker [Kéw(k) — Hq(k)}, on peut
supposer que

> {ginbi} — (1 —0).e —equxry €KY (R(X)).
En appliquant la norme pour I'extension k(X’)/k(X), il vient
> {aibi} € LK) (k(X)).

On spécialise alors en un point de X (k), et on tire I’assertion b), i.e.

Z{ai,bi} ElKéw(kj)

3

On spécialise maintenant 'identité (4.1) en =’ (au dessus de z € W (k) et de

s0v/s), alors
37> (2") — Resy; (Bo)] = (1 — 0).lu(e(x)) dans H(L),
et Pon déduit I'assertion c), ¢’est-a-dire
B=Bor € (1= 0)Im(Ky" (L) — HU(L, Zi(q))) + 1 H*(L, Zs(q)).
Le lemme 2.3.c appliqué a la classe 8 — (p,;, montre l'assertion d), i.e.
B— 0oL € (l—0)HYL,Zi(q))-

En particulier, cette identité vaut pour la classe verselle elle-méme en rem-
plagant L/k par k(X’)/k(X). On obtient ainsi e). O

Les conséquences de ce lemme sont étonnantes.

Proposition 4.4.  On suppose que l’assertion BK;(q—1) est vérifiée et
que Uassertion Hilbert 90 l-adique pour les symboles vaut pour k en degré q.

a) Le symbole galoisien K} (k)/l — H(k) est injectif.

b) La suite

] Resra (1-0)

KM(k) /1o KM(L)/ KM(L) /1 =2y KM (k) 1
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est exacte.
¢) La suite
KM (k)10 M (k) /1 2 KM (L))
q—1 q q
est exacte.

Démonstration. a) On suppose que . {a;, b;} appartient au noyau de Kéw (k) —
HY(k,Zq¢(q))/l — H(k), avec a; € k*, b; € K} | (k). En d’autres mots, il ex-
iste un élément By € H(k,Z;(q)) satisfaisant

h(Z{ai7bi}) —15.

Le lemme 4.3.b montre que Y- {a;, b} € 1K} (k).

b) Soit ¢ € KM (L) satisfaisant iy (Corf(ﬂ)) = 0. l existe donc By € HI(k,Zi(q))
satisfaisant h(N I /k(c)) =1 p. 1l est loisible d’effectuer une extension de degré
premier a [ et donc de se trouver exactement dans la situation du lemme 4.3.
Suivant le lemme 4.3.a+c, il existe ¢o € K (k), e € K} (L) tel que

hl(c) = hl(CO)L + (1 — O’)hl(e).
Comme le symbole galoisien est injectif, il vient
c=cor+(l—0)ec K(;VI(L)/Z.

¢) L’injectivité du symbole galoisien et la proposition 2.4 impliquent immédiatement

s Resy
Pexactitude de la suite K27, (k)/l e}, KM(k)/1 /N KM(©L)/1. O

4.3. Version [—adique du théoréme de Suslin-Voevodsky
La proposition 4.4 est I'ingrédient principal de la démonstration de la for-
mulation équivalente suivante de la conjecture de Bloch-Kato (cf. introduction).

Théoréme 4.5. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Le groupe HY(F,Q;/Zi(q)) est divisible pour tout corps F/k,

ii) Le bord HI(F, u?) KX HIY(F, u??), associé a la suite exacte
0— ,ul®q — ,u%q — ul®q — 1, est trivial pour tout corps F/k,

iit) Hilbert 90 l-adique en degré q,

iv) Hilbert 90 l-adique en degré q pour les symboles,

v) Pour toute extension de corps F/k, le symbole galoisien

hip: KM (F)/l — HI(F) est bijectif,

vi) Pour toute extension de corps F/k, le symbole galoisien
hip: KM (F)/l — HI(F) est surjectif.
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Remarque 4.6. Pour le cas | = 2, I’équivalence principale ii) <= v)
est due & Merkurjev [Me2]. De plus, la preuve du théoreme et de la proposition
4.4 sont largement inspirées de la section 2 de [Me0].

Le théoreme classique de Hilbert 90 donne la derniere assertion pour ¢ = 1.
Les autres sont réglées par le lemme suivant.

Lemme 4.7. Le théoréme 4.5 est vrai en degré 1.

Démonstration. i) On a H'(k,Q;/Z;(1)) = lim kx/(kx)ln ot les fleches de

transition sont kx/(kx)ln X kx/(kx)l“l. Par suite, le groupe H'(k, Q;/Z;(1))
est divisible. ,
i) Le morphisme H(k, Z/12(1)) — H'(k, Z/IZ(1)) est la projection k* /(k*)" —
kx/(kx)l, donc le bord H'(k,Z/1Z(1)) — H?(k,Z/IZ(1)) est nul.

i11) et iv): Cela est fait au début du §2.1 comme conséquence de 7). O

Lemme 4.8.  On suppose q¢ > 2. Chaque assertion i),...,vi) en degré q
du théoréme 4.5 implique la méme en degré q — 1.

Démonstration. i) On note K = k((t)) et on rappelle la suite exacte ([Sel], p.
121)

0 — H(k,Qu/Zui(q)) — HI(K,Qi/Zi(q)) > H ' (k, Q;/Zi(g — 1)) — 0.

Si HY(K,Q;/Zi(q)) est divisible, il en est donc de méme de H9~1(k, Q;/Z;(q — 1)).
i1) C’est une conséquence immédiate de la commutativité du diagramme

HY(K,Z/Z(g) —>— HT(K,Z/IZ(q))

o) 0|
HY\(k,Z)Z(q — 1)) —— H(k,Z/1Z(q — 1)).
i7) Dans le cadre de la cohomologie continue ([J], theorem 3.3), on dispose
d’une suite exacte analogue
0 — H(k,Z1(q) — H(K, Za(q)) > H*™*(k, Za(q 1)) — 0.
Soit L/k une extension cyclique de degré I. Soit o un générateur de Gal(L/k).
On consideére le morphisme de complexes

Nr/k

HUL((1)), Zulq) —= HI(L((t), Zu(g)) H(k((1)), Zu(q))
o| | o|
HO (L, Za(q — 1) % HYL,Zi(g— 1)) —2% B\ (k, Zi(g — 1))

Ce morphisme est en fait scindé par le cup-produit @« — h(—t) U . Ainsi
“Hilbert 90” pour L((t))/k((t)) en degré ¢ entraine-t-il “Hilbert 90” pour L/k
en degré g — 1.
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iv) On raffine Pargument précédent en supposant cette fois “Hilbert 90 pour
les symboles” pour L((t))/k((t)) en degré ¢. Soit donc b € KM, (L) tel qu’il
existe By € H1Y(k,Z;(q — 1)) satisfaisant Nk (h(b)) =1 3y. On écrit alors

h({=t,b}) = h(=t) U Bo + (1 — o).y, v € HUL((t)), Zu(q))-

On décompose y = 1 +h(—t)Uys avec 1 € HY(L,Zi(q)) et v2 € HT (L, Zi(q — 1)).
11 vient

h({=t,b}) = h(—t) U (ﬂo +(1- am) +(1-0)m.

On applique le résidu 0 : HI(L((t)),Z;(q)) — H91(L,Z;(q— 1)) et on conclut
que h(b) = By + (1 — o)7v2. On a donc bien “Hilbert 90 pour les symboles” en
degré ¢ — 1. Enfin, pour v) et vi), c’est classique (cf. [Ka], proposition 1.2). O

Démonstration. Les lemmes 4.7 et 4.8 nous permettent de procéder par récurrence
sur ¢ > 2. Nous montrons les implications i) = iii) = v) = v) =
vi) = 1) et ensuite i) = ii) = v).

i) == 443) : Fait au début du §2.1.

iii) = iv) : Bvident.

iv) = v) : L’injectivité du symbole galoisien résulte de la proposition 4.4.
Montrons la surjectivité. Soit v € HY(k). Alors il existe une extension galoisi-
enne finie 7%/ k contenant /¢ telle que 7z = 0. Quitte a effectuer une extension
finie de degré premier & I, on peut supposer que le groupe gal(E/ k) est un
[—groupe fini, donc qu’il admet une suite de composition & quotients cycliques
d’ordre [. Par induction, on est ramené au cas d’une extension L/k cyclique
d’ordre I contenant \/C et telle que

v =hi(e) € HI(L), eec K)(L).
On a
0= Corf (7) = hi(Nyyr(e)) € H(k)

donc Np(e) = 0 € K}(k)/l. Suivant la proposition 4.4.b, il existe
eo1 € K (k) et eg € K}M(L) tels que

e = Resy (e01) + (1 —0).e1 € Ké‘/[(L).
Quitte & remplacer v par v — hy(eg,1), on peut supposer que
(%) v, = N.h((1—0).e1) € HI(L).
Premier cas : | =2: Vuque N=140=1—-0 € Z/2Z[I'], on a
hi(e) = hy(er) € HI(L).
Quitte & remplacer  par v — Corr (hi(e1)), on peut supposer que

v € Ker(H(k) — HI(L)).
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Il résulte que 7 est une somme de symboles suivant la proposition 2.4.
Second cas : 1 >2: Vuque (1—0).y =0et que N = (1—0)'"! dans Z/IZ[T),
l'identité () donne lieu &

N.hi(e;) =0 € HY(L).
Ainsi
Cory (hi(e1)) € Ker(H(k) — H(L)).
Suivant la proposition 4.4.c, il existe donc dy € K}, (k) satisfaisant
NL/k(el) = {S,dl} S Kéw(k)/l
Suivant la formule de projection, on a
Ni/k (61 —{Vs, d1}> =0¢e K} (k)/I.
La proposition 4.4.b montre qu'il existe eg2 € K} (k) et ex € K} (L) tels que
e = {\l/g,d1} +eg2 + (1 — 0')62 € Kéw(L)/l
Ainsi, vu que (1 —0).(/s) = (¢) =0 € HY(L), on a
YL = (1 — 0')2 . hl((’,g) S Hq(L)
De proche en proche, on construit de la méme facon des éléments d; € K, é‘{ 1(k),
ei € KM(L) (i=1,...,1—1) tels que
v = (1 —0)".hy(e;) € HY(L).

On s’arréte au cran [ — 1 car on a alors N = (1 — ¢)!~! dans Z/IZ[T], d’ott
aussitot

o= hu(Nepwleim)) | € HU(L).

La proposition 2.4 permet de conclure que 7 est une somme de symboles. Ceci
démontre la surjectivité du symbole galoisien.

v) = vi): évident.

vi) = 4): On a déja vu au début du §2.1 que 'hypothese entraine H9" (F, Z;(q))tors =
0 pour tout corps F/k. La suite des coeflicients universels montre que le groupe
HY(F,Q;/Z(q)) est divisible.

i) = ii): Le bord H(F, %) — HItY(F, %) factorise par H(F, Z1(q))tors =

0. Il est donc nul.

1) = iv): On reprend les notations du paragraphe précédent. On considere

le diagramme commutatif

Ker(H™ (k(X), Zu(q) — H™ ' (k(X'), Zu(@))  ——  V(k(X)/k(X) —— 0

! !

Ker(H"" (k(X),Z/1Z(q)) — H" (k(X"),Z/1Z(q))) —2— V(k(X')/k(X),Z/1Z) —— 0.
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Vu que
Ker (' (k(X), Zu(a) — H (W(X'), Za(0)) ) © T (H(K(X)) — H* (K(X), Z4(0)) )
I’hypothese de nullité du bord pour H4(k(X)) — HI Y (k(X),Z/1Z(q)) montre
alors que
[BRES' = Bo] € (1= o). HI(k(X")),
ce qui entraine suivant le lemme 4.3 'assertion iv). g

La proposition 4.4 et le théoreme iv) = v) impliquent la réduction suiv-
ante de la conjecture.

Corollaire 4.9.  Soit ¢ un entier positif. Les assertions suivantes sont
équivalentes:

i) Pour toute extension de corps F'/k, le symbole galoisien
hip: KM(F)/l — H(F) est bijectif,
i1) Pour toute extension de corps F/k et toute relation
(Y fanbi}) =180 € HY(F, Zu(a)), ai € F*, b € KL, (F), By € H(F, Z4(q))
i=1,...,n
alors
B — By pixny € (1= o). HI(F(X'), Zi(q))

ot F(X') désigne le corps associé & ay, ..., a, et 3¢ la classe définie au §4.2.
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