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Abstract. The aim of the paper is to give another proof of a result of Raghunathan and
Ramanathan on torsors on the affine line.

Introduction

Soient k£ un corps, ks une cloture séparable de k et G le groupe de Galois de ks sur
k. Soit G/k un groupe algébrique réductif connexe. Si S/k est un schéma, on rappelle
qu’un S-torseur sous G (ou un S-espace principal homogene sous Gg = G X S) est
un schéma F/S fidélement plat et localement de type fini, muni d’une action a droite
E x5 Gs — E tel que le morphisme E xsGg — E xg E défini par (e, g) — (e, e.g) soit
un isomorphisme. Si le groupe G/k est lisse, I'ensemble de cohomologie étale HZ, (S, Q)
classifie les S-torseurs sous G. Les torseurs sur la droite projective P} et sur la droite
affine A} sont les sujets que l'on revisite dans cet article.

Si le corps k est algébriquement clos et de caractéristique nulle, la classification des
torseurs sur la droite projective est due & Grothendieck [Gr]. Sur un corps k quelconque
les torseurs sur la droite projective ont été classifiés par Harder [H2] et nous donnons
une description précise de cette classification. L’étude des torseurs sur la droite affine
est plus délicate et a été faite par Raghunathan et Ramanathan en utilisant la théorie
de Bruhat—Tits.

Théoréme [RR](1983) L’application naturelle H' (k,G) — H (AL,Q) induit une bi-
jection
H'(k,G) = Ker(H} (A, G) = H (A ,G)).

Ce théoreme intervient dans l’étude des torseurs rationnellement triviaux dont on
rappelle la définition [CTO, R]. Si S/k est un schéma connexe, on dit quun S-torseur
E/S sous un groupe G/k est rationnellement trivial s’il existe un ouvert de Zariski
U C S tel que le U-torseur E xg U est isomorphe au torseur trivial G x; U. En
particulier, Raghunathan a déterminé avec ce théoréme les P!-torseurs rationnellement
triviaux sous un groupe réductif G/k. Bien que reprenant des éléments de [R], nous
procédons en sens inverse en établissant suivant Harder la classification des torseurs
rationnellement triviaux sur P} pour ensuite démontrer le théoréme principal avec la
théorie de Bruhat—Tits (§4).
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1. Notations et rappels

1.1. Droites affine et projective

On note A} (resp. P}) la droite affine (resp. projective) et k(t) le corps des fonctions
de la droite projective et 1 : Spec(k(t)) — P le point générique. On note oo le point
fermé & U'infini de P}. Si M est un point fermé de P}, on note Oy Panneau local en M,
6M son complété, EM le corps des fractions de 6M et k(M) le corps résiduel de Oy, .

Si X/k est une variété algébrique integre définie sur k et L/k une extension de corps,
on note X (k) I'ensemble de ses k-points rationnels, X, = X Xgpec(r) Spec(L) I'extension
des scalaires de X a L.

1.2. Cohomologie

Soit X un schéma quasi-compact. On considere sur X les sites Xzar, Xe et Xeppr [M].
Si F est un faisceau de groupes abéliens sur X sur un site S, on notera Hj(X,F)
le i-idme groupe de cohomologie de F. Si X = Spec(4), on notera parfois H%(A, F)
au lieu de Hg(X ,F). Enfin, la cohomologie étale étant la plus utilisée, on notera
HY(X,F) = H{(X,F). Soit H un X-schéma en groupes, plat de type fini. Suivant
la définition de Demazure [SGA3], on dira que H est un X-schéma en groupes semi-
simple (resp.réductif) s’il est lisse et affine sur X et si ses fibres géométriques sont
des groupes algébriques semi-simples (resp. réductifs) connexes. On appelle X-torseur
sous H (ou espace principal homogene) un X-schéma E fidélement plat et localement
de type fini sur X, muni d’une action de groupe E xx H — E telle que ’application
(e,h) = (e,e-h) : E xx H — E xx E soit un isomorphisme de X-schémas compatible
avec l'action de H. On prend les mémes notations pour la cohomologie non abélienne
que pour la cohomologie abélienne (définie par le procédé de Cech). Rappelons que
si H/X est lisse, lapplication naturelle H'(X,H) — Hf, (X, H) est bijective (cf.
[SGA3], Exp. XXIV). Sil'on note Tors(X, H) l’ensemble des classes d’isomorphismes de
X-torseurs sous H, on a une application naturelle Tors(X, H) — Hflppf(X, H).

Soit V/X un schéma affine et localement de type fini sur X. Soit f: H — Autx (V)
un morphisme de faisceaux de groupes pour la topologie fppf ou Autx (V') désigne le
faisceau associé au préfaisceau U — Auty(V xx U). Si E est un X-torseur sous H,
le théoreme de descente fidélement plate assure Pexistence du schéma quotient E(V) =
% qui est appelé le schéma tordu de V' par le torseur E. Dans le cas ou X =
Spec(k), on peut remplacer ’hypotheése V' affine par ’hypothése plus faible V/k quasi-
projectif (i.e., sous-schéma d’un espace projectif P}) [S1]. En particulier, le groupe H
agit sur lui-méme par automorphismes intérieurs et on a un morphisme de faisceaux
Int : H — Autx(H). On obtient ainsi un schéma en groupes E(H) qui est le tordu
de H par le torseur E. Soit E' un X-torseur sous H. Comme H agit sur E’, on peut
tordre E' par E et obtenir le X-schéma E(E') dont il est aisé de voir qu’il est muni
d’une structure naturelle de X-torseur sous E(H). Passant aux classes de torseurs, on
obtient une bijection

E() : Hflppf(XvE(H)) — Hflppf(Xv H)7 [E(E’)] = [EI]
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Il existe un unique X-torseur sous E(H) noté E°PP tel que E°PP(E(H))=FE ou E(H) est
vu comme le X-torseur trivial sous E(H). Le torseur E°PP est le torseur opposé de E.

Soit X — Y un morphisme fini et plat. On note Ry, y H la restriction de H a Y™ (cf.
[BLR], p. 191) et le morphisme H — Ry,y H induit la bijection Hflppf(Y, Ryx/yH) —
Hflppf(X, H) ([SGA3], XXIV, 8.5).

1.3. Cohomologie galoisienne

On sait que la cohomologie galoisienne s’identifie & la cohomologie étale de Spec(k).
On prendra parfois la notation de cohomologie des groupes H' (G, F) pour un faisceau
galoisien F. On note Z!(k,G) l'ensemble des 1-cocycles de G & valeurs dans G(k;) et
laction de G sur G(ks) est notée o(g) = “g pour tout o € G. Soit z € Z!(k,G). On
note alors .G le groupe tordu de G par automorphismes intérieurs par le cocycle z.
L’opération de torsion sera notée z(-) : H*(k, .G) — H'(k, @), [S1].

2. Théorie de Bruhat—Tits et entiers de torsion

Dans cette section (et uniquement la), on suppose que G/k est semi-simple simple-
ment connexe déployé et presque simple; on sait que G/k provient par extension d’un
schéma de Chevalley G /spec(z) associé a un diagramme de Dynkin irréductible A. On
note Goq/Z le groupe adjoint de G. Serre a associé & A un ensemble S(A) de nombres
premiers de “torsion” [S2], §2.2. Ici, on associe & A deux entiers d; (A), d2(A) qui appa-
raissent dans la théorie de Bruhat—Tits et dont les diviseurs premiers sont des éléments
de S(A).

2.1. Entiers de torsion des groupes de Chevalley

Soient T' un Z-tore maximal déployé de G. On note T = Homy (T, Gy, ) (resp.
T0 = Homyz (T, Gy, )) le groupe des caracteres (resp. des cocaractéres) de T. On
considere le systeme de racines ® = ®(T,G) (C T) associé & la représentation adjointe
de G et A une base de ®. Notons (, ) : 7° x T — Z la forme bilinéaire canonique.
L’ensemble A détermine un systéme de racines positives ®T C @ et un sous-groupe
de Borel B/Z de G/Z de radical unipotent U. On ordonne arbitrairement l’ensemble
Ot = (;)i=1,.. 4 On aune famille (uy : G, = G)ace de morphismes de groupes définis
sur Z telle que 'on ait un isomorphisme Hi:l,..., Uq, - Hi:l,...,q G, — U. Notons ag
I’opposé de la racine maximale. Alors

q i

@+ D qen Cat =0,
oll ¢, est un entier positif. Pour toute racine o de @, on note T, = Ker(a)?, Z, =
Zc(Ty). Le groupe dérivé [Z,, Z,] est de rang 1 et il existe un unique sous-groupe a un
parametre a¥ : G,, = T N[Zy, Za] tel que T = Im(aV).T, et (a¥,a) = 2. L’élément
aV est la coracine associée & a. Les (@")qce forment un systéme de racines noté ®V.
Posons E = T° QzRet B = T ®z R. Notons (a*)aea la base duale de (a)qea (i-e.,
(a*,8) = da,8). Notons @ (resp. @QV) le réseau des racines de ® (resp. ®Y), i.e., le
sous-groupe de T' (resp. T°) engendré par @ (resp. ®V). Notons

P:{mEE':f@ZRHaV,x)GZ Va'ed'}
le réseau des poids et

PV:{xGE:fO®ZR|(x,a)€Z V a€®} =dacala.
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OnaQVcC T° c PV. Soit w/z le centre de G. On sait que 'on a un isomorphisme de
groupes pu(—1) — PV/QV ([T1], p. 36).
Définition 2.1. On définit les entiers dy (A) et da(A) par

di(A) = exposant de PY/QY, dz(A) = ppcmyen(ca)

Donnons les valeurs de ces entiers (cf. [Bou], tables) pour les différents types, ou
D2n+1 (n Z 2) et D2n (n Z 2)

A= An Bn Cn D2n+1 D2n EG E7 E8 F4 GZ
di= n+1 2 2 4 2 3 2 1 1 1
dy = 1 2 2 2 2 2-3 4-3 235 4-3 23

On voit donc que les facteurs premiers de d; (A) et de da(A) appartiennent & ’ensemble
des entiers de torsion S(A).

2.2. Immeubles de Bruhat—Tits

Soit K un corps complet pour une valuation discréte non triviale v, d’anneau de valua-
tion O et de corps résiduel k. Soit 7 une uniformisante de K. On note ks une cloture
séparable de k, G le groupe de Galois de kg /k et K une extension separable non rami-
fiée maximale de K. La valuation v se prolonge de fagon unique a K dont on note O
Panneau de valuation. Le groupe de Galois de K /K est canoniquement isomorphe a G.

On note Z = Z(K,G) l'immeuble de Bruhat-Tits du groupe Gg [BrT1, BrT2];
chaque facette de Z a un type qui est un sous-graphe du diagramme de Dynkin complété
A = AU{ap}. On dit qu’un point z de Z est un sommet de type O si la facette F, est de
type {ao} (et alors F,, = {z}). L'immeuble 7 est muni d’une action du groupe G(K) qui
préserve le type, et d’une action de G,q(K). Le tore Tk définit un appartement A de 7
canoniquement isomorphe & 7° @7 R et on dispose de la chambre standard C C T° @7 R
définie par R

C={zeT’2zR | (z,a) >0 VacA, (r,a) < 1},

dont I’adhérence C est domaine fondamental pour I'action de G(K) sur Z. Le centre
¢z de 7 est le point 0 de C. Les autre sommets de C' sont les ‘Z‘—a €T’ 2z Q (a € A)
et la translation par o* dans A n’est pas autre chose que la restriction de 'action de
La*(L) € Tua(K) C Gaa(K) sur Z, out Toq désigne Vimage de T' dans Gaa/K.

Ca
Smt K'/K une extension finie de corps valués d’indice de ramification e. On dispose
alors suivant [Ro], II.4 d’une application de restriction

P L I(K,G) - I(K',Q),

qui est G(K)-équivariante. Cette application envoie 'appartement .4 sur I'appartement
A =T ®z R de Z(K',G) défini par le tore T x x K' selon le diagramme suivant

A A’
(%) Tz Tz
va ®z R i) j'\'O ®7z R

Le lemme 2.2 est une version précise de la phrase suivante:
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Deux sommets de I deviennent conjugués aprés une ramification convenable du corps
valué.

Soit d un entier positif et 74 une racine d-ieme primitive de 7. On note Oy = O[n ]
(resp. Oq = O[mq]), Kq (resp. K4) le corps de fractions de Oy (resp. Og) et

pa:T —1Tqg=1(Ky4,G)
la restriction.

Lemme 2.2. On suppose que di(A)-da(A) divise d.

(a) Soit F une facette de Z. Alors il existe un sommet y de Iy de type O tel que
y € pa(F).

(b) Soit P C G(K) un sous-groupe borné. Alors il existe g € G(K,) tel que gPg—* C
G(Oa).

Cet énoncé figure également dans [L] et peut avoir d’autres applications en théorie
des groupes, par exemple [S3].

Démonstration. (a) Quitte & faire agir G(K), on peut supposer que F' est une facette
de la chambre standard C. On peut supposer de plus que la facette F' est réduite & un
sommet de C, distinct de 0, i.e., F' = {2~} avec a € A. Suivant le diagramme ci-dessus,

il faut voir que d% €70 ®z R est un sommet de type 0 de 'appartement A, de Z;.
Tout d’abord, ds divise ¢, et on a donc dz-% = f—ja* € PVY. Mais d;-P¥Y C QY = fo,
on a (d; -dg)-?—* € 7°. L’élément pd(‘j—*) est donc un sommet de Zy de type 0.

(b) On peut supposer que P est un sous-groupe borné maximal de G(K). Alors il
existe un sommet x de 7 tel que P = Stabg(x)(z). On pose y = py(x) € Zg. D’apres le
a, le point y est un sommet de type 0, donc il existe g € G(K) tel que g-y = ¢z,. On
a P C Stabg(k,)(y) = 97" Stabg k) (cz,)g = 97'G(Oa)g. O

2.3. Lien avec la cohomologie galoisienne

Le lemme précédent a une conséquence importante pour les applications a la cohomolo-
gie galoisienne de la théorie de Bruhat—Tits : c’est la proposition suivante qui est le
point crucial de la démonstration du théoreéme principal donnée au §4.

Proposition 2.3. Soit /0 un schéma en groupes semi-simples, simplement conneze,
tel que Gk soit un groupe absolument presque K-simple de type A. Notons pq :
HY(G,8(K)) — HYG,6(K,)) la restriction induite par Uestension Ky/K. Si
di(A)-do(A) divise d, alors pg(H'(G,®(K))) C Im(HY(G,&(04)) — H' (G, 8(Ky))).

Démonstration. Rappelons tout d’abord que le schéma en groupes & ><05 est déployé, et
ainsi le groupe &z est déployé. Soit v = [z] € H'(G,B(K)). On consideére 'immeuble
de Bruhat-Tits 7 (resp. Z4) du groupe &z (resp. &y ) et la restriction naturelle

Pd : 7 fd. Ces deux immeubles sont munis de l’action de G, notée x — *z (s € G). Le
cocycle z induit sur T et fd une action tordue définie par © — z,.°z (s € G), compatible
au morphisme pg. D’aprés le théoréme de point fixe de Bruhat—Tits ( [BrT1], §3.2),
il existe un point = de 7 fixe par G pour l'action tordue. Le groupe G stabilise la
facette F, de Z. On note x1,xs,...,x, les sommets de Fj, ils sont permutés par G
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(pour 'action tordue) et appartiennent & un méme appartement de I. Le lemme 2.2
montre que les sommets y; = pq(x;) sont des sommets de type 0 de fd appartenant a
un méme appartement de fd. On peut former la somme z' = Zi:l,...,n x; et le point
y' = pa (m’) = Zi:l,...,n pa(x;) € Z, est un sommet de type 0 stable par G. Il existe

12559, vu

g € G(K,) tel que y' = g.cz,- On a z,.*y =y pour tout s € G, donc si zl=g"
que ¢z, = ¢z , onobtient z{.c; = cz (s € G). Par suite z{ € Staby g (cz)) = G(0q)

pour tout s € G. 1l résulte que pq([2]) = [2'] € Im(H'(G, 8(04)) = H' (G, B(K,))). O

3. Torseurs sur la droite projective

3.1. Le cas des tores

Soit M un k-tore. Si A € M° (k) = Homp— g, (G , M), on définit M) comme le push-out
par —\ du fibré de Hopf O(—1) = A7 \ {0} — P, ce qui s’écrit

My = (=X2)«(0(-1)).
Lemme 3.1. (cf.[CTS], p.408, §2) (a) On a une suite exacte naturelle
0 — H'(k, M) — H'(P', M) — M°(k) — 0.

(b) L’application M°(k) — H} (P!, M), Ars[M,] est un isomorphisme de groupes,
qui est un scindage de la suite exacte du (a).

On identifie dans la suite les groupes MO (k) et H}

Zar
tore Gy, , on a un isomorphisme Z — HZ (P!, G,,).

3.2. Le théoréme de Grothendieck—Harder
Soit i : S/k — G/k un k-tore déployé maximal de G, et ;W =Ng(S)/Zz(S) le groupe
de Weyl relatif. On fait ’abus de notation S°=S%(k)=7Z" ou r est le rang relatif de G.

Théoreme 3.2. (Grothendieck—Harder, [H2], Satz 3.1 et 3.4) On suppose G/k quasi—
déployé. Alors le morphisme i, : H*(PL,S) — H' (P}, G) induit une bijection

(P!, M). En particulier pour le

SO(k)/xW 5 Ker (H' (P, G) -2 H(k(t),G)).

Remarque 3.3. Le théoreme est di a Grothendieck si k est algébriquement clos de car-
actéristique nulle et & Harder pour tout groupe réductif quasi-déployé G défini sur un
corps quelquonque k; la Satz 3.1 de [H2] est écrite dans le cadre quasi-déployé et la Satz
3.4 Vest uniquement pour G déployé mais la preuve vaut aussi pour le cas quasi-déployé.

Le théoréme suivant généralise la surjectivité de i, : H'(P},S) — H'(P},G) du
théoréme précédent. Le plongement Z — k(t) défini en envoyant 1 sur ¢! induit un
morphisme S0 < S(k(t)) = 5° ®y E(t). Avec cette convention, on a la décomposition
suivante.

Théoréme 3.4. (Raghunathan [R], Th.3.4)
G k(™) = G(K[E™]) - 5° - GCRLED.

On note ex : H'(P},G) — H'(k,G) lapplication correspondant au point
oo : Spec(k) — P}. On utilise la décomposition précédente & travers sa conséquence
suivante.
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Théoréme 3.5. Le morphisme i, : H (P}, S) — H* (P}, Q) induit une bijection

Res 7 X eveo

8°/W =5 Ker(H (P}, G) ——— H'(AL,G) x H'(k,G)).

Démonstration de th. 3.4 = 3.5. Suivant Bruhat-Tits ([BrT3], lemme 2, page 690), on
a H'(k,G) = H'(K[[t]],G). La surjectivité de i, : H'(P},S) — Ker(H*(P},G) —
H'(A},G) x H'(k,G)) résulte immédiatement du théoréme précédent et de la suite
exacte de Nisnevich (cf. appendice, th. 5.1) et la fleche i, passe au quotient par ’action
du groupe fini ,W. Il reste & démontrer que S°/,W — H' (P}, Q) est injective. Pour
cela, on choisit un ks-tore maximal déployé T, < Gy, contenant S xj, ks. On note
W = Ng,_ (T)/T. Suivant le §21.8 de [Bo], il existe des ordres compatibles sur les
systemes de racines ®(S,G) et ®(Tk,,Gk,). En d’autres mots, il existe une fleche
injective S0/, W — TO(k,)/W rendant le diagramme

SO/ W ——= H' (B}, G)

l l

TO(k,) /W —= H'(P} ,G)

commutatif. Le théoréme de Grothendieck-Harder indique l'injectivité de 70 (k) /W —
H'(P, ,G) et entraine donc l'injectivité de S/, W — H' (P}, G). O

3.3. La classification.

Le point clef est le théoréme suivant.

Théoréme 3.6. ([H2], Satz 3.5) Soit X/P; un schéma en groupes semi-simples tel que
la fibre générique Xy () est anisotrope. Alors ¥ est un schéma en groupes constant, i.e.,
il existe un groupe semi-simple H/k tel que ¥ = H xy Pj.

Il est commode d’utiliser le théoreme 3.6 a travers sa conséquence suivante ou l'on
note Z'(k,G)an lensemble des cocycles anisotropes, i.e., des cocycles z tels que le
groupe tordu .G soit anisotrope et H'(k,G)., 'ensemble des classes anisotropes, i.e.,
représentées par des cocycles anisotropes.

Théoréme 3.7. On suppose G/k semi-simple. Soit v € H* (P}, Q) satisfaisant evs ()
=1e H'(k,G) et yyuy € H (k(t),G)an. Alors vy =1 et G est anisotrope.

Démonstration. On note Gq le groupe adjoint de G, p le centre de G; on a une suite
exacte de groupes algébriques 1 — pu — G — Gag —> 1. Soit v € H'(P},G)
satisfaisant evo(7) = 1 € H'(k,G) et vy € H' (k(t), G)an; on note v,q 'image de v
dans H'(P},Gaq). On considere la suite exacte de groupes algébriques

1— Gag — Aut(G) — v — 1,

ou v est le k-groupe fini tordu des automorphismes extérieurs de G. On a le diagramme
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commutatif exact d’ensembles pointés suivant

v(k) —— H'(k,Gaq) — H'(k, Aut(QG))

(P) —— H'(P}, Gaa) — H' (P}, Aut(G))
Comme l'ensemble H! (P}, Aut(G)) classifie les schémas en groupe localement isomor-
phes a G pour la topologie étale, I’hypotheése et le théoreme 3.6 impliquent que Yaq

provient de v(PP}) = v(k), donc 7,4 est une classe constante et comme eveo(Vad) = 1,
on a v,q = 1. On a le diagramme commutatif exact d’ensembles pointés suivant

Hioe(ky ) —— HY (k,G) —— H' (k, Gaq)

| | |

Hflppf(]}nkhu’) - Hl(lplle) - Hl (ka Gad)

ol Iisomorphisme Hp ¢(k,u) — Hi, (P, p) s'obtient aistment & partir du lemme
3.1, vu que u/k est le noyau d’un morphisme surjectif de tores. Le méme raisonnement
montre que y=1. O

Avec ce résultat, comme Harder ’avait vu, il est aisé de classifier les torseurs sur la
droite projective.

Théoréme 3.8. (a) Tout P}-torseur sous G dont la fibre a linfini est triviale est lo-
calement trivial pour la topologie de Zariski, i.e., on a une suite exacte

Hz(Py, G) — HY (P}, G) == H'(k, G).
(b) L’application naturelle i, : H, (P:,S) — H}, (Pi,G) induit une bijection
SO/ W = Hy, (P;,G).

Remargue 3.9. Ce théoreéme classifie les P}-torseurs sous G car quitte & tordre le groupe
G /k, on peut toujours supposer qu'un torseur E/P} a une fibre triviale & I'infini.

Corollaire 3.10. (a) Soit U un ouvert de Zariski de la droite projective. Alors on a

une suite exacte
H%ar(Ua G) — Hl(Ua G) L) Hl(k(t)vG)v
et une surjection R
H%ar(Ua S) =5° ®z PIC(U) — H%ar(Ua G)
(b) (Cf.[CTO], Th.3.1, p.109) Soit A un anneau semi-local de A . Alors lapplica-
tion naturelle H* (A, G) — H'(k(t),G) a un noyau trivial.

Démonstration. (a) Soit E un U-torseur sous G rationnellement trivial. Comme P} est
de dimension 1, on peut recoller E/U avec les torseurs triviaux G X Oy le long de la
fibre générique et ainsi le torseur E s’étend en un P}-torseur (non unique) E sous G.
Le torseur E est rationnellement trivial, suivant le théoreme 3.5, E provient du tore S
et est localement trivial pour la topologie de Zariski. On conclut que le U-torseur E est
localement trivial pour la topologie de Zariski et provient du tore S.

Le (b) est une conséquence immédiate du (a) par localisation vu que Pic(A4) = 0.
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Remarque 3.11. Supposons le corps k parfait et infini. Soit C/k une courbe lisse. La
preuve du théoreme 1.1 (“Deuxieéme réduction”) de [CTO], p. 101 et l'assertion (b) du
corollaire implique que tout C-torseur sous G/k rationnellement trivial est localement
trivial pour la topologie de Zariski (loc. cit., th.3.1).

Démonstration du théoréme 3.8. (a) On sait que S xy k((t)) est un k((t))-tore déployé
maximal de Gy((¢)), et donc a fortiori, le tore S x k(t) est un k(t)-tore maximal déployé
de Gy (cf.[T2], Remark, p.663). On montre I’assertion plus forte suivante.

Lemme 3.12. Soit v € H' (P}, G) tel que evso(y) = 1. Alors Vyar =1 et yprgoy = 1.

Montrons le lemme. On considere la fibre générique v, € H'(k(t),G). Si v, est
anisotrope, le théoreme 3.7 montre que v = 1 et on a fini. On peut donc supposer la
classe 7y, isotrope. Il existe donc un k-sous-groupe parabolique j : Q/k = Zg(So)-R.Q C
G/k (avec Sy C S) tel que v, = j.(8) € Im(H*(k(t),Q)an — H'(k(t),G)). Alors E
admet une réduction & Q, i.e., il existe un torseur F sous Q tel que j,F — E et dont
la classe de la fibre est . Or Papplication G(g9) — (G/Q)(k) est surjective ([BoT],
th. 4.13.a), d’ou lapplication H'(k,Q) — H'(k,G) un noyau trivial et on a donc
evso(B) = 1.

On considere les projections 7 : @) = Qreda = Za(So) et p : Za(So) = Za(So)/So-
Alors p,m,F est un P}-torseur sous le groupe semi-simple Zg(So)/So, dont la fibre &
Iinfini triviale et dont la fibre générique est anisotrope. Le théoréme 3.6 montre donc
que p,7. F est isomorphe au torseur trivial. Il résulte que [r, F] provient de H* (P!, S).
Ceci montre que 7. Fu est trivial. Comme H'(A},R,Q) = 1, le torseur Fyp (et a
fortiori E/A}c) est trivial. De méme, on voit que E/Pi\{o} =1.

L’assertion (b) résulte immédiatement du lemme ci-dessus et du théoréme 3.5. O

4. Torseurs sur la droite affine

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme de Raghunathan et Ramanathan,
cité dans l'introduction générale.

Théoréme 4.1. [RR] Lapplication naturelle H*(k,G) — H% (A}, G) induit une bijec-
tion
H'(k,G) = Ker(H (A}, G) — Hg (A, G)).

Notre démonstration differe de la démonstration originale. Cependant, le principe
en est le méme, inspiré du cas du groupe orthogonal traité par Harder (cf. [Kn], §13) et
utilise également la théorie de Bruhat—Tits. D’apres [RR], on peut réduire au cas d’un
groupe G/k semi-simple, simplement connexe et absolument presque k-simple (§4.1).
Donnons le plan de la démonstration. Soit £ € H 1(Aks /A, G@). Pour montrer que
la classe £ est constante (i.e., provient de H'(k,G)), on essaie de la prolonger en une
classe sur la droite projective. D’apres un lemme de Harder, la classe £ se prolonge
a la droite projective si et seulement si la fibre générique de £ est réguliere & l'infini,
c’est-a-dire telle que & € Im(H' (O, G) = H'(koo,G)), ce qui est équivalent &
§. €1Im (Hl(k, G) — Hl(zoo, G)) Placons-nous d’abord dans ce cas. La classe £ est

alors la restriction & Al d’une classe £ de H!(PP',@). Or, la restriction de toute classe
de HY(P',G) a HY(A!,G) est constante, donc la classe £ est constante (lemme 3.12).
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Pour terminer la démonstration, il reste & voir que la fibre générique de & est réguliere a
Iinfini: c’est la partie délicate de la démonstration ou I’on utilise les applications résidus
de Bruhat-Tits. En ajoutant une nouvelle indéterminée, on se sert du cas déja traité
(i.e., le cas ou la fibre générique de ¢ est réguliere & 'infini) pour prouver que le cas
régulier est le seul.

4.1. Réductions

Lemme 4.2. ([RR], §2) Si le théoréme principal vaut pour les groupes semi-simples et
simplement connexes, alors il vaut pour tout groupe réductif.

Lemme 4.3. Si le théoréme principal vaut pour les groupes semi-simples, simplement
connexes et absolument presque k-simples, alors il vaut pour tout groupe réductif.

Démonstration. D’apres le lemme 4.2, il faut montrer que si le théoréme principal vaut
pour les groupes semi-simples, simplement connexes et absolument presque k-simples, il
vaut pour les groupes semi-simples et simplement connexes. On suppose G simplement
connexe. On sait qu’il existe une famille (k;/k)i=1,.. n d’extensions séparables finies
de corps et une famille (G;/k;)i=1,...n de groupes absolument presque k;-simples tels
que G = Hi:l,...,n Ry, /1Gi, [T1]. Le théoréme principal passant au produit, on peut
supposer que n = 1. Posons d; = [k; : k]. On a un isomorphisme k; ® ks — (ks)?¥. Le
lemme de Shapiro assure 'égalité H' (k, Ry, /,(G1)) = H'(k1,G1) et on a un diagramme
commutatif de restrictions

H'(A', Ry, /1,G1) — H' (A}, Ry, /xG1)

H' (A}, ,G1) H'((A},)",G1)

7| |

H'(AL ,G1) —== H'((AL )", Gy)

)

ot A est I'application diagonale k; — (ks)%. Le premier cas appliqué & k; assure que
H'(ky,G1) = H* (A /AL, ,G1). L’application A* étant injective, on a donc H' (k1,G1)
= I(er(f‘f1 (A}“ , Gl) — Hl((Allﬂs )dl y Gl)) . Donc H'! (k), Rkl/chl) =H! (Aks /A,l6 y Rkl/kGl)-
O

4.2, Spécialisation et suite exacte de localisation

On suppose désormais que G/k est semi-simple simplement connexe et absolument
presque k-simple. On sait ([BrT3], lemme 3.9) que pour tout point fermé M de P!,

Papplication naturelle ¢y, : HY (O, G) — H'(kar,G) est injective. Cela permet de
définir une application de spécialisation en M

evyr : Ker(H (k(t),G) — H'(kp, G)/H* (O, G)) — HY (K(M),G).

Si 8 € Ker(H'(k(t),G) = H' (kar, G*)/H" (O, G)), on notera parfois (M) =evnr ().
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Lemme 4.4. Soit H/k un groupe réductif (conneze). L’application

Hl(kaH) — Hl(k(t)aH)
est injective.

Démonstration. Sile corps k est infini, le lemme est clair via un argument de spécialisa-
tion. Si le corps k est fini, ensemble H'(k, H) est trivial ([S1], §I1.14) et il n’y a rien
a démontrer. [

Proposition 4.5. On a une suite exacte d’ensembles pointés
1— H'(k,G) — H'(k(t),G) — U yeps H' (kar, G)/H (Onr, G).

Démonstration. D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer I’exactitude de la suite
en H'(k(t),G). Soit B = B(t) € Ker(H'(k(t),G) = U pepr H'(kat, @)/H (Ou, G)).
D’apres un lemme de Harder ([H1], lemme 4.1.3), il existe v € H! (P!, G) satisfaisant
vy = 3. Le théoréme 3.8.a et un argument de torsion montre que 4 € Im(H"'(k,G) —
H'Y(k(),G)). O

4.3. Démonstration du théoréme principal

Soit £ € H'(A; /A", G). On note &, € H'(k(t),G) la classe générique de . On veut
montrer que 'on peut prolonger la classe £ a la droite projective. On va discuter les
deux cas suivants :

(1) (&)p. € Im(H'(Oce,G) = H(kso, G)) et
2) (&) & Im(H' (0o, G) = H' (koo G)).

Lemme 4.6. Soit £ € H'(A',G) tel que (&§);_ € Im(H'(Ow,G) - H'(koo, G)).
Alors € est constante, i.e., £ € Im(H'(k,G) — H'(A',G)).

Démonstration. Soit £ comme dans 1’énoncé. La classe £ se prolonge en gde HY(PL, Q).
On tord le groupe G par un 1-cocycle z représentant evy (). Alors la classe 7,1(€) €
H' (P}, .G) satisfait eve (7771(€)) = 1 et le lemme 3.12 montre que la restriction de

771 (&) & A} est triviale. Par suite, 77 1(¢) = 1 dans H' (A}, .G), donc £ = Resf,ji ([2]) €

z

H'(A},G) est constante. O
Proposition 4.7. On a dans la catégorie des ensembles pointés une suite exacte:

L — H'(k,G) — H'(k(t),G) — H'((ks) o, @) x L sep H' (kat, G)/H (O, G),

o (k). = ke((3)-

Si G est le groupe orthogonal O(q) d’une forme quadratique hyperbolique sur un
corps de base k de caractéristique distincte de 2, I'ensemble H*'(k,O(q)) classifie les
formes quadratiques non dégénérées de méme rang que ¢. On a donc une injection
HY(k,0(q)) < W(k) dans le groupe de Witt W (k) qui montre que la suite exacte de
la proposition est I’analogue de la suite exacte de Milnor—Tate sur les groupes de Witt
(cf.[Sc], §6.3).
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Démonstration. D’apres la proposition 4.5, on a une suite exacte d’ensembles pointés
1 — HY(k,G) — H'(k(t),G) — [ preps H (kar, G)/H (O, G).

Il faut donc montrer I'exactitude en H'(k(t),G) de la suite d’ensembles pointés de la
proposition. Posons F' = k(t). Soit

B € Ker(H'(F,G) = H'((ks) 0, G) % Lyyeps H (bar, G)/H (Our, G)).

On doit montrer que (3 est réguliere a 'infini. La classe 8 est la restriction de v €
HY(A',;G). Quitte & tordre le groupe G par un cocycle représentant v(0), on peut
supposer que v(0) = 1 et on est ramené & montrer que 8 = 1. On va utiliser ici les ap-
plications résidus de la théorie de Bruhat—Tits, c’est le point crucial de la démonstration

—

> @), la proposition 2.3 assure

du théoreme principal. Comme 3; =1 dans H'((k,)
I’existence d’un entier de “torsion” d tel que

ng(%ﬁ) € Im(Hl (500[%],6;) — Hl(Em(%),G)),

L’astuce consiste a d’introduire une indéterminée supplémentaire u. Posons L =Fk(u, t, x)
N d
ou xr = Vut.

L = k(u,t,z)

k F =k(t) -

w B

Appliquons la suite exacte de localisation sur P} au corps de base k(u) et au corps &
une indéterminée L = k(u)(z). On a la suite exacte

1 — H'(k(u),G) — H*(k(u)(z),G) — HNGP}C(M) Hl(EN,G)/Hl(aN,G)
V() — B, = Bl u) |
On a ainsi forcé la classe By, a étre réguliere a l'infini. Par suite,
Br € Im(H (k(u),G) = H'(L,G)),

définissant une classe y(u) € H' (k(u),G). Ona B(%) = v(u). Spécialisant en z = 0 (cf.
§4.2), il vient y(u) = f(0) = 1 et on a B, = 1. Comme L est isomorphe au corps a une
indéterminée F(z), le lemme 4.4 assure que I'application H'(F,G) — H(F(z),G) =
H(L, Q) est injective. Donc f=1. O

Cette proposition entraine le théoreéme principal (modulo les réductions). En effet,
la fibre générique de toute classe H' (A} /Ay, G) est réguliere a linfini et le lemme 4.6

assure que H'(k,G) — H'(A}, /AL, G).
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5. Appendice: Une suite exacte de Nisnevich.

Soit X un schéma de Dedekind, i.e., un schéma noethérien, régulier, integre et de
dimension 1, dont on note K le corps de fonctions. On note 7 : Spec(K) — X le point
générique de X et XV Pensemble des points fermés de X. Pour tout point fermé x
de X, on note v, la valuation de K associée et O, (resp.O,) l’anneau local de X en x
(resp. son complété pour v,). On note K, le corps des fractions de O,. Soit G/X un
schéma en groupes affine et de type fini. On fixe un ouvert Uy deX de supplémentaire
Y = {zy,...,x,}. Posons U; = Spec(O,,) pour i« = 1,...,n. Remarquons que U;
est un recouvrement de Spec(O,,) pour la topologie fpqgc et que le recouvrement U =
(Ui)i=o,....n st un recouvrement de X pour la topologie fpqc. Pour 4,j,k =0,...,n, on
prend les notations usuelles U; ; = U; xx Uj et Uy j 1, = U; xx U; xx Up. Comme X est
de dimension 1, pour tout point z; de X, le morphisme Spec(K) — Spec(O,;) induit
des isomorphismes

ni : Spec(K,,) = Uy, et 1" : Spec(K,,) ~ Uiyp.
De plus, si z;, z; sont des points distincts de ¥, on a un isomorphisme naturel
Mg+ Uo,ij & Uij-
L’ensemble des 1-cocycles “normalisés”

Zl(U,G)A = {(givj)ivjzlv"'vn S ZI(U,G) | 9ii = 1 pour z=1,... ,n}
s’applique surjectivement sur ’ensemble de cohomologie de Cech Hflpqc(U/X, G). On
définit R

©: Hi:l,...m G(K-l‘z) - Zl (Z/[, G)A

par ©(g) = (9i,j)i,j=0,...,n OU

gii=1 pouri=1,...,n,

go,i = (77:)_1(9;11) € G(UOJ) pour = 17 )

gi,0 = ((T’?pp)*) (gl)le G(Ul,o) pour i = 17 s Ny

9ij = (17;)7"(9:0°9;9) € G(Ui ;) pouri,j=1,...n, i#j.
On montre aisément que O est un isomorphisme. Comme G/ X est affine, la proposition
D4 du §6 de [BLR] montre que cette donnée de descente est effective (c’est un énoncé
de dimension 1 plus fort que le théoréme de descente fidelement plate de Grothendieck),

et produit une application naturelle Z! (i, G)a — Tors(X, ). Ainsi, on dispose d'une
application, que ’on note encore O,

~

O: Hi=17...7n G(K;,) — Tors(X, G).

On note R R
cs(X,G) = ([Lex G(O)\G(Ky)) /G (Uo)

et on considere le diagramme

i1 0 G(Ks) ——= Z' U, G)a

| |

cs(X,G)——— - > Plflpqc Uu/xX,G)
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Théoréme 5.1. (Nisnevich [N], Th.2.1) L’application © passe au quotient dans le di-
agramme ci-dessus et induit une bijection

cs(X,G) = Ker[H}

bor(X,G) = HE (U, G) x [T, ex Hh 0z, G)).

Démonstration. Comme Hflppf(X, G) = Hflqu(X, @), il suffit de montrer que I’applica-
tion ¢y (X,G) — I:Iflpqc (U, @) est bijective. La surjectivité résulte de la surjectivité de
Z*U,G)a — I:.Tl}pqc(u,G) et de la surjectivité de ©. Montrons 'injectivité. Soient g
et ¢’ deux éléments de [[,_; G(K,,) satisfaisant [©(g)] = [0(g')] dans I:Iflpqc(u,G).
Soient g = (g;) et ¢' = (g;) tels que [O(g)] = [O©(¢')]. Il existe un élément h; € G(U;)
pour i = 0,...,n tel que g;; = higgvjhjfl pour i,5 = 0,...,n. Posons ¢ = (g]) =
(higiho)i=1,...n- Alors O(g") = ©(¢') donc ¢g" = ¢'. Par suite, [g] et [¢'] sont égaux
dans ¢ (X,G). O

Remarques 5.2. (i) Notons ¢(X,G) = ([T,cxm G(am)\G(IA{w))/G(K) Par limite in-
ductive, on a un isomorphisme

C(X7 G) L> Ker [Hflppf(X7 G) - Hflppf(K7 G) X erX(l) Hflppf(6$7 G)] :

(ii) Si G = Gy, x , on retrouve ainsi la bijection entre Pic(X) et le groupe des diviseurs
de X modulo équivalence linéaire. R
(iii) Avec les notations ci-dessus, soit g = (¢;) € [[;; ,, G(Ky,) et By le X-torseur
sous G associé par la bijection ©. Alors le groupe des sections globales E(G)(X) du
schéma en groupe tordu par automorphismes intérieurs s’identifie au stabilisateur du
point [g] dans [, .y, G(O)\G(K;) pour I'action du groupe G(Up). De fagon précise,
on a
E(G)(X) — G(Uo) NNizy,..n 9; ' G(0z,)gi-
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