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LE PROBLEME DE KNESER-TITS

par Philippe GILLE

1. INTRODUCTION

Soient k un corps et ks une cloture séparable. Soit G /k un k-groupe réductif
(connexe). On note G(k) le groupe abstrait des k-points de G. On note G(k)™ le
sous-groupe (distingué) de G(k) engendré par les U(k) pour U parcourant l’ensemble
des k-sous-groupes de G isomorphes au groupe additif G,. Le quotient

W(k,G) == G(k)/ G(k)*

est le groupe de Whitehead du groupe G /k. Tits a montré que, si G /k est presque
k-simple (i.e. ne posséde aucun sous-k-groupe distingué connexe) et isotrope, et si
card(k) > 4, alors tout sous-groupe distingué propre de G(k)* est central [96], en-
globant ainsi de nombreux résultats classiques de simplicité [36], [23], [17].

La conjecture originelle de Kneser-Tits (1964) énonce que W(k,G) = 1 pour de
tels groupes G simplement connexes et partant que G(k) est projectivement simple,
c’est-a-dire que le quotient G(k)/Z(G(k)) de G(k) par son centre est simple. L’exposé
505 (1977) de J. Tits rend compte de nombreux cas ou effectivement W(k,G) = 1
mais aussi des contre-exemples de Platonov pour certains groupes de type 'A4,2_;
[71]. Le probléme de Kneser-Tits devient alors de trouver des conditions nécessaires
et suffisantes sur un groupe G /k pour que W(k,G) = 1. Ce probléme conduit en
particulier aux deux questions suivantes selon que ’on privilégie les groupes ou les
corps de base.

QUESTION 1.1. — Peut-on caractériser les groupes G [k tels que W (F,G) = 1 pour
tout corps F/k ? (On dit alors que le groupe G [k est W -trivial.)
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40 P. GILLE

QUESTION 1.2. — Peut-on déterminer des classes de corps k tels que W (k,G) =1
pour tout k-groupe semi-simple presque simple simplement connezxe et isotrope G [k 2
En particulier, est-ce le cas pour un corps global F ?

La premiére question est plus algébrique et la seconde plus arithmétique, du moins
pour les corps globaux. Pour la premiére question, le cas de SL,, (D), cas des contre-
exemples de Platonov, est celui qui est le mieux compris grace a Suslin, Rost et
Merkurjev. Cet exemple (et celui des autres groupes classiques) fait le lien entre la
rationalité du corps des fonctions de G et le probléme de Kneser-Tits. Ce lien est en
fait de nature générale, ce qui permet de réunir dans un cadre commun la plupart des
résultats connus de « W-trivialité ».

La seconde question pour les corps de nombres se décompose cas par cas. Depuis
Pexposé de Tits [98, §1.2] et jusqu’a trés récemment, il restait a traiter trois types de
groupes exceptionnels. Il s’agit des groupes trialitaires de rang relatif un, i.e. d’indice

de Tits

et les groupes extérieurs de type Eg d’indice de Tits

(e5]

(5) a4 Q3 (6%} a4 Q3 Q7
as g as o

Pour un corps de nombres F, la trivialité de W(F,G) est due & G. Prasad et
M.S. Raghunathan pour les groupes trialitaires [78]; pour le type 2Eg?1 , il s’agit d’un
résultat récent de W-trivialité de S. Garibaldi [26]. Le dernier cas *Eg% est établi
dans la section 8 comme un avatar d’un théoréme de Chernousov-Timoshenko sur la

R-équivalence pour ces groupes [16], ce qui permet d’énoncer le

THEOREME 1.3. — Soient F un corps global et G /F un groupe semi-simple simple-
ment connexe presque simple et isotrope. Alors W(F,G) =1 et G(F') est un groupe
projectivement simple.

Remerciements. — En premier lieu, je tiens & remercier vivement Vladimir Chernou-
sov et Jean-Louis Colliot-Théléne, leur expertise a été précieuse. Les commentaires
d’Yves Benoist, Skip Garibaldi, Bruno Kahn, Arturo Pianzola et Gopal Prasad ont
permis des améliorations substantielles d’une version préliminaire de cet exposé, c’est
avec grand plaisir que je les remercie. J’ai bénéficié également des suggestions bien-
venues de Boris Kunyavskii et de Fabien Morel.

Je remercie Adrian Wadsworth d’avoir relevé que la version plus forte de la propo-
sition 5.1 (figurant dans la version distribuée de cet exposé) était canulée.
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(983) LE PROBLEME DE KNESER-TITS 41

2. LE CAS DE SLy(A)

Soit A une algébre simple centrale de dimension finie sur son centre k. On sait
que A = M,.(D) pour une (unique) algébre simple centrale a division D et on note
indg(A) = 4/dimg (D) l'indice de A. Le groupe G = SL;(A) = SL,(D) des automor-
phismes spéciaux de D" est un k-groupe semi-simple simplement connexe de type
YAra-1.

Si r > 2, G est isotrope et on sait que G(k)*T = [AX, A*X]. En particulier, le
groupe W (k, G) est abélien et on sait d’aprés Whitehead que

W(k, G) — SK1(A) = SLy(A)(k)/[A*, A¥] «— SK\(D)

est indépendant de r > 2. Pour ce type de groupes, le probléme de Kneser-Tits est
donc ’étude du groupe SK;(A) ou SK;(D). Si I'on décompose ind (D) = pi*...pe™
en facteurs premiers, on rappelle la décomposition (unique) de Brauer D — D; ®
-+-® Dy, ol les D; sont des algébres & division de degrés respectifs p;* (e.g. [33, §4.5]).
L’identité

SKi(D) — SKy(D1)® --- & SKi(Dy,)

réduit alors I’étude au cas d’une algébre d’indice p-primaire pour un premier p.

2.1. Le théoréme de Wang et la rétracte k-rationalité de SL;(A)
THEOREME 2.1 (Wang, 1950 [105], voir [33, §3]). — On suppose indy (D) sans fac-
teurs carrés. Alors SK1(D) =0 et le groupe SL,.(D) est W -trivial pour r > 2.

Nous allons mettre en regard ce résultat et la rétracte k-rationalité de SL;(A).
DEFINITION 2.2. — Soit X /k une k-variété (i.e. un k-schéma séparé de type fini)
réduite et irréductible (intégre).

1. X est k-rationnelle si X est k-birationnelle & un espace affine.
2. X est stablement k-rationnelle s’il existe un entier n > 0 tel que X x A} est

k-birationnelle a ’espace affine.
3. X est facteur direct d’une variété k-rationnelle s’il existe une variété Y [k telle
que X ;: Y est k-birationnelle a ’espace affine.

4. X est rétracte k-rationnelle s’il existe un ouvert non vide U de X tel que l’iden-
tité de U factorise a travers un ouvert V. d’un espace affine A}, i.e. il existe
des morphismes f : U —V etr:V — U tels que r o f = idy.

On a 1) = 2) = 3) = 4). La rétracte k-rationalité est la variante birationnelle
d’un rétracte d’un espace affine.
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42 P. GILLE

LEMME 2.3. — (1) Soient A, B des algébres simples centrales d’indices premiers
entre euz. Alors SLq(A ®g B) est stablement k-birationnel ¢ SLq(A) x SLq(B).

(2) Soient D une k-algébre simple centrale o division et D = D1 ®- - - D,,, sa décom-
position de Brauer. Alors pour tout entier r > 1, SL,.(D) est stablement k-birationnel
G SL1(D1) X -+ x SL1(Dy,).

Démonstration. — 1) On montre tout d’abord que
Nrd(4 ®; B)* = Nrd(A*) N Nrd(B™).

On peut alors sans perte de généralité supposer momentanément A et B & division.
Le groupe Nrd(A ®; B)* est le sous-groupe de k* engendré par les Ny (L)
pour L/k parcourant les extensions finies de k trivialisant A ®; B, c’est-a-
dire trivialisant A et B. Ceci produit l'inclusion Nrd(A ®; B)* C Nrd(A*) N
Nrd(B*). Dans lautre sens, on se donne =z € k™ tel que £ = Nrda(a) =
Nrdp(b). On considére alors une décomposition de Bezout 1 = mdeg(A) +
ndeg(B) et on constate que Nrd(a” ® b™) = Nrda(a™)e(B) Nrdg(b™)dee(4) =
g7 deg(B)+mdeg(4) — 5 montrant I’inclusion ci-dessus. On a donc Nrd(Ar @ p Bp)* =
Nrd(A}) N Nrd(Bj) pour toute extension de corps F/k. On note H C GL;(A) x
GL;(B) le sous-groupe défini par Nrda(a) = Nrdg(b) # 0. Par construction,
le groupe H est donc muni d’'un caractére x : H — G, tel que x(H(F)) =
Nrd(Ar ®F Bp)* pour tout corps F/k. Selon une remarque de Chernousov-
Merkurjev [55, prop. 4.5], ceci entraine que les groupes GL;(A ® B) x ker(x) =
GL;(A® B) x SL1(A) x SL1(B) et SL1(A® B) x H sont k-birationnels. De plus, on
a une suite exacte scindée de k-groupes 1 — H — GL;(A) x GL1(B) — G,,, — 1,
donc H x G, est k-isomorphe (comme k-variétés) & GL;(A) x GL;(B). On conclut
que SL;(A ®j B) est stablement k-birationnel a SL;(A) x SL;(B).

2) On procéde par récurrence sur m a partir de (1). O

PROPOSITION 2.4 (Colliot-Théléne et Sansuc). — On suppose ind (D) sans facteurs
carrés. Alors pour tout entier r > 1, la variété SL,.(D) est rétracte k-rationnelle.

Démonstration. — Le lemme précédent permet de supposer que r=1 et
indg(D) =p pour p premier. On note & la variété des tores maximaux du
k-groupe G = SL; (D). On dispose d’une application rationnelle dominante G — &
qui associe & tout élément semi-simple régulier de G son centralisateur [103, §4].
Ainsi k(G) = k(9)(Tgen) ot Tgen /k(T) désigne le tore générique de G. Selon
Chevalley (ibid.), I est une variété k-rationnelle. Ensuite, le tore Tgen est un tore

normique, ¢’est-a-dire qu'il existe une extension de corps séparable F'/k(Y) de degré p
Np e
telle que Tgen = ker (RF/k(g)(Gm) pALSY Gm7k(g)). Suivant [21, cor. 9.12], on sait

que Tyep est facteur direct d’une k(&)-variété rationnelle V/k(Y). Ainsi il existe un
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(983) LE PROBLEME DE KNESER-TITS 43

morphisme rationnel G — A" x; 7 qui admet une rétraction. On conclut que G est
rétracte k-rationnelle. O

Aucun des deux résultats précédents ne s’étend au cas ou lindice a des fac-
teurs carrés. En effet, Platonov a construit des algébres D/k d’indice n? telles que
SK;(D) # 0 et telles que SL, (D) ne soit pas rétracte k-rationnel pour aucun r > 1
[71]. De facon plus précise, ces algébres sont construites de la fagon suivante. On pose
F = k((t1))((t2)). Etant données deux extensions de corps cycliques k;/k de degré n
et de groupe de Galois (o;), on considére le produit tensoriel de F-algébres cycliques

A= Al QF A2 = (kl/kval)X) oY (kQ/k’UQaY)a

ouA; = FQrk, &® FQpkiy,--® F Qi k; yffl avec les relations y' = t; et
Ay =yo;(A) pour tout A € F ®j k;. On pose

N1 = {l’ € (kl ® k'g)x | Nk)1®k2/k(x) = 1} et M := Ir‘. (kl ® kQ)X C Nl,

ou I' = Gal(ky.k2/k). On a alors un invariant surjectif SK;(A) — N;/M, qui est
non trivial pour un bon choix des k;/k. Cette classe de contre-exemples est reprise ou
discutée notamment dans les références [24], [25], [91], [103, §18.3] et [104].

2.2. La conjecture de Suslin

CONJECTURE 2.5 (Suslin, 1991). — Soit A wune algébre simple centrale. Soit
¢ € G(k(G)) le point générique de G = SLj(A). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. indg(A) est sans facteurs carrés;

2. SK1(A®y F) =0 pour tout corps F/k;

3. [§] =1 dans SK1(Ay)) ;

4. G est une variété stablement k-rationnelle.

Si A = M,(D) et r > 2, la seconde condition peut étre formulée aussi de la fagon
suivante :

(2') Le groupe SL,.(D) est W -trivial.

La proposition 2.4 montre seulement la rétracte k-rationalité de G lorsque indy(A)
est sans facteurs carrés. Telles quelles, du moins si d > 5, les implications (1) => (4)
et (2) = (4) sont des problémes ouverts. Le sens (4) = (2) est une conséquence de
la propriété d’invariance

SK1(A) = SK1(Akw)
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par extension trancendante pure [71]. En effet, si G est une variété stablement
k-rationnelle, alors SK1(A) = SK1(Aga)) = W(k(G), G) et un argument de spécia-
lisation montre que [{] = 0 € SK;(A(q)) [74]. La conjecture porte donc principale-
ment sur le sens (2) => (1). En d’autres mots, si ind;(A) contient un facteur carré,
existe-t-il un corps F/k tel que SK1(AQy F) #0 ?

Nous suivons maintenant une approche chronologique mettant en évidence I’appa-
rition des techniques motiviques & partir du milieu des années 1990.

2.3. Invariant de Suslin, 1991

On suppose ici que d := ind(A) est inversible dans k et on note [A] € H2(k, pq) C
Br(k) la classe de A dans le groupe de Brauer de k. On considére les groupes de
cohomologie galoisienne Hi(k,u?j) [86] et on note B : H3(k, u3%) — H*(k, p%?) le
bord associé a la suite exacte de faisceaux galoisiens 1 — “?3 — ,u?f’ — ,uff’s — 1.

On suppose que k contient une racine primitive d>-iéme de I’unité. Suslin définit
un invariant (fonctoriel en k)

po : SK1(A) — H*(k, u$%) / [Alu H? (k, u$?) + Im(B),

qui explique les contre-exemples de Platonov lorsque d est impair. De fagon plus
précise, pour un corps K = Q,((X))((Y)), on a H*(K, u$?) = Z /dZ et Vinvariant
est alors non nul pour les algébres de Platonov.

En outre, cet invariant devrait étre non trivial pour le corps k(G) lorsque d est

divisible par un carré.

Remarque 2.6. — L’annulation du bord § est une conséquence de la conjecture de
Bloch-Kato (en degré 3 et pour les facteurs premiers de d). Celle-ci a été démontrée
par Voevodsky pour p = 2 (i.e. la conjecture de Milnor [100]) et annoncée par Rost
et Voevodsky [101], [93], [82], [106]. L’invariant py doit donc avoir valeur dans le
groupe H*(k,u$?) / [A] w H?(k, p$?).

2.4. Algébres de biquaternions et de degré 4

On suppose ici que car(k) # 2 et que A est une algébre de biquaternions (cf.
[48] [33]), c’est-a-dire que le produit tensoriel d’algébres de quaternions Q1 ®x Q2 ou
Qi = (a4, b;) est la k-algébre de présentation

X?=q;, Y? =0, YX+XY =0
avec a;, b; € k*. On associe & une telle présentation sa forme quadratique d’Albert

<p:a1x%+a2x2—a1a2x§—b1m§ —b2y2+b1b2y§
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dont la classe de similitude est un invariant de A. De facon plus précise, il existe un
isomorphisme « exceptionnel » SO(y) = SL;(A)/us et, pour toute extension F/k, on
a la propriété suivante :

la forme @p est isotrope <= A ®; F' n’est pas a division.

THEOREME 2.7 (Rost, 1992, [53, §2]). — On note X la quadrique projective associée
a . Alors il existe une suite exacte

0 — SK,(A) — H*(k,Z/2Z) — H*(k(X),Z/2Z).

Les H® sont des groupes de cohomologie galoisienne & coefficients Z/2Z [86]. Une
construction « élémentaire » (i.e. sans K-théorie) de cet invariant se trouve dans
[48, §17]. Ce résultat est un des ingrédients principaux de la démonstration du cas
particulier suivant de la conjecture de Suslin.

THEOREME 2.8 (Merkurjev, 1993, [52] [57]). — Soit A une algébre simple centrale
d’indice multiple de 4. Alors il existe un corps F/k tel que SK;1(A ®x F) # 0. En
particulier, pour tout n > 2, SL,(A) n’est pas W -trivial et n’est pas une variété
stablement k-rationnelle.

Remarque 2.9. — Si A est un corps gauche de degré 4 sur Q (ou sur Q,), on sait que
SKi(A) =0 [105] et le résultat ci-dessus montre que SKi (A4 ®q Q(SL1(A))) # 0.

Appliquant sa théorie des invariants de groupes algébriques a valeurs dans les
modules de cycles [56], Merkurjev a étendu la construction de Rost aux algébres de
degré 4 et a donné une nouvelle démonstration, plus naturelle, du théoréme 2.8.

THEOREME 2.10 ([56, th. 6.6]). — Soit A une algébre simple centrale de degré 4.
Soit Y = SB(A,2) la variété des idéaux & droite de A de dimension 2. Alors il existe
un isomorphisme

SKi(A) = ker(H4(k, 7/2Z) — H (k(Y), Z/QZ)) /[A®?) L H?(k, Z/2Z).

2.5. Invariant de Suslin, 2006

On suppose toujours que d = ind(A) est inversible dans k. Soit X la variété
de Severi-Brauer de A, c’est-a-dire la variété des idéaux & droite de dimension
deg(A) = y/dimy(A). Nous allons définir suivant Suslin [92] un nouvel invariant

() SK(A) = ker (' p§%) — HU(K(X), 15%)) / [A] 0 H2 (b, 15?)

au moyen de la théorie motivique étale de Voevodsky [51] ; ceci nécessite la conjecture
de Bloch-Kato en degré 3. La comparaison des invariants pg et p est une tache ardue
non encore réalisée ; on s’attend cependant & la formule py = £2p. En d’autres mots, le
nouvel invariant est (deux fois!) plus fin que celui de 1991, la cohomologie motivique
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ayant permis ce raffinement. En caractéristique nulle, cet invariant a été construit
indépendamment par B. Kahn [44].

A toute k-variété lisse Y, on associe des groupes de cohomologie motivique étale
H: (Y,Z(j)) (i > 0, j € Z). Pour le point Spec(k), vu que H; (k,Q(j)) = 0 pour
i > j, on a des isomorphismes de bord

H'(k,Q/2(7) = Hy(k,Q/ 2(7) = HG ' (k, 2(5) (i >J)
qui relient ces groupes a la cohomologie galoisienne. On considére le groupe
SHS (X, Z(3)) := ker(Hgt(X, Z(3)) — HS.(X x4 k(X), Z(3))).

Par ailleurs, on utilise la cohomologie Zariski du faisceau K3 associé a la K-théorie
de Quillen. De fagon analogue, on pose

SHE, (X, Hs) i= ker (H3 (X, Ks) — HE,.(X x4 k(X), %s) ).

THEOREME 2.11 ([92, th. 1]). — On suppose d inversible dans k, deg(A) > 3 et
que la conjecture de Bloch-Kato vaut en degré 3 pour les extensions de k. On a des
isomorphismes

SHE (X, K3) = SHE (X, 2(3)) > ker (Y (k, u§%) — H ((X), 15%) ) /[AJUH (k, 152).

Démonstration. — On se limite au cas de caractéristique nulle. Notons V(X) le
groupe de droite, il est isomorphe &

ker(H(k,Q/Z(3)) — HA(K(X),Q/Z(3))) / [A] o H2(k, Q/ Z(2)).

Vu que X est une variété géométriquement cellulaire, la cohomologie motivique étale
de X en poids 3 peut se calculer via la suite spectrale de B. Kahn [43]

EY?=HY Y (k,CHY(X xi ks) ® Z(3 — q)) => EE?

avec des fleches ELF9 — HETY(X,Z(3)) qui sont bijectives pour p + ¢ < 6. Vu que
CHY(X Xy ks) =Z pour ¢ =0,...,deg(A) — 1, et vaut 0 sinon, ’étude de cette suite
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spectrale conduit au diagramme exact suivant (ibid., §5.4 et §7)

0

) l

Hypo(X,Ks)  —  Hi(X,Z(3))

!

Ky (k)

U[All

H'(k,Q/Z(3))

!

0 —— HE,.(X,%3') —— HL(X,Z(3) —— Hj

Zar

kX

(X, 7 (4)).

Ce diagramme demande quelques explications. La fleche H*(k,Q/Z(3)) —
HE,(X,Z(3)) est le composé HA(k,Q/Z(3)) = H3(k,Z(3)) — H3(X,Z(3)) qui
est défini via lisomorphisme rappelé précédemment. Les groupes Hj, (X, %éw)
désignent la cohomologie du module de cycles KM, ie. la K-théorie de Milnor
[81]. Drailleurs, on a un isomorphisme H2 (X, ﬂ(éw) — HZ, (X,%3) qui se lit
sur la définition compte tenu du théoréme de comparaison de Matsumoto, i.e.
KM(F) = Ky(F) pour tout corps F/k. Enfin, #(4) désigne le faisceau Zariski
sur X associé au préfaisceau U — HZ (U, Q/Z(3)). On dispose d'un diagramme
analogue pour Xy x); la compatibilité

HG(X,Z(3)) — HE (Xix), Z(3))
P k(X)X

produit par chasse au diagramme un isomorphisme SHZ (X, #3H =5 V(X).
Vu que XxpX est k-birationnelle & P?! x; X, la fleche H*(k(X),Q/Z(3)) —
H*(k(X xX),Q/Z(3)) est injective. Le diagramme commutatif exact

0

l

0— Hi, (X, K5') —— HY(X,Z(3)) —— HL(X.H(4) — H'(k(X),Q/Z(3))

! ! ! !

0— HZ,(Xp(x), K3 ) ——H3Y(Xi(x),Z(3)) —— HY(Xy(x),H (4)) = HA(k(X x X),Q/Z(3))
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48 P. GILLE

permet de conclure que SHZ, (X, X3) — SHJ (X, Z(3)). O

On se souvient alors de la décomposition de Quillen (voir [94, §12])

deg(A)—1
KX = @ KU,
j=0

de la K-théorie de X. La suite spectrale de Brown-Gersten-Quillen

Eg’q(X) = Hp+q(Xa jch) = K*pfq(X)

Zar

définit une filtration décroissante sur K;(X) avec FO(X) = K;(X), FP/Pt1(X) =
EP~1=P_ La restriction du morphisme K;(X) — E%~! = B ™' = HO(X, %) = kX
sur le facteur K;(A) = A*/[A*, A*] n’est pas autre chose que la norme réduite
Nrd : K;(A) — k*. Ainsi, on a une inclusion SK;(A) C F?(X), d’otl par composition
une fleche

SK(4) — F*(X) — F*/3(X) = B4 — B2~ = H3, (X, %,).

Le diagramme commutatif

SKl(A) - H%ar(Xv ‘7(3)

! !

0= SKi(Apx)) — HZ,(Xnx), X3)

montre que ’on a en fait une fléche SK;(A) — SH2

Zar

(X, K3). On peut alors combiner
avec le théoréme 2.11 pour définir I'invariant de Suslin (x)

P+ SK1(A) — ker (HA(k, n§%) — H'(h(X), 1u5%)) / [4] 0 H*(k, u52).

Dans le cas d’une algébre de degré 4, Suslin montre que p est un isomorphisme
et établit un théoréme de comparaison avec les invariants de Rost et Merkurjev [92,
§3.4].

QUESTION 2.12. — Si d = p?, p premier impair, l’invariant p est-il injectif ¢

Remarque 2.18. — Ce type de techniques permet de définir un invariant analogue
pour le groupe SK3(A) [11] [44]. Le cas d’une algebre de biquaternions donne lieu a
une généralisation du théoréme de Rost (Calmes, loc. cit.). De plus, Kahn et Levine
sont allés plus loin dans le rapprochement de la décomposition de Quillen et de la
cohomologie motivique de la variété de Severi-Brauer X = SB(A) [45]. De fagon plus
précise, la filtration « de la tranche » de la K-théorie de A est explicitée en termes de
complexes de faisceaux associés & A. Ceci donne une autre méthode pour définir des
invariants de SK;(A) et SK3(A) (loc. cit., §4.9).

ASTERISQUE 326



(983) LE PROBLEME DE KNESER-TITS 49

2.6. Questions de finitude

De fagon générale se pose la question de la finitude de W (k, G) lorsque k est un
corps de type fini sur son sous-corps premier. Le seul cas connu significatif est le
théoréme suivant de Colliot-Théléne dont les ingrédients sont le théoréme 2.7 et la
théorie du corps de classes supérieur.

THEOREME 2.14 ([18]). — Soient F un corps et A/F une algébre de biquaternions.
Dans chacun des cas sutvants :

(i) F' est un corps de fonctions d’au plus deuz variables sur un corps de nombres,
(ii) F est un corps de fonctions d’au plus trois variables sur un corps fini,

le groupe SK1(A) est fini.

3. DEVISSAGE DU GROUPE W (K, G)

Nous revenons & des généralités en fixant un k-groupe algébrique réductif
(connexe) G.

3.1. Réduction au cas simplement connexe absolument presque simple

On adopte ici une présentation légérement différente de Borel-Tits [7, 6.5]. On sait
que le groupe G admet une z-extension, c’est-a-dire une présentation

Ll 1
I |
L |

1— E/p —— corad(a) —— corad(G) —— 1

! ! !

1 1 1

ot G = DG est semi-simple simplement connexe, E est un k-tore quasi-trivial
(i.e. produit de restrictions des scalaires & la Weil Ry, Gy,), corad(G) = G /DG
désignant le k-tore coradical de G. Il y a des correspondances bijectives entre les
k-sous-groupes additifs & un paramétre de G, G*° et G. Le théoréme 90 de Hilbert
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implique que la fleche a(k) — G(k) est surjective. Pour un k-tore T, on a par
définition T'(k)T = 1; on montre alors aisément que le diagramme précédent donne
lieu au diagramme commutatif exact

|

W(k, G*)

!

1—— EBk) — W(k,G) —— W(k,G) —— 1,

L
corad(G) (k)

permettant de calculer dans une certaine mesure le groupe W(k,G) a par-
tir de W(k,G"). De fagon plus précise, le groupe W(k, é) est extension de
Im(a(k) — corad(a)(k)) par W (k, G™).

Rappelons quun tel k-groupe G*© se décompose en un produit fini
G* = [1; Rk, /x(G:) de restrictions a la Weil ou les k;/k sont des extensions fi-
nies séparables de corps et les G; /k; sont des k;-groupes semi-simples simplement

connexes absolument presque simples [97]. Vu que

(1) W(k,G*) = [[Wk,G),

le probléme de Kneser-Tits pour G*® se raméne au probléme de Kneser-Tits pour
les G; /k;. Sans perte de généralité, il est donc loisible de considérer uniquement des
k-groupes simplement connexes absolument presque simples, i.e. des k-groupes H tels
que H x k, soit un groupe de Chevalley presque simple SL, 1, Spin,, |, Sp,,, etc.

3.2. Conséquence pour les groupes W-triviaux

PROPOSITION 3.1. — On suppose que G est W -trivial, ¢’est-a-dire que W(F,G) =1
pour tout corps F/k. Alors G est semi-simple simplement conneze et tous ses facteurs

presque simples sont isotropes et W -triviauz.

Démonstration. — (1) G est semi-simple : on peut supposer que k est algébrique-
ment clos. Alors la fleche G(k) — corad(G)(k) est surjective et induit un morphisme
surjectif 1 = W(k, G) — corad(G)(k). Le tore corad(G) est trivial, donc le groupe G

est semi-simple.

(2) G est semi-simple simplement conneze : on peut encore supposer que k est algé-
briquement clos. Le groupe G est alors déployé, il est W-trivial (e.g. [89, lemma 64]).
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En outre le tore corad(G) est déployé. Le diagramme ci-dessus produit les isomor-
phismes

E(F) =5 W(F,G) = corad(G)(F)

pour tout corps F/k. Si car(k) = 0, cela entraine immédiatement (pour F' = k)

que E = corad(G). Pour le cas général, en prenant F = k((t)), on obtient un
0

isomorphisme des groupes de cocaractéres E° — corad(G) , d’oit E — corad(G).

(3) Les facteurs presque simples de G sont isotropes et W-triviauz : on peut sup-
poser G presque k-simple. Si G est anisotrope, on sait que G n’a pas de sous-groupes
a un paramétre. Ceci implique en particulier que le corps k est infini [5, §16]. Par
définition, on a donc W(k, G) = G(k), et ce groupe est non trivial [5, 18.3], ce qui
contredit I’hypothése de W-trivialité pour G. La W-trivialité des facteurs simples de
G se voit avec la formule (1). O

3.3. Réduction aux groupes de rang relatif 1

Cette réduction, due a Prasad-Raghunathan [79] (voir aussi [75, §7.2]), compléte
la technique de Tits d’élimination des sommets négligeables du diagramme de Dynkin
[98, §4.3]. Ici encore, G désigne un groupe semi-simple simplement connexe, isotrope,
et absolument presque simple. On note 'y = Gal(k,/k) le groupe de Galois absolu de
k. Soient S un k-tore maximal déployé de G et T un k-tore maximal contenant S. Soit
A une base du systéme de racines absolu ® := ®(Gy,, Tk,) C /T\(ks) et A, C (G, S)
un ordre compatible [5, §20]. On note P C G le sous-groupe parabolique minimal
standard associé & S et Ay ; le groupe Zg(S) est un sous-groupe de Levi de P. On
pose

Aoz{a€A|a|5=1}.

La x-action de 'y sur A [6] stabilise Ag et A\ A consiste en r orbites galoisiennes,
ot r = rg(S) est le rang relatif de G.

Pour toute partie I';-stable © de A\ Ag, on note Pg le sous-groupe parabolique
standard de G associé a Ay U © et Lg son sous-groupe de Levi standard. On pose
alors ¥, := D Lg, c’est un groupe semi-simple simplement connexe dont I'indice de
Tits est le sous-diagramme de Dynkin de A de sommets Ag U O.

Si © est une I'y-orbite de A\ Ay, le groupe & se décompose de fagon unique

g@) = Gg XA@,

ou Gg est un k-groupe de rang relatif 1 absolument presque simple et Ag est un
k-groupe anisotrope. Ceci se montre en remarquant que l'indice de Tits de Gg est
la composante connexe de © dans le sous-diagramme de A dont les sommets sont
Ay U O.
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THEOREME 3.2 ([79]). — Les Ge(k), pour © parcourant les T'y-orbites de A\ Ay,
engendrent W (k, G).

Cette réduction est bien commode lorsque 1’on s’intéresse a la question 1.2, c’est-
a-dire lorsque ’on fixe le corps de base.

COROLLAIRE 3.3. — On suppose que W (k,H) = 1 pour tout k-groupe semi-simple
simplement connexe presque simple et de k-rang 1. Alors pour tout k-groupe G semi-
sitmple simplement conneze isotrope et presque simple, on a W(k,G) = 1.

4. QUELQUES PROPRIETES DES GROUPES DE WHITEHEAD

On suppose désormais, sauf mention expresse du contraire, que G /k est semi-
simple simplement connexe absolument presque simple et isotrope.

4.1. Faits péle-méle

Nous allons tirer quelques observations utiles du théoréme de simplicité de Tits.
FAIT 4.1. — Pour tout corps F/k ayant au moins quatre éléments, on a
(G, GEF)T]=G(F)".
En particulier, G(F)* C [G(F), G(F)] et on a alors une surjection naturelle
W(F,G) - G(F)a = G(F)/[G(F), G(F)]
du groupe de Whitehead sur 1’abélianisé de G(F).

QUESTION 4.2. — A-t-on un isomorphisme W(F,G) = G(F)., ? En d’autres
termes, le groupe W (F, G) est-il abélien ?

La réponse est positive pour les groupes classiques, voir 7.7. Vu que 1’on ne connait
pas de contre-exemples, il est tentant de penser que la réponse est positive. En étant
encore plus optimiste, ce groupe W (F,G) devrait &tre de torsion et méme annulé
par un petit entier, 'ordre du groupe de Weyl de G par exemple (voir plus loin la
remarque 7.6).

On rappelle que, si k est parfait, tout élément unipotent de G(k) est k-plongeable
dans le radical unipotent d’un k-sous-groupe parabolique de G ; le groupe G(k)™
coincide alors avec le sous-groupe de G(k) engendré par les éléments unipotents de
G (k). Pour un corps de caractéristique p > 0, ceci vaut plus généralement dans les
cas suivants : p n’est pas un entier de torsion de G [88, §5] ou [k : k] < p [30].

En pratique, on utilise la définition équivalente de G (k)™ en termes de k-sous-
groupes paraboliques. Soient P un k-sous-groupe parabolique propre de G et P~ un
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k-sous-groupe parabolique opposé & P. On note R,(P) le radical unipotent de P,
c’est un k-groupe unipotent déployé.

FarT 4.3 ([7, 6.10]). — On suppose k infini.

1. G(k)T est le sous-groupe de G(k) engendré par les conjugués de (R, P)(k).
2. G(k)T est le sous-groupe de G(k) engendré par (R, P)(k) et (R, P7)(k).

En effet, le sous-groupe de G(k) engendré par les conjugués de (R, P)(k) est un
sous-groupe normal de G(k), donc aussi de G(k)*. Ce groupe n’est pas commutatif,
donc est non central dans G(k)". Le théoréme de simplicité de Tits montre que
les deux groupes coincident. Pour la seconde assertion, le sous-groupe M de G(k)
engendré par (R, P)(k) et (R, P7)(k) est normalisé par (P NP~ )(k), donc aussi par
G (k) puisque celui-ci est engendré par (PNP7)(k). (R, P)(k) et (R, P™)(k) (grosse
cellule dans la décomposition de Bruhat). Le groupe M est un sous-groupe normal de
G (k)™ qui contient (R, P)(k), la premiére assertion entraine M = G(k)*.

Le groupe G(k)™ est assez « gros » au sens suivant.

FAIT 4.4. — On suppose que k est un corps infini. Alors G(k)T est Zariski-dense
dans G. En outre Z(G(k)") C Z(G)(k).

Notons H C G le k-sous-groupe de G engendré par G(k)* [5, 2.1]. Alors G(k)
normalise H. Puisque G(k) est Zariski-dense dans G [5, 18.3], le k-groupe H est
distingué dans G. Par hypothése, G est presque k-simple et H est non central, donc
H = G. La remarque sur le centre est immédiate et améne & la question d’égalité des
groupes Z(G(k)T) et Z(G)(k) que l'on peut formuler de la fagon suivante. A-t-on
Iinclusion

Z(G)(k) C G(k)t 2

L’article [61] de Monastyrnil étudie cette question pour les groupes classiques et la
réponse est en général négative. En effet, il existe un groupe simplement connexe G
de type 1D,, dont le centre donne lieu & des éléments non triviaux de W (k, G).

4.2. Fléche de relévement

Soit O un anneau hensélien de valuation discréte, par exemple un anneau complet
pour une valuation discréte. On note K son corps de fractions et x son corps résiduel.
Soit $/0 un schéma en groupes semi-simples simplement connexes [1]. Alors $ X K et

H=9 é k sont des groupes simplement connexes et ont méme indice de Witt-Tits,

c’est-a-dire méme diagramme de Dynkin relatif. On suppose que H est absolument
presque simple et isotrope. La premiére décomposition ci-dessous rend compte du
caractére « non-ramifié » du groupe de Whitehead.
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LEMME 4.5. — 1) H(K) = H(K)*.9H(0);
2) ker(9(0) — H(k)) C H(K)T.

L’inclusion ci-dessus est une variante de la proposition 6.14 de Borel-Tits [7] por-
tant sur les corps localement compacts. On considére les objets suivants. Soit P un
k-sous-groupe parabolique minimal de H. Puisque O est hensélien, P se reléve en un
O-sous-groupe parabolique P. Soit S /k un k-tore maximal déployé de P, il se reléve
en un O-tore déployé maximal & de P [1, IX.7]. On sait alors que G est un K-tore
maximal déployé de Hk [10, 4.6.4]. On note Zy(S) le centralisateur de & [1, X1.5.3].
Alors P = R, (P) x Zu(S) et P = R,(P) x Z5(6) [1, XXVI1].

Démonstration. — (1) On rappelle que W (K, $i) est engendré par Zg(6)(K) (96,
§3]. Vu que Z5(6)/6 est un schéma en groupe réductif dont la fibre spéciale est
anisotrope, la théorie de Bruhat-Tits montre que (Z4(6)/6)(0) = (Z5(6)/6)(K)
[10, 4.6.33]. Le O-tore & est déployé, donc la fléche Zg(6)(0) — (Z5(6)/6)(0) est
surjective. Ces deux faits combinés entrainent

Z5(8)(K) = Z5(8)(0) - 6(K).

Par ailleurs, il est bien connu que &(K) C $(K)™ [7, prop. 6.11]. Par suite, le groupe
W (K, $) est engendré par Z4(6)(O) et partant par $(O).

(2) En considérant le radical unipotent de 3, on sait qu’il existe un sous-groupe
unipotent i : G, 0 — B. On note U : G, , — H sa fibre fermée. On note h 'algébre
de Lie de H et u C § celle de U. On considére le x-sous-groupe M de H engendré
par les ("U)pen(s)- Vu que H(k) est Zariski-dense dans H [5, 18.3], le groupe M est
distingué dans H, donc égal 4 H. Par suite les "u, pour h parcourant H(x), engendrent
le k-espace vectoriel h. Ainsi, il existe hy, ..., hqg € H(k) tels que

b= @ "u  ond=dim(H).
i=1,...,d
Le lemme de Hensel (e.g. [59, 1.4.2]) permet de relever les h; en des h; € $(0). Par
construction, la différentielle en (0, ...,0) du morphisme

(Gao)! —I— 9

(1, -+ ,2q) +— %111(%1)%;1 Enu(xn),ﬁgl

est un isomorphisme. Ainsi f est étale en (0,---,0) et le lemme de Hensel permet de
conclure que

ker(f)(O)—>H(n)> c f(0Y) c sE)*. 0
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Ce lemme montre que l'application composée $H(0) — H(K) — W (K, Hk) passe
au quotient par le groupe ker(.‘t')(O) — H(K)) induisant un morphisme surjectif

p:H(k) > W(K,Hk).

Le lemme de Hensel montre que la spécialisation R, (PB)(0) — R.(P)(k) est surjec-
tive. Ainsi les éléments de H(x)™ se relévent en des éléments de $(K)T. La fleche p
est donc nulle sur H(x)1 et produit une fléche surjective

p:W(k,H) — W(K,HK),

appelée fleche de relévement. Cette fleche est en fait un isomorphisme, voir plus loin
le corollaire 7.3.

4.3. Lien avec le 7y naif

Soit F un foncteur en ensembles de la catégorie des k-algébres. On note mo(k, F) le
quotient de F(k) par la relation d’équivalence engendrée par la relation élémentaire
suivante : deux éléments fo, f1 € F(k) sont liés 8’il existe f € F(k[t]) tels que f(0) = fo
et f(1) = fi.

En particulier, si F est un foncteur en groupes, on note H F(k) le sous-groupe
distingué de F(k) directement liés & e. On a alors un isomorphisme de groupes

F(k)/HF(k) =5 mo(k, F).

En effet, soient f et f’ deux éléments de F(k) équivalents. Il existe une chaine

fo=1,f1,--, fn = [ ou f; est directement équivalent & f;; pouri = 0,..,n—1. Par
récurrence, on peut supposer n = 2 et fo = e. Il existe hg et hy dans F(k[t]) satisfaisant
ho(0) = e, ho(1) = f1, h1(0) = f1 et hi(1) = fo. Posons ¢(t) = hy(t)(ho(1 —t))~! €
F(k[t]). Alors ¢(0) = e = fo et ¢(1) = fo. Donc fp et fa sont directement équivalents.

En particulier, pour le k-groupe algébrique G, cette construction donne lieu au
quotient mo(k, G) de G(k). B. Margaux a montré le résultat de comparaison suivant.

PROPOSITION 4.6 ([50]). — W (k,G) = mo(k, G).

Cet isomorphisme est une conséquence du résultat suivant de théorie géométrique
des groupes.

FAIT 4.7 ([50]). — Soit P un k-sous-groupe paraboliqgue minimal de G. Alors

G(k[t]) = { G(k), (RuP)(k[1)) )-
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En effet, on dispose d’une présentation du groupe G(k[t]) en terme d’amalgame
qui provient de l'action de G(k[t]) sur 'immeuble de Bruhat-Tits [10] du groupe
Gy ((1))- Pour SLy, cette présentation est un résultat de Nagao [68] (voir aussi [85,
I1.1.6]) ; pour G déployé, il s’agit d’un résultat de Soulé [87]. Expliquons briévement
pourquoi le fait (4.7) entraine l'isomorphisme (4.6). Il s’agit d’établir que la surjection
G(k)/ G(k)t — mo(k, G) est injective, c’est-a-dire que G (k)T = H G(k). Etant donné
un élément g € H G(k), il existe h € G(k[t]) satisfaisant h(0) = e et h(1) = g. Selon
le fait ci-dessus, un tel h s’écrit alors h = g; u; 91_1 e Gn Up gt avec gy, ..., gn € G(k)
et uy, ..., un € (R, P)(k[t]) satisfaisant u1(0) = - - - = u,(0) = e. Par suite, g = h(1) =
gru(1) gt - gnun(1) g, € G(R)T.

Cette construction est faussement naive (k est parfait ici) puisque
770(]{’ G) = Homkﬂ(k)(spec(k% G)

est le groupe des homomorphismes dans la catégorie homotopique des schémas ¢ (k)
de Morel-Voevodsky [67], [66, §3.1]. En outre, les groupes d’homotopie 7;(k, G) (i >
1) de Morel-Voevodsky définissent des analogues supérieurs du groupe de Whitehead.

5. LIEN AVEC LES QUESTIONS DE RATIONALITE ET
D’APPROXIMATION

Dans cette section, nous formalisons dans un cadre général ces liens établis pour
les groupes classiques [72] [62] [74] [98].

5.1. Variétés de groupes rétractes k-rationnelles

On appelle corps valué la donnée (K, v) d’un corps K muni d’une valuation v (non
nécessairement discréte, de rang arbitraire). On note alors K, le complété de K pour
la valuation v. Si K contient & et v(k*) = 0, on dit que (K, v) est une k-valuation.

PROPOSITION 5.1 (Saltman [83, theorem 3.9]; voir aussi [22, §1])
Soit X une k-variété. On considére les propriétés suivantes®) :

1. X est rétracte k-rationnelle.

2. 1l existe un ouvert non vide U C X tel que, pour toute k-algébre locale A de
corps résiduel k, Uapplication U(A) — U(k) soit surjective.

3. k(X) est séparable sur k et il existe un ouvert non vide U C X tel que, pour
tout corps K/k et toutes valuations vy, ..., v, sur K deuz & deuz indépendantes,
U(K) soit dense dans U(K,,) x --- x U(K, ).

) La version préliminaire de cet exposé présentait une démonstration canulée de (4) => (1). Ceci
est une question ouverte.
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4. k(X) est séparable sur k et il existe un ouvert non vide U C X tel que, pour
tout k-corps valué (K,v), U(K) soit dense dans U(K,).

Alors on a les implications (1) < (2) = (3) = (4).

Nous appelons dans la suite de Pexposé « propriété de relévement » la propriété 2).
Dans les assertions 3) et 4), la topologie sur U(K,) est la topologie v-adique définie
par Weil [107, appendice III]. Si U est affine, il s’agit de la topologie la plus fine telle
que les applications f : U(K,) — K, soient continues pour tout f € I'(U, Oy), voir
[46, page 256].

Démonstration. — 1) = 2) est le sens facile. Pour la réciproque, on peut supposer
que U = Spec(B) est affine. La k-algébre B étant de type fini, on considére un
morphisme surjectif d’anneaux R = k[t1, - ,t,] — B = R/B. Le corps de fonctions
kE(X) est le corps résiduel de Panneau local Ry. Par hypothése, la fleche U(Rgp) —
U(k(X)) est surjective. Le point générique £ de U se reléve donc en un morphisme
f : Spec(Ryg) — U. Il ’étend en un voisinage V de [B] dans A} = Spec(R) de sorte
que 'on obtient un morphisme f : V — U qui admet une section rationnelle. Ainsi
X est rétracte k-rationnelle.

1) = 3) : Si X est rétracte k-rationnelle, X est k-unirationnelle et k£(X) est une
extension séparable de k. La seconde assertion se raméne au cas d’un ouvert d’un
espace affine, donc au cas de ’espace affine de dimension d pour lequel la densité de
K¢ dans K;fl X ~-Kﬁn est une conséquence du théoréme d’approximation [9, VI.7,
corollaire 2].

3) = 4) est évident. O

LEMME 5.2. — On suppose que le corps de base k est infini. Soit H un k-groupe
réductif. On note £ € H(k(H)) le point générique de H. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. le morphisme H(A) — H(k) est surjectif pour toute k-algébre locale A de corps
résiduel K ;

2. H(K) est dense dans H(K,) pour tout k-corps valué (K,v) ;

3. H est une variété rétracte k-rationnelle.

Remarque 5.3. — Le lemme vaut en fait un espace homogéne H / M. En outre, si H;

et Hy sont deux k-groupes réductifs, le produit Hy x; Hs est rétracte k-rationnel si
et seulement si H; et Hy sont rétractes k-rationnels.
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Démonstration. — 1) = 2) : c’est une conséquence immédiate de la proposition 5.1.

2) = 1) : la proposition 5.1 produit un ouvert V de H ayant la propriété de
relévement. Vu que V (k) est Zariski-dense dans H, il existe hq, ..., h, € V(k) tel que
U h: V = H. Il est alors immédiat que G vérifie la propriété de relévement.

L’équivalence 1) <= 3) se démontre de la méme fagon. O

Le cas des variétés de groupes simplement connexes isotropes est particuliérement
intéressant.

PROPOSITION 5.4. — On suppose que le corps de base k est infini. Soit G un
k-groupe semi-simple simplement connexe absolument presque simple et isotrope. On
note £ € G(k(G)) le point générique de G. On considére les propriétés suivantes :
1. G est W-trivial, i.e. W(F,G) = 1 pour tout corps F/k;
2. £l =1eW(k(G),G);

3. G est une variété rétracte k-rationnelle.

Alors on a les implications suivantes : 1) <= 2) = 3).

Ainsi la rétracte k-rationalité de G est une condition nécessaire pour que G soit
W-trivial. L’équivalence 2) <= 3) est établie plus loin (5.9). En outre, 'implication
1) = 3) pour le groupe SL,.(D) pour une algébre a division D d’indice sans facteurs
carrés montre que le théoréme de Wang implique la rétracte k-rationalité de SL,.(D).
On retrouve ainsi par une autre méthode la proposition 2.4.

Démonstration. — L’implication 1) = 2) est triviale.
2) = 1) : on dispose de k(G)-morphismes u; : G4 k@) — Gr) (i = 1,...,n) et
de fonctions rationnelles fi,...., fn € k(G) telles que

§=ur(f1)ua(f2) - un(fn)-

Il existe un ouvert non vide V. C G tel que les u; et les f; soient définis sur V. La
relation précédente montre que ’on a le diagramme commutatif de V-schémas

ApxV S, GxV

Fromad) N AT
V.
Par spécialisation, il vient V(F) C G(F)* pour tout corps F/k. Vu que V(F)
est Zariski-dense dans Gp [5, 18.3], on a V.V(F) = G, d’ou aussitot G(F) =
V(F).V(F)=G(F)*.
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1) = 3) : soient P un k-sous-groupe parabolique propre de G et P~ un
k-sous-groupe parabolique opposé. Le groupe G(x)T est engendré par (R, P)(k) et
(R.P7)(k) (fait 4.3), donc on est ramené & voir que

Ru(P)(k) C Im(G(A) 5 G(,«U)).
Mais la variété R, (P) est isomorphe a un espace affine, donc ’application
Ru(P)(A) — Ru(P)(r)
est surjective. On a bien établi I'inclusion R, (P)(x) C Im(G(A) — G(k)). O
En appliquant ceci au corps k(G), le théoréme 3.2 entraine immédiatement le

COROLLAIRE 5.5. — On suppose que k est infini. Avec les notations du théoréme
3.2, on suppose que le groupe Go est W-trivial pour toute I'y-orbite © de A\ Ay.
Alors G est W -trivial.

5.2. Lien avec ’approximation forte

Le probléme de Kneser-Tits intervient de fagon cruciale dans la preuve du théoréme
d’approximation forte pour les corps de nombres (Kneser [47], Platonov [70]) et dans
le cas général (Prasad [77]). On note ici le lien suivant & la Kneser-Harder.

LEMME 5.6. — Soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions K. Soit H /K
un groupe simplement connexe absolument presque simple et isotrope. Soit H/A un
modéle de H/K, i.e. un A-schéma en groupes affine, plat de type fini sur A, et
de fibre générique H /K. Soit ¥ C Spec(A) un ensemble fini de points fermés de
complémentaire U = Spec(A) \ X.
1. H(V)NH(K)™T est dense dans [] H(f(\p)Jr.
peES

2. Si H(f(\,,)"r = H(f(\p) pour tout p € X, alors H(U) est dense dans [ H(K,).
peES

Remarque 5.7. — Rappelons que la densité de $(U) dans [] H(f(\p) est indépen-
peES
dante du modéle choisi [35, §2.1]. On dit alors que Papproximation forte vaut pour le

groupe H /K en X.

Démonstration. — (1) On continue & voir H(K)™ comme le sous-groupe de H(K) en-
gendré par (R, P)(K) et (R, P7)(K) pour des K-sous-groupes paraboliques propres
P et P~ opposés de H/K (4.3). Quitte & décomposer les éléments de H(f('\p)Jr en
un produit fini d’éléments de (R, P)(_f(\p) et (R, P_)(k\p), on est ramené & voir que

1T (Re P)(f(\p) se trouve dans I’adhérence de $H(U)NH(K)*. La K-variété R, (P) est
peX
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isomorphe & un espace affine, donc satisfait ’approximation forte (cf. [47, 2.4]). Ainsi

(R, P)(K)NH(U) est dense dans [] (R, P)(ff\p), ce qui achéve la démonstration.
peS

(2) C’est une conséquence immeédiate. O

5.3. Invariance pour les extensions transcendantes pures

Le résultat suivant donne une forme générale aux énoncés de Platonov [71], Yan-
chevskii et Monastyrnii-Yanchevskii [64] pour tous les groupes classiques.

THEOREME 5.8. — On suppose que G est semi-simple simplement connexe absolu-
ment presque simple et isotrope. Alors on a un isomorphisme

W(k,G) = W(k(t),G) = W(k((t)),G).

Démonstration. — 1l suffit de montrer la surjectivité de W(k,G) — W (k(t), G) et

le second isomorphisme.

Passage de k a k(t) : on note F' le corps k(t); il faut donc montrer que G(F) =
G(k). G(F)™. Pour tout point fermé M de A}, on note I/J’\M le complété de F pour la
valuation associée. Le lemme 4.5 appliqué aux anneaux de valuations 9) » des corps
Fy; montre que I'on a G(I/?\M) = G(F\M)J’. G(aM) pour tout point fermé M de A}.

Soit g € G(F). On note U C A} l'ouvert de définition de g et ¥ = A} \ U son
complémentaire. Il existe hps € G(FM)"' et gu € G(E)\M) tel que

g=hygu (MecA").
Le lemme 5.6 montre que G(U) N G(F)™" est dense dans [] G(Fy ). Par suite, il
MES
existe ¢’ € G(U) N G(F)™ tel que

1—1

g "hy € G(Oy) VM e,
Ainsi
¢ 'ge GOy) VM e,
dou ¢’ 'g € G(k[t]). Mais G(k[t]) C G(k). G(F)" (4.7), d’on aussitot g €
G(k). G(F)*.

Passage de k a k((t)) : soient P un k-sous-groupe parabolique propre de G et
P~ un sous-groupe parabolique opposé. Suivant le §4.2, I'application W (k,G) —
W (k((t)), G) est la fleche de relévement associée & G x E[[t]], elle est donc surjective.

Pour injectivité, il convient d’établir que G(k)* = G(k) N G(k((t)))". On se donne
donc go € G(k) tel que

go=1Ur"""Up
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avec u; € Ry,(PT)(k((t))) pour i = 1,...,n, lindice + dépendant de i. On note
R = k[t, ] Panneau des polynomes de Laurent Vu que R, (P*)(R) est dense dans
(Pi)(k(( ))), il existe des éléments f1, ..., fn € R.(P*)(R) satisfaisant

[T 1/ € ker(GURIED <% G (k).
Puisque go = [Jwi, il vient [] f; € G(R) N G(k[[¢]]) = G(k][t]), d’on

go [[ £ € ker(G(k[t]) <> G(k)).

Suivant le fait 4.7, on sait que le groupe ker(G(k[t]) <% G(k)) est constitué d’élé-
ments 9 hy -+ 9mh,, avec h; € R, (P)(k[t]) et g; € G(k). En reportant ci-dessus, on
obtient

go [1f7 = b o .

Il reste a spécialiser en 1 pour obtenir gg € G(k) . O
Ceci nous permet de compléter la proposition 5.4.

THEOREME 5.9. — Sous les hypothéses du théoréme 5.8, on note £ € G(k(G)) le
point générique de G. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. G est W-trivial, i.e. W(F,G) = 1 pour tout corps F/k ;

2. (=1 W(k(G),G);

3. G est une variété rétracte k-rationnelle.

Démonstration. — Quitte a remplacer k par k(t), le théoréme 5.8 permet de supposer
le corps de base infini. Au vu de la proposition 5.4, il reste & montrer que, si G est une
variété rétracte k-rationnelle, alors [(] = 1 € W (k(G), G). Par hypothése, il existe un
ouvert U de G tel que 'identité de U factorise & travers un ouvert V d’un espace
affine A", i.e. il existe des morphismes f: U — Vet r: V — U tels que ro f = idy.
Ainsi le morphisme
G(U) 5 ev) L )

est I'identité. Le théoréme 5.8 montre que W (k, G) = W (k(V), G). Par suite, quitte &
restreindre U et V, il existe go € G(k) et des éléments g; € G(V) et u; € (R, P)(V)
tels que

r(Eu) = gogrui gl - gnung,
En appliquant f*, il vient

¢€=go mod G(k(G)) .

On utilise maintenant que le groupe G(k)% est Zariski-dense dans G (4.4). En
spécialisant en un k-point convenable de G(k)*, on obtient g9 € G(k)*, d’ou
£ e G(k(G)T. O

On obtient donc un élément de réponse a la question 1.1.
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COROLLAIRE 5.10. — Soit H un k-groupe réductif. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. H est W-trivial ;
2. H est semi-simple simplement connexe et tous ses facteurs presque k-simples

sont isotropes et rétractes k-rationnels.

Démonstration. — (1) = 2) : on suppose le groupe H W-trivial. La proposition 3.1
montre que H est semi-simple simplement connexe, et que ses facteurs presque simples
sont isotropes et W-triviaux. Notons H = Ry, /,(H;) la décomposition de H en fac-
teurs presque simples. Suivant la formule (1), il revient au méme de dire que H; /k;
est W-trivial pour tout ¢. Le théoréme 5.9 montre que H,; est rétracte k;-rationnel
pour tout 7. Alors Ry, /5 (H;) est rétracte k-rationnel pour tout 7 et il en est de méme
de H. La réciproque est immédiate. U

Par ailleurs, le théoréme 5.8 a une conséquence pour 'approximation forte.

COROLLAIRE 5.11. — Sous les hypothéses de la proposition 5.6, on suppose que la
variété de groupe H /K est rétracte K-rationnelle. Alors pour tout ensemble fini

3 C Spec(A), lapprozimation forte vaut pour le groupe H /K en X.

Démonstration. — En effet, le théoréme 5.9 montre que H(E)™ = H(FE) pour toute
extension E/K. En particulier, H(IA(m)‘*‘ = H(f(\gp) pour tout [J] € 3. Posant
U = Spec(A) \ X, et notant $)/A un modéle de H /K, le lemme 5.6 montre que $(U)
est dense dans [[gex H(f{\sr,) O

6. GROUPES W-TRIVIAUX

Pour de nombreux groupes, on sait que la variété G est stablement k-rationnelle et
donc que G est W-trivial suivant le théoréme 5.9. C’est par exemple le cas classique
du groupe Spin(q) d’une forme quadratique non dégénérée isotrope (voir ci-dessous
§7.3). Sur cette thématique, mentionnons ici ’exposé de Merkurjev [55]. Comme le
montre la conjecture de Suslin, on est trés loin de savoir décider si une variété de
groupe est stablement k-rationnelle.

6.1. Groupes k-rationnels

La liste ci-dessous est essentiellement due & Chernousov-Platonov.

THEOREME 6.1 ([15]). — Soit G un groupe semi-simple simplement conneze iso-
trope absolument presque simple. Alors G est une variété k-rationnelle dans les cas
sutvants :
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1. G est quasi-déployé;

2. les composantes du moyau anisotrope de G sont de rang au plus 2 ;

3. G est de type B, C, ;

4. G = Spin(q) pour une forme quadratique non dégénérée et isotrope q de dimen-
ston paire ;

5. G = Spin(D, h) ou D/k est une algébre & division centrale de degré < 4 mu-
nie d’une involution de premiére espéce de type orthogonal et h est une forme
hermitienne (non dégénérée) isotrope ;

6. G est de type 35Dy, 1 Eg ou Fy ;

7. G est de type 2Eg avec ’'un des indices de Tits suivants

ag

(6%) a4 Q3 Qg (65) oy Q3
2) &—@ . . b) & 1)
a5 Og a5 g

8. G est de type E7 avec l'un des indices de Tits suivants

(%) Qg
a) m b) M@
a7 Qg 05 04 Q3 Qi a7 Qg Q5 04 Q3 O

9. G est de type Eg avec l’indice de Tits suivant
(%)

@M@

ag Q7 Qg 05 Q4 Q3 aq

Notons que le cas 5) porte sur certains groupes de type ' D,, (resp. 2D,,). Rappelons
Pargument pour le cas quasi-déployé 1). Si G est quasi-déployé, on note B et B™ des
sous-groupes de Borel opposés. La décomposition de Bruhat permet de voir que G
est birationnel & B xR, (B7), c’est-a-dire & R,(B) x TxR,(B”™) ou T = BNB™.
Les variétés R, (B¥) sont des espaces affines et le tore T est quasi-trivial [35, §1.4],
donc k-rationnel. Ainsi G est k-rationnel.

Cette liste (non disjointe) permet non seulement de retrouver les résultats connus
de W-trivialité mais donne aussi de nouveaux cas, notamment sur les groupes excep-
tionnels. Par exemple, on retrouve ainsi un résultat de Jacobson pour les groupes de
type Fy de rang relatif 1 [37], [98, 4.4.3].

Un cas nouveau significatif est la W-trivialité des groupes trialitaires (i.e. de
type 36D,), produisant ainsi une autre démonstration du théoréme de Prasad-
Raghunathan pour les corps de nombres [78].
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6.2. Groupes d’indice 2E2°

THEOREME 6.2 (Garibaldi, 2006, [26]). — On suppose car(k) # 2,3. Soit G /k un
groupe simplement conneze d’indice de Tits

Qi
(65 a4 Q3 i
Qs Qg
Alors G(k) est projectivement simple et G est une variété stablement k-rationnelle.

La premiére étape est de décrire ces groupes de fagon explicite (Garibaldi-Petersson
[27]). Ces groupes des transformations ont été étudiés par Veldkamp en 1968 qui a
établi, transcrit dans le language de cet exposé, que G(k)/Z(G)(k) est le sous-groupe
engendré par des « transvections », i.e. G(k) = Z(G)(k). G(k)" [99, theorem 9.5].
Garibaldi a interprété les calculs de Veldkamp sur les transvections en termes du
groupe G de type Eg et de ses sous-groupes algébriques. Cet article établit ensuite
la stable k-rationalité de ces groupes, complétant la liste ci-dessus. Le théoréme 5.9
permet de voir les choses dans 'autre sens, c’est-a-dire de montrer d’abord la stable
k-rationalité, ce qui est plus facile, et d’en déduire ensuite la W-trivialité (ce qui est
légérement plus précis). Observons de plus que ’hypothése sur la caractéristique peut
étre levée en tenant compte de la remarque technique 7.4.

De fagon plus précise, soit G un k-groupe simplement connexe d’indice de Tits
2FE2° muni d’un k-tore déployé maximal S & G,,. On note K = k(a) l’extension
quadratique associée a la *-action. L’article [27] met en évidence une algébre d’oc-
tonions C, non déployée par K/k, telle que le noyau anisotrope DZg(S) de G soit
isomorphe a4 Spin(C*), groupe des spineurs de la forme quadratique

CK = (1) L (a)N,
oll Jvc est définie par No = (1) L NC, N¢ désignant la norme octonionique.

Disons quelques mots sur la démonstration de la stable k-rationalité pour ce type de
groupes. Selon la décomposition de Bruhat généralisée, G et Zg(S) sont stablement
rationnellement équivalents. Le centre connexe S’ de Zg(S) est un tore quasi-trivial
Ry 1 (Gpy). Suivant le théoréme 90 de Hilbert, la fibration Zg (S) — Zg(S)/ S’ admet
une section rationnelle, donc Zg(S) et Zg(S)/ S’ sont stablement rationnellement
équivalents. On est donc ramené a I’étude du groupe Zg(S)/S’ qui est semi-simple,
anisotrope et de type quasi-déployé 2D,. Or Zg(S)/ S’ = PSO(CX), le point étant
que cette forme quadratique C¥ est remarquable. En effet, C¥ est Witt équivalente &
(a)N¢ L (1,—a) et N¢ est une 3-forme de Pfister. On montre alors que pour ce type
particulier de formes quadratiques, le groupe PSO(C¥) est stablement k-rationnel
[26, prop. 61].
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7. LIEN AVEC LA R-EQUIVALENCE

Dans cette section, on montre que la R-équivalence est la bonne généralisation du
groupe de Whitehead & des groupes réductifs arbitraires.

7.1. Définition

La R-équivalence est une relation d’équivalence sur les points rationnels d’une
variété algébrique introduite par Manin [49]. Soit X /k une variété algébrique défi-
nie sur un corps k. On note ©) I’anneau semi-local en 0 et 1 de la droite affine. La
R-équivalence est la relation d’équivalence sur I’ensemble des points rationnels X (k)
de X engendrée par la relation élémentaire suivante : deux points z et y de X (k) sont
dits directement R—équivalents s’il existe ¢ € X(0) tel que ¢(0) = z et ¢(1) = y.
Cette définition s’étend & tout foncteur F de la catégorie des k-algébres.

Soit F un foncteur en groupes de la catégorie des k-algébres; on note RF (k) le
sous-groupe (distingué) formé des éléments f € F(k) directement R-équivalents a
e € F(k). Alors ’ensemble des classes F(k)/R est muni d’une structure naturelle de
groupes. On sait que RF (k) est formé des éléments f € F(k) pour lesquels il existe
h € F(0) satisfaisant h(0) = e et h(1) = f (méme démonstration qu'en 4.3). On a
alors un morphisme surjectif canonique 7y (k, F) — F(k)/R. En particulier, pour tout
k-groupe algébrique H, cette construction donne lieu a la fléche mo(k, H) — H(k)/R.
Si k est infini, il est immédiat que H(k)/R = H(k(t))/R [103, §16.2]. On dit que H
est R-trivial si H(F')/R = 1 pour toute extension F/k. Si H est rétracte k-rationnelle
(et k infini), on sait que H est R-trivial [20, prop. §].

7.2. Comparaison

Selon Voskresenskil [102], la R-équivalence étend le groupe de Whitehead pour les
groupes linéaires spéciaux anisotropes (i.e. le cas r = 1 ci-dessous).
THEOREME 7.1. — Soit D une algébre simple centrale a division. Alors pour tout
entier r > 1, on a un isomorphisme

SK,(D) — SL,(D)(k)/R.
En particulier, si r > 2, on a un isomorphisme
W (k, SL,(D)) <> SL,(D)(k)/R.

La démonstration utilise la stabilité de SK (D) par passage de k & k(t) et k((¢)). La

méme démonstration permet de généraliser ce résultat de comparaison entre groupe

de Whitehead et la R-équivalence, relation d’équivalence a priori plus grossiére. Ici
aussi, le cas des groupes classiques était connu [64], [62], [60].
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THEOREME 7.2. — Soit G/k un groupe semi-simple simplement conneze absolument
presque simple et isotrope. Alors on a un isomorphisme

W(k,G) = G(k)/R.

Démonstration. — Il faut montrer 'injectivité. On se donne donc un élément g; €
G(k) qui est R-équivalent & e. Alors il existe g € G(0) satisfaisant g(0) = e et
g(1) = g1. La propriété d’invariance par extension transcendante pure produit une
décomposition G(k(t)) = G(k). G(k(t))T. Ainsi g = go g’ avec go € G(k) et g’ €
G(k(t))T. Mais W(k,G) & W(k((t)),G), donc e = g(0) = go mod G(k)T et de
méme g; = g(1) = go mod G(k)*. On conclut que g; € G(k)™". O

On peut appliquer alors ce que 'on sait pour la R-équivalence. Si k est infini,
Iensemble H(k)/R définit un invariant birationnel pour les k-groupes réductifs |20,
cor. de la prop. 11|. En particulier, si H est rétracte k-rationnel, on sait alors que
H(k)/R = 1. Ces faits combinés avec le théoréme 5.8 produisent une autre démons-
tration du théoréme 5.9.

Par ailleurs, on a pour la R—équivalence un isomorphisme de relévement pour un
schéma en groupes réductifs sur un anneau hensélien de valuation discréte [31]. En
particulier H(k)/R = H(k((t)))/R pour tout groupe réductif H, ce qui est cohérent
avec le théoréme 5.8. La conséquence suivante du théoréme 7.2 compléte le §4.2.

COROLLAIRE 7.3. — Soit O un anneau hensélien de valuation discréte de corps de
fractions K et de corps résiduel k. Soit /O un schéma en groupes semi-simples
simplement connexes. On suppose que H est absolument presque simple et isotrope.
Alors la fleche de relévement (§4.2) est un isomorphisme

W(k,H) = W(K,HK).

Remarque 7.4. — Cet énoncé permet parfois de s’affranchir de la caractéristique po-
sitive. En effet, si car(k) = p > 0, on considére un anneau O complet pour une
valuation discréte et de corps résiduel k. On sait que le groupe G /k se reléve alors
de facon unique en un O-schéma en groupes semi-simples simplement connexes &
[1, XXIV.8|. L’isomorphisme W (k,G) = W (K, &) raméne le calcul du groupe de
Whitehead de G a celui de &g .

La R—équivalence permet de généraliser a tous les groupes réductifs les questions
sur le groupe de Whitehead.

QUESTIONS 7.5. — Soit H un k-groupe réductif.
1) Le groupe H(k)/R est-il abélien ?
2) A-t-on I’équivalence
H est R-trivial <= H est une variété rétracte k-rationnelle ?
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3) Si k est de type fini sur le corps premier, le groupe H(k)/R est-il fini ?

Pour les tores algébriques, la théorie de Colliot-Théléne et Sansuc répond positi-
vement & ces questions ([20] pour 1) et 3), [21] pour 2)). De facon plus précise, on
sait qu’un tore T est R-trivial si et seulement s’il est facteur direct d’un tore quasi-
trivial (un tel tore n’est pas nécessairement stablement k-rationnel). Une version plus

optimiste de la seconde question est
(2" H est R-trivial <> H est facteur direct d'une variété k-rationnelle.

En fait, on ne connait aucun exemple de variété rétracte k-rationnelle non facteur
direct d’une variété k-rationnelle.

Remarque 7.6. — On suppose k infini. Le cas des tores permet de voir que tout
élément de G(k)/R est annulé par l'ordre du groupe des automorphismes A(®) du
systéme de racines absolu ® de G. En effet, le groupe R G(k) est Zariski-dense, ainsi
tout élément de G(k) est R-équivalent & un élément semi-simple régulier. Par suite,

G(k)/R=|]J Im(T(k)/R — G(k)/R)

pour T parcourant I’ensemble des k-tores maximaux de G. Un tel tore est déployé
par une A(®)-algébre étale. On sait alors que §A(®). T(k)/R = 0 par un argument
de restriction-corestriction.

La commutativité de G(k)/R est connue dans les cas suivants.

THEOREME 7.7 ([13, 1.2], Chernousov-Merkurjev). — Soit G wun groupe semi-
simple simplement connezxe absolument presque k-simple et classique (i.e. de type A,
B, C, D non trialitaire). Alors le groupe G(k)/R est commutatif.

Pour le type D, ce résultat est énoncé en caractéristique # 2 mais la remarque 7.4
montre qu’il vaut en général.

Enfin, la finitude 3) est connue pour les corps globaux [28] et pour quelques cas
assez particuliers (théoréme 2.14 et [4]).

7.3. Le groupe Spin(q)

Il s’agit de ’exemple nouveau le plus important concernant la R—équivalence, au
sens qu’il va au-dela du probléme de Kneser-Tits. On suppose ici que car(k) # 2. Soit
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q une k-forme quadratique (non dégénérée). On rappelle que le groupe de Clifford
pair 't (¢) s’insére dans le diagramme commutatif [84, §9)

1 1

! !

1 12 Spin(g) —— SO(q) — 1
| | I
1 G I'(9) —— SO(q) — 1.
x2 l Nsl
G, = Gn
| |
1 1

La fléche Ns : I‘+(q) — G, est la norme spinorielle, elle est scindée si et seulement si
q est isotrope (e.g. [54, §6]). Si g est isotrope, on sait que Spin(q) est alors stablement
k-rationnelle. En effet, Spin(g) x G, est birationnellement équivalent a T'"(g), lui-
meéme stablement équivalent au groupe k-rationnel SO(g). Dans ce cas, Spin(q) est
donc stablement k-rationnel (méme k-rationnel [73]), et a fortiori W-trivial. Le cas
intéressant est donc lorsque la forme quadratique g est anisotrope.

Le théoréme 2.7 traite en fait aussi du groupe Spin(y) pour une forme d’Albert
¢ associée & une algébre de biquaternions D puisque 1’on a alors l'isomorphisme
exceptionnel Spin(y) = SL;(D) [48, §16].

Notre but ici est d’énoncer le théoréme de Chernousov-Merkurjev-Rost qui compare
le groupe Spin(q)/R a la K-cohomologie de la quadrique projective X définie par ¢
[14]. On considére lapplication suivante

0: @ KM(k(z)) — @ k(z)*

zeX (1) z€X(0)
construite & partir du symbole modéré de Bass-Tate [33, §7.1] (ot la notation X;
signifie ’ensemble des points de X de dimension ). Son conoyau est noté Ay(X, K;) =
coker(9). La quadrique X étant propre, la norme

N: @ k(z)* — k>
z€X (o)

s’annule sur Im(9). Ceci donne lieu & une application Ay(X, K1) — k> dont le noyau
est noté Ay(X, K1).

Une grande partie du travail est de définir la fleche de Rost p : T (q)(k) —
Ao(X, K1) au moyen de la norme spinorielle. En effet, le groupe I'"(¢)(k) est le
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sous-groupe du groupe C(g)* (i.e. le groupe des éléments inversibles de ’algébre de
Clifford de ¢) engendré par les produits pairs de vecteurs anisotropes v. Le candidat
pour p est alors donné par

P(Ul ®...v2m) = [( ,q(vi)7...):| c AO(X,Kl)

avec q(v;) placé en [v;]. La démonstration de Rost [80] [42] de lexistence de p est
fondée sur une réduction au cas d’une forme de degré 3, celle de Chernousov-Merkurjev
est tout a fait différente et nécessite une marche d’approche assez longue [13], [14].
En outre le diagramme

T (q)(k) —5— Ao(X, K1)

vl |

k* = kX
commute, induisant un invariant 5 : Spin(q)(k) — Ao(X, K1).

THEOREME 7.8 (Chernousov-Merkurjev-Rost [14]). — L’%nvariant p induit un iso-
morphisme

7 : Spin(q)(k)/R — Ao(X, K1).

En général, ces groupes ne sont pas R-triviaux [55, 9.2]. Le théoréme est appliqué
a travers le corollaire suivant, qui n’utilise que la surjectivité de 'invariant précédent.

COROLLAIRE 7.9. — Si Spin(q) est une variété stablement k-rationnelle, alors
Z0(){7}(1) =0.

Le groupe Spin(q) est stablement k-rationnel dans les cas suivants [55, 6.4].

THEOREME 7.10. — Supposons que q soit une voisine de Pfister (i.e. une sous-
forme d’une forme de Pfister {(ai,...,a,)) de dimension > 2"~!). Soit p une
k-forme quadratique de rang au plus 2. Alors pour la forme quadratique q L p, on a
Spin(q L p)(k)/R = ZO(XqJ_pa Ki)=0.

L’annulation du groupe Aq(X, K;) pour certaines quadriques est un ingrédient
essentiel dans la preuve de Voevodsky de la conjecture de Milnor [100] [42]. Enfin, il
est & noter que les questions 2) et 3) ci-dessus (7.5) sont ouvertes pour Spin(q).
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8. LE PROBLEME DE KNESER-TITS SUR CERTAINS CORPS

8.1. Corps globaux

THEOREME 8.1. — Soient F un corps global et G /F un groupe semi-simple simple-
ment connexe presque simple et isotrope. Alors W (F,G) =1 et G(F') est projective-
ment simple.

Démonstration. — Les réductions usuelles (§3.1) permettent de supposer G /F ab-
solument presque simple. Pour une synthése sur le cas des groupes classiques, nous
renvoyons a [75, §7.2]. On se concentre donc sur les groupes exceptionnels. Selon la
réduction 3.3, on peut supposer que G est un groupe exceptionnel de rang relatif 1,
ce qui écarte d’emblée le type Gy et le cas ! Eg, i.e. les groupes de type Fg intérieurs.
De plus, sur le corps global F, les tables d’indices de Tits [97] montrent que le type
de G n’est ni Er, ni Fg.

Type F, : c’est un résultat de Jacobson [37] en caractéristique # 2,3 complété par
Tits dans le cas général [98, 4.4.3].

Groupes trialitaires, i.e. de type 5Dy : il s’agit du résultat de Prasad-Raghunathan
([78, theorem 6.1] et §6.1).

Type 2Eg : on retrouve les deux cas de ’introduction, i.e.

a
Qg a4 Qs ! Qo a4 Q3 Oq
a5 ag Qs Qg

Pour le cas ?Eg%, cest un cas particulier du théoréme 6.2 de Garibaldi. Dans le
cas 2Eg%, Chernousov et Timoshenko ont montré que G(F)/R = 1 [16, 2.12]. Le
théoréme 7.2 permet de conclure que W(F,G) = 1. O

Remarque 8.2. — La démonstration repose en grande partie sur la classification des
groupes semi-simples sur les corps globaux. Les groupes discutés dans la démonstra-
tion sont en fait W-triviaux pour les indices de Tits F; 7, >6D%, et 2E2%. On ignore

si c’est le cas pour les groupes d’indices *Eg5 .
Ce résultat permet la réactualisation de la liste pour la R-équivalence.

THEOREME 8.3. — Soient F' un corps global et G /F un groupe semi-simple sim-
plement conneze presque simple. On suppose que G n’est pas anisotrope de type Fg.

Alors G(F)/R = 1.
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Démonstration. — On peut supposer G anisotrope et absolument presque F-simple.
On commence par le type A.

Type A : si G est de type 1 A,,, alors G = SL; (D) et on sait que G(F)/R = SK;(D) = 0.
Si G est de type 24, alors il existe une extension quadratique séparable L/F, une
algebre simple centrale a division D/L munie d’une involution de seconde espéce T,
un D-espace vectoriel (& droite) V' et une forme hermitienne h sur V telle que
G = SU(V, h). Suivant [13, theorem 6.4], G = SU(V,h) et G = SU(V’, ') sont
stablement F-birationnels. Sans perte de généralité, on peut donc supposer que h
est isotrope, c’est-a-dire que G est isotrope. Le théoréme 8.1 permet de conclure que

G(F)/R = 1.

Pour les autres types, I’anisotropie de G impose que F' est un corps de nombres.
Suivant [79, th.5 et 9.7], on sait que si G est de type B, C, V2D, Ey, Eg, F; ou Go,
alors G(F') est un groupe projectivement simple et donc G(F')/R = 1. Il reste donc
les groupes trialitaires 3% Dg et les groupes de type "2 Eg, exclus par hypothése.

Type >°Dy : la trivialité de G(F)/R est un résultat de Chernousov-Timoshenko [16,
théoréme 3.1]. O

8.2. Corps de dimension cohomologique 2

On suppose k parfait et de dimension cohomologique < 2, c’est-a-dire que
Hi(k,A) = 0 pour tout module galoisien fini A et pour tout i > 3. Selon la conjec-
ture II de Serre [86, II1.3.1], on a H'(k,G) = 1 pour tout k-groupe semi-simple
simplement connexe G. Ceci produit alors une classification des groupes semi-simples
[32]. De fagon plus précise, si G est un groupe semi-simple simplement connexe, on
note G?¢ sa forme quasi-déployée [48, 31.4] et u son centre. On dispose alors de la
classe de Tits tg € H?(k, ) qui est un invariant de G [48, 31.6]. Si la conjecture II
vaut pour k et pour G, le groupe G est classifié par G et tg, c’est-a-dire par sa
forme quasi-déployée et sa classe de Tits.

Pour les groupes SL; (D), la conjecture II signifie que Nrd(D*) = k*, i.e. la norme
réduite est surjective, ce qui est un théoréme de Merkurjev-Suslin [91, 24.8]. Pour les
groupes classiques (et de type Ga, Fy), la conjecture II a été démontrée par Bayer-
Parimala [3] et on dispose de résultats partiels pour les autres groupes exceptionnels
[29], [12]. Revenons au probléme de Kneser-Tits.

THEOREME 8.4 (Yanchevskii, 1975, [39] et [38, th. 1]). — Le corps k est supposé
parfait et de dimension cohomologique < 2.

1. Si A/k est une algébre simple centrale, alors SK1(A) = 0.
2. Si G est un groupe semi-simple simplement conneze isotrope de type 2A,,, alors

W(k,G) = 1.
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Ce résultat a été étendu par le méme auteur lorsque le corps k est virtuellement
de dimension cohomologique < 2, i.e. cd(k(v/—1)) < 2 [108, §3].

QUESTION 8.5. — Le corps k étant comme ci-dessus, est-ce que W (k,G) = 1 pour
tout k-groupe G semi-simple simplement connexe presque simple et isotrope ?

Plus généralement, est-ce que G(k)/R =1 pour tout k-groupe G semi-simple sim-
plement connexe presque simple ?

Il ne reste alors ici qu’un seul cas pour le probléme de Kneser-Tits.

THEOREME 8.6. — Soit k un corps de caractéristique nulle de dimension cohomolo-
gique < 2. Soit G /k un groupe semi-simple simple simplement conneze absolument
presque k-simple et isotrope. On suppose que lindice de Tits de G est distinct de

(5]

E%Bl o—o—o—I—o—@

a7 Qg Q5 04 Q3 O7
Alors W(k,G) = 1.

Démonstration. — Comme dans le cas des corps globaux, on peut supposer G de
rang relatif un et faire une discussion cas par cas qui écarte d’emblée le type G5 et le
type ! Fg. Le type A est le théoréme 8.4, les types B et C, 3D, et Fy résultent du
théoréme 6.1. Sur k£ de dimension cohomologique 2, on sait qu'un groupe isotrope de
type Eg est déployé; cela résulte de la conjecture II de Serre prouvée pour tous les
autres groupes déployés [29], [12]. Il reste donc & traiter les types 2D,,, 2Eg et Er.

Type 12D, : on sait que G = Spin(4,c) ou A est une algébre simple centrale de
degré 2n et o une involution orthogonale. On note H le sous-groupe de GL;(4) x G,
formé des (a,z) satisfaisant Nrd(a) = x2. Suivant [55, prop. 8.3], G étant iso-
trope, on dispose d’un isomorphisme de groupes H(F')/R = G(F)/R pour tout
corps F//k. On est donc ramené & montrer que H(k)/R = 1. On a une suite exacte
1— SL;(A) - H — G, — 1. Suivant [8, appendix|, cette suite induit une suite
exacte

SL, (A)(k)/R — H(k)/R — Gum(k)/R — 1.

Le terme de gauche est nul suivant le théoréme 8.4 et le terme de droite est trivialement
nul. On conclut que H(k)/R = 1.

Type 2Eg : si G est d’indice de Tits QEg?l, alors on applique le théoréme 6.2. On
peut donc supposer que G est d’indice de Tits 2Eg?1. Nous prétendons que cet indice
est exclu. La classe de Tits tq € H?(k,us) est représentée par une algébre simple
centrale A de degré 27, lalgebre de Tits de G. Suivant [58, table 8A page 156],
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lisotropie de G implique indg(A) = 1 ou 3. Suivant [29, th. 4 et 9], le groupe G est
de rang relatif > 2, contradiction.

Type E7 : excluant par hypothése 'indice de Tits E?g, on peut supposer que G est
d’indice de Tits(®

Q2 a2
78 48
E’7’1 (9—o—o—[—o—< ou E7,1 >—@—.—I—.—<
a7 Og O5 Q4 Q3 01 a7y O O5 04 Q3 Q01

Ces indices sont en fait exclus, et 'argument est le méme que pour 2Fs. Notant A
lalgebre de Tits de G, celle-ci est d’indice 1 ou 2 selon [58, table 8B page 166|. Alors
G est de rang relatif > 4 suivant [29, th. 4 et 10]. O

Sous une hypothése additionnelle sur les k-algébres simples centrales, on peut
controler non seulement le groupe de Whitehead, mais aussi la R-équivalence sui-
vant les investigations de Colliot-Théléne, Parimala et du rapporteur.

THEOREME 8.7 ([19, th. 4.3]). — On suppose k de caractéristique nulle et de dimen-
sion cohomologique < 2. On suppose que, pour toute extension finie k'/k et pour
toute k'-algebre simple centrale de période 2¢ ou 3° (i.e. Uexposant dans le groupe de
Brauer), son indice est égal & sa période. Soit G un groupe semi-simple simplement
connexe et absolument presque simple de type distinct de A, et de Eg. Alors G est
un groupe isotrope, est une variété k-rationnelle et G est W -trivial.

THEOREME 8.8 ([19, th. 4.5]). — Sous les hypothéses du théoréme 8.7, soit G [k un
groupe semi-simple simplement connezxe sans facteurs de type Eg. Alors G(k)/R = 1.

Remarque 8.9. — En étant plus optimiste, on peut poser la méme question que (8.5)
en dimension cohomologique < 3. Pour le cas SL,, (D), cette question est due & Sus-
lin (voir [18]). Les contre-exemples de Platonov étant sur des corps de dimension
cohomologique quatre, on ne peut certainement pas espérer plus.

8.3. Corps (C,

Nous nous intéressons maintenant au cas ou k satisfait la propriété Cs, c’est-a-
dire que, pour tout systéme (fi, ..., f») de polyndomes homogénes & n variables, avec
n > deg(f1)? + --- + deg(f,)?, il existe z = (x1, - ,7,) € k™ \ {0} tel que
fi(x) = -+ = f.(x) = 0 [69, §5]. En particulier, toute k-forme quadratique de
rang > 5 est isotrope. La théorie de Tsen-Lang montre que les corps de fonctions
de surfaces sur un corps algébriquement clos sont de classe Cy (ibid.).

(2) Le second type avait été oublié¢ dans la version distribuée.
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Supposons k de caractéristique nulle. Suivant Merkurjev-Suslin, on sait alors que
le corps k de classe Cs est un corps de dimension cohomologique < 2 [86, I1.4.5].

La propriété C5 est nettement plus forte que la propriété dim(k) < 2. Tout d’abord,
un corps p-adique n’est pas Cy [95], méme si toute forme quadratique de rang > 5
est isotrope. Une autre classe de contre-exemples est celle construite par Merkurjev ;
pour tout entier n > 1, il existe un corps de dimension cohomologique 2 avec une
forme anisotrope de dimension 2n [53, th. 3].

Sous I’hypothése Cs, pour toute extension finie k’/k, les k’-algébres simples cen-
trales de périodes 2% ou 3 sont d’indice égal & leur exposant (Artin, [2]). Les théo-
rémes 8.7 et 8.8 donnent donc une réponse compléte au probléme de Kneser-Tits dans
ce cas.

8.4. Corps de fonctions de surfaces

On suppose que k = ko(X) est le corps de fonctions d’une surface sur un corps
ko algébriquement clos (de caractéristique arbitraire), c’est un corps Cs. J. de Jong,
X. He et J. Starr ont annoncé en mai 2007 la preuve compléte de la conjecture II de
Serre pour ces corps [41]. Ceci permet de s’affranchir du cas de Eg.

COROLLAIRE 8.10. — On suppose que k = ko(X) comme ci-dessus. Soit G [k un
groupe semi-simple simplement connexe presque simple.
1. G(k)/R=1.

2. Si G n’est pas de type A, alors G est isotrope, est une variété k-rationnelle et
G est W-trivial.
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