
1. Montrons que

∀x, y ∈ R+, |
√
x−√

y| ≤
√

|x− y|. (1)

On remarque que la proposition est triviale si x = y. Soit x, y ∈ R+ avec x ̸= y. Alors :

|
√
x−√

y| ≤
√
|x− y|

⇐⇒ |
√
x−√

y|2 ≤ |x− y| car z 7→ z2 est strictement croissante sur R+

⇐⇒ |
√
x−√

y|2 ≤ |
√
x−√

y||
√
x+

√
y|

⇐⇒ |
√
x−√

y| ≤
√
x+

√
y car

√
x−√

y ̸= 0

et la dernière inégalité est vraie par inégalité triangulaire.

2. Soit ε > 0. Posons δ = ε2. Soit x, y ∈ R+. Supposons |x− y| ≤ δ. Alors

|
√
x−√

y| ≤
√

|x− y| ≤
√
δ ≤ ε. (2)

Donc x 7→
√
x est uniformément continue.

Remarque. x 7→
√
x est un exemple de fonction uniformément continue mais pas lipschitzienne sur R+.

En e�et, raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe k > 0 tel que :

∀x, y ∈ R+, |
√
x−√

y| ≤ k|x− y|. (3)

Dé�nissons les suite (un)n≥1 et (vn)n≥1 par :

∀n ∈ N∗, un =
1

n2
, vn =

1

4n2
. (4)

Soit n ∈ N∗. Alors

|
√
un −

√
vn| ≤ k|un − vn| (5)

d'où

1

2n
≤ k

3

4n2
(6)

puis n ≤ 3k/2, ce qui est absurde (prendre par exemple n = ⌊3k/2⌋+ 1).
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