1. Montrons que

Yo,y € Ry, [V -yl < VI]z -yl (1)
On remarque que la proposition est triviale si x = y. Soit z,y € Ry avec z # y. Alors :

Vo — vyl < Viz -yl

— [Vz — y|> < |z —y| car 2z > 2 est strictement croissante sur R

= Ve -yl < Ve — VyllVe+ Yl
— Vo -yl <Vz+Jycar Vo —y#0

et la derniére inégalité est vraie par inégalité triangulaire.
2. Soit £ > 0. Posons 6§ = €2. Soit x,y € Ry. Supposons |z — y| < §. Alors
V- vyl <Vl]z—yl < Vé<e (2)
Donc z — /x est uniformément continue.

Remarque. z — /2 est un exemple de fonction uniformément continue mais pas lipschitzienne sur R..
En effet, raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe k > 0 tel que :

Yo,y €Ry, VE— il < klo—yl. (3)
Définissons les suite (upn)n>1 €t (vn)n>1 par :
VYne N wu,=—
Soit n € N*. Alors
|VUn — /Un| < k|uy, — vy (5)
d’ou
1 3
<k
2n —  4n?

puis n < 3k/2, ce qui est absurde (prendre par exemple n = [3k/2]| + 1).



