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Question de cours.
a) Définition sous-espaces topologiques supplémentaires.

b) Montrer que dans un espace de Banach, la projection sur un sous-espace vectoriel qui admet un supplémentaire
topologique est continue.

Exercice 1. On munit C° ([0, 1]) de la norme | - || définie par || f|.. = sup |f(2)]-
+€[0,1]

a) Montrer que C° ([0, 1]) avec la norme || - ||, est un espace de Banach.

1
b) Montrer que I’application linéaire 7j : (C° ([0,1]),] - [|o) = R, T1(f) = / f(t)dt est continue.
0

1
¢) Montrer que si I’on munit C°([0,1]) de la norme, ||-||; définie par ||f|; = / | f(¢)|dt, alors I’application
0
linéaire 75 : (C°([0,1]),]|- |l1) = R, T2(f) = f(0) n’est pas continue.

d) Les normes || - || et || - || sont-elles équivalentes sur C° ([0, 1]) ?

Exercice 2.

a) On définit ¢! = {x = (x,)u>1 : Z |x,| < oo} I’espace des suites sommables et on le munit de

n>1
Xl =Y xal.

n>1

Montrer que || - || est une norme et que #' muni de cette norme est un espace de Banach.

b) On définit ¢y = {x = (x,),>1; lim x,, = 0} I'espace des suites qui tendent vers 0 a I’infini et on le munit de
- n—roo

[ x| = sup [x]
n>1

Montrer que || - || est une norme et que cp muni de cette norme est un espace de Banach.
c) Les normes | - ||1 et || - || sont-elles équivalentes sur £' ?
d) Soit oo = (0ty),>1 €4 ! Montrer que I’application Ty : co — R

€0 Dx = (Xn)p>1 > Ta(x) = Z Ol Xy
n>1

est linéaire et continue. Montrer de plus que ||7y|| = Z |0 -
n>1

TSVP



e) Réciproquement, soit S : ¢co — R une application linéaire et continue. On pose o, = S(e,) ol ¢, est la suite
nulle sauf a I’indice n ou elle vaut 1 :
e, =(0,...,0, 1 ,0,0,...)

position n
(1) Que vaut
S(sign(a),sign(a),...,sign(ay),0,...)
ou sign(a) est la fonction signe qui vaut 1 sia >0, —1sia<0et0sia=0.
N
(ii) Utiliser la question précédente pour montrer que Z lo;| < ||S|| et en déduire que o0 = (ot ),>1 € £1.
i=1
(iii) Soit x = (x,)x>1 € co une suite qui tend vers 0. On définit x" la suite égale a x,, jusqu’a I’indice N et 0
apres :
KN = (x1,...,x5,0,0,...).
Montrer que x — x dans ¢( lorsque N — oo.
(iv) Montrer enfin que S = T,

f) Les questions précédentes nous permettent d’identifier le dual de co a ¢'. En adaptant le raisonnement
précédent, montrer maintenant que le dual de ¢' s’identifie 2 £*. On a noté par £~ 1’espace des suites
bornées muni de la norme || - [|c.



