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Question de cours. Montrer le résultat suivant en énoncant soigneusement les théorémes utilisés :

Soit E un espace vectoriel et || - ||; et || - ||2 deux normes sur E telles que (E, || - ||1) et (E,|| - ||2) sont des espaces
de Banach. Si || - [[; < C|| - ||2 pour une certaine constante C, alors les normes || - ||; et || - |2 sont équivalentes.

Exercice 1. On désigne par ¢* I’espace des suites réelles de carré sommable muni de la norme || - ||. L’ensemble
des suites réelles sommables est noté par ¢! et sa norme est notée par - 1l1-

a) Montrer que ¢! C /%, Cette injection est-elle continue ? Si oui, quelle est sa norme ?
b) Montrer que ¢! n’est pas fermé dans 2. Quelle est son adhérence dans £2 ?

ks x composante par composante quand k — co. On suppose
kIl1 < M pour tout k.

¢) Soit x* € ¢! et x = (x,,) une suite telle que x
qu’il existe une constante M > 0 telle que ||x

(1) Montrer que les sommes partielles de la série Z |x,| sont toutes majorées par M.
n

(ii) En déduire que x € ¢! et que ||x|; <M.

d) On considere pour chaque p > 1 I’ensemble
Fy={x=(x) €2 Y lul < p}.

n
Montrer que I’ensemble F), est fermé dans 2.
€) Montrer maintenant que F), est d’intérieur vide dans .

f) Montrer que ¢! est d’intérieur vide dans 2.

Exercice 2. Soit E un espace normé réel et (x;) une suite d’éléments de E qui sont linéairement indépendants.
Soit également (a,) une suite de réels. On considere les deux propriétés suivantes :

(») Nl existe f € E' tel que f(x,) = a, pour tout n € N.

(xx) Il existe une constante C telle que

VnEN, VAo, A €R ¢ | | <€) Y A
k=0 k=0

a) Montrer que (x) implique ().
Soit X le s.e.v. engendré par la suite (x,) muni de la norme induite de E.

b) Montrer qu’il existe exactement une application linéaire g : X — R telle que g(x,) = a, pour tout n € N.

¢) On suppose maintenant que la relation (xx) est vraie. Montrer que I’application g de la question précédente
est aussi continue sur X.

d) Montrer enfin que (xx) implique (x).



