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Questions de cours.
I) Enoncer le théoreme de Banach-Steinhaus.
II) Montrer le résultat suivant :

Soient E un espace de Banach et F un espace normé, (T,),cn une suite d’applications
linéaires et continues de E dans F. On suppose que pour tout x la suite T,(x) converge
vers un certain T (x). Alors T est une application linéaire et continue et ||T|| o ) <

liminf (|7, [ #(£,F)-

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel.
a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que F soit ouvert.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que F soit compact.

Exercice 2. On note par ¢! I’espace des suites réelles sommables muni de la norme ||x||,1 = Z |x,| et
n

0= {x=()n>o0 ;Z|xn’3 < oo}

1
muni de la norme ||x||;3 = (Z ]an) ’

n
a) Montrer que ¢> muni de la norme || - || 3 est complet.
b) Est-ce que || - || est une norme sur ¢!, et si oui I’espace normé correspondant est-il complet ? Méme question

pour || - ||, sur £

On définit
F={x=(xp)n>0 €£'; x0+2x; =0}

et on le munit de la norme || - || 1.

¢) F est-il ouvert dans ¢! ? Fermé dans ¢' ? Compact ?

d) Soit 7 € F' un élément du dual de F. Montrer qu’il existe une suite bornée (a,),>0 telle que

T(x)= Z AnXp ()

n>0
pour tout x € F. (On pourra utiliser sans démontrer un résultat vu en TD.) Cette suite (a,) est-elle unique ?

e) Calculer la norme ||T'||z en fonction de la suite (a,). En déduire qu’on peut choisir la suite (a,) de telle
maniere que ||T||f = sup|ay|-
n>0

TSVP



f) Plus généralement, montrer que pour tout sous-espace vectoriel G de ¢ Let pour tout élément du dual g € G’
(G étant muni de la norme || - || 1) il existe une suite bornée (by,),>0 telle que

g(x) = Z bpxn Vx€G
n>0
et
1gllc: = sup|bal.
n>0



