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Exercice 1 Soit F un evn de dim finie et F' un evn.

1) Montrez que toutes les normes sur E sont équivalentes.

2) Soit u : E — F linéaire, montrez que u est continue.

3) Soit E :Q[\/i} ={a+ bW2: a,b €@Q}. Sur E on définit Ny(a + b\/§) = |a+ b\/§|
et Ni(a + bv/2) = max{|al, |b|}.

a) Montrez que ce sont des normes sur FE.

b) Soit z = V2 — 1, montrez que z" = a, + baV/2, avec Gp, b, €Q et a,b, < 0. En
déduire que (V2 + 1)" = |a,| + b, V2.

¢) Montrez que Ny et N; ne sont pas équivalentes sur E. Pourtant E est un Q-espace
vectoriel de dimension finie, qu’en pensez-vous ?

Exercice 2 Soient E, F' deux evn.

1) Montrez que si F' est complet, alors L(E, F) est complet (en particulier E’ est
toujours complet).

2) Montrez que si Bg(0,1) compact alors dim F < oo.
Exercice 3 Soit Eunevnet f € E', f # 0. Soit H = Kerf.
1) Montrez que |f(x)| < || f|| d(z, H).
2) Soit u € E'\ H, en utilisant y = z — %u montrez que pour tout r € F

d(z,H) = inf{||lx — h||; he H} = %

3) Soit E = Cy, 'ensemble des suites réelles qui tendent vers 0, muni de la norme
uniforme.

a) Montrez que E est un espace de Banach.
b) Soit f: E — IR définie par f(x) =) x,/2". Soit H = Kerf. Montrez que f € E'.
Donnez une expression de d(z, H). La norme || f|| g est elle atteinte ?

Exercice 4 Soit F = C'([0,1]), sur le quel on définit

v = (ror+ | ry? ) "

et la norme || - ||« usuelle.
1) Montrez que N est une norme.
2) Montrez que pour tout f € E, || flle < V2N(f).
3) Montrez que N et || - || ne sont pas équivalentes.

Exercice 5 Soit E un espace métrique complet tel que Ve > 0 il existe un recouvrement
fini de E par des boules de rayon €. Montrez que E est compact.
Montrez qu'un espace métrique compact est séparable.

Exercice 6 Soit £ un evn et K une partie convexe de F, avec 0 € K. On pose

K*={feF;VeeK, f(x)<1}
K*={ycE;Vfe K", f(y) <1}.

Montrez que K** = K .



Exercice 7 L’objet de cet exercice est de montrer qu’en dimension infinie on ne peut
pas toujours séparer deux convexes fermés.
On considere lespace de Banach ¢! des suites. On pose :

Ay ={z € l*; Vn, , =0}
B={zcl;Vn, x9, =2 "Ton_1}.

1) Montrez que Ag et B sont convexes, fermés et que ¢* = Ay + B.

2) Soit ¢ € £ tel que cg,_1 = 0 et ¢y, = 27", ¥n. Montrez que ¢ ¢ Ag + B. Montrez
que si A= Ay —cona AN B = (. Montrez que A et B ne peuvent pas étre séparés au
sens large.

Exercice 8 Soit E l'espace vectoriel L%([0,1]) muni de la norme ||.||; (induite par
L([0,1])) et soit F l'espace vectoriel L*([0,1]) muni de la norme ||.||2 usuelle. Montrer
que Papplication L : E — F définie par L(z) = x admet un graphe fermé mais qu’elle
n’est pas continue. Que peut-on en déduire sur (F,||.||1)?

Exercice 9 Soit E, F deux espaces de Banach et T : E — F linéaire. Montez que si
Vfe Fona foTl € E" alors T est continue.

Exercice 10 Soit £ = C([0,1)] muni de || - ||. Soit F' un sev fermé de £ qui ne contient
que des fonctions dérivables. On va montrer que F' est de dim finie.
1) Soit zy € [0, 1] fixé. Pour y # xy on définit 'opérateur
NN E(C0)
Yy — o
Montrez que A, € E" et qu’il existe M > 0 tel que [A,(f)| < M||f|| Vf € F, Yy # xo.
2) Montrez que la boule unité fermée B de F est équicontinue :

Ve € [0,1],Ve > 0,3r > 0; Yy € B(x,r), Vf € B, |f(y) — f(z)| <e.

3) Montrez que B est compacte. Conclure.
Exercice 11 1) Soit £ un espace de Banach et soit (F,,) une suite de fermés de E telle

que £ = U,F,,. Montrez que U, F}, est un ouvert dense de F.

2) Soit (f,) € C(IR) telle que f, — f simplement sur IR. On va montrer que f est
continue sur une partie dense de IR.

Pour 6 > 0, on pose F,,s ={z € R : Vi,j > n, |fi(x) — f;(x)] < d}. Montrez que

Us = U, I, 5 est un ouvert dense et que f est continue sur U = MU, .
3) Soit f € C(IR) dérivable partout. Montrez que f’ est continue sur une partie dense
de IR.



