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Exercice 1 Soient E un IR-espace vectoriel et fy, fi,..., fn des formes linéaires sur E.
Utiliser le théoreme de Hahn-Banach pour montrer ’équivalence des trois assertions sui-
vantes :

1. El()\l, ey )\n) € R" tel que f() = Z?:l )\zfz;
2. dM € [0, 00] tel que
Vo € B, |fo(x)| < Mudhx | (o)),

3. N Ker(fi) C Ker(fo)
Indication : pour (3) implique (1) séparer Im(fq, ..., fn) C IR™** de (1,0, ...,0).
Exercice 2 Soit E = C°([0,1]) avec la norme ||.||o. Soit

C:{UGE:/O lu(t)]* < 1}

Vérifier que C est convexe ouvert symétrique (—C' = C) et que 0 € C. C est-il borné ?
Montrer que la jauge p de C' est une norme sur E. Est-elle équivalente a ||.||o 7

Exercice 3 Soient E un IR-espace vectoriel et f, ..., fr des formes linéaires sur E. Montrer
que les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. I n’y a aucun v € E tel que f;(v) < 0 pour tout i € [1, k] ;

2. L’ensemble {f; : i =1,2,....k} est positivement linéairement dépendant : il existe
un vecteur (Aq, ..., A\x) # 0 avec A; = 0 tel que Zle Nifi = 0.

Indication : Montrer premierement que (2) = (1). Dans autre sens, utiliser le théoreme
de séparation de Hahn-Banach pour

Ki={yecRF:y <0,Vic{l1,2,..,k}}, Ky={(fi(v), f2(v),..., fx(v)):v € E}.

Exercice 4 Montrer que si p: E — R, est telle que p(Az) = Ap(z), A > 0 et p(x +y) <
p(x) + p(y) et IM > 0,p(x) < M||z| alors 'ensemble {p < 1} est un convexe ouvert
contenant 0 dont p est la jauge.

Exercice 5 Soit A un sous-ensemble d’'un espace de Banach E. On définit A° = {f €
E', sup,cq|f(7)] < 1} et A% = {z € E, supscqq |f(z)] < 1} . Montrer que A®° =
{Au+ Av; (u,v) € A2 |\ | + |Ao| < 1}

Exercice 6 Soit (7,), Ny une suite qui converge faiblement vers x dans E espace de
Banach. On pose

K, = Conv{x,, xpi1...}.
Montrer que (2, K,, = {z}

Exercice 7 Soient z; (i =0,1,...,n) des points dans un espace de Banach séparable F.
Prouver qu’il existe un f € E’ qui minimise f — f(x¢) sur I'ensemble {f € E' : ||f]| <
1L, f(z;)=0(=1,2,..,n)}.

Exercice 8 Propriété de Schur de ¢*(IN). On veut montrer que dans £*(IN) une suite
converge faiblement si et seulement si elle converge fortement. On va utiliser le lemme de
Baire.



. Rappeler pourquoi la convergence forte implique la convergence faible.
CSoit I'={z € Z,|z| =1}. Q = TN, Vérifier que Q muni de la topologie produit
est un espace métrique complet. On écrit w = (Z,(w)), . N € -

. Supposons que pour tout ¢ = p || f,||1 = 3a pour @ > 0. Posons

Gy={we: ZZn(w)fq(n) <a}
n=1
et
Fp = mq?z)Gq

Montrer que F, = (.

. En utilisant le lemme de Baire obtenir w € 2 N[, Fy et regarder w comme une
suite de (*°(IN). Trouver une sous-suite f,, tel que w(f,,) # 0. Conclure.



