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Un opérateur est une application linéaire et continue. Le spectre d'un opérateur, noté par
o, est I’ensemble des A € K tels que T'— Al ne soit pas inversible. Le rayon spectral est le
sup de |A| lorsque A parcourt le spectre.

Exercice 1. Montrer que si T,, est une suite d’opérateurs compacts qui convergent au sens
de la norme vers un opérateur 7', alors T" est compact (I’ensemble des opérateurs compacts
est fermé dans 'espace des opérateurs).

Exercice 2. Soient A, une suite de nombres complexes et T opérateur de /2 (1 < p < c0)
défini par (T'x),, = \,x,. Démontrer que T est bien défini et continu si et seulement si la
suite A, est bornée. Dans le cas ou T est continu, calculer les valeurs propres et le spectre.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 71" soit compact.

Exercice 3. Soit T 'opérateur défini sur C([0,1]) par T'f(0) = 7 f(0)/2 et, pour x > 0,

AC)
Tf(x) = / ————dy.
m=[ 5
Démontrer que T" est un opérateur continu de C([0, 1]) dans lui-méme et que ||T|| = 7/2.
Indication : on pourra faire le changement de variables y = xt.

Exercice 4. Soit £ un espace de Hilbert et 7" un opérateur compact sur £. Un opérateur
est dit de rang fini si son image est de dimension finie.
a) Montrer qu'un opérateur de rang fini est compact.
b) Soit € > 0 et @1, ...z, tels que T(B(0,1)) C U, B(z;,¢). Onnote X = (x1,...,2,)
et S = Px T. Montrer que ||S —T|| < 2e.

¢) En déduire que dans un espace de Hilbert, tout opérateur compact est limite d’opérateurs
de rang fini.

Exercice 5. Soit H un espace de Hilbert

a) Soit f,, une famille orthonormale et a,, € C. Montrer que )« f, converge dans H
si et seulement si (a,) € 2. De plus, nous avons que |3, o fo|| = [|(an) | e2-

b) Supposons que H est somme hilbertienne d’une suite de sous-espaces fermés H,, :
H=,H,.
i) Si z,, € H,, alors montrer 'équivalence suivante : )z, converge si et seulement

si > |l#a]|? converge.

ii) Pour tout € H nous avons que © = »_ 1, ou &, = Py, (z). De plus ||z||* =

2 Ml

Exercice 6. Opérateurs de Hilbert-Schmidt. Soit £ un espace de Hilbert séparable

de dimension infinie.
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a) Soient (e,)nen €t (frn)nen deux bases hilbertiennes de E. Démontrer que si T' € L(F)
alors les deux séries

MoTeal? et Y IT ful?
n=0 n=0

ont la méme nature et, en cas de convergence, la méme somme. En déduire la méme
conclusion pour les séries

dolTenl” et Y ITSl
n=0 n=0

On fixe désormais une base hilbertienne (e, ),en de E et 'on note H(E) le sous-espace
vectoriel de L(E) formé des T pour lesquels la quantité

© 1/2
1Tl = (3 I1Teal?)
n=0

est finie (on dit que 7" est un opérateur de Hilbert-Schmidt).

b) Démontrer que H(E) C L(FE) avec inclusion stricte et que pour tout 7" € H(FE),
7|l < ||T"]|2- Démontrer que || - ||2 est une norme sur H(E) (la norme de Hilbert-
Schmidt) qui munit H(E) d’une structure d’espace de Hilbert.

¢) Montrer que tout opérateur de rang fini est un opérateur de Hilbert-Schmidst.

d) Soit T € H(E). On note, pour n > 0, P, le projecteur orthogonal sur I’espace vectoriel
engendré par e;, 0 < j < n. Démontrer que pour tout entier n positif, TP, € H(E)
et que lim ||T'— T'P,||2 = 0. En déduire que I’ensemble des opérateurs de rang fini

n—oo

est dense dans H(FE).

e) On suppose dorénavant que E = L?(0,1) et I'on choisit une base hilbertienne quel-
conque (€,)nen. Démontrer que la famille e,, ® €, est une base hilbertienne de
L2([0,1] x [0,1]).

f) On note par Tk l'opérateur de L?*(0,1) défini par un opérateur a noyau de carré
intégrable K € L*([0,1] x [0,1]). Montrer que Ty € H(E) et que

1Tk ll2 = 1K lz2 = [[Emnlle,
ol
km,n = <K, €m ®En> = <TKemaen>-

g) Réciproquement, soit T' € H(E). Montrer que T' = T ot K = ki nem ® €n,
kmn = (Tem, en).

Exercice 7. Soient E un espace de Hilbert, (f,)neny une famille orthonormée et (i,,)nen
une suite bornée de nombres complexes. Démontrer que la relation

Tz = Zﬂn<xv fn>fn
n=0

définit sur E un opérateur T" € L(E) qui est compact si et seulement si la suite u, tend
vers 0 et qui est auto-adjoint si et seulement si tous les termes de la suite sont réels.
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Exercice 8. Soit T' un opérateur auto-adjoint compact d’un espace de Hilbert séparable
E. Soit f: vp(T') — C une fonction bornée.

a) Montrer la formule suivante :

ou P, est le projecteur orthogonal sur le sous-espace propre F).

b) Montrer que 1’expression
= 3 P,
Aevp(T)

définit un opérateur de L(F).

c) Montrer les égalités suivantes :
Il = > [FOPIRl® et ADII= sup [FV)].
Aevp(T) Aevp(T)
d) Soit g : vp(T') — C une autre fonction bornée. Montrer que (f¢)(T') = f(T)g(T).
e) Soit P(x) = ag + a1z + - - - + a,2™ un polynome. Montrer que
PT)=a+uT+- - +a,T"

(on a défini P(T') comme dans la question b). En déduire la méme chose pour une
série entiere de rayon de convergence > (7).

f) Montrer que pour p & vp(T'), on a
1
=T

En déduire que o(T") = vp(T).

g) On suppose dans cette question que f est définie sur vp(7), continue en 0 et que
et que E est de dimension infinie. Montrer que f(7) est compact si et seulement si
f(0) =0 et que f(T) est auto-adjoint si et seulement si f est a valeurs réelles.

(T) = (ul =),

Exercice 9. Soit T" un opérateur auto-adjoint compact d’un espace de Hilbert séparable.
Soit, pour chaque valeur propre non nulle A de 7', d) la dimension du sous-espace propre
correspondant E). Démontrer que 7" est un opérateur de Hilbert-Schmidt si et seulement

S1
Z dx\? < oo.
Aevp(T)\{0}

Exercice 10. Racine carrée. Soit 1" un opérateur auto-adjoint, compact et positif sur
un espace de Hilbert séparable E.

a) Soit R = /z(T). Montrer que R est un opérateur auto-adjoint, compact et positif
tel que R? =T.

On se donne maintenant un autre opérateur R’ auto-adjoint, compact et positif tel

que R? = T. On veut montrer que R = R'.
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b) Montrer que si T' est supposé seulement autoadjoint, compact et f € L>(vp(T)),
alors f(7T') commute avec tout opérateur commutant avec 7.

c) En déduire que RR' = R'R.

d) Soient X et X’ deux opérateurs auto-adjoints, compacts et positifs tels que X? = R
et X”? = R'. Démontrer que pour tout x € E,

Xyl + 1 X"ylI* = o,
ouny=(R—-R)x.
e) En déduire que pour tout z € E, ||(R — R)z|*> =0 et donc R = R/



