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Le matériel électronique (smartphone, calculatrice, etc.) et les documents sont interdits.

Exercice 1. (9 points) Soit f une fonction holomorphe sur C telle que |llim |f(2)] = oe.
2|0

a) Montrer que f n’a qu’un nombre fini de zéros distincts, tous d’ordre fini.

b) Soient ay,...,a, les zéros de f de multiplicités my,...,m,. On pose
8(z)= (z—a)™...(z—ap)™
f(z)
Montrer que g n’a que des fausses singularités et que g s’étend en une fonction holomorphe sur C sans
7€ros.

¢) Montrer qu’il existe n € N et une constante C tel que |g(z)| < C(1+ |z|)" pour tout z € C.
d) Montrer que g est un polyndme.

e) Montrer que g est constante et conclure que f est un polynome.

Exercice 2. (8 points) Calculer I'intégrale suivante :

> cos(x)
/o—(l—l—xz)zdx'

On pourra utiliser sans démontrer les exemples faits dans le cours.

Exercice 3. (8 points) Pour chacune des relations suivantes, existe-t-il des fonctions holomorphes dans D(0, 1) les
vérifiant ? Si oui, déterminer toutes ces fonctions.

1 1 1 1
a) f(_> =—— etf(——) :—3pourtoutn22;
n n n n

1 1 1
b) f|— )= = — pour tout n > 2;
)f<2n> f(2n+1) p PO = 2

1
c) f(—) = sinnz—n pour toutn > 2;
n

1
d) n %< ’f (Z) ' < 2n~>/? pour tout n > 2.



