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Exercice 1. Soient a,b € R tels que |ab| < 1.
a) Soitv € R. On définit g: R — R, g(x) = x+asin(v — bsinx). Montrer que g est bijective.

b) On définit f : R> — R? par f(x,y) = (x+asiny,y + bsinx). Montrer que f est un C' difféomorphisme
global de R? dans R?.

Exercice 2. Soit A C R? I’ensemble donné par A = {(x,y,z) : x> +y* = 2,3xyz = x+y+2z}.

a) Peut-on appliquer le théoreme des fonctions implicites au voisinage du point (1, 1,1) € A ? Quelles variables
peuvent-elles étre exprimées comme fonction des autres ?

b) Prouver que A est, au voisinage du point (1,1, 1), I’'image d’une courbe C ! réguliere et déterminer la direc-
tion de la tangente a cette courbe en ce point.

Exercice 3. Trouver le rayon de convergence de la série entiere suivante
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Exercice 4.

a) Soit U un ouvert borné et connexe de C et soit g une fonction holomorphe sur U et continue sur U. Montrer
que si |g| est constante sur la frontiere de U alors : g est constante ou g admet un zéro dans U.

b) Soit f une fonction entiere qui envoie le cercle unité dans lui-méme (i.e. si |z| = 1 alors | f(z)| = 1). On veut

montrer qu’il existe un nombre complexe ® de module 1 et un n € N tels que pour tout z € C, f(z) = w7".

(i) Montrer que f a un nombre fini de zéros dans le disque unité.

(ii) On note {a,...,a,} ’ensemble des zéros distincts de f dans le disque unité et m; la multiplicité de a;.
Pour z € C\ {ay,...,a,}, on pose
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Montrer que g s’étend en une fonction holomorphe sur C tout entier.

(iii) En utilisant la question a), montrer que g est constante.
(iv) En utilisant le fait que f est entiére, montrer que I’ensemble {ai,...,a,} est vide ou égal a {0}.

(v) Conclure.

Exercice 5. Calculer I’intégrale
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ou % est le cercle d’équation X+ y2 =2x+2y.



