Université Claude Bernard Lyon 1 2021-2022

Calcul différentiel et analyse complexe
Examen terminal — Mardi 24 mai 2022 — Durée : 3h

Le matériel €électronique (smartphone, calculatrice, etc.) et les documents sont interdits.
Rédigez les exercices 1 et 2 sur une copie et les exercices 3, 4 et 5 sur une autre copie.

Exercice 1. (5 points) Soit £ = C°(]0,1]) I’espace des fonctions continues a valeurs réelles sur Iintervalle [0, 1]
muni de la norme du sup et 71,75 : E — R deux fonctions ainsi définies

()= [ FPdr () = ( / 1f(t)dt)2~

Prouver que les deux fonctions sont différentiables en tout point f € E et déterminer tous les points f ou les
différentielles DT;(f) et DT>(f) sont la méme application linéaire.

Correction. Notons par || - || la norme sup sur [0,1]. Pour f,g € Eona:

iuf+@—rmﬂ=z[fﬂwa0m+[ffawr

1
,ona /0 g?(t)dt = o(||g||). Du coup le candidat pour DT (f) est donné par

g2 [ gtoya

Comme nous sommes en dimension infinie, il reste a prouver la continuité de cette application (qui est clairement
linéaire). Celle-ci est vraie car :

Comme | /

2 [ r)sarl < 1)l

Donc on a bien : '
DﬂU%gHZAf@ﬁmﬁ
D’autre part, pour f,g € Eona:

To(f+g)— 2/f dt/ )dt+</1 (t)dt)z.

De méme que précédemment nous prouvons que T> est différentiable et on a :

DTy (f) : g>—>2/01f(t)dt/01g(t)dt.

Pour finir, clairement DTy (f) = DT> (f) si f constante. Réciproquement, pour prouver qu’il s’agit d’une condition
nécessaire, DT\ (f) = DT»(f) implique que DT (f)(f) = DTa(f)(f) ce qui est exactement le cas d’égalité dans
Cauchy-Schwarz, qui est vérifié seulement par les constantes.



Exercice 2. (6 points) Soit f : R? — R la fonction définie par
fx,y) = x4 4y +xy
et I' ¢ R? I’ensemble des points ou cette fonction s’annule.

a) Prouver qu’en tout point de I" on peut appliquer le théoreme des fonctions implicites pour écrire localement
I' comme un graphe : on peut exprimer ou bien y comme fonction de x ou bien x comme fonction de y.

b) Prouver que I’origine appartient I" et qu’en ce point on peut localement écrire I' comme graphe d’une
fonction x = @(y).

¢) Dans le méme voisinage écrire I' comme image d’une courbe parametrée réguliere et déterminer un vecteur
tangent et la courbure de cette courbe en I’origine.

Correction. a) On a f de classe C” car polynomiale; on calcule Vf(x,y) = (1+ 3x% 4 Y, 2y +x). Du coup,
apres un calcul on obtient que V f(x,y) = (0,0) si et seulement si x* —x/6+1/3=0ety = —x/2.
En calculant le discriminant de X* — X /6+1/3, on voit qu’il n’y a pas de racine réelle. Par conséquent,
Vf n’est jamais nul (ni sur I ni nulle part ailleurs...) et en tout point de I" on peut appliquer le théoreme
des fonctions implicites par rapport a ’'une des coordonnées.

b) Clairement, (0,0) € I. On a Vf(0,0) = (1,0). Comme 0f/dx(0,0) n’est pas nulle, on peut utiliser le

théoreme des fonctions implicites par rapport a la coordonnée y. Il existe donc une fonction ¢ définie au
voisinage de 0 telle que ©(0) = 0 et, au voisinage de ’origine, f(x,y) = 0 si et seulement si x = Q(y).

c¢) La courbe I est paramétrée au voisinage de I’origine par y(t) = (9(t),t). On écrit
f(@(),1) =@+  +1* +19=0.
On dérive une fois, puis deux fois par rapport at et on trouve
O +300° +2+19' +9=0 et ¢ +3¢"¢*+6¢%Q+2+1¢" +2¢' =0.
En posant t = 0 au-dessus on trouve ¢'(0) = 0 et ¢"(0) = —2.
On a donc d’une part un vecteur tangent en l’origine donné par

Y(0)=(0,1)
et d’autre part
Y'(0) = (=2,0).
La courbure de I en 0 est donnée par :
Y (0) AY'(0))]

Yor



Exercice 3. (4 points) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere Z e"n7". En quels
n=0
points du bord du disque de convergence la série converge-t-elle ?

Correction. Le rayon de convergence de la série est égal a e~ cela découle facilement du critere de Cauchy,
de celui de D’Alembert, ou méme de la définition du rayon de convergence.
A Uintérieur du disque de convergence on a :

> = d [ & d ez ez
€nl’lZn —z ennzn—l — Z—< (62)") — Z—( > _ )
Lok w5 (e

1—ez

Pour finir, la série diverge grossiérement partout sur le bord du disque de convergence car on'y a |e"nz"| = n.

Exercice 4. (4 points) Soit y la courbe suivante orientée dans le sens direct : Y= {z € C ; zz = z+z}. Calculer

/yﬁdz.

Correction. On commence par identifier Yy avec le cercle de centre 1 et de rayon 1 donné par :
=1 =@-1)e-T)=z—z-7+1=1

On a donc, si I’on note
Z
e

f:zr—>—<z_1)3,

en remarquant que f a un seul pole en 1, I’égalité

/ F(2)dz = 2mi Ind(y, 1)Resy(1) = 2mi Resy(1).
Y

Reste a calculer le résidu; on peut le faire directement en utilisant le développement de I’exponentielle au voisi-
nage de 1 :
&8 B o0 ( z— l)k_

(z—1)3 —ek_Z_3 (k+3)°

le coefficient devant (z— 1)~ vaut e /2. Du coup :

/f(z)dz = 2mie /2 = Tie.
Y

Alternatives :
— On peut appliquer directement la formule de Cauchy (Théoréeme 4.27 du cours).
— On peut calculer le résidu en remarquant qu’il s’agit d’un péle de degré 3 et appliquer la formule du cours.



Exercice 5. (6 points) Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité D telle que £(0) =0 et f/(0) = 1. On
suppose de plus qu’il existe une constante M > 0 telle que |f'(z)| < M pour tout z € D.

a) Montrer que |f'(z) — 1| < (M +1)|z| pour tout z € D. (Indication : utiliser le lemme de Schwarz.)
b) Montrer que

pour tout z € D.

1 1
On note Dy = D(0, ) et 0 =D (0.5 L).
n note g M—l—l € 2 Z(M—l—l)

¢) Montrer que pour tout a € D5, I’équation f(z) = a admet exactement une solution z, dans D;. (Indication :
utiliser le théoréme de Rouché.)

d) Montrer que 1’application a — z, est holomorphe sur D;.

Correction.  a) La fonction
f'@)—1
H P
M
est holomorphe de D dans lui-méme donc par le lemme de Schwarz on a bien :
[f'(2) = 1] < (M+1)[z], ¥z € D.

b) Le cas z =0 est évident. Sinon, on intégre sur le segment [0,z :

@ -2= 1O -0+ [ (7Q)-8/de= [ (7&)-de= [ (7s) - 1)eds,

[0,] [0,2]

ou on a utilisé la paramétrisation s € [0,1] — sz du segment [0,z] pour obtenir la derniére inégalité. On
prend la valeur absolue :

I
|f(z) =2 < \Z\/O |f'(sz) — 1|ds.

Pour finir, on utilise la question précédente :
1 1
Q) =2 < I [ M+ Dslelds = 4+ DI [ sds = M+ 1)/2

c) On peut appliquer le théoréme de Rouché sur D) aux fonctions z et f(z) — a. En effet, d’aprés la question
précédente, si 7 € 0D :

1
+la| < —— =1z|.

o= (F&) =) < |f(2) =2l +]al < (M+Dz*/2+]al = 5 e

1
(M+1)
Donc dans D\, la fonction
2 f(z) —a
a autant de zéros avec multiplicité que l’identité, c’est-a-dire un seul.

d) La fonction f étant continue et D, étant ouvert, f*1 (D2) VD =: Q est un ouvert. La question c) signifie
exactement que f est une bijection holomorphe de Q dans D;, d’inverse a — z,. Par le théoreme d’inversion
globale pour les fonctions holomorphes, f est un biholomorphisme de Q dans D;. Son inverse, a — z,, est
donc holomorphe.



