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Questions de cours.

Soit || - || une norme sur R
Soit A € Ma(R) ayant une valeur propre réelle double A et telle que A # \s.
On note (H) y'(t) = Ay(t), t € R.
1. Montrer qu’il existe une base (vy,va) de R? telle que Avy = Ay et Avy = v + \us.
Voir le cours.
2. Pour k = 1,2, on définit op: R — R? t — ety Montrer que (p1,p2) est un systéme
fondamental de solutions de (H), et que pour tout t € R, p1(t) = e Muy et po(t) = te vy +eMuy.
Voir le cours.
3. (Cette question n’est pas exactement une question de cours).
On suppose de plus que X\ < 0. Soit y: R — R? une solution de (H).
Montrer qu’il existe K > 0 et a > 0 tels que pour tout t € R, ||y(t)|| < Ke L.
Par la question précédente, il existe a,b € R tels que y = a1 + bys.
Soit t € R4. On a

lly(t)| = Hae)‘tvl +b (te)‘tvl + e’\tv2> H
< lale™ [lvr | + [ofte|[vy]| + bl |v2]

(@+N)s 0. De plus, la

s——+00
est continue, elle est donc bornée sur Ry : il existe C' > 0 tel que pour

Soit a €]0, —A[. Alors @ + A < 0 donc par croissances comparées, se

fonction s s sel@tV)s

tout s € Ry, selatNs < C, ou encore ser < Ce s,

De plus, A < —a donc e < e~ donc

ly@) < lale™ oall + [b|Ce™ [lvr || + [ble™*[|vz |

avec K = (la| + [b|C)[[o ]| + [b][|v2]|

Exercice 1.

On consideére ’équation différentielle
(1)

1. Déterminer les points d’équilibre du systeme (1).

Le champ de vecteurs (autonome) associé a (1) est f: R — R?, (z,y) — (y, (23 — z)e " — y),



Soit (z*,y*) € R,

(z*,y") équilibre pour (1) <= y" =0 = y* =0
Y q b ((x*)3 _ m>|<)€f(:z:*)2 —y =0 (:L'* S _ =0
y =0
<:>{ z¥=0oux*=1ouz*=-1

Le systéme (1) admet donc trois points d’équilibres : (z*,4*) = (0,0), (z*,y*) = (1,0) et
(", y*) = (=1,0).

. Etudier leur stabilité au moyen du théoréme de Lyapounov.

f est de classe C! sur R2. On calcule la jacobienne de f en tout point (z,y) € R? .

Jf(rc,y)=< ! 1)

e‘xQ( —2z(z® —z) + 322 -1) -1

On a
— Ay =Jf(0,0) = (_01 _11> - le polynoéme caractéristique de A; est X2+ X + 1, donc 4; a

pour valeurs propres 71+21\/§ et *1*2“/5, de parties réelles strictement négatives ; le théoréme

de Lyapounov assure que ’équilibre (0, 0) est asymptotiquement stable ;

0 1
— A= JfL0) = (5

propres réelles de signes opposés; I'une d’elle est donc strictement positive et le théoréme

: le déterminant de Ay vaut —% < 0, donc Ay a deux valeurs

de Lyapounov assure que ’équilibre (1, 1) est instable;
— A3z =Jf(—1,0) = Az : on conclut de méme que 1’équilibre (—1,0) est instable.
. Soit (x0,y0) € R®. Montrer que I’équation différentielle (1) admet une unique solution maximale
(z,y): J — R? telle que (2(0),y(0)) = (x0,v0), définie sur un intervalle ouvert .J.
On note J =]1,T], avec T <0< T finis ou non.

Le champ de vecteurs f associé a (1) est de classe C! sur R? donc par le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, le systéme (1) admet une unique solution maximale (z,y): J — R? vérifiant

((0),y(0)) = (z0,yo0), et cette solution est définie sur un intervalle ouvert J contenant 0.

1 1
. On définit : J — R par : pour tout t € J, P(t) = §y(t)2 + Qx(t)Qe_m(m.
Montrer que ¢ est décroissante.

Comme z et y sont dérivables, 1) est dérivable sur J par composition, et

¢/ _ yy/ + e_x2($x/ _ g2 xm/) _ yy/ _ 6—12(x3 _ 1:):6'

2

=y((a® —2)e™™ —y) — e (% —2)y

donc 1) est décroissante sur J.

. En déduire que y est bornée sur [0, T .

Soit ¢ € [0,T[. Comme z(t)2e~*®* > 0, on a y(t)? < 24(t) < 2¢(0), donc |y(t)| < /24(0).
Ainsi, y est bornée sur [0,77].

. On suppose que T < +o00. Montrer que x est bornée sur [0,T].

Soit t € [0, T[. Alors, |2'(t)] = |y(t)| < \/2%(0). De plus, x est de classe C' donc



d’out
[2(8)] < [wo| + v/2¢(0) ¢ < [ao| + v/24(0) T
ainsi = est bornée sur [0,77].
7. Montrer que T = +o00.
Supposons T' < +oo. Par le théoréme d’explosion en temps fini, ||(x(t), y(t))|]1 avd +00.

Or pour tout ¢ € [0, 7T,

1(@(®), y(E)Ih = [z(B)] + [y()] < |wo| + v2¢(0) (T'+ 1)

ce qui est contradictoire. Ainsi, T' = +o0.

Exercice 2.

+oo
Soit §: R — R une fonction continue telle que / |6(t)]dt < oo.
0

On consideére ’équation différentielle suivante :
y'(t)+3y'(t) + (2+0(t))y(t) =0, teR. (2)

1. Justifier que toute solution maximale de (2) est définie sur R tout entier, puis donner la structure

de Uensemble des solutions mazimales de (2).

L’équation (2) est une équation différentielle linéaire scalaire du second ordre. Les coefficients
t— 3ett— (2+6(t)) sont continus sur R. Ainsi, toutes les solutions maximales de (2) sont
globales, c’est-a-dire définies sur R tout entier. De plus, I’ensemble des solutions maximales de

(2) est un sous-espace vectoriel de C2(R,R), de dimension 2.

2. On suppose que u: R — R est une solution de (2). On pose pour tout t € R,

w(t) = e_t/o e®f(s)u(s)ds — 6_2t/0 e 0(s)u(s)ds .

(a) Justifier que w est dérivable et calculer w'.

La fonction s +— e®6(s)u(s) est continue sur R donc par le théoréme fondamental de
lanalyse t — fg e®0(s)u(s)ds est dérivable sur R. De méme, t — ft e20(s)u(s)ds est

dérivable sur R. Ainsi, par somme et produit, w est dérivable sur R, et pour tout ¢t € R,
t t
w'(t) = —et/ e*0(s)u(s)ds + e Lt O (t)u(t) + 262t/ e 0(s)u(s)ds — e 2 0(t)u(t)
0 0
t t
= —et/ e®f(s)u(s)ds + 2€2t/ e 0(s)u(s)ds
0 0

(b) Justifier que w est deux fois dérivable et calculer w”.

Les termes apparaissant dans w’ sont les mémes que ceux apparaissant dans w donc w’ est

dérivable et pour tout t € R,

w’(t) =e” / 0(s)u(s)ds — e te'O(t)u(t) — 4€2t/0 e 0(s)u(s)ds + 2> e 0(t)u(t)

t t
= t/ s)ds — 4de” 2t/ e*0(s)u(s)ds
0 0



(c) On note v =u+w. Vérifier que pour tout t € R, v"(t) + 3v/(t) + 2v(t) = 0.

Soit t € R. En utilisant que u est solution de (2), et les calculs précédents, on a

v (t) + 30/ (t) + 2v(t)
=" (t) + 30/ (t) + 2u(t) +w" (t) + 3w’ (t) + 2w(t)

= —0(t)u(t) + 0(t)u(t) + et/o e’f(s)u(s)ds — 462t/0 e*0(s)u(s)ds

— 3¢t tes s)u(s)ds + 6e2 teQS s)u(s)ds
3! [ e0(su(s)s + 6 [ H(s)uts)a

0

+2€t/0 659(8)u(8)d8—262t/ e*0(s)u(s)ds

0
=0

(d) En déduire qu’il existe C > 0 tel que pour tout t >0, |v(t)| < Ce L.
v est solution d’une équation linéaire du second ordre homogeéne, & coefficients constants.
L’équation caractéristique associée est 72 + 3r + 2 = 0, ses racines sont —1 et —2. On en
déduit qu’il existe a,b € R tels que pour tout ¢ € R, v(t) = ae™t + be 2.
Ainsi, pour tout t € Ry, |v(t)] < (Ja| + |b])e".

(e) On note p: t — et|u(t)|. Montrer que pour tout t >0,

o< Cr2 [ 10)] ol ds.
Soit ¢ > 0. On écrit
p(t) = e'lu(t)| = €' |v(t) —w(t)|

< e'|u(t)] + etw(t)|
<C+é (et/o e’10(s)||u(s)|ds + €2t/0 625\9(3)Hu(3)|ds) par 1.(d)

t s)|e(s)ds te_t+s s)|¢(s)ds en utilisan s) =ée°lu(s
<0+ [oleds+ [ e e il os) = fuls)
<c+ [ lets+ [ 06)lets)ds

car pour tout s € [0,t], et < 1. Ainsi,

(1) §C+2/0 10(5)| o(s) ds.

(f) En déduire que ¢ est bornée sur R .

On peut appliquer le lemme de Gronwall forme intégrale a ¢. En effet, ¢ et |f| sont

continues et positives. On en déduit que pour tout t > 0,

o(t) < Cexp (/Ot 0(s)] d5> < Cexp </0+oo 10(s)] d8>

Ainsi, ¢ est bornée sur R .
(g) En déduire que u(t) i 0

Comme ¢ est bornée sur R, et que e™* — 0, on en déduit que |u(t)| = e *p(t) — 0.
t——+o0 t—+o00



