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Les documents, téléphones, calculatrices, objets connectés etc. sont interdits.

Les exercices sont indépendants.

Question de cours.

Soit I un intervalle ouvert et A: I — My(R) continue. On considére I'équation différentielle

y'(t) = A(t)y(t), tel

On note Sy l'ensemble des solutions maximales de (H).

1. Soit (tg, o) € I xR?. Montrer qu'il existe une unique solution maximale de (H) telle que y(to) = yo

et que cette solution est globale.

2. Sans preuve, donner la structure de Spy.

Exercice 1. On note I =]0,+o0o[, et on considére 1’équation différentielle :

vt = —n) + 40

bl
1. On note z: I — R, t — +. Montrer que x est solution de (1).

2. Montrer que ’équation différentielle (1) admet une unique solution maximale y: J — R telle que

y(1) = 2, définie sur un intervalle ouvert J.
3. On note u: J — R, t — y(t) — x(t). Montrer que u est strictement positive sur J.

4. Onnotev: J - R, t— ﬁ Montrer que v est solution du probléme de Cauchy suivant :

v(t)

v’(t):T—i-l, tel
v(l) =1.

5. En déduire I'expression explicite de y et U'intervalle J.

Exercice 2.
Soit yp € R tel que yg < 0, on considére le probléme de Cauchy

{ v (t) = y(t) (ey(t) -1), teR
y(0) = vo.

1. Montrer que le probléme (3) admet une unique solution maximale y: J — R, définie sur un

intervalle ouvert J contenant 0.

On note J =]a, [ avec «, 8 finis ou infinis.

Montrer que y est strictement négative et strictement croissante sur J.

Montrer que 8 = +o0.

Montrer que y admet une limite finie en 400 puis déterminer la valeur de cette limite.
Montrer que pour tout ¢t € J, y'(t) < —y(t).

En déduire que pour tout ¢ € Ja, 0], y(t) > yoe ™.
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Montrer que a = —oo et que y(t)t—> —00.
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Exercice 3.

Soit a € R, on considére le probléme de Cauchy

/ 2
{ i(((f)): ;(a;(t)) (z(t)—t%), teR (1)

1. Montrer que le probléme (4) admet une unique solution maximale z,: I, — R, définie sur un

intervalle ouvert I,,.
2. Onnote J, ={tcR:~tcI,}ety,: J, = R, t > x,(—t). Ecrire le probléme de Cauchy satisfait
par y,. En déduire qu’il existe T, > 0 (fini ou non) tel que I, =] — T,, T, et que z, est paire.
3. Donner I, et x, si a = 0.
4. Dans cette question, on suppose que a < 0.
(a) Montrer que pour tout t € I, z4(t) < 0.

4 (t)

(b) Montrer que pour tout ¢t € [0,7,[, ——— <

(wa(t)”

—13.

(¢) En déduire que T, est fini.
(d) Que peut-on dire de z4(t) quand t — T, ?



