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Exercice 1. Définition. Deux normes N; et N, sont dites équivalentes s’il existe deux constantes C1,C, > 0 telles
que Ny < C1Ny et Ni < CoN,. Montrer que si N et N, sont équivalentes alors les ouverts associés sont les mémes
et les notions de convergence, limite et continuité ne changent pas.

Exercice 2. On définit une application sur M, (R) par

Al anfga]?;nlaiﬂ'

=5

Montrer que c’est une norme sur M, (R), puis qu’il s’agit d’'une norme multiplicative :
IAB[| < [|A[[|B]l VA, B € My(R).

Exercice 3. Pour tout (x,y) € R?, on pose Ni (x,y) = max(y/x2 +y2,|x —y|) et Na(x,y) = /x2/9+y2 /4.
a) Montrer que N; et N, sont des normes sur R? et représenter les boules unité fermées associées a ces normes.
b) Montrer que Ny < || [loo <[+ |l2 SNy < || - [[1 < 4N,
c¢) Déterminer la plus petite constante C telle que || - ||; < CN,. (Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.)

Exercice 4. L’ application N(x,y) = |5x + 3y| est-elle une norme de R? ?

Exercice 5. Démontrer que dans tout espace normé onasix #0ety #0

i—l's [l =l
][Iyl x|

Exercice 6. Montrer que I’application

N:R? R, (x,y) = N(x,y) = sup |x+ty|
t€[0,1]

est une norme sur R?. Dessiner la sphere unité.

Exercice 7. Pour x € R” établir les inégalités ||x||o < ||x]|1 < n|jx]|e et [|x]|2 < |Jx]|1 < v/n|jx]|2- Montrer que les
constantes de ces inégalités ne peuvent pas étre améliorées.

Exercice 8. Pour une matrice A € M>(R) on définit
1
21\2
L,j

Montrer que
|Ax|l < N(A)||x]|2 VxeR"™

Exercice 9. Pour quelles valeurs du réel A définit-on une norme sur R? par

Ny (x,y) = VX2 + 2hxy +y*?

Comparer les deux normes Ny, et N,,.

Exercice 10. Soit A une partie non vide d’un espace normé E et f : A — R une fonction k-Lipschitzienne. Montrer
que la fonction

g E—R, x—gx) ZSUE{f(f)—ka—lH}

est bien définie. Vérifier que g prolonge f et que g est aussi k-Lipschitzienne.



Exercice 11. Soit F' I’ensemble des fonctions Lipschitzienne de [0, 1] dans R. On définit I’application

FoN) =170+ sp TOZIOL
0<x<y<1 ly — x|
Montrer que c’est une norme et comparer avec || - [|c.
Exercice 12. Montrer que 1’on définit une norme sur R? par
|x +ty|
N(x,y) =su
R ST

Déterminer et dessiner la sphere unité.

Exercice 13. Dans I’espace des fonctions continues définies sur [0, 1] a valeurs dans R, muni de la norme || - ||co,
on considere une famille (fi,..., f,) € E” et on définit I’application N : R” — R par

p
N(x1,...,xp) = infi”L‘”-
i=1
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que N soit une norme sur R”.

Exercice 14.

a) Sur C!([0,1];R) montrer que la quantité

1
NP = \/ | 1P+
est une norme.

b) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que : || f||.. < CN(f),Vf € C'([0,1];R). Les deux normes N
et || ||.. sont-elles équivalentes ?

¢) Montrer que Fy = {f € C L([0,11;R), £(0) = 0} est un sous-espace vectoriel fermé de C 1([0,1];R) pour
1
la norme N et que la quantité N'(f) = / |f/(t)]* dt est une norme sur Fy équivalente  N.
0

Exercice 15. Soit E = C!([0,1];R).

a) Montrer que les expressions suivantes définissent des normes sur E :

1
7= [ 1f Wl =suplsle 7l =1£(0)]+supl.
b) Montrer que |1 < 1f[l~ < |

¢) Montrer que I’application identité est continue de (E, || - ||3) a valeurs dans (E, || - ||)-
sin ,
d) Soit f,(x) = ™ Erudier 1a convergence de f,, dans (E, || - ||3) et dans (E,|| - ||«). L’application identité
n
est-elle continue de (E, || - ||) & valeurs dans (E, || - ||3) ?

. X Lo . . .
e) Soit g,(x) = — ouoae R. Etudier la convergence de la suite g, pour les trois normes définies dans la
n

premiere question (discuter suivant o).
Exercice 16. Sur I’espace des suites réelles sommables nous définissons
[
Ixli=3 Il et lxlleo = suplxal.
n=0 n

Montrer qu’il s’agit de deux normes et déterminer si elles sont équivalentes. (On pourra considérer la suite
géométrique (1,a,a°,a’,...).)
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Exercice 1. Lesquels des sous-ensembles suivants de R? sont fermés ?
a) {(1/n,0); n=1,2,...};
b) {(x,y); y =%}
¢) {(m,n); m,n € Z}.
d) {(x,y) eR%: ¥*+y* <1};
e) [0,00[;
f) Q;
g) QN [07 1] 5
h) {(x,y) eR%: ¥*+y?>=1};
) {(xy) eER% 0<x<lety=x%};
DA{xy) eR* x>1et0<y<1/x}.

Exercice 2. On considere 1’application linéaire de R? dans R? de matrice (i % i) dans les bases canoniques.

Calculer la norme de cette application dans les cas suivants :
a) R? et R? sont tous deux munis de la norme £*.
b) R est muni de la norme ¢! et R? de la norme ¢.

c) R est muni de la norme euclidienne et R? de la norme ¢*.

Exercice 3. Soit (E, || - ||g) et soit (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés. Soit # une application linéaire,
u: E — F. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) ’application u est continue.

b) pour toute suite (x,),en d’éléments de E, convergente de limite 0, la suite (u(x,)), est bornée dans F.

Exercice 4. On consideére E = R[X] et A une partie non vide de R.

a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que ||P|| = sup{|P(x)||x € A} soit une norme sur
E.

b) La condition précédente étant vérifiée, donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ définie par
X2 —b% 5
b2 ) )

¢(P) = P(0) soit continue sur E. (Indication : on considérera des mondmes de la forme n(

n
Exercice 5. Sur C[X] on considere la norme définie par ||P|| = sup|a;| si P(X) = Z a;X'. Pour tout x on considere
i=0
I’application linéaire ¢ : C[X] — C définie par ¢(P) = P(xg). Déterminer les xo pour lesquels ¢ est continue et
calculer alors sa norme.

Exercice 6. Soit R, [X] C R[X] le sous-espace vectoriel des polyndmes de degré n au plus. Montrer que

P — sup |P(x)| = |P]|
x€[0,1]

est une norme ; on note, en particulier, E,, C R,[X] I’ensemble des polyndmes normalisés (coefficient 1 pour le
mondme maximal) de degré au plus n. Montrer qu’il existe a(n) € R’ tel que

VPEE, |P|=a(n).



Exercice 7. Soit C I’espace vectoriel des suites convergentes de nombres réels et Cy le sous-espace des suites
convergentes vers 0. On munit C et Cy de la norme .

a) Montrer que Cy est fermé dans C.

b) On définit une application 7' de C dans Cy en associant a la suite (x,) la suite (y,) définie par yg = }gl&o Xn
ety, = Xx,—1 —’}i_rgoloxn pour n > 1.
(i) Montrer que T est linéaire continue et calculer ||7°|].
(ii) Montrer que T est bijective.

1
T = 5kl

(i11)) Montrer que pour tout x € C,

(iv) Conclure que C et Cy sont isomorphes.

Exercice 8. Une base de K" étant fixée, K = R ou C, on considere les normes
n
X[, =Y lul et [X[,= sup |xi].
i=1 ie{l...n}
Dans M, (KK), on leur associe les normes

IAll, = sup |AX], pe{l,e}.

[ X1,=1

Vérifiez que pour A = (a;;) ona

Al =sup)_|aij| et [All,=sup)_ |ai]-
Joi L

En déduire que supZ |a,~ j| et supZ ‘ai j‘ définissent des normes d’algébre sur M, (K).
Joi i

Exercice 9. Les formes linéaires suivantes sont définies sur C([—1,1]) muni de la norme de la convergence
uniforme. Montrer qu’elles sont continues et calculer leur norme.

1
a) /0 f(x)dx
1
b) /_lsign(x)f(x)dx

o [ reax—r(0)
(@) + (=)= 24(0)

a2

e) il(_l)nf(%)-

n2

d)

,ou a €]0, 1] est une constante.

Exercice 10.

n
a) Montrer que sur R, [X], ||P]|, = Z |P(k)| définit une norme.
k=0

b) Déterminer la norme de I’application linéaire f de R,[X] dans R3[X] qui au polyndme P(X) associe le
polynéme X P(X), quand ces espaces sont munis respectivement des normes || - ||2 et || - ||3-

Exercice 11. Soit £ = C([0,1];R) muni de la topologie de la convergence uniforme. On considére 7 : E — R
linéaire tel que f > 0 implique 7 f > 0. Montrer que T est continue.

1
Exercice 12. Montrer que |f|, = / |f(t)]* dr définit une norme sur C° ([0,1]).
0

Montrer que la forme linéaire f — f(0) n’est pas continue pour cette norme. En déduire que { f € C %([0,1]), £(0) = 0}



n’est pas fermé.

| 1
Montrer que les sous-espaces F| = {f e %([0,1]), Vx € [075]7 flx)= 0} eth={f¢€ c°(0,1]), Vx e [5, 1], f(x)
sont fermés dans CY([0,1]) avec cette norme, que F; N F; = {0} mais que F; @ F> n’est pas fermé.

Exercice 13. Sur I’espace vectoriel des applications linéaires continues u : (E, || ||z) — (F,|| ||), on sait que 1’on
peut mettre la norme
lu()]]
Jua]| = sup ==+
w0 xlle
Montrer que ce sup est en fait un maximum quand E est de dimension finie. Est-ce encore vrai en dimension
infinie ?

Exercice 14. Montrer que dans un espace vectoriel normé (E, || ||), on ne peut avoir deux applications linéaires
continues u et v telles que
uov—vou=1d.

(On vérifiera u" ov —vou" = nu" ).
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Exercice 1. Déterminer si les fonctions suivantes ont une limite quand (x,y) tend vers (0,0) :

_ eyl _ Xy Xy _ sin(x+y)
fl(xay)_x2+y2 > f2(x7y)_x2+y2 > f3(xay)_x2+y2 ) f4(x7y>_ Xty :
$2
Exercice 2. Soit f(x,y) = ———. Les limites suivantes existe-t-elles :
xX“+y
lim lim f(x,y) ; lim lim f(x,y) ; lim X,y).
x—>0y—>0f( y) y—>0x—>0f( y> (x,y)—>(0,0)f( y)

Exercice 3. Pour chacune des fonctions suivantes, donner son domaine de définition et dire si elle est continue.
Etudier I’existence d’un prolongement par continuité en (0,0).

3 3
X Ey
a) f('xty)_xz_l_yz’
y2
b =sin(———=).
) g(x,y) Sln(x2+y2)

Exercice 4. On considére f,g: R — R avec g € C! et on définit @ : R* — R par (x,x) = f(x) et @(x,y) =
g(x) —8(y)
X=y

Exercice 5. Montrer qu'une norme n’est jamais différentiable en 0.

si x # y. Quelles conditions f et g doivent-elles vérifier pour que @ soit continue ?

Exercice 6. Donner les domaines de définition et calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

X2 2

. 2
filxy) =22 =3xy+4% 5 frlxy) = 5 + y; ;o faxy) =sin(2x—3y) 5 falx,y) ="
fs(e,,2) = (x+3%,0022) 5 folx,y,2) = sin(x? —y% 4 22).

Exercice 7. Soit f :]0,1[x]0, 1[— R la fonction définie par
_[x(1—y) six<y
f(x’y)_{y(l—x) six > y.

Etudier la continuité et la différentiabilité de f.

Exercice 8. Soit f : R?> — R la fonction définie par

_ [x®*y?sin(1/x)  six#0
f(XJ)_{ 0 six=0.

: : : : : d .
Montrer que la fonction f est différentiable en tout point de R? mais que —f et —f ne sont pas continues en

ox  dy

certains points de R

Exercice 9. Montrer que les applications suivantes sont de classe C ! Ecrire leur matrice jacobienne en un point
donné.

a) fi(x,y) =sin(x* —y%);
b) f2(x,y) = (x+y,x—y);

©) f3(x,3,2) = (xy*,x%e % sinx) ;



d) falx,y,2) = (x+y%,x92%).

Exercice 10. On considere les fonctions f : R? 5 R3 et g: R? — R définies pas
Fx,y) = (sin(xy),cosx, ), glu,v,w) = ww.

a) Calculer go f.

b) En utilisant I’expression trouvée en a), calculer les dérivées partielles de go f.

¢) Déterminer les matrices jacobiennes de f et g.

d) Retrouver le résultat de b) en utilisant un produit approprié de matrices jacobiennes.
Exercice 11. Soit g : R* — R? une fonction différentiable telle que g(1,—1,2) = (—1,5) et que la matrice ja-
cobienne de g en (1,—1,2) soit égale a (; _01 g) Soit f la fonction de R? dans R? définie par f(x,y) =
(xy, 3x2 —2y+ 3). Calculer les dérivées partielles de fogen (1,—1,2).

Exercice 12. Soit f : R* — R une fonction différentiable et u la fonction définie par u(x,y,z) = f(x—y,y —z,2—X).

ou Jdu 0
Montrer que u est différentiable et que & + = + Z_o.
ox dy 0z
1 +xy

Exercice 13. Soit f(x,y) = arcsin(

et g(x,y) = arctanx — arctany.
¢<1+x2><1+y2>> )

a) Vérifier que f est définie sur R>.
b) calculer les dérivées partielles premicres de f et de g.

c) Simplifier f a I’aide de g.

Exercice 14. Soit | - || la norme euclidienne sur R* et U un ouvert convexe de R%. Soit f : U — R? une fonction
qui vérifie
2
veyeU  If(x) = Ol < llx=ylI"
Montrer que f est constante sur U (on pourra commencer par montrer que f est différentiable et calculer sa
différentielle).
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Exercice 1. Calculer la différentielle de f(x+y), x,y € R et de g(x,x), x € R ot f et g sont a valeurs réelles.

Exercice 2. Soit B € M,(R) et soit f : M,(R) — R définie par f(A) = tr(AB). Calculer la différentielle de f en
tout point. Méme question pour g(A) = AB. En quels points Dg est-elle injective ? Surjective ?

Exercice 3. Soit f = f(y) est une fonction différentiable a valeurs réelles définie sur un ouvert de R™ et g = g(x)
une fonction différentiable d’un ouvert de R” a valeurs dans R"™. Montrer que

9 _df dg1  df dg 9f 9gm
ox; (f(gl’gz"”’gm)) N 8y1 0x; * 8y2 ox; Tt a)’m ox; .

Exercice 4. Etudier la continuité, ainsi que 1’existence et la continuité des dérivées partielles premieres de la
fonction suivante :

2
X, x>y

flx,y) = {

. x| <y

Exercice 5. Trouver a > 0 tel que I’application

Y ) # 0,0
f(x’y) — x2+y27 7y )

0, (x,y) = (0,0)
a) soit continue sur R? ;
b) soit différentiable sur R?.

Exercice 6. Soit a > 0 et

B (0.0)}3 (1) — ) = 220

a) Pour quelles valeurs de a la fonction f se prolonge par continuité en (0,0) ?

b) Dans le cas ol f se prolonge par continuité en (0,0), pour quelles valeurs de a la fonction ainsi obtenue est
de classe C! sur R??

¢) Méme question pour la différentiabilité en (0,0).

Exercice 7. (Dérivées directionnelles) Soient f la fonction définie par
f: R — R

X3

———  si 0,0
(x,y) [EEN x2—|—y2 Sl (xay)%( ’ )
0 si(xy)=(0,0)
a) Montrer que f est continue 2 tout point de R.
b) Montrer que f € C'(R?\ {(0,0)}).

¢) Montrer en les déterminant explicitement que f admet des dérivées directionnelles dans toutes les directions
en (0,0).

d) Montrer que f n’est pas différentiable en (0,0).

Exercice 8. Soit f : R? = R, f(x,y) = 2x+ 5y +x*(1/|y| + \/|x|). Déterminer I’ensemble des points oit f

a) est continue ;



b) est différentiable ;
¢) est de classe c! ;
d) admet des dérivées partielles ;

e) admet des dérivées directionnelles.

Exercice 9. Soit p > 0 et
|sin(x+y)|”

a) Pour quelles valeurs de p la fonction f se prolonge par continuité en (0,0) ?

R*\ {(0,0)} > (x,y) — f(x,y) =

b) Dans le cas ou f se prolonge par continuité en (0,0), pour quelles valeurs de p la fonction ainsi obtenue est
des classe C! sur R??

¢) Méme question pour la différentiabilité en (0,0).

Exercice 10. Soit f : R?> — R définie par
Xy (x2 -y 2) . (

si (x, 0,0
flen) =3 5 7
0 si (x,y) = (0,0).
a) Montrer que f est de classe C Usur R2.
i o P S o?
b) Montrer que f admet des dérivées partielles secondes croisées —— et —— et montrer que ——(0,0) #
0xdy  dyox 0xdy
7 (0.0). Que peut lure ?
— . Que peut-on conclure ?
dyox "’ P

Exercice 11. Soit A € M, (R) une matrice symétrique et
(Ax,2)
(x,x)

Montrer que g est différentiable en tout point. Montrer que pour tout a € R"\ {0}, on a:

g(x) =

Dg(a) =0 <= a est un vecteur propre de A.

¥2

Exercice 12. Soit f : R> — R donnée par f(0,y) =0 et f(x,y) = = si x # 0. Montrer que f admet une dérivée
X

au point (0,0) suivant tout vecteur de R? alors que f n’est pas continue en ce point.

Exercice 13. Calculer les dérivés partielles en tout point de R? de la fonction suivante : f : R*? — R, (x,y) —

min(x, y?).

Exercice 14. Soit ¢ : R — R une fonction dérivable. On définit f : R* x R — R en posant f(x,y) = (p(X). Montrer

X

que pour tout (x,y) € R* xR, ona
9f of .\ _
xax (xay)+yay (x,y) =0.

Exercice 15. Soit f : R> — R? une application différentiable. On suppose que | ‘1|irn | f(v)]| = 400 et que pour
V||[—too

toutv € R?, Df (v) est injective. Le but de ’exercice est de montrer que f est surjective.
Soit a € R?, on définit g : R? = R, v— || f(v) —al|?.
a) Déterminer Dg(v) en tout point v.

b) Montrer que g atteint sa borne inférieure en un certain point vy et que Dg(vp) = 0 puis conclure.
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Exercice 1. Déterminer si les matrices suivantes sont des matrices hessiennes d’une fonction f € C*(R?) :

I x4y I xy 2% 6xy°
A=\ 2 B = 2 c=(2,
xX—y 'y Xy x 6xy~ 6x°y
Si oui, trouver toutes les fonctions f associées.

Exercice 2.

a) On considere une fonction f : R? — R? continue. Montrer que s’il existe g : R® — R tel que f = Vg, alors

ofi  3f;

gj_ ax,-

(%) Vi,je{1,2,3}.

b) La fonction

f(xayaz) = (xy2Z27x2y227x2y2Z+ 1)
vérifie-t-elle la condition (x) ?

c) Déterminer toutes les fonctions g : R? — R telles que f = Vg.

Exercice 3. Vérifier que les fonctions suivantes sont de classe C? sur leurs domaines de définition, ensuite
déterminer leurs formules de Taylor a I’ordre 2 aux voisinages des points données :

oo R 8 : R — R
(x,y) — arctan<i+x) ; . (x,y) +—— €'sin(x+y) ;
_y v
en (0,0) en (0,)
h RZ — R

en (1,0)

Exercice 4. Soit f : R?> — R définie par

X
flxy) = ,ﬁyyz si (x,y) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0).
Discuter suivant les valeurs de I’entier positif n, ’appartenance de f aux classes C°(R?), C!(R?) et C*(R?).
Exercice 5. Rechercher les points critiques de y(x2 +1n? y) sur R x R” et étudier leur nature. Méme question sur
R3 pour z(e* — 1) —y?.
Exercice 6. Chercher les extréma éventuels des fonctions suivantes :

a) 3xy— X — y3
b) —2(x—y)> +x*4+y*
¢) x*y*(1+3x+2y)

d) 2x+y—x4—y4
Xy
) , x,y>0
(x+y)(1+x)(1+y)

B 24— D242+ (- 1)2



Exercice 7. (Extréma locaux) Soit f : R> — R la fonction définie par f(x,y) = 2x> + 6xy — 3y* + 2 pour tout
(x,y) € R2,
a) Déterminer les extréma locaux de la fonction f.
b) La fonction f possede-t-elle des extréma globaux sur R? ?
c) Représenter le segment de droite L défini par
L={(x,y)eR?| -2<x<0,y=x+1}

et déterminer les extréma globaux de la restriction de f a L en précisant en quels points de L ils sont atteints.

Exercice 8. (Extréma sur un compact) Déterminer la borne supérieure de la fonction g : R* — R définie par
gx,y) =3xy =32 =’

sur le compact K = [—1,1] x [—1,1].

Exercice 9. (Extréma globaux) On considére la fonction définie pour tout (x,y) € R? par

Flx,y) =xye 267

a) Etudier les extréma relatifs (locaux) de f sur R?. On pourra utiliser les symétries de la fonction f pour
réduire le nombre de cas a étudier.

b) Démontrer que f(x,y) — 0 quand || (x,y)|| — oe.

¢) Déduire de ce qui précede I’existence des extréma globaux de f sur R? et les déterminer.
Exercice 10. Soit f : R> — R I’application définie par f(x,y) = 2x% +2y* +x*y? —x* —y* pour tout (x,y) € R%.
a) Déterminer les extréma locaux de f.

2

4
b) Montrer que f(x,y) < 2r* — rz ol > = x* +y%. En déduire que f(x,y) < 4.

¢) Trouver le maximum global de f et les points ot il est atteint.
d) Y a-t-il un minimum global ?
Exercice 11. On considere la fonction f: R? = R, f(x,y) =x*+y* —2(x—y)?. Déterminer les extréma (éventuels)

de la fonction f et pour chacun de ces extréma, préciser si c’est un minimum ou un maximum.

Exercice 12. Déterminer les extréma locaux de la fonction f : R? — R,

f(x,y) = sinxsiny.
Pour chacun de ces extréma, préciser si ¢’est un minimum ou un maximum et calculer le développement limité
(la formule de Taylor) a I’ordre 2 au voisinage de chacun des points critiques de f.

Exercice 13.
. . . . 1
a) Montrer que -1 est la seule racine négative de 1’équation x = In |x| + —.
X

b) Déterminer les extréma locaux de la fonction g(x,y) = xe” + ye*.



