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1 Du calculatoire.

Exercice 1 (7 est une période.). En utilisant la formule des résidus et en choisissant soigneusement le
contour montrer que :

oo dx oo dx T *© drx w/n
(a) /_oo 1+a2 (®) /_oo 1+22 2 (C)/O 1+zn  sin(r/n)’
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(d) /0 1 +£L’2d$ ~ cos(ma/2)’

Exercice 2 (Une identitée due & Hardy.). Montrer que [;° Sinw(z) dr = 3.

Exercice 3 (Fonction Gamma toute puissante.). Soit I'(s) = [;° e "*~1dt.
Montrer que I' est holomorphe sur le demi plan Re(s) > 0.

Montrer que I' est solution de I’équation fonctionnelle

I(s+1)=sI(s)

En déduire que I' se prolonge méromorphiquement a C avec des poéles simples aux entiers négatifs,
déterminer ces poles.

Exercice 4 (Volume des spheres et fonction I'.). En évaluant de deux fagons fR" e~ gz montrer que
le volume de la sphere unité S*~! dans R” vaut
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Exercice 5 (Fonction B d’Euler.). On définit I'intégrale Eulérienne de premiere espece comme

1
B(p.q) = /0 1911 — P,

En faisant un changement de variables dans l'intégrale [ fx e T YgP~ 1y~ dxdy, montrer que

y=0

L'(p)L'(q)

Blp.g) = L(p+q)



Exercice 6 (Calcul de I'(3).). Montrer que I'(3)? = fol t_%(l — t)_%dt. En déduire I'(1) = /7. Faire
aussi un calcul direct en utilisant la relation fj;o e dy = V.

Exercice 7 (Identitée de Jacobi.). Montrer I'identitée suivante :

n—1
T(sp 4+ $n)
tsl...(l— t)S"dtl...dt 1= .
/0<t1<~~<tn_1<1 ' ezl ‘ ! [(s1)...T(sn)

s+1 _dz
z+1

fol t5=1(1 — ¢)=°. En utilisant la formule de Cauchy pour le contour :

Exercice 8 (Intégrales Eulériennes.). Evaluer foooz par la méthode des résidus. Montrer la

s+1 dz __
z+1

{r<z<R}U{z=Re%0c0,2r]JU{R<z<r}U{z=re"0c|02n]}

relation fooo z

en déduire la fameuse formule due a Euler

T(s)D(1 - s) =

(1)

sin(rs)’

Exercice 9 (Poincaré Lelong). On note A = 40,05 le Laplacien usuel agissant sur les fonctions sur le
plan R2. Montrer que pour tout ¢

1
| 5 los(lzD(¢)dady = o(0).
C T
En déduire que
1 _
/C ~ Bip(=)dady = p(0).

2 Du théorique.

Exercice 10 (Une fonction holo a au moins 1 singularité sur son cercle de convergence). Soit f holo-
morphe sur la boule fermée B(0, R) de rayon R alors montrer que la série entiere de f a un rayon de
convergence > R.

En déduire qu'une fonction de rayon de convergence 1 admet une singularité sur le cercle de rayon 1.

Exercice 11 (Propriété de Montel et compacité). Soit f,, une suite de fonctions holomorphes bornées
sur U.

Montrer que si f, — f uniformément sur U alors f est holomorphe.

Montrer que dans tous les cas on peut extraire une sous suite convergente qui converge vers f holomorphe.

Exercice 12 (Théoreme Rouché). Soit (f,g) holomorphes dans Q et U C Q. Montrer que si f > g sur
oU alors f et f + g ont le meme nombre de zéros dans U.

Exercice 13 (Holomorphie faible). Soit 7" une fonction bornée et intégrable telle que quel que soit

peCx(U)
/ Top = 0.
U

Montrer que T est en fait holomorphe.

Exercice 14 (Singularités effacables de Riemann). Soit f holomorphe sur le disque épointé D\ {0} tel
que f est bornée au voisinage de 0. Montrer que f se prolonge en fonction holomorphe f sur D.

En déduire que si zp est une singularité essentielle de f holomorphe alors il existe z, — zp telle que
f(2n) est partout dense dans C.



