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UE de calcul différentiel et analyse complexe

Feuille d’exercices n° 2

Exercice 1. (x) Soit f : GL,(R) — R définie par f(M) = M~!. Déterminer la différentielle de f,
d’abord en M = 1,, puis en un point M quelconque.

Exercice 2. Soit (E,( , )) un espace euclidien et soit u un endomorphisme symétrique de F (i.e.

Vr,y € E, (u(z),y) = (z,u(y))).
1. On définit f: E — R par f(z) = (u(z),z). Montrer que f est différentiable sur E et déterminer
sa différentielle en tout point.

2. Soit g : E~ {0} — R définie par

Montrer que g est différentiable en tout point.
Montrer que pour tout a € £\ {0}, on a :

Dg(a) =0 <= a est un vecteur propre de u.

Exercice 3. (x) Soit f : R? — R donnée par f(0,y) =0 et f(z,y) = % si & # 0. Montrer que f admet
une dérivée au point (0,0) suivant tout vecteur de R? alors que f n’est pas continue en ce point.

Exercice 4. Calculer les dérivés partielles en tout point de R? de la fonction suivante : f : R? —
R, (z,y) = min(z,y?).

Exercice 5. (x) Soit f : R? — R? une application difffentiable sur R?. On définit g : R? — R? et
h:R3 — R? par

g(z,y) = fa® =y, 2xy)  h(z,y,2) = f2x —yz,2y - 32).
Déterminer les dérivées partielles de g et h en fonction de celles de f et écrire les matrices jacobiennes
de g et h en un point quelconque.

Exercice 6. (x) Soit ¢ : R — R une fonction dérivable. On définit f : R* x R — R en posant
f(z,y) = ¢(%). Montrer que pour tout (z,y) € R* xR, on a

0 0
o5 (@) + G 2,) = 0.

Exercice 7. (x) Soit f : R? — R une fonction différentiable.
Pour a € R, on dit que f est homogene de degré « si

V>0, V(z,y) € R?, f(t(z,y)) = t"f(z,y).
Montrer que f est homogene de degré « si et seulement si

of of
V(z,y) € R?, z==(z,y) + y==(z,vy) = af (z,y).
(z,y) g 50 Y) yay( y) = af(z,y)
Pour limplication “<”, on pourra considérer lapplication g : t — f(tx,ty) — t*f(z,y) sur Ryg et
montrer que g est solution d’une équation différentielle.



Exercice 8. Soit f : R? — R? une application différentiable. On suppose que | Hlim || f(v)]] = 400 et
V|| ——+o0

que pour tout v € R2, D f(v) est injective. Le but de I'exercice est de montrer que f est surjective.
Soit a € R?, on définit g : R2 = R, v | f(v) —a|?.
1. Déterminer Dg(v) en tout point v.

2. Montrer que g atteint sa borne inférieure en un certain point vg et que Dg(vg) = 0 puis conclure.

Exercice 9. Soit F' une partie fermée de R™ munie de sa topologie usuelle. On définit f : R" —
R, =+ d(x, F). On rappelle que f est 1-lipschitzienne et que pour tout x € R", il existe y € F' tel que
f(z) = d(z,y).
1. Soit x € R™ \\ F. On suppose que f est différentiable en z. Montrer que ||Df ()| zrnr) < 1.
2. Soit y € F tel que d(x,y) = f(x).
On considere la fonction ¢ : [0,1] = R, ¢ — f((1 —t)x + ty).

En calculant ¢(0) de deux fagons, montrer que Df(m)(ﬁ) =1let que ||Df(z)|lzmnr) = 1.

3. En déduire que y est unique.

Exercice 10. On consideére E = [!(R) 'ensemble des suites réelles (u,,) telles que [|(un)|l1 := Yoo |un|
est fini. L’espace vectoriel E est alors normé par la norme || ||;.

1. Montrer que pour toute forme linéaire continue L sur F, il existe une suite bornée a = (ag, a, .. .)

telle que pour tout (un) € E, L((up)) = Zanun.
n=0

2. Montrer que la norme || ||; (vue comme application de E vers R) n’est différentiable en aucun
point de E. On pourra raisonner par ’absurde en s’aidant de la question 1.



