Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2022-2023
UE d’analyse complexe

Feuille d’exercices n° 6: Théoréme des résidus

Notations.

Etant donnés trois réels rq, 01, 02 tels que 0 < rg et 0 < 61 < 0 < 27, on désigne par Sroﬂlﬂg le secteur

S

oo, =€’ 0< 601 <0<, <2r, 0<rg<r}CC.

On note 7,4, 6, le paramétrage de 'arc de cercle
Vo105 ¢ [01,00] = C:t = re'

et v = Vr0,2x le paramétrage du cercle complet.

Exercice 1. Calculer I = f% f(2)dz dans les cas suivants.

522 4+ 1
1. r=2; = —.
z
2. r=3; =
r 2’f(z) (2—1)2(Z+2)
1
3 r £ 1 fz) = SRWE)
z—1
Exercice 2. Calculer
2 dt
/ — abceR*, 2>+
o a-+bcost+ csint
par la méthode des résidus. _
(cost = W et sint = % )

Exercice 3. (Fonctions rationnelles sans poles sur 1’axe réel)

1. On suppose f: S

00100 C continue et lim|,_,o 2f(2) = 0 dans S

70,071,602 "

Montrer que lim,_ s fy o f(z)dz =0.
01,02

2. BEvaluer

0 dt
beR:,e=+l.
/_OO (a2 iay 07 DE R e

(Intégrer sur le bord d’un demi-disque de diametre [—r, 7] C R et se servir du 1.)

3. Montrer que

o dt
/ = ,W/n ,neN" n>2
o 1+t  sin(n/n)

(Pour 7 > 1, considérer le lacet obtenu en concaténant le segment [0, 7], I'arc v, 2= et le segment

[re?™/™ 0] et se servir du 1.)

Dans les exercices 4 et 5, on fixe n nombres complexes z1,..., 2, € C deux a deux distincts et on pose
Q(z) =1II7_ (2 — zj).



Exercice 4. (Interpolation polynomiale)
Choisissons r > 0 tel que |z;| < r pour tout j.
Montrer que pour toute f : C — C entiere, 'application

ot |29 (920

est polynomiale de degré n — 1 et pour tout j € [1,n], L(z;) = f(2;).

Exercice 5. Soit P : C — C une application polynomiale.

1. Evaluer limTHoof Pg; dz.

2. Que vaut Z

lorsque deg(P) < n — 27

Q’)

Exercice 6. (Transformée de Fourier)
avec 05 < . On suppose f : S

1. On considere le secteur S s
0-Y1,92

70,071,602
0 dans S, , .-
Soit £ € R et r > ro. Montrer que | [ f(z)e T2 dz| < v suppy | f(2 |f 2 g~ [€lrsint g
01,02
En déduire lim, o fv o f(z)e"%*dz = 0 pour tout 5 € R*.
01,02
(Se servir de sint > 2 pour t € [0, %] et sint > 2 — 2 pour t € [5,7].)
2. Soit f(z) = a 6 R*. Evaluer

— C continue et lim|, |, f(2) =

CE2+(127
_ / Fla)e & de, € € RY

par la méthode des résidus.

3. Calculer [j° (fj;@:’jz dx. (Considérer z ﬁ sur un demi-disque.)

1+

Exercice 7. (Transformée de Fourier (suite))
~#*/2 qur le bord du rectangle de sommets —r, r,r + i, —r + i€ (r > 0), montrer que

/ e 2T 4o = \/2mr 6752/2, EeR.

En intégrant z — e

(Pour rappel ffooo e~ 2y =/ 27.)

Exercice 8. (Pole a l'origine)
1. On suppose h holomorphe sur le disque D(0, p), p > 0.
Montrer que lim,_. fv oo h(z)dz = 0.
01,02
2. On suppose g méromorphe sur D(0, p), ayant un pole simple en 0.
Montrer que lim, f,y o o 9(2)dz =i(02 — 61)Res(g, 0).
01,02

3. Evaluer fooo Si%dac par la méthode des résidus.

(Fixer R > r > 0 et intégrer z — % sur le lacet obtenu en concaténant le segment [—R, —7], le
demi-cercle —v,0 r, le segment [r, R] et le demi-cercle yr o r.)

Exercice 9. Evaluer les deux intégrales suivantes par la méthode des résidus.
1. f() cosx dm

et+e~ 7"

(Faire la liste des poles de W et intégrer sur le lacet rectangulaire de sommets —r, v, r+im, —r+

im, r > 0 évitant ces poles.)
2. f() sinx dCL‘

eCL‘ e—fl)
(Adapter le contour du 1 au cas d’un pole a lorigine.)




