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UE de calcul différentiel et analyse complexe

Feuille d’exercices n°7

Exercice 1 (Racine p-ieme). Soit U un ouvert de C et p > 2 un entier. On appelle détermination
holomorphe de z + 2/ sur U toute fonction holomorphe f : U — C telle que pour tout z € U,

()P ==

1. Montrer que s’il existe une détermination holomorphe du log sur U alors il existe une détermination
de z — 2V/P sur U.

2. Soit f une détermination holomorphe de de z — z!/P sur U. Montrer que pour tout z € U,
f(2) # 0. En déduire que 0 ¢ U.

3. On suppose U connexe et on considére deux déterminations holomorphes fi et fo de z — 227 sur
U. Montrer qu’il existe A € C* tel que f; = Afs.

4. En déduire que 8’il existe une détermination holomorphe de z — /7 sur U alors il en existe
exactement p distinctes. Quelles sont-elles ?

5. Montrer qu’il existe une unique détermination holomorphe f de z — A3 sur U = C~ R~ telle
que f(1) = e¥7/3. Calculer f(i) et déterminer f(U).

6. Montrer qu’il existe une unique détermination holomorphe ¢ de z — 2!/2 sur U = C ~ R telle
que g(—1) = i. Déterminer g(U).

Exercice 2 (Racine carrée d'une fonction holomorphe). Soit U le plan complexe privé des deux demi-
droites [1,+o00[ et | — oo, —1] de 'axe réel.

1. Soit ¢ : C — C, 2 +— 22 — 1. Montrer que p(U) C C ~ R*.

2. On note log la détermination du logarithme définie sur C . R™. Montrer que la fonction f : U — C

définie par f(z) = e3log(z*—1)

est bien définie et holomorphe sur U. Calculer son carré et sa dérivée.
3. Notons V le plan complexe privé du segment réel [—1,1]. Vérifier que pour z € V, on a z=1 € U.
On définit alors g : V — C par g(z) = izf(z~!). Montrer que g est bien définie et holomorphe sur

V. Calculer son carré et sa dérivée.

Exercice 3. Soit U un ouvert de C. On appelle détermination holomorphe sur U de la fonction arcsinus
toute fonction holomorphe f sur U telle que sin(f(z)) = z pour tout z € U.

1. Montrer que 8’il existe une détermination holomorphe sur U de arcsinus alors —1 ¢ U et 1 ¢ U.
2. Soit U un ouvert de C ne contenant ni 1 ni —1. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes.
(a) f est une détermination holomorphe sur U de arcsinus.

(b) Tl existe g holomorphe sur U telle que g(2)? =1 — 2% et ¢/(*) = iz 4 g(z) pour tout z € U.
1
9(2)
4. Soit U = C~ {z € R | |z| > 1}. Montrer qu'’il existe une unique détermination f de arcsinus sur

U telle que f(0) = 0.

3. Montrer que dans ce cas, f'(z) = pour tout z € U.

Exercice 4 (x). Trouver l'erreur dans : —1 = /—1y/—1 = /(=1)(-1) = V1 = 1.
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Exercice 5 (x). Montrer que / —dz = n(5) + i(arctan(3) — E).
[1,2+i] # 2 4

Exercice 6 (x). Soit f: C — C,z — 22 — 1. Soit I} = / f(2)dz ot y1(t) = t +it? avec t € [0,1],
, Vi

Ya(t) = e avec t € [0, 27|, v3(t) = cos(t) + isin(2t) avec t € [0, 27].

Montrer que I1 = —5/3 —i/3, Iy = €57 /3 — *™ +2/3, I3 = 0.

Exercice 7 (x). Pour 7 > 0, soit 7, : [-m/2;7/2] — C,t + re'. Calculer lim dz.

2
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Exercice 8 (x). Soit C le cercle unité parcouru dans le sens direct.

1
Calculer | (z + =)?"—dz avec n € N. On pensera & utiliser la formule du binéme pour développer
z

C z
™
(2 4+ 1)?". En déduire les valeurs de / cos™ (t)dt et / sin?"(t)dt.

—T -7
U

™

™

Déterminer également les valeurs de / cos® T (t)dt et / sin?" L (¢)dt.

—T —T

Exercice 9 (x). Soit C' le cercle unité parcouru dans le sens direct.
dz

Caleuler [ — 2
acuer/02z2—5z+2

Exercice 10 (x). Soit 7 ellipse d’équation z—; + % = 1 parcourue dans le sens direct; avec a,b > 0.
2 a b

d 2m dt
En calculant de deux fagons différentes / —Z, déterminer la valeur de / —5—.
y ? o a%cos?t+ b%sin”t

Exercice 11. On note C le cercle unité de C (qu’'on parcourt une fois dans le sens direct dans les
intégrales ci-dessous). Soit ¢ : C'— C une fonction continue. Montrer que

/Cgo(z)dz:—/cgo(z)czl;

Soit U un domaine contenant le disque fermé D(0,1), soit f : U — C une fonction holomorphe et soit
zo e UNC.

(2) dz est égal & f(0) si |z9] < 1; et égal a f(0) — f(1/Zp) si |z0] > 1.

1
Montrer que —
2im Jo z — 20

Exercice 12 (x). Pour z € C*, déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z*.



