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Contrôle continu

La justification des réponses et un soin particulier de la présentation sont demandés et pris en compte lors de la
notation.

Question de cours.
a) Donner la définition d’une tribuM .
b) Soit pX,M q un espace mesurable et a P X. Montrer que l’application δa définie surM par

δapAq “

#

1 si a P A

0 si a R A

est une mesure surM .

Exercice 1. Les deux parties de l’exercice sont indépendantes.
a) SoitX “ R. On considère

A :“
␣

txu, x P R
(

Ă PpRq.

Déterminer la tribu engendrée parA surR.
b) Soit pX,M q un espace mesurable. Soient f, g : X Ñ R deux fonctions mesurables.
Soit h : X Ñ R définie par

hpxq “

#

f 2pxq si gpxq P Q
a

|fpxq| sinon.

Montrer que h est mesurable.

Exercice 2. Soit µ unemesure borélienne sur pR,BpRqq vérifiant les conditions suivantes :
— µ est continue : @x P R, µptxuq “ 0 ;
— la mesure d’un intervalle compact est finie : @a, b P R avec a ă b, µpra, bsq ă `8.

SoitA P BpRq. On définit

fA : R` Ñ R`, fAptq “ µ
`

A X r´t, ts
˘

.

a) Justifier que la fonction fA est bien définie et trouver la valeur de fAp0q.
b) Calculer fA pourA “ Q.
c) Montrer que fA est continue.
(On pourra utiliser sans preuve la caractérisation de la continuité par suitesmonotones : fA est
continue en un point t si et seulement si pour toute suite monotone ptnqn qui tend vers t nous
avons que pfAptnqqn tend vers fAptq.)

d) En déduire que, si µpAq ą 0, alors pour tout s P s0, µpAqr, il existe un borélienB Ă A tel que
µpBq “ s.
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Exercice 3. Onmunit r0, 1s de la tribu de Borel et de la mesure de Lebesgue. Pour tout entier n ľ 1,
on définit fn : r0, 1s Ñ R par

@x P r0, 1s, fnpxq “
n

1 ` x2
sin

´x

n

¯

.

Justifier que pour tout entier n ľ 1, la fonction fn est intégrable au sens de Lebesgue et déterminer

la limite lim
nÑ`8

ˆ 1

0

fnpxqdx.


