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Mesure et Intégration

Fiche 2
TRIBUS, FONCTIONS MESURABLES

Exercice 1. Montrer que
a) Z(X)estune tribu.
b) 7 = {J, X} est une tribu.

Exercice 2. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Si X est dénombrable, alors toute tribu sur X est a. p. d.
b) Une partie 7 de &?(X) est une tribu si elle vérifie :
) ge .
(i) Ae 7 — A°e 7.
(iii) [A,e 7, ¥n] = (A, 7.

neN

Exercice 3. Le but de cet exercice est de montrer qu'une réunion arbitraire d’ensembles mesurables
n’est pas nécessairement un ensemble mesurable. Soit

T ={AcR; Aa.p.d.ou A°a.p.d.}.

a) Montrer que .7 est une tribu.
b) Montrer que .7 # Z(R).
¢) Conclure.

Exercice 4. Pour X ensemble et &7 ¢ #(X), onnote .7 (&) la tribu sur X engendrée par .«
a) Soit X :={1,2,3} et/ := {{1}}. Montrer que 7 (&) = {J, X, {1}, {2, 3}}.
b) Soit X := Net«/ := {{n}; n € N}. Montrer que 7 (&) = Z(N).

Exercice 5. Déterminer les tribus engendrées dans X par la famille o7, ou:
a) X :=Reto :={Z}.
b) X :=Reto := {{n}; neZ}.
o X :=Neto = {{0},{2},{4},...}.
Exercice 6. a) Soit 7 une tribusur X. Soit Y < X. Montrer que % := {AnY; A€ J}estune
tribu sur Y. % est la tribu induite par .7 sur Y.
b) MontrerquesiY € 7, alors 7 = {A; Ae T, Ac Y}
Exercice 7. Soit (X, d) un espace métrique. Soit Y < X, munidela métrique induite par X . Montrer
que By = {BnY; Be Bx}.
De maniére équivalente, %y coincide avec la tribu induite par Zx sur Y (voir 'exercice précédent).
Exercice 8. Montrer que si .7 estune tribuet Ay, ..., A, € J,alors A, u--- U A, e 7.
Exercice 9. Montrer que si (<% );c; est une famille d’ensembles o7, = Z2(X) telle que chaque .7 soit
une tribu sur X alors () < est une tribu sur X.
el

Exercice 10. a) Montrer que si &/ < %, alors 7 () < T (B).
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b) Montrer que .7 (T ()) = T ().

Exercice 11. Soit o/ < Z(X).Si A € .7 (47), montrer qu’il existe une partie a. p. d. # de .« telle
que A e T (A).

Indication : considérer ¢ := {Ae T (&) ; 3B < o/ a.p.d.telque A € T (A)}.

Exercice 12. a) Montrer que la réunion de deux tribus n’est pas nécessairement une tribu.

b) Montrer que la réunion d’'une suite finie et croissante de tribus est une tribu.
c) Ce dernier résultat ne passe pas a une union infinie. En effet, pour n € N, soit .7, la tribu sur

N engendrée par Z({0,...,n}). Montrer que (.7,),=0 est une suite croissante de tribus sur N,
mais que | J 7, n’est pas une tribu.
n>0

Exercice 13. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Un ouvert ou un fermé est un borélien.

b) Un borélien est un ouvert ou un fermé.

¢) Unintervalle est dans %y.

Exercice 14. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Lensemble [2,3[ n Q est un borélien de R.

b) Lensemble A := {x € R; cosx = sinsin z} est un borélien de R.
¢) Si B < Restborélienetsi A — B, alors A est borélien.

Exercice 15. Soit (X, d) un espace métrique. Soit f : X — R.
a) Montrer que f est continue en x € X si et seulement si Ve > 0, il existe un voisinage V' de x tel

que
ly,ze V] = |f(y) = f(2)] <e.
b) En déduire que {x € X ; f continue en x} est un borélien.

Exercice 16. Soit ® : X — Y un homéomorphisme entre espaces métriques et soit A — X. Montrer

que A € Ay sietseulementsi P(A) € By.

Exercice 17. a) Soient A € Hgn et B € Brm. Montrer que A X B € Brn+m.

b) Plus généralement, soient (X, d) et (Y, §) deux espaces métriques. Montrer que si nous munis-
sons X x Y d’'une métrique produit, alors Bx x By < Bxxy-

Exercice 18. Dans cet exercice, nous considérons un espace mesurable (X, 7). Prouver ou réfuter
les assertions suivantes.

a) Une fonction f : X — R qui ne prend quun nombre fini de valeurs est étagée.

b) Si f: X — R"™est mesurable, etsig : R” — R est borélienne étagée, alorsgo f : X — Rest
étagée.

¢ Sif:X — Resttelleque f~(F) € 7 pour tout F' < R fermé, alors f est mesurable.

d) Sif: R — Restborélienne et ne s’annule pas, alors 1/f est borélienne.

e) Si Ac X,alors x4 : X — R est mesurable si et seulementsi A € 7.

r+1, siz>0

f) Lafonction suivante est borélienne: f : R — R, z — ]
—x, siz < 0.
g) Lafonction f : X — R est mesurable si et seulement si | f| est mesurable.

Exercice 19. Décrire les fonctions mesurables f : X — R pour les tribus suivantes :
a) Xestmunide 7 = {J, X};
b) X estmunide .7 = Z(X).

Exercice 20. Montrer qu'un fonction monotone f : R — R est borélienne.

2



Exercice 21. a) Soit f : R — R dérivable. Montrer que f’ est borélienne.

b) Soit f : R — R continue. Soit z € R. Montrer 'équivalence des propriétés suivantes :
(i) festdérivableenzet f'(z) = /.
(i) Nous avons la double égalité :

¢ = lim inf{f<x+h>_f<x>;he(@*, |h|<i}
h m

= li_r)réo sup{f(w—i_h}z_f(x);he(@*, |h| <%}

¢) Endéduire que, si f est continue, alors la fonction g : R — R définie par:

0 sinon

f'(x) si festdérivable en x;
g(x) =

est borélienne.
d) Vraiou faux? Sig = 0, alors f est constante (ot g est définie en c).

Dans les exercices suivants, .7 < Z?(X) est une tribu. La mesurabilité des fonctions considérées
s’entend par rapporta .7 .

Exercice 22. Soient f : X — R mesurableet g : X — R définie par:

(o) = {1 sif(x) e Q;

0 sinon.

Montrer que g est mesurable.
Exercice 23. Soit f : X — R une fonction étagée. Montrer que f~'(B) € 7,V B < R.

Exercice 24. Soient f, g : X — R fonctions étagées et A € R. Montrer que f + g et \f sont étagées.

Exercice 25. Soit f : X — R. On définit, pour tout 0 < M < oo, la fonction fy; par

fl@) silf(x)| <M
fulz) =< M sif(x)>M;
—M  sif(z) < —M.

Montrer que f est mesurable si et seulement si f); est mesurable pour tout M > 0.

Exercice 26. Soit ( f,,),>0 une suite de fonctions mesurables de X dans R.

a) Rappeler pourquoi lim inf f,, et lim sup f,, sont mesurables.

b) Montrer que B := {z € X ; (f.(z)), estbornée} est mesurable.

¢) Soita € R.On définitg : X — [0, 0] par g(z) := inf{n € N; f,(z) > a}, avec la convention
inf ¢J = oo. Montrer que g est mesurable.

Exercice 27. Soit (X, d) un espace métrique.

a) Soient A e %Bx et f: A— Rcontinue. Alors f est borélienne.
En particulier, toute fonction continue f : X — R est borélienne.

b) Plus généralement, si f est continue en dehors d’'une partie a. p. d. de X, alors f est borélienne.



c¢) Encore plus généralement, soit (A )= une suite de boréliensd.d. d. telsque X = | |,_, Aj. Pour
chaque &, soit f; : Ay — R une fonction continue. Soit f : X — R définie par f(x) := fir(z) si
x € Ay. Alors f est borélienne.

d) Idem si, dans le point précédent, on remplace « f continue » par « fj, borélienne » (voir aussi le
point f)).

e) Idem pour des fonctions a valeurs dans R".

f) Soit (X, .7) un espace mesurable. Soient A, Ay, ..., mesurables d. d. d. tels que X = L, Ay.

Pour chaque k, soit f;, : Ay — R une fonction mesurable. Soit f : X — R définie par f(z) :=
fr(x) siz € Ag. Alors f est mesurable.

g) Montrer que les propriétés a) a e) sont des cas particuliers de la propriété f).

Exercice 28. Soit (X, d) un espace métrique. Soient f,, : X — R des fonctions boréliennes, n € N.
Montrer que {z € X ; (f.(x)), converge} est un borélien.



