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Fiche 2
Tribus, fonctions mesurables

Exercice 1. Montrer que
a) PpXq est une tribu.
b) T :“ tH, Xu est une tribu.

Exercice 2. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) SiX est dénombrable, alors toute tribu surX est a. p. d.
b) Une partie T de PpXq est une tribu si elle vérifie :

(i) H P T .
(ii) A P T ùñ Ac P T .

(iii) rAn P T , @ns ùñ
č

nPN

An P T .

Exercice 3. Le but de cet exercice est de montrer qu’une réunion arbitraire d’ensembles mesurables
n’est pas nécessairement un ensemble mesurable. Soit

T :“ tA Ă R ; A a. p. d. ouAc a. p. d.u.

a) Montrer que T est une tribu.
b) Montrer que T ‰ PpRq.
c) Conclure.

Exercice 4. PourX ensemble et A Ă PpXq, on note T pA q la tribu surX engendrée par A .
a) SoitX :“ t1, 2, 3u et A :“ tt1uu. Montrer que T pA q “ tH, X, t1u, t2, 3uu.
b) SoitX :“ N et A :“ ttnu ; n P Nu. Montrer que T pA q “ PpNq.

Exercice 5. Déterminer les tribus engendrées dansX par la famille A , où :
a) X :“ R et A :“ tZu.
b) X :“ R et A :“ ttnu ; n P Zu.
c) X :“ N et A “ tt0u, t2u, t4u, . . .u.

Exercice 6. a) Soit T une tribu surX . Soit Y Ă X . Montrer que TY :“ tAX Y ; A P T u est une
tribu sur Y . TY est la tribu induite par T sur Y .

b) Montrer que si Y P T , alors TY “ tA ; A P T , A Ă Y u.

Exercice 7. Soit pX, dqun espace métrique. SoitY Ă X , muni de la métrique induite parX . Montrer
que BY “ tB X Y ; B P BXu.
De manière équivalente, BY coïncide avec la tribu induite par BX sur Y (voir l’exercice précédent).

Exercice 8. Montrer que si T est une tribu etA1, . . . , An P T , alorsA1 Y ¨ ¨ ¨ Y An P T .

Exercice 9. Montrer que si pAiqiPI est une famille d’ensembles Ai Ă PpXq telle que chaque Ai soit
une tribu surX alors

Ş

iPI

Ai est une tribu surX .

Exercice 10. a) Montrer que si A Ă B, alors T pA q Ă T pBq.
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b) Montrer que T pT pA qq “ T pA q.

Exercice 11. Soit A Ă PpXq. Si A P T pA q, montrer qu’il existe une partie a. p. d. B de A telle
queA P T pBq.
Indication : considérer C :“ tA P T pA q ; DB Ă A a. p. d. tel queA P T pBqu.

Exercice 12. a) Montrer que la réunion de deux tribus n’est pas nécessairement une tribu.
b) Montrer que la réunion d’une suite finie et croissante de tribus est une tribu.
c) Ce dernier résultat ne passe pas à une union infinie. En effet, pour n P N, soit Tn la tribu sur

N engendrée par Ppt0, . . . , nuq. Montrer que pTnqnľ0 est une suite croissante de tribus sur N,
mais que

Ť

nľ0

Tn n’est pas une tribu.

Exercice 13. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Un ouvert ou un fermé est un borélien.
b) Un borélien est un ouvert ou un fermé.
c) Un intervalle est dans BR.

Exercice 14. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) L’ensemble r2, 3r XQ est un borélien de R.
b) L’ensembleA :“ tx P R ; cosx “ sin sinxu est un borélien de R.
c) SiB Ă R est borélien et siA Ă B, alorsA est borélien.

Exercice 15. Soit pX, dq un espace métrique. Soit f : X Ñ R.
a) Montrer que f est continue en x P X si et seulement si @ ε ą 0, il existe un voisinage V de x tel

que
ry, z P V s ùñ |fpyq ´ fpzq| ă ε.

b) En déduire que tx P X ; f continue en xu est un borélien.

Exercice 16. Soit Φ : X Ñ Y un homéomorphisme entre espaces métriques et soitA Ă X . Montrer
queA P BX si et seulement si ΦpAq P BY .

Exercice 17. a) SoientA P BRn etB P BRm . Montrer queAˆB P BRn`m .
b) Plus généralement, soient pX, dq et pY, δq deux espaces métriques. Montrer que si nous munis-

sonsX ˆ Y d’une métrique produit, alors BX ˆBY Ă BXˆY .

Exercice 18. Dans cet exercice, nous considérons un espace mesurable pX,T q. Prouver ou réfuter
les assertions suivantes.
a) Une fonction f : X Ñ R qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs est étagée.
b) Si f : X Ñ Rn est mesurable, et si g : Rn Ñ R est borélienne étagée, alors g ˝ f : X Ñ R est

étagée.
c) Si f : X Ñ R est telle que f´1pF q P T pour tout F Ă R fermé, alors f est mesurable.
d) Si f : RÑ R est borélienne et ne s’annule pas, alors 1{f est borélienne.
e) SiA Ă X , alors χA : X Ñ R est mesurable si et seulement siA P T .

f) La fonction suivante est borélienne : f : RÑ R, x ÞÑ

#

x` 1, si x ľ 0

´x, si x ă 0.

g) La fonction f : X Ñ R est mesurable si et seulement si |f | est mesurable.

Exercice 19. Décrire les fonctions mesurables f : X Ñ R pour les tribus suivantes :
a) X est muni de T “ tH, Xu ;
b) X est muni de T “ PpXq.

Exercice 20. Montrer qu’un fonction monotone f : RÑ R est borélienne.
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Exercice 21. a) Soit f : RÑ R dérivable. Montrer que f 1 est borélienne.
b) Soit f : RÑ R continue. Soit x P R. Montrer l’équivalence des propriétés suivantes :

(i) f est dérivable en x et f 1pxq “ `.
(ii) Nous avons la double égalité :

` “ lim
mÑ8

inf

"

fpx` hq ´ fpxq

h
; h P Q˚, |h| ă

1

m

*

“ lim
mÑ8

sup

"

fpx` hq ´ fpxq

h
; h P Q˚, |h| ă

1

m

*

.

c) En déduire que, si f est continue, alors la fonction g : RÑ R définie par :

gpxq :“

#

f 1pxq si f est dérivable en x ;
0 sinon

est borélienne.
d) Vrai ou faux? Si g “ 0, alors f est constante (où g est définie en c).

Dans les exercices suivants, T Ă PpXq est une tribu. La mesurabilité des fonctions considérées
s’entend par rapport à T .

Exercice 22. Soient f : X Ñ R mesurable et g : X Ñ R définie par :

gpxq :“

#

1 si fpxq P Q ;

0 sinon.

Montrer que g est mesurable.

Exercice 23. Soit f : X Ñ R une fonction étagée. Montrer que f´1pBq P T , @B Ă R.

Exercice 24. Soient f, g : X Ñ R fonctions étagées et λ P R. Montrer que f ` g et λf sont étagées.

Exercice 25. Soit f : X Ñ R. On définit, pour tout 0 ăM ă 8, la fonction fM par

fMpxq :“

$

’

&

’

%

fpxq si |fpxq| ăM ;

M si fpxq ľM ;

´M si fpxq ĺ ´M.

Montrer que f est mesurable si et seulement si fM est mesurable pour toutM ą 0.

Exercice 26. Soit pfnqnľ0 une suite de fonctions mesurables deX dans R.
a) Rappeler pourquoi lim inf

n
fn et lim sup

n
fn sont mesurables.

b) Montrer queB :“ tx P X ; pfnpxqqn est bornéeu est mesurable.
c) Soit a P R. On définit g : X Ñ r0,8s par gpxq :“ inftn P N ; fnpxq ľ au, avec la convention

infH “ 8. Montrer que g est mesurable.

Exercice 27. Soit pX, dq un espace métrique.
a) SoientA P BX et f : AÑ R continue. Alors f est borélienne.

En particulier, toute fonction continue f : X Ñ R est borélienne.
b) Plus généralement, si f est continue en dehors d’une partie a. p. d. deX , alors f est borélienne.
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c) Encore plus généralement, soit pAkqkľ0 une suite de boréliens d. d. d. tels queX “
Ů

kľ1Ak. Pour
chaque k, soit fk : Ak Ñ R une fonction continue. Soit f : X Ñ R définie par fpxq :“ fkpxq si
x P Ak. Alors f est borélienne.

d) Idem si, dans le point précédent, on remplace « fk continue » par « fk borélienne » (voir aussi le
point f)).

e) Idem pour des fonctions à valeurs dans Rn.
f) Soit pX,T q un espace mesurable. Soient A1, A2, . . . , mesurables d. d. d. tels que X “ \kAk.

Pour chaque k, soit fk : Ak Ñ R une fonction mesurable. Soit f : X Ñ R définie par fpxq :“
fkpxq si x P Ak. Alors f est mesurable.

g) Montrer que les propriétés a) à e) sont des cas particuliers de la propriété f).

Exercice 28. Soit pX, dq un espace métrique. Soient fn : X Ñ R des fonctions boréliennes, n P N.
Montrer que tx P X ; pfnpxqqn convergeu est un borélien.

4


