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Mesure et Intégration

Fiche 3
Mesures

Exercice# 1. SoitX un ensemble. Montrer que l’application µ : PpXq Ñ r0,8s,

µpAq :“

#

cardA, siA est fini

8, sinon

est une mesure surPpXq. C’est lamesure de comptage.

Exercice# 2. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) SiA P T , alors µpXq “ µpAq ` µpAcq.

b) Si pAnqnľ0 est une suite décroissante d’éléments deT et µpA2q ă 8, alors

µ

˜

č

nľ0

An

¸

“ lim
n

µpAnq.

c) SiA,B P T et µpA
ď

Bq “ µpAq ` µpBq, alorsA etB sont disjoints.

d) Il existe un espace mesuré pX,T , µq tel que tµpAq ; A P T u “ t0, 1, 2u.

e) Il existe un espace mesuré pX,T , µq tel que tµpAq ; A P T u “ t0, 1, 3u.

f) La mesure de comptage surN est finie, respectivement σ-finie.
g) SoientA une famille qui engendreT et µ1, µ2 deux mesures surT . On suppose que pour tout

A dansA on a µ1pAq “ µ2pAq. Alors pour tout T dansT on a µ1pT q “ µ2pT q.

Pour cette dernière question : y a-t-il des hypothèses raisonnables à ajouter ou enlever?

Exercice# 3. Soit µ la mesure de comptage sur pN,PpNqq. Trouver une suite décroissante d’en-

sembles pAnqnľ0 telle que µpAnq Û µ

˜

č

nľ0

An

¸

.

Exercice# 4. Soit µ unemesure finie sur pX,T q. SoitS Ă T l’ensemble défini par

S :“ tA P T ; µpAq “ 0 ou µpAq “ µpXqu.

Montrer queS est une tribu.

Exercice# 5. Soit µ une mesure σ-finie sur pX,T q. Montrer qu’il existe une suite d. d. d. pXnqn Ă

T telle que µpXnq ă 8, @n etX “ \nXn.

Exercice# 6. Soit µ une mesure σ-finie sur pX,T q. Soit pXnqnľ1 Ă T avec µpXnq ă 8, @n ľ 1

etX “
ď

n

Xn. Posons µnpAq :“ µ
´

A
č

´

X1

ď

. . .
ď

Xn

¯¯

, @A P T . Alors :

a) µn est une mesure finie, @n ľ 1.

b) µn Õ µ.

Exercice# 7. (Formule de Poincaré)
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a) Montrer que si µ
´

A1

ď

A2

ď

. . .
ď

An

¯

ă 8 alors

µ
´

A1

ď

A2

ď

. . .
ď

An

¯

“

n
ÿ

j“1

p´1q
j`1

ÿ

1ĺi1ăi2ă¨¨¨ăijĺn

µ
´

Ai1

č

. . .
č

Aij

¯

.

b) Que devient cette formule dans le cas particulier de la mesure de comptage?

Exercice# 8. SoitT une tribu contenant les singletons. Soit µ une mesure sur pX,T q. SoitD :“
tx P X ; µptxuq ą 0u. Est-il vrai queD est a. p. d.

a) Si µ est finie?

b) Si µ est σ-finie?

c) Si µ est quelconque?

Exercice# 9. a) Soit µ unemesure borélienne de probabilité sur r0, 1s, avec la propriété suivante :

µpBq ą 0 ùñ µpr0, 1szBq “ 0, @B P Br0,1s.

(i) Construire une suite d’intervalles fermés pIjqjľ0 Ă r0, 1s avec les propriétés suivantes : I0 “

r0, 1s, Ij`1 Ă Ij, @ j ľ 0, Ij est de longueur 2
´j
, @ j ľ 0, et µpIjq “ 1, @ j ľ 0.

(ii) En déduire qu’il existe un point a P r0, 1s tel que µ “ δa.

b) Soit ν unemesure borélienne σ-finie surR avec la propriété suivante :

νpBq ą 0 ùñ νpRzBq “ 0, @B P BR.

Montrer qu’il existe a P R et b P r0,8r tels que ν “ b δa.

Exercice# 10. (Mesuresdiscrètes) SoitT une tribucontenant les singletons.Lamesureµ sur pX,T q

est continue si, pour tout x P X, µptxuq “ 0. µ est discrète s’il existe un ensembleD a. p. d. tel que

µpDcq “ 0.

a) Montrer que µ est continue si et seulement si toute partie a. p. d.A deX est µ´négligeable.

b) Montrer queµ est discrète si et seulement si il existe une suite panqnľ1 de points deX et une suite

pcnqnľ1 Ă r0,8s telles que µ “

8
ÿ

n“1

cnδan.

c) Supposons maintenant µ σ-finie. Montrer que µ s’écrit de façon unique µ “ µc` µd, où µc est

une mesure continue et µd est une mesure discrète.

Exercice# 11. (Mesure image) Soient pX,T q un espacemesurable et f : X Ñ Rn
une fonctionme-

surable. Soit µ unemesure surT . Nous définissons f˚µ : BRn Ñ r0,8s par f˚µpAq :“ µpf´1pAqq,

@A P BRn. Rappelons que f˚µ est une mesure surBRn. C’est lamesure image de µ par f .
a) Déterminer f˚δa, avec a P X.

b) Soit µ une probabilité sur X (donc µpXq “ 1). Nous prenons n “ 1. Si B P T , déterminer

pχBq˚µ.

Dans les quatre exercices suivants, λ est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R. (Avec les no-
tations du cours, λ “ ν1.)

Exercice# 12. SoitU un ouvert deR. Montrer que λpUq “ 0 si et seulement siU “ H.

Exercice# 13. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) SiA Ă R est borélien et si λpAq ą 0, alors il existe un ouvert non videU Ă R tel queU Ă A.
Et réciproquement?

b) SiA Ă R est borélien et si λpAq ă 8, alorsA est borné.

2



Exercice# 14. SoitB P BR tel que λpBq ą 0. Soit ε ą 0. Montrer qu’il existe un borélienA Ă B tel

que 0 ă λpAq ă ε. Indication : recouvrirB avec des intervalles disjoints de tailleă ε.

Exercice# 15. Le but de cet exercice est de donner une définition équivalente de λ comme la seule
mesure borélienne normée et invariante par translations.

a) Montrer que, si x P R etA P BR, alors x ` A P BR.

b) On fixe x P R. Soit µ : BR Ñ r0,8s définie par µpAq :“ λpx ` Aq pourA P BR. Montrer que µ
est une mesure surBR.

c) En déduire que λpx ` Aq “ λpAq pour tout x P R et A P BR, c’est-à-dire : la mesure de Lebesgue
est invariante par translations.

d) Inversement, soitµunemesureborélienne surR, invariantepar translationset tellequeµpr0, 1rq “

1. Calculer µpr0, 1{nrq, n P N˚
. Déterminer la mesure d’un intervalle arbitraire. Montrer que

µ “ λ.

e) Prouver ou réfuter. Une mesure borélienne surR, invariante par translations, est un multiple de
la mesure de Lebesgue.

Exercice# 16. Cet exercice fait suite au précédent. Nous nous proposons de montrer que, si µ est
une mesure borélienne et invariante par translations surRn

telle que µpr0, 1rnq “ 1, alors µ “ νn.

a) Montrer que µpr0, 1{krnq “ p1{kqn, @ k P N˚
. Indication : recouvrir r0, 1rn avec des cubes d. d. d.

de taille 1{k.

b) SoitKj comme dans le lemme 9.6 du cours. Montrer que µpKjq “ νnpKjq.

c) En déduire que µpKq “ νnpKq pour tout compactK Ă Rn
.

d) Conclure.

Exercice# 17. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Une partie d’un ensemble négligeable est négligeable.

b) Une union a. p. d. d’ensembles négligeables est négligeable.

c) Une union d’ensembles négligeables est négligeable.

Exercice# 18. Pour des fonctions f, g définies surX à valeurs dansR ouRn
, la relation f „ g si et

seulement si f “ g µ-p. p. est une équivalence.

Exercice# 19. Prouver ou réfuter. Une partie d’un ensemble Lebesguemesurable deRn
est Lebesgue

mesurable.

Exercice# 20. Soit λ “ λ1 la mesure de Lebesgue (complète) dansR.
a) Soient f et g deux applications continues deR dansR. Montrer que f “ g λ´p. p. ðñ f “ g.

De même pour f, g : A Ñ R, avecA Ă Rn
tel queA Ă Å.

b) Soit f : R Ñ R. Nous considérons les deux propriétés suivantes.
(P1) f est continue λ-p. p.
(P2) Il existe une fonction g : R Ñ R continue telle que f “ g λ-p. p.
Montrer que (P1) n’implique pas (P2), et que (P2) n’implique pas (P1).

c) Soit ε ą 0. Montrer qu’il existe un ouvertU dense dansR tel que λpUq ĺ ε.

Exercice# 21. a) Nous avons µ “ µ etT “ T .

b) T est complète par rapport à µ.

c) Une partie deX est µ-négligeable si et seulement sielle est µ-négligeable.

Exercice# 22. Soit λn lamesure (complète) de Lebesgue sur la tribu de LebesgueLn dansRn
. Mon-

trer que

a) λn est σ-finie.

b) λn est l’uniquemesure surLn telle que λnpP q “
śn

j“1pbj ´ ajq pour tout pavéP “
śn

j“1saj, bjr
deRn

.
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