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Mesure et Intégration

Fiche 4
INTEGRALE. CONVERGENCE MONOTONE ET DOMINEE

Exercice # 1. Ecrire de maniére plus simple la quantité [ f du lorsque :

a) u est une mesure de Dirac.
b) uestla mesure de comptage sur N.

Exercice # 2. Soit (X, .7, ;1) un espace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Sif=xaavecAe 7, alors [ fdp = pu(A).

b) Sif: X —[0,0
0 Sif: X —[0,0
d) Sif: X —[0,0
e) Sif: X —[0,00
f) Si f: X — [0,0] est mesurable et satisfait f = 0 y-p. p., alors [ fdp = 0.

g) Le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.

est intégrable, alors pu(f~!(c0)) = 0.
est mesurable et satisfait u(f ' (o0)) = 0, alors f est intégrable.
est mesurable et satisfait [ f du = 0, alors f = 0.

—_

est mesurable et satisfait [ f du = 0, alors f = 0 u-p. p.

Exercice # 3. Soit (X, .7, ) un espace mesuré. Si f : X — [0, c0] est mesurable, alors

/fd,uzsup{(l—a)/ud,u;uétagée,0£u§f70<5<1}.

Exercice # 4. Dans cet exercice, I désigne un intervalle de R, muni de sa tribu borélienne et de la
mesure de Lebesgue.

< 1
a) Soit [ := 0, 1[. Soit 0 < v < co. A quelle condition la fonction # — — est-elle intégrable sur I?
xa

b) Méme question avec [ := [1,0[ et [ := ]0, oo[.

Exercice # 5. a) On consideére la fonction f : [0, 1] — R définie par

Fa) = {:p, sizeQ

22, siz e Q
Montrer que f est Lebesgue intégrable sur [0, 1] et calculer son intégrale.

b) Mémes questions pour la fonction f : [0, 7/2] — R définie par

fla) = {sinx, si cosxeQ

sin®z, sicosz¢Q’

Exercice # 6. Etudier I'existence et la finitude de :

si .y e
a) / — dx,aveca = 1,3/2, ou 2, au sens des intégrales généralisées ou de Lebesgue.

1)"

b) La somme de la série 2

n>1

,aveca = 1ou2.



c¢) Lintégrale / (1)

du(n), avec a = 1ou?2, et i la mesure de comptage.
N Nt

Exercice # 7. (Théoréme de convergence décroissante) Soit (X, .7, u) un espace mesuré. Soit ( f,,)n=0
une suite décroissante de fonctions mesurables positives sur X, avec f; intégrable.

a) Montrer (via le théoréme de convergence monotone) que lim / frndu = / lim f,, du.
b) Montrer par un contre-exemple que 'hypothese In, € N tel que f,,, intégrable, est nécessaire.

Exercice # 8. Soit P une probabilité sur (R, ). Pour n € N, soit [,, := [, (cos7t)*" dP(t).
a) Montrer que /,, < o0, Vn.

b) Montrer que la suite (/,,),>0 est décroissante.

¢) Déterminer lign I,.

Exercice # 9. Soit (X, .7, 1) un espace mesuré et soit f : X — [0, c0] une application mesurable.
a) Soient A:={xe X; f(z)>1},B:={zxe X; f(r)=1}etC:={xe X; f(x) < 1}.

Déterminer lim fdu.
n AuB

b) Déterminer lim/ f™ dyi. On pourra commencer par le cas ot [, f dp < oo.
moJx

Exercice # 10. Soit P une probabilité sur (R, B, ). Pour z > 0, soit F'(z) := fR+ e " dP(t).
a) Montrer que F est décroissante.
b) Soit (z,,) < R, telle que z,, / c0. Déterminer lim F'(x,,).

n

¢) Endéduire lavaleurde lim F(z).

Tr—00

Exercice #11. a) Soit [ un intervalle de R. Montrer que si (f,,)n>n, €st une suite de fonctions boré-

liennes positives sur /, alors
+00 +00
Z /fndV1:/<2 fn) dVl-
I I

n=ng n=no

b) En déduire la valeur de

e} o0 x
——dx.
7;,)/1 (1+x)"

1 z\ —1
. , . . €
Exercice # 12. Déterminer, pour tout a € R, lim / (a:a + —) dx.
n 0 n
. “ nsin(x/n
Exercice # 13. Calculer lim / # dx.
n 1 T

Exercice # 14. Dans cet exercice, [ est un intervalle de R, muni de sa tribu borélienne et de la me-
sure de Lebesgue A (= 14). Montrer que les fonctions suivantes sont intégrables sur / et déterminer

lim/fn dA.
noJr

nxsinx R
=———oul<a<?2.
1+ (nx)>

a) [:=10,1], fu(x) :

n*z exp(—n2x?)
1+ 22

b) I:=[A, o] (@avec A > 0)et f,,(x) :=

2



o [:= [0, 1] et fn([l?) = \/ﬁX[l/mg/n[(:p).

Exercice # 15. Soit f une fonction Lebesgue intégrable sur [0, oo[. Calculer

r+n

li7rln/ooof(x) C d\(2).

Exercice # 16. Calculer

12

0 : n
lim / Gine)”
mJo

Exercice #17. Soit (X, .7, ) un espace mesuré. Soit f une fonction mesurable positive sur X . Mon-

trer que
1
hmn/ln(l—i-—f) d,uz/fdu.
" X n X

Exercice #18. Soit f : R, — R une fonction Lebesgue intégrable. Calculer

liin /000 exp(—nsin® z) f(x) d\(z).

n
Exercice #19. Rappelons que, siy > 0, alors la suite <<1 — y) > est croissante, de limite e~¥.
n=y

n
Soit f,(x) := n(1 — z)" sin*(nx)x[o1)(x), Vn e N, Vz e R.

a) Déterminer la limite simple (notée f) de la suite (f,),>1.

b) Calculer, en utilisant le rappel et le théoréeme de convergence monotone, lim / folz) dz.
m JRr

¢) Montrer que lim/fn(:v) dx # /lim folz)dz.

Exercice # 20. Soient (X, .7, 1) un espace mesuré et f : X — R une fonction intégrable.

a) Pourn > 0,so0it A, := {x € X; |f(z)| = n}. Déterminer lim/ fdp.
n ATL

b) Soit A € 7 tel que 1(A) < 0. Déterminer lim/ |F1Y™ dp.
noJa

¢) Mémes questionssi f : X — R.

Exercice # 21. Soit P une probabilité sur (R, Zg) telle que la fonction R 3 ¢ — exp (alt|) soit
intégrable pour tout a € R.

a) Donner deux exemples de telles mesures «de nature différente ».
b) Montrer que ¢t — t" est intégrable pour tout n € N.
¢) Soitz € C.

(i) Montrer que ¢t — exp(zt) est intégrable.

(i) Posons F'(z) := [, exp(zt) dP(t). Montrer que F' admet un développement en série entiére
+00

dela forme F'(2) = Z a,z", oul'on explicitera les coefficients a,,.

n=0

Exercice # 22. Soit (X, .7, i) un espace mesuré, avec 4 finie. Soit f : X — [0, o[ une fonction

n

mesurable et, pourn > 1, soit [, := dyi. Calculer lim 7,.

x 1+ f"



Exercice # 23. Rappelons que
(1—1—{) e, Yo =>0.
n

Nous considérons, pour tout n > 2, la fonction f,, : |0, o[ — R définie par

1
R AL Vo> 0.
zi/m (1 + —)
n

fn<x) =

a) Démontrer que, pourn > 2etx > 1, nous avons f,(r) < 4/
b) Montrer que, pour tout n > 2, f, est Lebesgue intégrable sur |0, oo|.

¢) Calculer lim / fol(z) dx.
mJo

Exercice # 24. Pour tout entier n > 1 et tout réel z, soit f,(r) := e — 2¢~2"2,

a) Montrer que Z fn(z) est une série convergente pour tout z > 0, et calculer sa somme f(x).
n>1

oo +00

+00 0
b) Comparer/ Z fu(z)dx et Z/ ful(z) dx. Expliquer.
0 n=1 n=170

Exercice # 25. Nous munissons l'intervalle [0, 1] de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue
A (= 1v1). Soit (f,,)n>2 la suite de fonctions définies sur [0, 1] par

n’z, si0 <z <1/n
fo(z) :=% —n2(x —2/n), sil/n<z<2/n.
0, sinon

a) Tracer le graphique de f,,.
b) Calculer et comparer lim inf/fn d\, [liminf f, d, lim sup/fn dXet [limsup f, dA.

¢) Mémes questions avecla suite de fonctions (g, ),>1 définie par go, := X[0,1/(2p)], VP € N*, gop41 :=
X[1/(2p+1),1], VP € N.

Exercice # 26. a) Montrer que la fonction

sinx

f:]0,0[—> R, f(x):= 1,Vx>0,
eit —
est Lebesgue intégrable sur |0, oof.

+o0

b) Montrer que, pour tout x > 0, nous avons f(z) = Z e "sinz.
n=1

© - +00
1
c) Endéduire que /0 ;m_xl dr = nz_:l RCBER

Exercice # 27. Soient (X, .7, u) un espace mesuré et f : X — [0, oo une fonction mesurable.
a) Supposons y finie. Pour n € N, soit X,, := f~'([n,n + 1[). Montrer que f est u-intégrable si et
+00

seulement si Z nu(X,) < oo.

n=0



b) Nous ne supposons plus y finie. Pour n € Z, soit F,, := f~([2",2""[). Montrer que f est u-

o0
intégrable si et seulement si Z 2" u(F,) < .

n=—0a

Exercice # 28. Soient (X, .7, u) un espace mesuré et f : X — [0, 0 une fonction mesurable.
Posons

Fy(t) == p(f~(Jt, o)) = p([f > t]), Yt = 0;
Fy estla fonction de distribution de f.

Pour traiter les questions suivantes, on pourra commencer par le cas ott f est une fonction étagée.
a) Montrer que F/; est borélienne.

0
b) (Décomposition en tranches) Montrer que / fdu = / Fy(t) dt.
X 0

¢) Plus généralement, soit @ : [0, co[— [0, oo[ une fonction croissante de classe C'! avec ®(0) = 0.

Montrerque/ O(f)du = /OOO Q' (t)Fy(t) dt.

X
d) (Calcul de moments) Soient 1 < p < wet f : X — R une fonction mesurable. Montrer que

Jir=p [ "ot uin >

Exercice # 29. (Lexercice précédent, vue probabiliste) En théorie des probabilités, i est une proba-
bilité, et on travaille plutét avec la fonction de répartition G¢(t) := u([f < t]),Vt > 0. «Traduire »
I'exercice précédent en fonction de G.

Exercice # 30. (Inégalité de Jensen) Soit (X, .7, P) un espace probabilisé. Soient I < R un intervalle
ouvertet ® : I — R une fonction convexe.

Nous admettons dans la suite le fait suivant (qui caractérise la convexité de ®). Pour tout ¢ € I, il
existe une fonction affine ¥ (c’est-a-dire, une fonction de la forme ¥ (s) = as+0b,V s € R) telle que :

@) Y(s) < P(s),Vsel;

(i) W(t) = ().
Soit f : X — I une fonction intégrable.
a) Montrerque [ fdP € I.

b) Si W estaffine, comparer les nombres [ W(f)dP etV ([ fdP).

¢) Endéduire l'inégalité de Jensen :
/@(f)szcb(/fdP). 0

Exercice # 31. a) Ecrire l'inégalité de Jensen (J) dans les cas suivants :
@) I:=R,o(t):=¢€",VteR.
(i) I :=]0,00[, ®(¢) :=Int, Vt €]0, oof.
(i) [:=R,1<p<o0,®):=[t],VteR,

b) Obtenir, a partir de (J) appliquée 3 un espace probabilisé et a une fonction convexe convenables, le
cas particulier suivant de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n Z(%’)Q = (

n

2
%
aj> , VneN* Vay,...a, € R.
1

¢) Que devient (J) si X est un ensemble fini non-vide, 7 = Z(X), et u(A) = ﬂ, VAc X?

#X



d) Etsi, de plus par rapport a la question précédente, I =|0,0[ et ®(¢) = —Int, ¥Vt > 0?

Exercice # 32. (Variables aléatoires indépendantes) Soient (X, .7, P) un espace probabilisé et f, g :
X — [0, oo[ des variables aléatoires (=fonctions mesurables). Nous supposons les variables aléatoires
f et g indépendantes, au sens suivant :

P([f e Age B]) = P([f € A])- P(lge B]), VA, B e %s.

a) Soient &,V : [0, oo[— [0, o[ deux fonctions boréliennes. Montrer que ¢ o f et U o g sont indé-
pendantes.

b) Si f, g sont, de plus, étagées, montrer que [ fgdP = [ fdP - [ gdP.
A partir de maintenant, f, g ne sont plus supposées étagées.

¢) Montrer quil existe deux suites, (f,,)n et (gn)n, de fonctions étagées positives telles que f,, et g,,
soient indépendantes, Vn,m, f, / fetg, / g.

(Indication : examiner le procédé d’approximation d’une fonction mesurable par des fonctions
étagées et utiliser la question a)).

d) Montrerque [ fgdP = [ fdP- [ gdP.

e) Si f, g sontintégrables, alors fg est intégrable. Contradiction?

f) Pourquoi ne pas considérer des mesures plus générales que des probabilités?

Exercice # 33. (Mesures a densité) Soit (X, .7, u) un espace mesuré. Soit g : X — [0, 0] une fonc-

tion mesurable.
a) Montrer que

v: 7 —[0,0], v(A) :z/gd,u,VAeﬂ,
A

est une mesure (a densité g par rapport a ).

b) Sous quelles hypotheses sur g cette mesure est-elle :

(1) Finie?

(i) o-finie?
¢) Dans (R, %), montrer que &, n'est pas une mesure a densité par rapport a ;.
Exercice # 34. (Formule de transfert) Soient (X, 7, ) un espace mesuré et f : X — R"™ une fonc-
tion mesurable.
Rappelons que la mesure image f.pu est la mesure borélienne sur R définie par

fun(B) := p(f~(B)), ¥ B € Bgn.

a) Montrer que pour toute fonction borélienne ¢ : R™ — [0, co[ nous avons la formule de transfert

/qufdu:/n@df*u.

On pourra commencer par ¢ étagée.

b) Par souci de simplicité, nous étudions ce qui suit principalement pour n = 1. En théorie des
probabilités :

1 pestune probabilité sur X.

2 Si f: X — Restune variable aléatoire, ce qui est connu n'est pas j, mais la loide f, c’est-a-dire
la mesure image f,u, notée P;. (Pour ajouter a la confusion, f est notée X, et sa loi Py, mais
dans ce cours X est'espace ambient des fonctions mesurables.)

3 Lintégrale d’'une variable aléatoire f (si elle existe) est désignée comme I'espérance de f et notée

E(f).

(i) Montrer que Pf est une probabilité sur (R, Zg).

6



(i) Ecrire, sous réserve d’existence et a l'aide de P, E(f), E(f — E(f))%, R 5t — E(e'/), qui,
enlangage probabiliste sont, respectivement, I'espérance, la variance et la fonction caractéristique
e f
(iii) Que deviennent ces formules si Ps est une probabilité a densité par rapporta v, ?

o Sif={(f1,...,[fn): X — R"estunvecteuraléatoire (=fonction mesurable), exprimer, en fonction

Dtk

delaloide f, la fonction caractéristique R™ 5t — E | ¢ 71

Exercice # 35. (Suites croissantes de mesures)
a) Pour k € N, soit (a,, x)n=0 une suite telle que

ang =0, V0, k>0, (HD)

(@n, k=0 est croissante , Vn > 0. (H2)

Soita, := lim a,;, Vn > 0.
k—00 ’

+00
Montrer que lim Z Apk = Z Q.
1 ,

n=0 n=>0

b) Soit (X, .7) un espace mesurable. Soit ()= une suite de mesures sur .7 telles que :

(1 (A))k=0 est croissante, ¥V A € .7. (H)

Pour A € 7, soit u(A) := liin pr(A).

(i) Montrer que y est une mesure sur .7 .

(ii) Montrer que pour toute fonction .7 -mesurable f : X — [0, o], la suite ( Ik fduk) -
croissante.
On pourra commencer par le cas ot f est étagée.

(iii) Montrer que pour toute fonction .7 -mesurable f : X — [0, 0], ona

i [ fauw = [ fan

On pourra commencer par le cas ol f est étagée.

Exercice # 36. Pourtoutn € N, soit f,, : R - R, f,(z) := {a: T, ST v —n. Montrer que :
0, siz > —n

a) f, auneintégrale par rapport a la mesure de Lebesgue .

b) f. /0.

o) [ fadp - [0dp.

d) Quelle hypothése de théoréme de convergence monotone rn'est pas satisfaite?

Exercice # 37. En considérant, sur R, les fonctions f,,(z) := —(z + n)_, montrer que I'hypothése
fn = 0 est essentielle pour avoir la conclusion du lemme de Fatou.

Exercice # 38. En considérant, dans R, la suite f,, := X[n,541[, montrer que 'hypothése de domina-
tion est essentielle pour la validité du théoreme de convergence dominée.



Exercice # 39. Nous munissons [0, 1] de la mesure de Lebesgue. Pour n € N*, soit m = m(n)
Punique entier tel que m? < n < (m + 1)?. Soient

A {n—m2 n+1l—m

2m+1" 2m+1

2

) fn = \/%XATL

Montrer que :

a) f ‘fn’ — 0.

b) Il mexiste pas g intégrable telle que |f,,| < g pour tout n € N*.
¢) Pour tout z € [0, 1], nous avons f,,(x) - 0.

En déduire quen général la conclusion de la réciproque du théoreme de convergence dominée néces-
site de passer a une sous-suite.



