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Mesure et Intégration

Fiche 5
Intégrales à paramètres

Exercice # 1. Soit f : R Ñ R intégrable au sens de Lebesgue. Montrer que la transformée de Fourier
de f , définie par

pfptq :“

ˆ
R

e´itxfpxq dx, @ t P R,

est une fonction continue et bornée sur R.

Exercice # 2 (transformée de Laplace). Soit f : r0,8r Ñ R une fonction continue et bornée. Nous
posons

F ptq :“

ˆ 8

0

e´xtfpxq dx, @ t ą 0 ;

c’est la transformée de Laplace de f . (La fonction F est plus communément notée L f .)
a) Montrer que F est de classeC8 sur s0,8r et calculer F pkq pour tout k ľ 1.
b) Déduire de la question précédente la valeur de

´ 8
0
xk e´x dx, @ k ľ 1.

Exercice # 3 (fonction zêta de Riemann). La fonction zêta de Riemann est donnée par la formule

ζpsq :“
ÿ

nľ1

1

ns
, @ s ą 1.

Montrer que ζ : s1,8r Ñ R est de classeC8.

Exercice # 4. a) Retrouver la théorie des séries entières à partir de la théorie de l’intégration. Plus
précisément, soit panqnľ0 une suite de nombre réels (ou complexes). Soient

R :“ suptr ľ 0 ; lim
n
anr

n
“ 0u

et I :“ s´R,Rr. Posons F pxq :“
`8
ÿ

n“0

anx
n, @x P I . Montrer que F P C8pIq et que

@x P I, F pkqpxq “
`8
ÿ

n“k

npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1qanx
n´k.

b) Calculer
`8
ÿ

n“1

p´1qn nxn´1 pour tout x Ps ´ 1, 1r.

Exercice # 5. Soit fpxq :“

ˆ 1

0

tx´1

1` t
dt, @x P R.

a) Montrer que f est finie si et seulement si x ą 0.
b) Montrer que f est continue sur s0,8r.
c) Calculer fpxq ` fpx` 1q pour x ą 0. En déduire la valeur de lim

xŒ0
x fpxq.

Exercice # 6. Soit fpt, xq :“
t´ 1

ln t
tx pour t P s0, 1r et x P R.
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a) Montrer que F pxq :“
´ 1
0
fpt, xq dt est finie si et seulement si x ą ´1.

b) Montrer que F est dérivable sur s ´ 1,8r et calculer F 1pxq.
c) Calculer lim

xÑ8
F pxq. En déduire la valeur de F pxq pour x P R.

Exercice # 7. a) Montrer que la série
ÿ

nľ1

p´1qn

n
converge. NotonsK sa somme.

b) Soit fpxq :“
`8
ÿ

n“1

xn

n
. Montrer que f est de classeC1 sur s ´ 1, 1r et calculer f 1.

c) Déterminer fpxq et lim
xŒ´1

fpxq.

d) En déduire la valeur deK .

Exercice # 8. Pour x ľ 0, soient

F pxq :“

ˆˆ x

0

expp´t2q dt

˙2

et Gpxq :“

ˆ 1

0

expp´x2p1` t2qq

1` t2
dt.

a) Montrer que F etG sont de classeC1 sur R`.
b) Calculer F 1pxq `G1pxq pour x ľ 0.

c) En déduire la valeur de I :“
´ 8
0

expp´t2q dt, ainsi que la valeur de J :“
´
R expp´t2{2q dt.

Exercice # 9. Soit Ipαq :“

ˆ 8

0

lnp1` αx2q

1` x2
dx, α ľ 0.

a) Montrer que la fonction I : R` Ñ R est continue sur R` et de classeC1 sur R˚`.
b) Donner une expression de I 1pαq si α ą 0.

c) Soit α P R˚`zt1u. Décomposer la fraction
x2

p1` x2qp1` αx2q
en éléments simples. En déduire la

valeur de I 1pαq pour α ą 0.
d) Calculer Ipαq pour α ľ 0.

Exercice # 10. Soit f la fonction définie sur R` par fptq :“

ˆ 8

0

ˆ

sinx

x

˙2

e´tx dx.

a) Montrer que f est continue sur R` et deux fois dérivable sur R˚`.
b) Calculer f2 et les limites à l’infini de f et f 1.
c) En déduire une expression simple de f .

Exercice # 11. Soit P une probabilité sur pR`,BR`
q.

a) Montrer que, pour tout t ľ 0, la fonction x ÞÑ cospxtq est P -intégrable sur R`. Soit

F ptq :“

ˆ
R`

cospxtq dP pxq, @ t ľ 0.

b) Montrer que F est continue sur R`.

c) Nous supposons que l’application x ÞÑ x2 est P -intégrable. Déterminer lim
tÑ0

1´ F ptq

t2
.

(On pourra établir et utiliser l’inégalité 1´ cosu ĺ u2{2.)

d) « Réciproquement », supposons lim inf
tÑ0

1´ F ptq

t2
ă 8. Montrer que l’application x ÞÑ x2 est

P -intégrable. (On pourra utiliser le lemme de Fatou.)
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Exercice # 12. Pour x P R, soient F pxq :“

ˆ 8

0

cospxtq

1` t2
dt etGpxq :“

ˆ 8

0

1´ cospxtq

t2
dt

1` t2
.

a) Montrer que F etG sont continues sur R. Calculer F p0q etGp0q.
b) Montrer que

F p0q ´ F pxq `Gpxq “ C |x|, @x P R, oùC :“

ˆ 8

0

sin2 t

t2
dt.

c) (i) Montrer queG est de classeC2 sur R et que l’on aG2pxq “ F pxq pour tout réel x.
(ii) En utilisant la question b), en déduire que F est de classe C2 sur R˚` et est solution d’une

équation différentielle du second ordre que l’on déterminera.
(iii) En déduire l’expression de F pxq pour x ą 0 (on pourra remarquer que la fonction F est

bornée sur R). Calculer enfin F pxq pour tout réel x.
d) Déduire de tout ceci la valeur de la constanteC .

Exercice # 13 (transformée de Fourier d’une gaussienne). Soit a ą 0. Soit gapxq :“ e´ax
2 pour

x P R. Nous nous proposons de calculer la transformée de Fourier de ga, donnée par haptq :“´
R e´itxgapxq dx, @ t P R. Rappelons que

´
R e´x

2
dx “

?
π.

a) Montrer que ga est intégrable au sens de Lebesgue et calculer hap0q.
b) Montrer que ha est de classeC1 et donner une expression de sa dérivée h1a.
c) En utilisant une intégration par parties, montrer que h1aptq “ p´t haptqq{p2aq.

d) En déduire que haptq “
c

π

a
e´t

2{p4aq.

Exercice # 14. Soit ha la fonction de l’exercice précédent.
Soit fptq :“

´ 8
0

e´a t haptq da. Montrer que f est de classeC1 sur s0,8r.

Exercice # 15. Pour x P R, soit F pxq :“

ˆ 8

0

exp

ˆ

´
1

2

ˆ

x2

t2
` t2

˙˙

dt.

a) Montrer que F est continue sur R.
b) Montrer que F est dérivable sur R˚.
c) Montrer que, pour tout x ą 0, on a F 1pxq “ ´F pxq.
d) En déduire la valeur de F pxq pour x réel.

Exercice # 16. Pour x ą 0 et t ą 0, soit fpx, tq :“
expp´xq ´ expp´txq

x
.

a) Montrer que pour tout t ą 0, la fonction x ÞÑ fpx, tq est intégrable au sens de Lebesgue sur R˚`.
Pour t ą 0, soit F ptq :“

´ 8
0
fpx, tq dx.

b) Montrer que F est continue sur s0,8r.
c) Montrer que F est dérivable sur s0,8r.
d) Calculer F 1ptq et en déduire la valeur de F ptq pour tout t ą 0.

Exercice # 17. Pour y ľ 0, soit F pyq :“

ˆ 8

0

expp´x2yq

1` x2
dx.

a) Montrer que F est continue sur R`.
b) Calculer F p0q et déterminer lim

yÑ8
F pyq.

c) Montrer que F est dérivable sur R˚`.
d) Montrer que F est solution sur R˚` d’une équation différentielle du premier ordre s’exprimant à

l’aide de I :“
´ 8
0

expp´x2q dx.
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e) En déduire, sous forme intégrale, une expression de F pyq valable pour y ľ 0.
f) Pour finir, retrouver (une n-ième fois !) la valeur de I .

Exercice # 18 (fonction gamma d’Euler).

a) Montrer que pour toutx ą 0, l’application t ÞÑ tx´1e´t est intégrable au sens de Lebesgue surR˚`.
La fonction gamma d’Euler est définie par

Γpxq :“

ˆ 8

0

tx´1e´t dt, @x ą 0.

b) Montrer que Γ est continue sur R˚`.
c) Montrer que Γ est de classeC8 sur R˚`.
d) Montrer que Γ est strictement convexe.

Exercice # 19. Soit F ptq :“

ˆ
R

arctanptxq

x p1` x2q
dx.

a) Montrer que F est de classeC1 sur R. Calculer F 1ptq, puis F ptq .

b) En déduire la valeur de
ˆ
R

ˆ

arctanx

x

˙2

dx.

Exercice # 20. Nous admettons la convergence de l’intégrale généralisée I :“

ˆ 8

0

sinx

x
dx.

Pour tout t ľ 0, posons Sptq :“

ˆ 8

0

e´xt

x
sinx dx.

a) Montrer que S est de classeC1 sur s0,8r et calculer S 1ptq pour t ą 0.
b) Déterminer lim

tÑ8
Sptq et calculer Sptq pour tout t ą 0.

c) SoientA ą 0 et t ą 0.

(i) Montrer que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ 8

A

e´tx sinx

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĺ
2

A
.

(ii) Prouver que, pour toutA ą 0, on a lim
tŒ0

ˆ A

0

e´tx sinx

x
dx “

ˆ A

0

sinx

x
dx.

(iii) En déduire la valeur de I .

Exercice # 21 (extension harmonique). Soit

U :“ Rˆ s0,8r “ tpx, yq P R2 ; y ą 0u.

Si px, yq P U , soit Pypxq :“
1

π

y

x2 ` y2
; on appelle Py le noyau de Poisson. Si f est intégrable au sens

de Lebesgue sur R, posons

upx, yq :“

ˆ
R
Pypx´ tq fptq dt, @ px, yq P U.

a) Montrer que u est finie en tout point de U .
b) Montrer que u est de classeC2 sur U .

c) Montrer que ∆u “ 0, où ∆upx, yq :“
B2u

Bx2
`
B2u

By2
est le laplacien.
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d) Si f est continue et bornée, montrer que

lim
yŒ0

upx, yq “ fpxq, @x P R.

Ainsi, la fonction u est « la » (en fait, une) solution du problème de Dirichlet
#

∆u “ 0 dans Rˆ s0,8r ;

limyŒ0 upx, yq “ fpxq, @x P R.

Cette fonction u est l’extension harmonique de f .

Exercice # 22. Posons F pxq :“

ˆ 8

0

dt

1` tx
.

a) Déterminer l’ensembleD :“ tx P R ; F pxq P Ru. Montrer que F est continue surD.
b) Démontrer que F est de classeC1 surD et que

F 1pxq “

ˆ 8

1

tx ln t

p1` txq2

ˆ

1

t2
´ 1

˙

dt, @x P D.

En déduire le sens de variation de F .
c) Déterminer la limite à l’infini de F .

d) Calculer lim
xŒ1

ˆ 8

1

dt

1` tx
et lim

xŒ1
F pxq.

Exercice # 23. Le but de cet exercice est de démontrer, pour tout x ą 0, l’identité
ˆ 8

0

e´xt

1` t2
dt “

ˆ 8

0

sin t

x` t
dt,

et d’en déduire (à nouveau!) la valeur de
ˆ 8

0

sin t

t
dt.

a) Soit fpxq :“

ˆ 8

0

e´xt

1` t2
dt, @x ľ 0.

(i) Montrer que f est bien définie et continue sur r0,8r.
(ii) Montrer que f est de classeC2 sur s0,8r. Calculer f 1pxq et f2pxq pour x ą 0.

(iii) Montrer que fpxq ` f2pxq “
1

x
, @x ą 0.

b) Soit gpxq :“

ˆ 8

0

sin t

x` t
dt, @x ľ 0. Rappelons que gp0q existe (en tant qu’intégrale généralisée).

(i) Montrer, par intégration par parties, que gpxq existe pour tout x ą 0 (en tant qu’intégrale
généralisée).

(ii) Par un changement de variables, prouver pour x ą 0 l’identité

gpxq “ cosx

ˆ 8

x

sinu

u
du´ sinx

ˆ 8

x

cosu

u
du.

(iii) Montrer que gpxq est de classeC2 sur s0,8r et calculer g1pxq et g2pxq pour x ą 0.

(iv) Montrer que pour tout x ą 0, gpxq ` g2pxq “
1

x
.

c) Dans cette partie, nous nous proposons de montrer l’égalité de f et de g sur s0,8r.
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(i) Montrer que lim
xÑ8

fpxq “ 0 et que lim
xÑ8

gpxq “ 0.

(ii) À partir de l’équation différentielle du second ordre satisfaite par les deux fonctions, en dé-
duire que fpxq “ gpxq pour x ą 0.

d) Dans cette partie, nous nous proposons de trouver gp0q.
(i) Montrer que lim

xŒ0
gpxq “ gp0q.

(ii) En déduire la valeur de gp0q.

Exercice # 24 (continuité de l’intégrale définie). Soit f : RÑ R une fonction intégrable au sens de
Lebesgue. Posons

F pxq :“

$

’

’

&

’

’

%

ˆ
r0,xs

fptq dt, si x ľ 0

´

ˆ
rx,0s

fptq dt, si x ă 0
.

a) Montrer que F est continue sur R.
b) Montrer que, si f est continue en 1, alors F est dérivable en 1 et F 1p1q “ fp1q.
c) De même si on suppose f localement intégrable, c’est-à-dire que f est (Lebesgue) mesurable et´

K
|fptq| dt ă 8 pour tout compactK Ă R.
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